
 ȑामुळे िũकोणिमतीय आिण ʩˑ िũकोणिमतीय फंƕɌसाठी सम˟ा सोडवǻाǉा या पिहʞा सũात आपले ˢागत 
आहे, ʉणून शेवटǉा ʩाƥानात आʉी ʩˑ िũकोणिमतीय फंƕɌवर आमची चचाŊ पूणŊ केली आʉी काही सम˟ा सोडवʞा तसेच 
पुढील दोन ʩाƥानांमȯे मुळात दोɎी िवषयांवर काही सम˟ा सोडवʞा जातील.
 िũकोणिमतीय आिण ʩˑ िũकोणिमतीय फंƕɌ आिण ȑानंतर 
िũकोणांǉा गुणधमाōवर एक नवीन िवषय सुŝ करणार आहे,
 ȑामुळे ही पिहली सम˟ा आहे ʉणून बŠतेक सम˟ा Ǜा आपण 
आजǉा ʩाƥानात आिण पुढील ʩाƥानात चचाŊ करणार आहोत ȑापैकी बŠतेक सम˟ा असतील.

मधून ʉणून या सम˟ेत असे ʉटले आहे की आिण या धन संƥा आहेत आिण आʉाला तीन िभɄ   be je exam ab c 
मूʞांǉा ʩुǿमांǉा बेरजेचे मूʞ शोधǻास सांिगतले जाते, ʉणून लगेच असे िदसून येते की आपण ʩुǿम वापरावे  tan tan x 

फॉʄुŊला ʉणून आपण पिहʞा दोन संǒा जोडून सुŜवात कŝ आिण ȑाआधी हे तीनही ʬॅल plus tan inverse y ah 
आपण पाš.

मȯे एक अिधक ɘस हा सामाईक घटक आहे आिण मग आपण हे देखील कŝ शकतो की आपण या पिहʞाला अंश  ues b c 
आिण भाजक या दोɎीǉा वगŊमूळाने गुणाकार कŝ शकतो,
 ȑामुळे आपण गुणाकार केʞास आपʞाला काय िमळणार आहे.
 

सह वगŊमूळातील अंश आिण भाजक दोɎी बाहेर येणार आहेत आिण आपʞाला ɘस अिधक ǉा वगŊमूळात वर aa a b c abc 
िमळणार आहे, ʉणून पिहली  संǒा दुस̴या पदासाठी हे Ůमाण अिधक टॅन ʩुǿम आहे.
  आपण या गोʼीला ǉा वगŊमूळाने गुणाकार करणार आहोत ʉणजे अंश आिण भाजक दोɎी ʉणजे आपʞाला दुसरी टमŊ ए ɘस b b
अिधक ǉा गुिणले वगŊमूळ ǉा c b 

ʩुǿम ʉणून िमळेल आिण नंतर वापरǻाचा आमचा मानस आहे  ʩुǿम अिधक ʩुǿम फॉʄुŊला आिण हेtan tan x tan y 
असे काहीतरी आहे जे आपण आधीǉा मागील ʩाƥानात समािवʼ केले आहे, 
ʉणून ʩुǿम अिधक ʩुǿम सूũासाठी, ʉणून मला आठवते की हे मूʞ यावर अवलंबून असेल  द िचɎांवर चे tan x tan y x 
िचɎ आिण चे िचɎ आिण उȋादन ǉा मूʞावर देखील तंतोतंत असǻासाठी ते समान Ȫारे िदले जाते ʉणून तीन Ůकरणे आहेतy xy 
ʉणून Ůथम केस ʉणजे आिण चे गुणाकार एकापेƗा कमी असʞास तर ȑा बाबतीत हे 1 वजा वर अिधक ǉा x y xy x y tan 
ʩुǿमाǉा बरोबरीचे असते आिण नंतर इतर Ůकरणे असतात जेʬा मȯे एका पेƗा जाˑ असते तर दुसरी केस एक पेƗा x y xy 
मोठी असते आिण ʉणून देखील  एकाǉा बरोबरीने मोठा तेथे दोन उप Ůकरणे आहेत ʉणून जेʬा एका पेƗा मोठे असते तेʬाxy xy 
एकतर आिण दोɎी सकाराȏक असतात िकंवा ते दोɎी ऋण असतात ʉणून हे आहे ʉणून ही दुसरी केस आहे ʉणून जर x y 
आपʞाकडे हे असेल तर  केस नंतर मूʞ िदले जाते ʉणून ही अिभʩƅी अजूनही राहणार आहे ʉणून ती  1 वजा वर अिधक xy x 

चा अिधक टॅन ʩुǿम असेल आिण ितसरा केस पुɎा जेʬा गुणाकार एकापेƗा जाˑ असेल तेʬा  आिण दोɎी y pi x xy x y 
ऋण आहेत आिण ȑा बाबतीत अिभʩƅी वजा अिधक आहे चा ʩुǿम 1 उणे वर आहेpi tan x plus y xy 
 ȑामुळे आता आपʞाला हे सूũ वापरावे लागेल
 ȑामुळे या Ůकरणात आपण आता आपʞा बाबतीत या अिभʩƅीचे मूʞमापन कŝ इİǅतो ʉणून आपण हे ʉणूया  आहे आिण x 
हा आहे आिण नंतर आपʞाला Ůथम आिण चे गुणाकार पहावे लागतीलy x y 
 ȑामुळे आिण चे गुणाकार एक अिधक अिधक आहे यावर वर जाईल कारण आपʞाला गुणा िमळेल आिण नंतर x y b c c b 
मȯे आमǉाकडे आहेabc 
 ȑामुळे रȞ होणार आहे आिण भाजकात जे उरले आहे ते फƅ आहे आिण हे ˙ʼपणे एकापेƗा मोठे आहे कारण असे िदले ab c 
आहे की आिण सवŊ सकाराȏक आहेत आिण ʉणून या Ůकरणात ʉणून हे आहे  आता जी İ̾थती आमǉासाठी समाधानी आहे ab c 
कारण जर तुʉी पािहʞास हे सकाराȏक आहे कारण आिण सकाराȏक आहेत हे देखील सकाराȏक आहे कारण सवŊ ab cl ab 
आिण पॉिझिटʬ आहेत अिधक मȯे एकापेƗा काटेकोरपणे मोठे आहे ʉणून ही दुसरी केस आहे जी आʉी आहे  साठी पाũ c x y 
आिण ʉणून टॅन इनʬसŊ  चा ǉा वगŊमूळ मȯे अिधक अिधक ǉा वर अिधक ǉा चा ʩुǿम a a a b c abc tan b tan 
ǉा वगŊमूळ मȯे ʩुǿमtan 
 ȑामुळे चा ʩुǿम अिधक ǉा वगŊमूळ मȯे अिधक अिधक वर अिधक ʩुǿम a tan a plus b c a b c abc tan b
ǉा वगŊमूळ मȯे  हे वर समान होणार आहे ʉणून आपण ही दुसरी अिभʩƅी a plus b plus c abc pi plus tan 
घेऊन चा उलटा कŝ ʉणजे अिधक हे अिधक होईल Ǜाला वगŊमूळात अिधक ʉणून िलिहता येईल .x plus y x y b 

ला वर भािगले एक वजा गुिणले आहे िकंवा आपण आधीच पािहले आहे की ते अिधक  a plus b plus c abc xyx y b 
अिधक पेƗा ǉा बरोबरीचे आहे आिण पुढील सरलीकरण आपʞाला अिधक टॅन ʩुǿम ऑफ देईलc c pi 
 ȑामुळे हा भाजक होणार आहे
 ȑामुळे सरलीकरणानंतर हे 

ɘस अिधक ǉा वगŊमूळात  वजा होणार आहे वर  वजा चा कोणताही टॅन ʩुǿम वजा ǉा बरोबर असतो  a b c c abc x x x
चा ʩुǿमtan 
 ȑामुळे हा पįरणाम आपण येथे वापरणार आहोत आिण नंतर आपʞाला हे उणे टॅन ʩुǿम ǉा अिधक ǉा pi c a plus b c 
वगŊमूळ मȯे वर समान िमळेल आिण ʉणून जर आपण ही बेरीज यावर घेतली तर  बाजूने आपʞाला या तीन संǒा नſी िमळतातabc 
कारण ही शेवटची टमŊ जर आपण पािहली तर ही शेवटची संǒा या पदाशी तंतोतंत समान आहे आिण ʉणून जेʬा आपण ही संǒा 
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उजवीकडून डावीकडे घेतो तेʬा आपʞाला काय िमळेल ते ʉणजे हे संपूणŊ  बेरीज ही ǉा बरोबरीची असेलpi 
 ȑामुळे पिहली सम˟ा पूणŊ होईल ʉणून येथे पुढील सम˟ा आहे ʉणून या सम˟ेमȯे सवŊ साठी एक पेƗा कमी समान mod x ah 
चे सवाŊत लहान आिण मोठे मूʞ शोधǻास सांिगतले जाते जे आहे  ते पॉवर फोर अिधक आह अिधक sine inverse x cos 
उलट ते पॉवर चार आता आपʞाला मािहत आहे की साइन ʩुǿम मȯे एक ŵेणी आहे जी उणे बाय दोन ते अिधक x x pi pi 
बाय दोन कॉस ʩˑ हे अंतर शूɊ ते दरʄान आहे x pi 
कोणȑाही साठी पįरणाम जाणून ƽा  ते एकापेƗा कमी आहे हे आʉाला माहीत आहे की xs uch mod x sine inverse x

हा आहेplus cos inverse x pi over two 
 ȑामुळे हे खरे आहे आिण आमǉाकडे येथे चारचे अिधकार असले तरी आʉाला ही ओळख वापरǻात रस असेल, जर तुʉाला हवे 
असेल तर ती ओळख वापरǻासाठी आपण ही अिभʩƅी साइन ʩुǿम ते पॉवर 4 अिधक बाय 2 वजा साइन ʩुǿम पॉवरx pi x 
फोरǉा बरोबरीने िलš शकतो आिण हे सोपे करǻासाठी आपण असे ʉणूया की हे साइन ʩुǿम ǉा बरोबरीचे आहेah theta x 
आिण  अथाŊतच थीटा हे अंतराल वजा बाय टू ते अिधक बाय टूचे असावे जे साइन ʩुǿमाचा ŵेणी संच आहे आिण नंतर ही pi pi 
संपूणŊ अिभʩƅी थीटाǉा ̊ʼीने बनते जी 4 अिधक वजा ची घात होती.y pi by 
  2
 ȑामुळे थीटा ते पॉवर फोर अिधक पाई बाय टू वजा थीटा ते पॉवर फोर
 ȑामुळे आʉाला सवाŊत मोठी आिण सवाŊत लहान मूʞे शोधǻास सांिगतले जाते ʉणून मी असे ʉणू की हे थीटाचे एफ आहे
 ȑामुळे लगेच काय मनात येईल चे पिहले ʩुȋɄ घेणे आहे तर चे पिहले ʩुȋɄ चार थीटा घन वजा चार मȯे f theta f theta 

बाय दोन वजा थीटा Ɛूब असेलpi 
 ȑामुळे हे पिहले ʩुȋɄ आहे आिण एƛटŌ ीमम पॉइंट्स शोधǻासाठी आपʞाला हे शूɊ असे समीकरण करावे लागेल
 ȑामुळे आपʞाला िमळणारे समीकरण आहे थीटा Ɛूब वजा बाय दोन वजा थीटा Ɛूब शूɊ िकंवा दुस̴ या शɨात थीटा Ɛूब pi 
समान पाई बाय दोन वजा थीटा Ɛूब आहे आता थीटा आिण पाई बाय दोन वजा थीटा हे दोɎी įरअल आहेत
 ȑामुळे यावर एकमेव उपाय आहे फƅ आह वाˑिवक समाधान  या िविशʼ समीकरणाचे असे आहे की थीटा हे ǉा बरोबरीने दोन pi 
वजा थीटा आहे Ǜाचा अथŊ असा आहे की थीटा येथे ǉा बरोबर चार वर एक टोकाचा िबंदू आहे आिण कारण ʉणून चे pi ah x x 
संबंिधत मूʞ ची चार बाय चार होणार आहे जे एक ओʬर ŝट टू आहेpi 
 ȑामुळे आता पण हा मॅİƛमा िकंवा िमिनमम पॉइंट आहे की नाही हे पाहावे लागेल की कमाल आहे की िकमान आहे Ǜासाठी 
आपʞाला थीटाǉा संदभाŊत हे फंƕन चे दुसरे ʩुȋɄ ƽावे लागेल.ah f theta 
  हे दुसरे ʩुȋɄ ʉणून आह येथे एक सूƘ िबंदू देखील आहे की आपʞाला हे लƗात घेणे आवʴक आहे की आपʞाला या िविशʼ 
कायाŊची कमाल िकमान शोधǻास सांिगतले जाते 
परंतु आपʞाला चे मूʞ शोधǻास सांिगतले जात नाही Ǜासाठी जाˑीत जाˑ िकंवा कमी केले जाते.x 
  आʉाला फंƕनची कमाल िकंवा फंƕनची िकमान ʬॅʞू शोधǻास सांिगतले जाते कारण ते ʬॅʞू या फंƕनǉा कमाल िकंवा 
िकमान ʬॅʞूएवढीच असेल, ʉणून आʉी हे केले आहे.
  हे Ůित̾थापना आिण आता फƅ या िविशʼ कायाŊवर आपले लƗ कŐ िūत करेल ʉणून आता हे दुसरे ʩुȋɄ 12 गुणा थीटा ˍेअर 
अिधक बारा पट बाय दोन वजा थीटा ˍेअर इतके असेल जे तुʉी पाš शकता की शूɊापेƗा मोठे आहे आिण ʉणून याचा अथŊ होतोpi 
 असे सुचवले आहे की थीटा समान पाई बाय चार हा एक िकमान िबंदू आहे ʉणून तो थीटासाठी िकमान आहे आिण मनोरंजक गोʼ f 
अशी आहे की ती खोटे बोलत आहे ʉणून ही थीटा पाई बाय चारǉा अंतराल मȯे आहे  mi nus pi by two to plus pi 
by two
 ȑामुळे आʉाला खाũी आहे की
 ȑामुळे चे िकमान मूʞ वजा टू ते अिधक ǉा संबंिधत थीटाचे िकमान मूʞ आहे, f theta pi by pi by two 
जर तुʉाला आठवत असेल की हे फंƕन होते आिणf theta 
 ȑामुळे मूलत: हे  आिण हे थीटा येथे ǉा बरोबरीने चार बाय चार आहेpi 
 ȑामुळे मूʞ आपोआप दोन पट चा चार ǉा बळावर चार ǉा पॉवर वर चा चार ओʬर 4 ची पॉवर 4 ची 256 आहेpi pi 
 ȑामुळे ती 128 आहे.
  याचे िकमान मूʞ ʉणजे सायन ʩुǿम ते पॉवर फोर अिधक कॉस ʩुǿम ते पॉवर चार हे ते पॉवर चार एक अǪावीस आहेx x pi 
आता अवघड भाग ʉणजे कमाल मूʞ शोधणे आिण आʉाला मािहत आहे  की या फंƕनची कोणतीही मॅİƛमा नाही पण नंतर या 
फंƕनचे डोमेन उणे बाय 2 ते अिधक बाय 2 पयōत मयाŊिदत असʞाने जे मयाŊिदत अंतराल मयाŊिदत लांबीचे मȯांतर आहेpi pi 
 ȑामुळे थीटा Ůितबंिधत आहे तोपयōत कुठेतरी कमाल असणे आवʴक आहे  या मयाŊिदत अंतरापयōत  ʉणून ȑासाठी आपण Ůथम al 
ʩुȋɄ पाहǻाचा Ůयȉ केला पािहजे आिण काय घडत आहे ते पहावे लागेल, जर आपण पािहले की पिहले ʩुȋɄ चारपट theta q 
वजा उणे Ɛूब होते आता येथून ˙ʼ होईल की जेʬाही असे थीटा पािहʞामुळे थीटाचे मूʞ उणे बाय दोन pi by 2 theta pi 
ते अिधक बाय दोन दरʄान आहे ʉणून आपʞाला पिहʞा ʩुȋɄाचे मूʞ तपासावे लागेल िकंवा ȑाऐवजी थीटाǉा संदभाŊत pi f 
डॅश थीटासाठी आलेख तयार करावा लागेल हे आपʞाला मािहत आहे की फƅ एक आहे  जेथे ते शूɊाǉा बरोबरीचे आहे परंतु या 
मȯांतरातील थीटाǉा इतर मूʞांवरील पिहʞा ʩुȋɄाचे मूʞ काय आहे, 
ȑामुळे हे ˙ʼ आहे की जेʬा थीटा पेƗा 2 वजा थीटा मोठा असेल तेʬा आपण थीटाǉा या Ůदेशाचा िवचार कŝ या तेʬा हे खरे pi 
आहे याचा अथŊ असा होतो की जेʬा हे सȑ असते तेʬा ते सकाराȏक िकंवा नकाराȏक आहे की नाही यावर घेतलेʞा मूʞांवर 
अवलंबून असते
 ȑामुळे थोडे Ťािफकल ɘॉट आपʞाला येथे मदत करेल ʉणून येथे आपʞाला Ɨैितज अƗावर आिण िशरोिबंदूवर थीटा आहे  ical 
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अƗ आपण थीटा घन वजा बाय दोन वजा थीटा Ɛूब ɘॉट करणार आहोत आिण आपʞाकडे थीटा आहे आपण उणे बाय 2 pi pi 
आिण अिधक बाय 2 ǉा दरʄान ʉणू या, तर आपण ʉणू या की हा बाय 2 आहे तर हा बाय 4 आहे  0 हे वजा pi r pi pi pi 
वरील चार आहे आिण हे उणे वरील दोन आहेpi 
 ȑामुळे आपʞाला मािहत आहे की हे मूʞ थेटा येथे शूɊ बरोबर चार आहे, ʉणून आता जेʬा पेƗा चार आिणpi by theta pi 
पेƗा जाˑ असेल तेʬा काय होते ते पाšया पाई बाय 2 ǉा समान पेƗा कमी कोसŊ हा हा Ůदेश आहे ʉणून जेʬा थीटा या दोन मूʞांमȯे
असेल तेʬा थीटा आिण पाई बाय 2 वजा थीटा दोɎी पॉिझिटʬ असतात आिण या Ůदेशात थीटा पाई बाय 2 वजा थीटा पेƗा मोठा असतो 
आिण ʉणून हे  फ Ŋː डेįरʬेिटʬ हे पिहले डेįरʬेिटʬ असणे आवʴक आहे ʉणून या Ůदेशात
 ȑामुळे या Ůदेशात हे ˙ʼ आहे की डॅश थीटा शूɊाǉा बरोबरीने मोठा आहे ʉणजे याचा अथŊ असा आहे की जर परंतु परंतु ते आह f 
Ɛूिबक आहे
 ȑामुळे ते काहीतरी िदसेल  आह सारखे आिण ते नेहमी सकाराȏक असʞाने लागू शकतो  ʬॅʞू यासारखे आहे तर हे s ome r 
आहे ʉणून हे या मȯांतरातील डॅश थीटासाठी वŢ आहे असे ʉणू या आिण नंतर हे दुसरे मȯांतर पाš Ǜासाठी थीटा ǉा f ah pi 
बरोबरीने कमी आहे असे ʉणू या.
  चार पेƗा जाˑ पण थीटा पॉिझिटʬ असतो जेʬा थीटा ही İ̾थती पूणŊ करत असते तेʬा आमǉाकडे जे आहे ते ʉणजे थीटा पेƗा pi 
दोन वजा थीटा कमी असेल
 ȑामुळे जेʬा थीटा या Ůदेशात असेल तेʬा हे खरे आहे आिण ʉणून आता दोɎी थीटा देखील पॉिझिटʬ आहेत आिण बाय 2  pi 2 
उणे थीटा देखील सकाराȏक आहे आिण आपण या Ůदेशात आहोत तेʬा थीटा पाई बाय 2 वजा थीटा पेƗा कमी 
आहे
 ȑामुळे काय होईल या पिहʞा ʩुȋɄाचे मूʞ नकाराȏक होणार आहे कारण थीटा पेƗा कमी आहे  उणे थीटा आिण pi by 2 

आिण उणे थीटा दोɎी सकाराȏक आहेत ʉणून ते ऋणाȏक असेल ʉणजे डॅश थीटा असेल आपण इथे theta pi by 2 f 
कुठेतरी असे काहीतरी ʉणू या ʉणजे या मȯांतरात आपʞाकडे डॅश थीटा नकाराȏक आहे आिण  मग ȑाचŮकारे आपʞाला f 
दुस̴याचा िवचार करावा लागेल तेʬा आपʞाला थीटाची नकाराȏक मूʞे िवचारात ƽावी लागतील ʉणजे जेʬा थीटा शूɊापेƗा कमी 
असेल तेʬा जेʬा थीटा ऋणाȏक असेल तेʬा आपण जे पाहतो ते ʉणजे आह थीटा घन ऋणाȏक असेल तर जेʬा थीटा ऋणाȏक 
असेल तेʬा थीटा घन नकाराȏक देखील आहे आिण आपण पाहतो की बाय 2 उणे थीटा हे सकाराȏक मूʞ असेल आिण ʉणून pi 

बाय 2 उणे थीटा Ɛू हे सकाराȏक असेल परंतु येथे नकाराȏक िचɎ असʞामुळे येथे चे वजा 2 वजा थीटा घन देखील होणार pi pi 
आहे.
  नकाराȏक असू Ȩा आिण ʉणून जेʬा थीटा शूɊापेƗा कमी असेल तेʬा Ůथम डेįरʬेिटʬ डॅश थीटा देखील पुɎा नकाराȏक f 
होणार आहे ʉणून जर मला ते आणखी ɘॉट करायचे असेल तर मी ते पुɎा तयार कŝ या मूलत: हा आलेख हा वŢ अजूनही नकाराȏक
असेल जसे काहीतरी
 ȑामुळे आलेख तंतोतंत नाही हे येथे महȇाचे आहे की डॅश थीटा सकाराȏक आहे की नकाराȏक आहे,f 
 ȑामुळे मागील ˠाइडवरील चचőचा सारांश देǻासाठी आʉाला जे आढळले ते ʉणजे जेʬा थीटा आहे.gr 
  ईटर पेƗा समान टू बाय 4 आिण ओʬर 2 ǉा समान पेƗा कमी आमǉाकडे पिहले डेįरʬेिटʬ पॉिझिटʬ आहे आिण जेʬा pi pi 
थीटा ǉा 4 ǉा बरोबरीने कमी आिण 2 बाय 2 ǉा समान पेƗा जाˑ असेल तेʬा Ůथम ʩुȋɄ नकाराȏक असेल ʉणून पासून  pi 
जर आपण यावŝन हेच कŝ शकलो तर आिण अथाŊतच आपʞाला मािहत आहे की ah at theta equal to pi by 

ʩुȋɄ शूɊ आहेfour 
 ȑामुळे आपण चा आलेख अंदाजे ɘॉट कŝ शकतो ah f theta 
ȑामुळे आपʞाकडे थीटा येथे आहे.

वजा आिण ʉणून हे आहे आिण आहे .  pi by 2 pi by 2 pi by 4 pi by 4 
 तर काय होणार आहे ते ʉणजे आठ असे िकमान मूʞ असे ʉणूया.pi to power 4 by 128 
 येथे पाई टू पॉवर फोर बाय एक अǪावीस आहे आिण ते िकमान मूʞ पाई बाय चार वर गाठले आहे आता आपʞाला मािहत आहे की या 
इंटरʬलमȯे डॅश थीटा पॉिझिटʬ आहे आिण ʉणून या इंटरʬलमȯे थीटा मोनोटोनली वाढेलf f 
 ȑामुळे ते असे काहीतरी जाऊ शकते आिण नंतर या मȯांतरात वजा पासून  दोन ते बाय चार आʉाला मािहत आहे की pi b y pi 
ते ऋण आहे ʉणजे ते कमी होत आहे येथून सुŜवात कŝन मूʞ कमी होत जाईल कृपया लƗात ƽा की ही अचूक मूʞे नाहीत ही फƅ 
सूचक मूʞे आहेत ठीक आहे फƅ तुʉाला फंƕन समजावून सांगǻासाठी वŝन Ůथम कमी होत आहे आिण हे मोनोटोिनक कमी होते
कारण या संपूणŊ ŵेणीमȯे ʩुȋɄ Ůथम ʩुȋɄ ऋणाȏक आहे ʉणून हे मोनोटोिनक कमी होते ʉणून ते Ůथम उणे वŝन दोन ने pi 
अिधक चार आिण नंतर वŝन चार ने अिधक वर कमी होते दोनने ते नीरसतेने वाढतेpi pi pi 
 ȑामुळे आलेख असा काहीतरी असǻाची अपेƗा आहे कृपया लƗात ƽा की हा अचूक आलेख नाही आिण मागील ˠाइडमȯे देखील 
कृपया लƗात ƽा की हा अचूक आलेख नाही तो फƅ िचũणासाठी होता आिण तरीही काय  या सम˟ेमȯे आपʞासाठी सवाŊत महȕाचे
आहे की ʩुȋɄ कोठे धनाȏक आहे आिण कुठे नकाराȏक आहे हे जाणून घेणे,
 ȑामुळे हे ˙ʼ होते की िकमान  Ȫारे 4 वर आहे परंतु नंतर आपण ˙ʼपणे पाहतो की या मȯांतरातील ची कमाल m pi f theta 
एकतर हे मूʞ िकंवा हे मूʞ असेल आिण ʉणून आपʞाला या दोन मूʞांची गणना करणे आवʴक आहे आिण ȑांची तुलना करणे 
आवʴक आहे जेणेकŜन आपʞाला काय करायचे आहे.
 आता करा ʉणजे ची ʬॅʞू शोधायची आहे जी थीटा फोर ɘस पाई बाय दोन वजा थीटा ते पॉवर फोर ते पॉवर फोर या f theta 
दोɎी टोकांǉा िबंदंूवर असेल तर थीटा वरील ʬॅʞू वजा बाय दोन ची पॉवर फोर बाय सोळा अिधक असेल आिण हे पॉवर फोरचे pi 

असेल आिण दोन वरील वरील मूʞ फƅ ते पॉवर ते पॉवर चार बाय सोळा असेलpi pi pi pi 
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 ȑामुळे ˙ʼपणे हे मोठे मूʞ आहे आिण
 ȑामुळे 
पॉवर फोरचे साइन ʩुǿम चे कमाल मूʞ ɘस कॉस इनʬसŊ टू पॉवर चार समान आहे चार बाय सोळा अिधक चार x x pi pi 
िवहीर ʉणजे ŮȑƗात चार ते सतरा बाय सोळा आहे ʉणून हे कमाल मूʞ आहे आिण िकमान मूʞ एक अǪावीस वरील चार pi 
पॉवरचे आहे.pi 
 सेकंदाचे समाधान पूणŊ करते  आिण सम˟ा आणखी एक अितशय मनोरंजक सम˟ा ही आहे की आʉाला या िविशʼ िũकोणिमतीय 
आह समीकरणाǉा िनराकरणाची संƥा शोधǻास सांगते परंतु केवळ तेʬाच जेʬा ला अंतराल वजा दोन दोन अिधक दोन x pi pi
या रेषेसाठी मयाŊिदत केले जाते तेʬा अशा अनेक वेळा वापरावे लागते  Ťािफकल तंũ अह कारण Ǜा िबंदंूची डाʩा हाताची बाजू आिण 
उजवी बाजू समान आहेत ते िबंदू अचूकपणे सोडवणे आिण शोधणे शƐ नाही, ʉणून हे असेच एक उदाहरण आहे ʉणून आपण या 
सम˟ेचे िनराकरण करǻाǉा मागाŊने जाऊया हे िविशʼ फंƕन समजून घेǻासाठी आिण मोजǻासाठी आपण साइन ǉा ah x 
साइन ʩुǿमाने सुŜवात कŝ आिण जेʬा या मȯांतरापयōत मयाŊिदत असेल तेʬा ते कसे िदसते ते पाš x 
आिण ते फार कठीण नाही कारण ʉणून आपण ते साइन ʩुǿम ʉणू.

चे बरोबर आहे  sine x y 
 ȑामुळे अथाŊतच चे हे मूʞ साइन इनʬसŊ फंƕनǉा ŵेणी संचाशी संबंिधत असणे आवʴक आहे जे वजा ते अिधक y pi by 2 

आहे परंतु आपʞाला हे शɨात ʩƅ करणे आवʴक आहे चे हेच आपले अंितम उिȞʼ असणार आहेpi by 2 y x 
 ȑामुळे येथून जर आपण दोɎी बाजंूना साइन फंƕन लागू केले तर आपʞाला साइन हे ǉा साइनǉा बरोबरीचे िमळते ʉणून x y 
आता आपण हे अनेक Ɨेũांमȯे िवभागले आहे.
  पिहला Ůदेश ʉणजे जेʬा असतो तेʬा वजा टू ते अिधक बाय दोन दरʄान ʉणू या, तेʬा या अंतरालमȯे x pi by pi x pi 

दोन ते अिधक बाय दोन असेल तर आपʞाला मािहत आहे की जर आपण या मȯांतरापयōत मयाŊिदत केले तर ची साइन by pi x 
एक मोनोटोिनक आहे  फंƕन आिण ʉणून जर हे ǉा बरोबरीचे असेल तर हे ǉा बरोबरीचे आहे हे खरे sin x sine y y x 
असले पािहजे 
कारण लƗात ठेवा की आधीपासून उणे बाय दोन ते अिधक बाय दोन ǉा मालकीचे आहे ʉणून जर या अंतरालमȯे y pi pi x 
असेल तर ʩुǿमाचा  हे ǉा बरोबरीचे आहे आिण हे आपण आधीǉा लेƁसŊमȯे अनेक वेळा पािहले आहे की sin sin x x 
पुढील मȯांतर ǉा बरोबरीने 2 बाय 3 ǉा बरोबरीने जाˑ आहे आिण ते 3 ǉा 2 ǉा बरोबरीने कमी आहे.x pi pi pi 

 ȑामुळे ˙ʼपणे जेʬा यामȯे असेल तेʬा साइन चे अंतराल साइन ʩुǿम बरोबर असू शकत नाही कारण साइन चा x x x x ha 
साइन ʩुǿम  हा या मȯांतराशी संबंिधत आहे तर हा ȑा मȯांतराशी संबंिधत नाही तर या मȯांतरासाठी आपण पाहतो की जर s x 

या मȯांतराशी संबंिधत असेल तर वजा हा साइन ʩुǿमाǉा ŵेणी संचाचा असेल जो हा संच आहे आिण पुढे आपʞाला x pi x 
मािहत आहे की उणे ची साइन ǉा साइनǉा बरोबरीची आहे जी आधीच ǉा साइनǉा बरोबरीची आहे , तर आपʞाकडे pi x x y 
जे आहे ते ʉणजे वजा ची साइन ǉा बरोबर आहे आिण ʉणजे आधीच वजा आहे  pi x y pi y pi by two to plus pi

उणे देखील या मȯांतराशी संबंिधत आहे आिण ʉणून हे खरे असले पािहजे की उणे ǉा बरोबरीचे आहे,by two pi x pi x y 
 ȑामुळे येथे जे सूिचत होते ते ʉणजे वजा ǉा बरोबरीचे आहे याचा अथŊ असा होतो की तर दुस̴या केससाठी तर दुस̴या pi x y 
केससाठी जी ǉा बरोबरीने दोन बाय दोन आिण तीन ǉा बरोबरीने दोनपेƗा कमी आहे ती ʉणजे वजा आहे जोx pi pi pi x y 
साइन चा साइन ʩुǿम आहे ʉणून साइन इनʬसŊ ऑफ साइन  हा वजा असेल जर या मȯांतराशी संबंिधत x sine x pi x x 
असेल ȑाचŮमाणे जर असेल  तीन ǉा बरोबरीने मोठे आहे दोन पेƗा कमी पाच पेƗा दोन पेƗा कमी नंतर पुɎा ȑाच x pi pi 
पȠतीने आह कारण आह हे आपʞाला मािहत आहे की जर या मȯांतरात असेल तर उणे 2 पुɎा साइनǉा ŵेणी संचाशी x x pi 
संबंिधत असेल 
ʩुǿम आिण कारण आपण फƅ ने हलवत आहोत हे ˙ʼ आहे की उणे 2 चा साइन बरोबर आहे जो x 2 pi x pi sine x 

आहे ʉणून येथे आपʞाकडे वजा 2 आिण उणे 2 दोɎीची साइन आहे  आिण हा साइन sine y x pi sine y x pi y 
ʩुǿमाǉा ŵेणी संचाशी संबंिधत आहे जो वजा बाय दोन ते अिधक बाय दोन आहे तर हे खरे असले पािहजे की हे उणे pi pi y x 
दोन ǉा बरोबरीचे आहे आिण ȑाच Ůकारचे समान Ůकारचे युİƅवाद केले जाऊ शकतात .pi ah 
  ऋण आिण या सवŊ Ůयȉांनंतर आपʞाला जे िमळणार आहे ते ʉणजे साठी वजा पाच बाय दोन आिण अिधक पाच बायx x pi pi 
दोन मधील साइन चे ʩुǿम कसे िदसेल आिण मग आपण हे बरोबर ɘॉट कŝ .x 
 तर इथे आपण ɘॉट करतो
 ȑामुळे एकाच ɘॉटमȯे तीन वेगवेगळे वŢ आहेत
 ȑामुळे Ɨैितज अƗ įरŮेस होतो  आिण आपʞाला ˢतः ला मȯांतर वजा दोन ते अिधक दोन पयōत मयाŊिदत nting x pi pi 
ठेवावे लागेल आिण कारण आह या Ůʲात िवचारले गेले होते की साठी या समीकरणामȯे िकती उपाय आहेत या मȯांतरापयōत x 
मयाŊिदत आहे ʉणून येथे िनʨा वŢ मȯे ǉा साठी आहे ʉणजे येथे िनळा वŢ आहे आिण नंतर sine x sine inverse 

चे लाल रंगात दशŊिवलेʞा िठपकेदार रेषेने ɘॉट केले आहे आिण ते ɘॉट करणे खूप सोपे sine inverse sine x mod ah 
आहे कारण जेʬा जेʬा िनळा  रेषा धनाǉा वरǉा अȯाŊ भागावर असेल तर लाल रेषा अगदी सारखीच असेल पण जेʬा िनळी रेषा 
ऋणाȏक अȯाŊवर असेल तेʬा लाल रेषा ही फƅ अƗावरची आरशाची Ůितमा असेलx 
 ȑामुळे आपʞाला मोड िमळेल.

चे आिण नंतर आपʞाला   sine inverse sine x 
िभɄ िभɄ िबंदू ǉा उपायांची संƥा िकंवा संƥा शोधायची आहे जसे की चे मोड ǉा x sine inverse sine x cos x 
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बरोबरीचे आहे ʉणून आपʞाला साठी आलेख देखील ɘॉट करावा लागेल .cos x ah 
  काळा ʉणून हा काळा वŢ सह साठी आहे चा आिण हे अगदी ˙ʼ आहे की आता आपʞाला शेवटी काय शोधायचे आहे ती x s 
िठकाणे िजथे लाल िठपके असलेला वŢ आिण िनळा आिण काळा वŢ एकमेकांना छेदत आहेत ʉणून Ůथम ̾थान येथे संपले आहे आिण 
मग दुसरे ̾थान येथे आहे आिण नंतर लगेचच आपʞाला येथे दुसरा िबंदू िमळेल आिण नंतर आपʞाला येथे शेवटचा िबंदू िमळेल ʉणून 
आपण दोन वजा दोन ǉा पुढे जात नाही कारण आपʞाला ˢतः ला वजा दोन ते अिधक दोन पयōत मयाŊिदत ठेवावेpi n ah pi pi 
लागेल.

ʉणून आपण पाहतो की या दोɎी वŢांची भेट होईल तेथे चार िभɄ िनराकरणे आहेत आिण ʉणून ǉा बरोबरीǉा   pi cos x 
ǉा समीकरणाǉा सोʞूशनची संƥा sine inverse sine x 

चार आहे
 ȑामुळे ितसरी सम˟ा देखील सोडवते ʉणून आपण ते पाहतो  ब̴ याच वेळा आपʞाला Ťािफकल पȠतीचंाही वापर करावा लागतो
 ȑामुळे या िविशʼ Ůʲातील एक Ůʲ आहे ʉणून येथे आणखी एक मनोरंजक सम˟ा आहे आिण ही देखील मागील परीƗांपैकी एक je 
सम˟ा आहे ʉणून ती ʉणते की चला असू Ȩा  आिण ʉणून आपण मूलत: आपʞा ला खुʞा अंतराल वजा ते अिधक s x pi pi 
पयōत मयाŊिदत करत आहोत आिण ला 0 आिण अिधक बाय 2 आिण वजा बाय 2 हे मूʞ घेǻाची परवानगी नाही आिण x pi pi 2 
मग आपʞाकडे जे आहे ते िũकोणिमतीय समीकरण आहे आिण आʉी  या िũकोणिमतीय समीकरणांǉा सवŊ िभɄ सोʞूशɌची बेरीज 
शोधǻास सांिगतले जाते, 
ʉणून ˙ʼपणे आपʞाला Ůथम हे िũकोणिमतीय समीकरण सोडवावे लागेल आिण नंतर सवŊ िभɄ समाधानांची बेरीज ƽावी लागेल ʉणून
िभɄ हा शɨ देखील खूप महȕाचा आहे कारण कधीकधी आपʞाला दुहेरी मुळे िमळू शकतात.
 
आिण ʉणून मुळात एकाच ची दोन मूʞे ʉणून x 
सुŜवात केली तर मुळात मूळ 3 अिधक अिधक 2 पट आहेsecant x cosecant x 
 ȑामुळे हे िũकोणिमतीय समीकरण आहे आिण हे अथाŊतच मूळ 3 Ůती अिधक 1 पेƗा अिधक अिधक 2 पट cos x sine x 

आहे  बाय उणे बाय साइन आता शूɊाǉा बरोबरीचे आहे कारण हा ɘस वजा बाय दोन असूsine x cos x cos x x x pi 
शकत नाही आिण शूɊ देखील नाही आिण देखील ɘस िकंवा वजा ǉा बरोबरीचा असू शकत नाही ʉणून ʉणून  कारण x pi x x 
0 असू शकत नाही आिण तो अिधक वजा देखील असू शकत नाही ʉणून हे ˙ʼ आहे की िचɎाशी संबंिधत सवŊ साठी pi s x x 
शूɊ समान नाही ȑाचŮमाणे हा संचातील सवŊ साठी ɘस वजा ǉा समान नाही सुȠा शूɊाǉा x x pi by two s cos x 
बरोबरीचे नाही आिण ʉणून ȑांचे उȋादन देखील शूɊाǉा बरोबरीचे नाही ʉणून आपʞाला मािहत आहे की जर सवाōसाठी असेल x 
तर चा असेल तर पाप गुणा शूɊ नाही आिण ʉणून आता जर आपण दोɎी गुणाकार केला तर x s x cos x sine x cos x 
सह या समीकरणाची बाजू आपʞाला शेवटी िमळते ती ʉणजे मूळ तीन साइन अिधक अिधक दोन पट साइन ˍेअर x cos x x 
वजा ˍेअर बरोबर शूɊ आिण या संǒांची थोडीशी पुनरŊचना केʞाने आपʞाला मूळ िमळेल  3 बाय 2 अिधक cos x sine x 
अधाŊ समान आहे ʉणून आपण ते उजʩा बाजूला घेतो तो चौरस वजा पाप वगŊ होतो आिण आपʞाला मािहत cos x cos x x 
आहे की वगŊ वजा पाप वगŊ हा दोन ची आहे आिण हा आह अिधक िचɎ असे cos x x x cos cos a cos b a sin b 
िदसते
 ȑामुळे आपण असे िलš शकतो  Ūी अिधक मȯे cos x int o cos pi by sine x sine pi by three is 

पण अिधक हा वजा आहे आिण ʉणून equals cos of two x cos a cos b sin a sin b cos a b 
आपʞाला जे िमळते ते उणे पेƗा अिधक तीन आहे दोन चेcos x pi cos x 
 ȑामुळे हे समीकरण पूणŊ करेल जर आिण फƅ जर ते या समीकरणाचे समाधान करत असेल तरच हे पुढे नेǻाǉा x xx 
मȯांतरापुरते मयाŊिदत आहे आिण येथे आपण मूलत: आपण िũकोणिमतीय समीकरणांवर चचाŊ करत असताना पािहलेले काहीतरी 
वापरणार आहोत.
 
ʉणून जर तुʉाला आठवत असेल की आʉी ʉटले आहे की जर बरोबर असेल तर हे खरे असले पािहजे की cos x cos cos y 

ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून माफ करा बरोबर दोन अिधक वजा काही पूणाōक साठी आहे ʉणून हे आपʞापैकी x y x n pi y n 
एकाचे आहे  मागील ʩाƥाने आिण आमǉाकडे येथे काय आहे ते ʉणजे उणे बाय तीन ची दोन ǉा ǉा x pi cos x cos 
बरोबरी आहे
 ȑामुळे मूलत: याचा अथŊ असा आहे की हे दोन समान असले पािहजेत ʉणजे आपण ते कोणȑाही Ůकारे िलš शकतो ʉणजे आपण x 
िलš शकतो  हे असे आहे ʉणून हे खरे असले पािहजे ʉणून मूलत: अहो आपण काय आहोत  येथे करणे ʉणजे आपण हे समीकरण 
वापरत आहोत आिण या समीकरणात आपण हे आपले ʉणून घेत आहोत y 
आिण हे आपण हे ʉणून घेत आहोत, ʉणून जर आपण ही ओळख वापरली तर हेच आपʞाला Ůाɑ होईल जर उणे x cos  x pi
बाय तीन हे दोन ǉा ǉा बरोबरीचे आहे तर हे खरे असले पािहजे की दोन दोन अिधक वजा उणे बाय तीन x cos x n pi x pi 
आहे परंतु येथे पूणाōक असावा ʉणून आपण Ůथम अिधक सह Ůारंभ केʞास येथे दोन दोन अिधक उणे अिधक n x n pi x pi 
तीन असणे आवʴक आहे, याचा अथŊ हा दोन वजा अिधक तीन असावा परंतु लƗात ठेवा की आʉाला फƅ ते x n pi pi x x 
ǉा मूʞाची परवानगी आहे.
 केवळ मȯांतर वजा ते अिधक याǉाशी संबंिधत आहे आिण ʉणून ची सवŊ मूʞे अनुǒेय असू शकत नाहीत ʉणून जर pi pi n 
आपण ǉा बरोबरीने 0 घेतले तर चे मूʞ वजा आहे जे िनिʮतपणे मȯांतर वजा ǉा संबंिधत आहे  n x pi by 3 pi to plus

पण जर आपण चे इतर कोणतेही मूʞ जसे की 1 घेतले तर चे मूʞ  ǉा बरोबरीची टोपी ʉणजे 2 वजा pi n xt n pi pi by 
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3 आिण हे मूʞ िनिʮतपणे मȯांतरात नाही
 ȑामुळे हे मȯांतर वजा अिधक याǉाशी संबंिधत नाहीpi d pi 
 ȑामुळे हे आपʞासाठी वैध उपाय नाही आिण तीच गोʼ  शूɊ नसलेʞा इतर कोणȑाही पूणाōक गुणाकाराचा दुसरा पूणाōक गुणाकार 
घेतʞास घडेल, 
ȑामुळे येथे अिधक िचɎासह आपʞाला िमळणारा एकमेव उपाय ʉणजे समान वजा बाय तीन आहे आता आपण येथे ऋण x pi 
िचɎासह काय िमळते ते पाš.
 ʉणजे 2 हे समीकरण 2 उणे वजा इतके असले पािहजे आिण ते नंतर तीन बरोबर दोन अिधक x n pi x pi by 3 x n pi 

अिधक तीन िकंवा समान दोन अिधक तीन अिधक असे िलिहता येईल.pi x n pi pi 
  नऊ वर पुɎा बरोबर शूɊाने सुŜवात कŝन आपʞाला बरोबर बरोबर नऊ वर िमळेल जे अथाŊतच अंतराल वजा ते n x pi pi 
अिधक बरोबर ǉा बरोबरीचे आहे आपʞाला समान दोन बाय तीन अिधक बाय नऊ िमळेल आमǉासाठी देखील pi n x pi pi 
एक वैध उपाय आहे कारण हे देखील मȯांतर वजा दोन ǉा संबंिधत आहे अिधक पण आपण सारखी मोठी मूʞे बरोबरpi pi n n 
दोन आिण अशीच घेतली तर आपʞाला िमळणारे मूʞ वजा ते अिधक मधील असणार नाही आिण ʉणून नकाराȏक बाजूने pi pi 
ती आपʞासाठी वैध उपाय नाहीत.

समान वजा एक तर आपʞाला समान वजा दोन वर तीन अिधक बाय नऊ िमळेल आिण हे मूʞ अथाŊतच अंतराल   n x pi pi 
वजा दोन ʉणून वजा ते अिधक असे आहे परंतु जर आपण समान वजा दोन घेतले तर ते मूʞ मȯांतर वजा ते pi pi pi n pi 
अिधक याǉाशी संबंिधत असणार नाहीpi 
 ȑामुळे ते समाधान एकटे नाही ʉणून येथे नकाराȏक िचɎासह आपʞाला 3 वैध समाधाने िमळतात आिण सकाराȏक िचɎासह 
सकाराȏक िचɎासह आपʞाला फƅ एक समाधान िमळाले जे उणे ǉा समान होते.x pi 
  दोन ने ʉणजे चौथा उपाय आहे
 ȑामुळे या िũकोणिमतीय समीकरणासाठी आपʞाला चे चार िभɄ मूʞ समाधाने िमळतात x 
आिण मग आपʞाला आठवत असेल तर आपʞाला सवŊ िभɄ समाधानांची बेरीज शोधǻास सांिगतले होते जेणेकŝन आपण सवŊ पाš 
शकतो या उपायांपैकी  ŮȑƗात वेगळे आहेत ʉणून ȑापैकी एकही दुस̴याǉा बरोबरीचा नाही आिण जेʬा आपण ȑांची बेरीज घेतो 
तेʬा आपʞाला जे िमळते ते अथाŊतच हे आिण हे रȞ होईल आिण जेʬा तुʉी हे आिण हे आिण याला जोडले तेʬा तीनने िमळेल पणpi 
ȑात जोडʞावर  आपʞाला शूɊ देईल
 ȑामुळे असे िदसून येते की या चारही िभɄ मूʞांची बेरीज खरं तर शूɊ इतकी आहे
 ȑामुळे अंितम उȅर असे आहे की या समीकरणाǉा सवŊ िभɄ सोʞूशɌची बेरीज जेथे संचाशी संबंिधत आहे शूɊ जर आपण काही s 
पावले मागे गेलो तर आपण दोन ǉा बरोबर उणे वरील तीन सह ने सुŜवात केली आिण आʉी ʉटले की या x cos x pi cos 
समीकरणाचे सवŊसाधारण समाधान असे आहे की दोन दोन बरोबर असणे आवʴक आहे.x n pi 
 अिधक उणे उणे बाय तीन आता काही िवȨाȚाōना आʮयŊ वाटेल की हे सम फंƕन उणे हे x pi cos cos x pi by 3 x 
खरेतर ǉा उणे बरोबर आहे पण जर आपण ǉा ने सुŜवात केली तर  दोन समान पाई ǉा pi cos by 3 x cos cos x cos
बाय तीन वजा आिण नंतर सोडवा  आपण Ǜा पȠतीने केले आहे ȑाŮमाणे आपʞाला समान उपाय िमळणार आहेत आिण x exac 
ȑा Ůʲाचे उȅर अथाŊतच होय असे आहे आिण ते असे आहे की जर आपण या समीकरणाने सुŜवात कŝ असे ʉटले तर वजा x pi 3
ǉा ऐवजी आपण  कडे 3 वजा असेल तर पुɎा तेच आहे कारण या समीकरणाचे सवŊसाधारण समाधान अिधक वजा pi x n pi pi
बाय तीन वजा असे असेल पण हे पािहʞास येथे महȇाची गोʼ ʉणजे हे अिधक वजा आहे.x 
 कारण येथे आपʞाकडे एक ɘस आहे
 ȑामुळे ɘससह आपʞाला 2 अिधक वजा िमळेल जेʬा आपण वजा घेतो तेʬा आपʞाला 2 वजा n pi x pi by 3 n pi x
वजा िमळतो पण ŮȑƗात असे असते तेʬा  आपण येथे वजा िचɎ घेतो ʉणजे ही अिभʩƅी आपʞाला या Ůकरणात pi by 3 
अिधक िचɎासह जे िमळते ȑाǉा बरोबर असते आिण ȑाचŮमाणे आपण येथे वजा िचɎासह जे Ůाɑ करतो ते आपʞाला येथे अिधक 
िचɎासह िमळते ȑा बरोबर असते.
  या दोɎी गोʼी सारƥाच असणार आहेत आिण ते आपʞाला समान समाधान देणार आहेत  n
 ȑामुळे या ʩाƥानाचा शेवट होईल आिण पुढील लेƁरमȯे आʉी अशाच आणखी काही सम˟ा कŝ, धɊवाद 
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