
 അതിനാൽ ْതിേകാണമിതി, വിപരീത ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകൾتുׯ 
ْപശ് നപരിഹാരെുׯ؋റിتു׺ ഈ ആദّ െസഷനിേല്ׯ സٔാഗതം , അതിനാൽ കഴി؁ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ വിപരീത ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന׹െളുׯറിتു׺ ചർ׺ ഞ׹ൾ പൂർ؋ിയാׯി , 
അടു؋ ര؇് ْപഭാഷണ׹ളിൽ അടിرാനപരമായി ര؇ിലും ചില ْപശ് ന׹ൾ പരിഹരിുׯം .  
ْതിേകാണമിതിയും വിപരീത ْതിേകാണമിതിയും ഫംഗ് ഷനുകളും അതിനുേശഷം ْതിേകാണ׹ളുെട 
ഗുണ׹െളുׯറി്׺ ഒരു പുതിയ വിഷയം ആരംഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ആദّെ؋ ْപശ് നമാണ് 
അതിനാൽ ഇؗെ؋ ْപഭാഷണ؋ിലും അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിലും നأൾ ചർ׺ െചؗുإ മിׯ 
ْപശ് ന׹ളും ആയിരിുׯം. പരീײയിൽ നിؗായിരിുׯക, അതിനാൽ ഈ ْപശ് ന؋ിൽ എؗിവ ab, c 
േപാസിئീവ് സംഖّകളാെണ്ؗ പറയെؚടുؗു , കൂടാെത മൂ്ؗ വّതُّ ٝമൂലّ׹ളുെട ടാൻ 
വിപരീത׹ളുെട ആെകു؋കയുെട മൂലّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു,  അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ടാൻ വിപരീതം ഉപേയാഗിׯണെമ്ؗ ഉടൻ േതാؗുؗു കൂടാെത ടാൻ വിപരീത േഫാർമുല, x y 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ആദّെ؋ ര؇് പദ׹ൾ േചർ്؋ ആരംഭിുׯം , അതിനുമു്آ നأൾ കാണുؗത് ഈ 
മൂ്ؗ മൂലّ׹ളും ആണ്  ന് ഒരു ؛സ് ബി ؛സ് ഒരു െപാതു ഘടകമാണ് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ െചإാൻ ues- c 
കഴിയുؗത്, നّൂമേറئറിലും ഡിേനാമിേനئറിലുമുت ഒരു വർ״മൂല؋ാൽ ഈ ആദّേ؋ത് 
ഗുണിׯാെമؗതാണ് , അതിനാൽ നി׹ൾ ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിׯാൻ േപാകുؗത് അതാണ്. ഉت aa 
സ് കٔയർ റൂ؂ിനുتിെല നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും പുറു؋വരാൻ േപാകുؗു, ഞ׹ൾ േനׯാൾabc-
ഒരു ؛സ് ബി ؛സ് സിയുെട വർ״മൂല؋ിേല്ׯ വരാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ആദّ േടം ഈ അളവും 
ര؇ാമെ؋ േടമിന്െറ വിപരീതവും ആണ്  ഞ׹ൾ ഈ വُٝു വിെന യുെട വർ״മൂല؋ാൽ b 
ഗുണിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും ആയതിനാൽ, േനׯാൾ ഒരു ؛സ് abc-

 തുടർ്ؗ b c b , ുؗുׯപദം ലഭി ؋സ് യുെട തവണ സ് കٔയർ റൂ؂ിന്െറ ടാൻ വിപരീതമായി ര؇ാമെ؛
ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിׯാൻ ഉേؐശിുؗുׯ  ടാൻ വിപരീത ؛സ് ടാൻ വിപരീത േഫാർമുല , അത് x y 
മുآെ؋ ْപഭാഷണ׹ളിൽ ഞ׹ൾ ഇതിനകം ഉൾെؚടു؋ിയിت؂ു ഒؗാണ്, അതിനാൽ ടാൻ വിപരീത 

 ം എ്ؗ ഞാൻ x yുׯിരി׺ആْശയി ؋അതിനാൽ ഈ മൂലّെ , ׯസ് ടാൻ വിപരീത േഫാർമുലയ്്؛
ഓർׯെ؂  ദി ചി׹صളിൽ ന്െറയും ന്െറയും ചിصവും കൂടാെത എؗ ഉൽؚؗ؋ിന്െറ x y xy 
മൂലّവും കൃതّമായി പറ؁ാൽ അത് തുലّമായി നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ മൂ്ؗ േകസുകൾ ഉ؇് 
അതിനാൽ എؗിവയുെട ഗുണനം ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിൽ ആദّ േകസ്.  x, y 
അ׹െനെയ׸ിൽ, ഇത്  ൈമനസ് യ് ്ׯ മുകളിലു؛ تസ് യുെട വിപരീത വിപരീത؋ിന് 1 xy x y 
തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ മ്ئ സؕർഭ׹ൾ ൽ നി്ؗ ഒؗിെനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ മേئത് x- y xy 
എؗത് ഒؗിെനׯാൾ വലുതാണ് .  ഒؗിന് തുലّമായതിേനׯാൾ ര؇് ഉപ േകസുകൾ ഉ؇്, xy 
അതിനാൽ ഒؗിന് തുലّമാകുേآാൾ ഒؗുകിൽ ഉം ഉം േപാസിئീവ് ആണ് അെ׸بിൽ അവ xy x y 
ര؇ും െനഗئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഇതാണ് ര؇ാമെ؋ േകസ് , നമു്ׯ ഇത് ഉെ؇׸ിൽ അേؚാൾ 
മൂലّം നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ പദْപേയാഗം ഇേؚാഴും നിലനിൽുׯം, അതിനാൽ ഇത് 1 
ൈമനസ് യിൽ ؛സ് യുെട വിപരീതമായി ؛സ് ടാൻ ആയിരിുׯം , മൂؗാമെ؋ േകസ് xy x y pi 
വീ؇ും ഉൽؚؗം ഒؗിന് തുലّമാകുേآാൾ  ഉം ഉം െനഗئീവ് ആണ് , ആ സؕർഭ؋ിൽ x xy x y 
എ٧്ْعപഷൻ ൈമനസ് ൈപ ؛സ് ടാൻ ആണ് ؛സ് യുെട വിപരീതം  ൈമനസ് യ് ്ׯ മുകളിലാണ്, x y 1 xy 
അതിനാൽ ഈ സൂْതവാകّം ഉപേയാഗിؗുׯതിന് ഇേؚാൾ നأൾ െചേإ؇തു؇്, അതിനാൽ ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ ഞ׹ളുെട കാരّ؋ിൽ ഇേؚാൾ ഈ പദْപേയാഗം വിലയിരു؋ാൻ ഞ׹ൾ 
ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് പറയാം  ആണ് , ഇത് ആണ് , തുടർ്ؗ നأൾ ആദّം x y x, y 
എؗിവയുെട ഗുണനഫലം േനാׯണം, അതിനാൽ എؗിവയുെട ഗുണനഫലം ഒരു ؛സ് ബി ؛സ് x, y 
സി്ׯ മുകളിലായിരിുׯം, കാരണം നമു്ׯ ഒരു തവണ ലഭിുׯം, തുടർ്ؗ ഡിേനാമിേനئർ ഞ׹ൾ്ׯ b 

ഉ؇്, അതിനാൽ റؐാׯാൻ േപാകുؗു , ഡിേനാമിേനئറിൽ അവേശഷിؗുׯത് മാْതമാണ് , abc ab c 
ഇത് വّװമായും ഒؗിെനׯാൾ കൂടുതലാണ്, കാരണം എؗിവെയبാം േപാസിئീവ് ആെണؗും ab, c 
അതിനാൽ ഈ േകസിൽ ഇത് 
അ׹െനയാണ്  ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ്ׯ തൃلിٝകരമാകുؗ അവر, കാരണം നി׹ൾ ഇത് േപാസിئീവ് 
ആെണ്ؗ ക؇ാൽ, ഉം ഉം േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ ഇതും േപാസിئീവ് ആണ്, കാരണം എبാ ab cl ab 
ഉം ഉം േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ േല്ׯ എؗത് ഒؗിെനׯാൾ കർശനമായി വലുതാണ്, c x y 
അതിനാൽ ഈ ര؇ാമെ؋ േകസ് ഞ׹ൾ െചؗുإ ഒؗാണ് േയാഗّമായതിനാൽ ടാൻ ഇൻവറുകൾ  e 
യുെട ؛സ് ബി ؛സ് യുെട വർ״മൂലّം ؛സ് ടാൻ വിപരീതം ന്െറ വർ״മൂല؋ിേല്ׯ ടാൻ a c abc b 
വിപരീതം 
അ׹െന യുെട വിപരീതം ന്െറ വർ״മൂല؋ിേല്ׯ , േമൽ ؛സ് ടാൻ വിപരീതമായി a a plus b c abc 

യുെട വർ״മൂല؋ിേല്ׯ  േമൽ എؗത് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ നأൾ b a plus b plus c abc 
ഈ ര؇ാമെ؋ പദْപേയാഗം ؛സ് ؛സ് യുെട വിപരീതമായി എടുുؗുׯ, അതിനാൽ ؛സ് pi x y x y 
എؗത് ഈ ؛സ് ആയിരിുׯം, ഇത് ؛സ് ബി ആയി എഴുതാം ؛സ് െയ െയ ഒരു ൈമനസ് a plus b c abc 

തവണ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അെ׸بിൽ അത് യുെട ؛സ് ؛സ് ന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ xyx y c b c 
ഇതിനകം ക؇ു , കൂടുതൽ ലളിതമാؗുׯത് നമു്؛ ׯസ് ടാൻ വിപരീതമായി നൽകും, അതിനാൽ pi 
ഈ ഡിേനാമിേനئർ മാറും അതിനാൽ ലളിതവൽׯരണ؋ിന് േശഷം ഇത് ൈമനസ് സി ആയി abc 
യുെട ؛സ് ബി ؛സ് സി ആയി മാറാൻ േപാകുؗു , ടാൻ വിപരീത ഫംഗ്ഷൻ ഒരു വിചിْതമായ 
ഫംഗ്ഷനാെണؗും അതിനാൽ ൈമനസ് ന്െറ വിപരീത؋ിന്െറ ടാൻ വിപരീതം അതിന് ah x x tan 
തുലّമാെണؗും നമു്ׯ അറിയാം  ൈമനസ് ന്െറ ഏെത׸ിലും ടാൻ വിപരീതം ൈമനസിന് x x 
തുലّമാണ് ന്െറ വിപരീതഫലം ഇതാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട ഉപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗത് x 
ഇതാണ് , തുടർ്ؗ ഇത് യുെട ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതമായി യുെട ഒരു ؛സ് ؛സ് യുെട c pi abc b c 
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വർ״മൂല؋ിേല്ׯ തുലّമാകും , അതിനാൽ നأൾ ഈ തുക എടുുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഈ മൂ്ؗ 
പദ׹ൾ കൃതّമായി ലഭിുؗുׯ, കാരണം ഈ അവസാന പദം ഈ അവസാന പദ؋ിന് കൃതّമായി 
തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഈ പദം വലതുവശ്؋ നി്ؗ ഇടതുവശേׯ്؋ എടുുׯേآാൾ നമു്ׯ 
ലഭിؗുׯത് ഇതാണ്. തുക ന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ആദّെ؋ ْപٍ٠ം പൂർ؋ിയാുؗുׯ, pi 
അതിനാൽ അടു؋ ْപٍ٠ം ഇതാ, അതിനാൽ ഈ ْപശ് ന؋ിൽ ഒؗിന് തുലّമായ എبാ േമാഡുകൾുׯം 
തുലّമായ ന്െറ ഏئവും െചറുതും വലുതുമായ മൂലّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു, x 
ൈസൻ വിപരീതമായ ഈ അളവ് േല്ׯ പവർ േഫാർ ؛സ് ആ ؛സ് േകാസ് ഇൻേവٌ٧് പവർ േഫാർ x x 
പവർ േഫാർ , ൈസൻ ഇൻേവٌ٧് ന് ൈമനസ് ൈപ മുതൽ ര؇് ؛സ് ൈപ വെര ര؇് േകാസ് വിപരീതം x x 
ന് പൂജّം മുതൽ ൈപ വെരയുت ഇടേവളയിൽ െപടുؗ ഒരു േْശണി ഉെ؇്ؗ ഇേؚാൾ നമുׯറിയാം, 
പേײ ഞ׹ളും ഏത് ന്െറയും ഫലം അറിയുക  േമാഡ് ഒؗിന് തുലّമാണ് , ൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് xs- x x 
 റിയാം, അതിനാൽ ഇത്ׯൾ׹സ് േകാസ് ഇൻേവഴ് സ് എക് സ് ര؇ിന് മുകളിൽ ൈപ ആെണ്ؗ ഞ؛
ശരിയാണ് , ഇവിെട നാല് ശװികൾ ഉെ؇׸ിലും നി׹ൾ്ׯ േവണെമ׸ിൽ ഈ ഐഡന്റിئി 
എ׹െനെയ׸ിലും ഉപേയാഗിׯാൻ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമു؇്. ആ ഐഡന്റിئി ഉപേയാഗിؗുׯതിന്, 
നമു്ׯ ഈ പദْപേയാഗം ൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് ന് പവർ  ؛സ് ൈപ,  ൈമനസ് ൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് ൽ x- 4 2 x-
നി്ؗ പവർ േഫാർ എؗി׹െന എഴുതാം, ഇത് ലളിതമാׯാൻ ആ തീئ ൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് എക് സിന് 
തുലّമാെണ്ؗ പറയാം.  തീർ׺യായും തീئ ഇടേവള ൈമനസ് ൈപ ര؇് മുതൽ ؛സ് ൈപ ൈബ ടു 
വെരയുت ൈസൻ വിപരീത േْശണിയിൽ ഉൾെؚടണം , തുടർ്ؗ ഈ പദْപേയാഗം തീئയുെട 
അടിرാന؋ിൽ മാറുؗു, ഇത് തീئയ്്ׯ തുലّമാണ് , അത് പവർ 4 ؛സ് ൈവ ൈമനസ് ൈപ  2 
അതിനാൽ തീئ മുതൽ പവർ േഫാർ ؛സ് ൈപ ര؇് ൈമനസ് തീئ മുതൽ പവർ േഫാർ വെര, അതിനാൽ 
ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗത് ഏئവും വലുതും െചറുതുമായ മൂലّ׹ൾ കെ؇ു؋ക എؗതാണ്, 
അതിനാൽ ഇത് തീئയുെട എഫ് ആെണ്ؗ ഞാൻ പറയെ؂, അതിനാൽ െപെ؂്ؗ മനشിൽ വരുؗത് f 
തീئയുെട ആദّ െഡറിേവئീവ് എടുുׯക എؗതാണ് അതിനാൽ തീئയുെട ആദّ െഡറിേവئീവ് നാല് f 
തീئ കّൂബ് ൈമനസ് േഫാർ ടു ൈപ ൈബ ടു ൈമനസ് തീئ കّൂബ് ആകും, അതിനാൽ ഇതാണ് ആദّെ؋
െഡറിേവئീവ് , എ٧്ْعടീം േപായിന്റുകൾ കെ؇ؗു؋തിന് ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാׯണം, അേؚാൾ 
നമു്ׯ ലഭിؗുׯ സമവാകّം ഇതാണ് തീئ കّൂബ് ൈമനസ് ൈപ ര؇് ൈമനസ് തീئ കّൂബ് പൂജّ؋ിന് 
തുലّമാണ് അെ׸بിൽ മെئാരു വിധ؋ിൽ പറ؁ാൽ തീئ കّൂബ് ര؇് ൈമനസ് തീئ കّൂബിന് 
തുലّമാണ്, കാരണം തീئയും ൈപയും ര؇് ൈമനസ് തീئയും യഥാർ،മാണ്, അതിനാൽ ഇതിനുت 
ഒേരെയാരു പരിഹാരം ആഹ് ഒൺലി ആഹ് യഥാർ، പരിഹാരം  ഈ ْപേതّക സമവാകّ؋ിന്, തീئ 
ര؇് ൈമനസ് തീئ െകാ؇് ൈപയ്്ׯ തുലّമാണ് , ഇത് തീئയിൽ നാലിൽ ൈപയ്്ׯ തുലّമായ ഒരു 
എക് സ്ْടീം േപായിന്റ ്ഉെ؇ؗും ആയതിനാൽ ന്െറ അനുബؖ മൂലّം ൈപയുെട നാലിൽ ah x x 
ൈസൻ ആകും. ഇത് ഒരു ഓവർ റൂ؂് ടു ആണ്, എؗാൽ ഇത് മാ٧عിമം ആേണാ മിനിമ േപായിന്റ് ആേണാ 
എ്ؗ േനാׯണം, തീئയുമായി ബؖെؚ؂് ഈ ഫംഗ്ഷൻ തീئയുെട ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് ah f 
എടുׯണം.  ഈ ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് ആയതിനാൽ, ഇവിെടയും ഒരു സൂ٣ظമായ േപായിന്റ് ഉ؇് , 
നأൾ മനشിലാേׯ؇ത് ഈ ْപേതّക ഫംഗ് ഷന്െറ പരമാവധി മിനിമ കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് 
ആവശّെؚടുؗു, എؗാൽ ന്െറ മൂലّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗിب. ഫംഗ് ഷന്െറ x 
മൂലّം പരമാവധി അെ׸بിൽ ഫംഗ് ഷന്െറ ഏئവും കുറ؁ മൂലّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് 
ആവശّെؚടുؗു, അതിനാൽ മൂലّം ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ പരമാവധി അെ׸بിൽ കുറ؁ മൂലّ؋ിന് 
തുലّമായിരിുׯം , അതിനാലാണ് ഞ׹ൾ നിർأി׺ത്  ഈ പകരം വയ്ׯൽ, ഇേؚാൾ ഈ ْപേതّക 
ഫംഗ് ഷനിൽ മാْതേമ ഞ׹ളുെട ْശؑ േകْؕീകരിുׯകയുൂت, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഈ ര؇ാമെ؋ 
െഡറിേവئീവ്  മട്׹ തീئ സ് കٔയർ ؛സ് പْؓ؇് മട്׹ ൈപ ര؇് ൈമനസ് തീئ സ് കٔയറിനു 12
തുലّമായിരിുׯം, അത് നി׹ൾ്ׯ കാണാനാകുؗതുേപാെല പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാണ് , അതിനാൽ 
ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ തീئ, ൈപ േഫാർ േഫാർ േഫാൾ, മിനിമം േപായിന്റ് ആെണ്ؗ സൂചിؚിു׺, 
അതിനാൽ ഇത് എഫ് തീئയുെട ഏئവും കുറ؁ േപായിന്റാണ് , രസകരമായ കാരّം അത് കتം 
പറയുؗു എؗതാണ്, അതിനാൽ ഈ തീئ പി േഫാർ േഫാർ േഫാർ ൈമ എؗ ഇടേവളയിലാണ്.  nus pi 
ൈബ ടു ൈബ ടു ؛സ് ൈപ ടു ൈബ ടു , അതിനാൽ തീئയുെട ഏئവും കുറ؁ മൂലّം ൈമനസ് ൈപ 
ൈബ ടു ടു ؛സ് ൈപ ൈബ ടു ൈബ ടു ആണ് എ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ ഉറؚു؇്. ഇത് തീئയിൽ ൈപ്ׯ നാലിന് 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ മൂലّം സٔയേമവ നാലിന്െറ പവറിേല്ׯ ര؇് മട്׹ ൈപ ആയി മാറുؗു , ഇത് 
നാലിന്െറ പവറിേല്ׯ ൈപ ആണ് , അതിനാൽ 4 മുതൽ പവർ 4 വെര 256 ആണ്, അതിനാൽ ഇത് 128 
ആണ്. ഇതിന്െറ ഏئവും കുറ؁ മൂലّം ആയതിനാൽ, ൈസൻ വിപരീതം ന്െറ ഏئവും കുറ؁ x 
മൂലّം പവർ േഫാർ, വിപരീതം മുതൽ പവർ നാല് വെരയുت പവർ നാലിന് ൈപ ആണ്, ഒരു cos x 
ഇരുപ؋ിെയ؂ിനു മുകളിലുت നാലിന് ൈപ ആണ്, ഇേؚാൾ തْؓപരമായ ഭാഗം യഥാർ،؋ിൽ 
പരമാവധി മൂലّം കെ؇ു؋ക എؗതാണ് , ഞ׹ൾׯറിയാം. ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ മാക് സിമ ഇب, എؗാൽ 
ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്ൻ ൈമനസ് ൈപ ൈബ  മുതൽ ؛സ് ൈപ ൈബ  വെര 2 2
പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯതിനാൽ ഇത് ഒരു പരിമിത ഇടേവള പരിമിത ൈദർഘّ ഇടേവളയാണ്, 
അതിനാൽ തീئ പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯിടേ؋ാളം എവിെടെയ׸ിലും ഒരു മാക് സിമ 
ഉ؇ായിരിׯണം ഈ പരിമിതമായ ഇടേവളയിേല്ׯ 
അ׹െനെയ׸ിൽ, നأൾ യഥാർ،؋ിൽ ആദّ െഡറിേവئീവ് േനാׯാനും എؓാണ് 
സംഭവിؗുׯെത്ؗ കാണാനും ْശമിׯണം, അതിനാൽ ആദّെ؋ െഡറിേവئീവ് തീئ കّൂ ൈമനസ് 
ൈപയുെട നാലിര؂ി തീئ കّൂബ് 2 ൈമനസ് തീئ കّൂബ് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, 
എേؚാെഴ׸ിലും 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഇവിെട നി്ؗ വّװമാണ് തീئ കാണുക എؗതിനാൽ, തീئയുെട മൂലّം ൈമനസ് 
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ൈപ ര؇ിനും ؛സ് ൈപ ര؇ിനും ഇടയിലായതിനാൽ ആദّെ؋ െഡറിേവئീവിന്െറ മൂലّം 
പരിേശാധിേׯ؇തു؇് അെ׸بിൽ തീئയുമായി ബؖെؚ؂് എഫ് ഡാഷ് തീئയ് ׯായി ഒരു ْഗാഫ് േ؛ാ؂് 
െചإണം. ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ رല്؋, എؗാൽ ഈ ഇടേവളയിൽ തീئയുെട മ്ئ മൂലّ׹ളിൽ 
ആദّെ؋ െഡറിേവئീവിന്െറ മൂലّം എؓാണ്, അതിനാൽ തീئ ൈപേയׯാൾ 2 ൈമനസ് തീئയിൽ 
കൂടുതലാകുേآാൾ തീئയുെട ഈ ْപേദശം നമു്ׯ പരിഗണിׯാം എ്ؗ വّװമാണ്. ഇത് 
ശരിയാെണ׸ിൽ, അത് േപാസിئീവ് ആെണ׸ിലും െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ അത് യഥാർ،؋ിൽ എടു؋
മൂലّ׹െള ആْശയി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഒരു െചറിയ ْഗാഫിׯൽ േ؛ാ؂് യഥാർ،؋ിൽ നെأ 
സഹായിുׯം, അതിനാൽ ഇവിെട തിരحീന അ؋ײിലും െവർ؂ിലും തീئയു؇്  നأൾ ical axis 
തീئ കّൂബ് ൈമനസ് ൈപ ര؇് ൈമനസ് തീئ കّൂബ് െകാ؇് േ؛ാ؂് െചإാൻ േപാകുؗു , നമു്ׯ 
തീئയു؇്, ൈമനസ് ൈപ 2 നും ؛സ് ൈപ 2 നും ഇടയിൽ പറയാം, അതിനാൽ ഇത് െകാ؇് r pi 2 pi 
എ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഇത് ആണ് 0 ആണ്, ഇത് നാലിൽ നി്ؗ ൈമനസ് ൈപ ആണ്, ഇത് pi by 4 
ര؇ിന് മുകളിലുت ൈമനസ് ൈപ ആണ്, അതിനാൽ ഈ മൂലّം തീئയിെല പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ 
ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ തീئ ൈപേയׯാൾ നാലിൽ കൂടുതലാകുേآാൾ എؓാണ് 
സംഭവിؗുׯെത്ؗ േനാׯാം .  ഈ േമഖലയാണ് ന് തുലّമായ േകാഴ് സ് , അതിനാൽ തീئ ഈ ര؇് pi- 2
മൂലّ׹ൾׯിടയിലായിരിുׯേآാൾ തീئയും ൈപ 2 ൈമനസ് തീئയും േപാസിئീവ് ആണ് , കൂടാെത ഈ 
ْപേദശ്؋ തീئ ൽ 2 ൈമനസ് തീئേയׯാൾ വലുതാണ് , അതിനാൽ ഇത്  ആദّ െഡറിേവئീവ് pi-
ആദّെ؋ െഡറിേവئീവ് ആയിരിׯണം, അതിനാൽ ഈ േമഖലയിൽ േപാസിئീവ് ആയിരിׯണം, 
അതിനാൽ ഈ ْപേദശ്؋ എഫ് ഡാഷ് തീئ പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാെണ്ؗ 
വّװമാണ്, അതായത്, പേײ അത് ആഹ് കّൂബിക് ആയതിനാൽ അത് എെؓ׸ിലും കാണെؚടും  ah 
േപാെല , അത് എേؚാഴും േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ എടുേׯ؋ാം  ഓം മൂലّം ഇതുേപാെലയാണ്, s 
അതിനാൽ ഇത് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഈ ഇടേവളയിെല എഫ് ഡാഷ് തീئയുെട വْകമാെണ്ؗ r 
പറയാം , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ആ മെئാരു ഇടേവള േനാׯാം, അതായത് തീئ ൈപയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ 
പറയാം.  നാലിൽ കൂടുതൽ എؗാൽ തീئ ഈ അവرെയ തൃلിٝെؚടുു؋േآാൾ തീئ േപാസിئീവ് ആണ്,
തീئ ൈപേയׯാൾ ര؇് ൈമനസ് തീئയിൽ കുറവായിരിുׯം, അതിനാൽ തീئ ഈ 
ْപേദശ؋ായിരിുׯേآാൾ ഇത് ശരിയാണ് , അതിനാൽ ഇേؚാൾ തീئയും േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ ൈപ 
2 ആണ്  ൈമനസ് തീئയും േപാസിئീവ് ആണ് , നأൾ ഈ േമഖലയിൽ ആയിരിുׯേآാൾ തീئ 
ൈപേയׯാൾ 2 ൈമനസ് തീئയാണ്, അതിനാൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം , ഈ ആദّ െഡറിേവئീവിന്െറ മൂലّം
െനഗئീവ് ആകും, കാരണം തീئേയׯാൾ കുറവാണ് ൈമനസ് തീئയും തീئയും ൈമനസ് pi 2 pi 2 
തീئയും േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ അത് െനഗئീവ് ആയിരിുׯം, അതായത് ഇവിെട f dash theta 
എവിെടെയ׸ിലും പറയാം അ؋ര؋ിലുت ഒ്ؗ ഇവിെട പറയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈf dash theta 
ഇടേവളയിൽ െനഗئീവ് ആണ്. അേؚാൾ സമാനമായി നأൾ തീئയുെട െനഗئീവ് മൂലّ׹ൾ 
പരിഗണിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ തീئ പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവായിരിുׯേآാൾ തീئ 
െനഗئീവ് ആകുേآാൾ നأൾ കാണുؗത് ഓ തീئ കّൂബ് െനഗئീവ് ആകും, അതിനാൽ തീئ െനഗئീവ് 
തീئ കّൂബ് ആകുേآാൾ െനഗئീവും ആണ് , നأൾ കാണുؗത്, ൈപ ൈബ 2 ൈമനസ് തീئ േപാസിئീവ് 
മൂലّമായിരിുׯം , അതിനാൽ ൈപ 2 ൈമനസ് തീئ കّൂ േപാസിئീവ് ആയിരിുׯം, പേײ ഇവിെട ഒരു 
െനഗئീവ് ചിصം ഉتതിനാൽ ൈപയുെട ൈമനസ് ൈബ ടു ൈമനസ് തീئ കّൂബും േപാകുؗു  െനഗئീവ് 
ആകുക, അതിനാൽ തീئ പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯേآാൾ ആദّെ؋ െഡറിേവئീവ് എഫ് ഡാഷ് 
തീئയും വീ؇ും െനഗئീവ് ആകും, അതിനാൽ എനി്ׯ ഇത് കൂടുതൽ േ؛ാ؂് െചإണെമ׸ിൽ, അത് 
റീേ؛ാ؂് െചإെ؂, ഈ ْഗാഫ് ഈ കർവ് ഇേؚാഴും െനഗئീവ് ആയിരിുׯം അതിനാൽ ْഗാഫ് കൃതّമب 
ഇവിെട എഫ് ഡാഷ് തീئ േപാസിئീവ് ആേണാ െനഗئീവാേണാ എؗതാണ് ْപധാനം, അതിനാൽ മുൻ 
ൈسഡിെല ചർ׺െയ സംْഗഹി׺ാൽ, തീئ ْഗാഫ് ആയിരിുׯേآാൾ ഞ׹ൾ കെ؇؋ിയ കാരّം  
ഈئറിന് തുലّമായ ൈപ 4 ന് തുലّവും ൈപ്ׯ തുലّമായ 2 ന് തുലّവും നമു്ׯ ആദّ െഡറിേവئീവ് 
േപാസിئീവ് ആയി ലഭിുׯം, തീئ ൈപ്ׯ തുലّമായ 4 ന് തുലّവും ൈമനസ് ൈപ്2 ׯ ന് തുലّവും 
വലുതും ആയിരിുׯേآാൾ ആദّെ؋ െഡറിേവئീവ് െനഗئീവ് ആണ്.  ഇതിൽ നി്ؗ നأൾ 
യഥാർ،؋ിൽ എؓാണ് െചേإ؇ത് , തീർ׺യായും തീئയിൽ ൈപ ൈബ േഫാർ േഫാർ െഡറിേവئീവ് 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ആ എഫ് തീئയുെട ْഗാഫ് ഏകേദശം 
ആഹ് േ؛ാ؂് െചإാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട തീئയു؇്. ൈപ 2 ൈമനസ് ൈപ ൈബ 2 , അതിനാൽ 
ഇത് ൈപ ൈബ 4, ഇത് ൈമനസ് ൈപ 4. അേؚാൾ എؓാണ് സംഭവിׯാൻ േപാകുؗത് , നأൾ ക؇ത് 
േപാെലയുت ഏئവും കുറ؁ മൂലّം ൈപ ടു പവർ 4 ന് 128 എ؂് ആണ്, അതിനാൽ ഈ മൂലّം പറയാം. 
ഇവിെട ഇരുപെ؂്؋ ആണ് , ആ മിനിമം മൂലّം ൽ നാലിൽ എ؋ിׯഴി؁ു ,pi to power for one pi- 
ഈ ഇടേവളയിൽ ഡാഷ് തീئ േപാസിئീവ് ആെണؗും അതിനാൽ തീئ ഈ ഇടേവളയിൽ f f 
ഏകതാനമായി വർؑിുׯെമؗും അതിനാൽ അത് അ؋ര؋ിലാേയׯാം തുടർ്ؗ ഈ ഇടേവളയിൽ 
ൈമനസ് ൈപ ബി  നാല് വെര ഇത് െനഗئീവ് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം , അതായത് y two to pi 
ഇവിെട നി്ؗ തുടു׹േآാൾ മൂലّം കുറയും എؗർ،ം, ഇത് കൃതّമായ മൂലّ׹ളب , ഇത് സൂചിക 
മൂലّ׹ൾ മാْതമാെണ്ؗ ദയവായി ْശؑിുׯക.  ഇതിൽ നി്ؗ ആദّം കുറയുؗു , ഇത് ഏകതാനമായി 
കുറയുؗു, കാരണം ഈ മുഴുവൻ േْശണിയിലും ആദّ െഡറിേവئീവ് െനഗئീവ് ആയതിനാൽ ഇത് 
ഏകതാനമായി കുറയുؗു, അതിനാൽ ഇത് ആദّം ൈമനസ് ൈപയിൽ നി്ؗ ര؇് ؛സ് ൈപയിേലുׯം 
പിؗീട് ൈപയിൽ നി്ؗ നാലിൽ നി്ؗ ؛സ് ൈപയിേലുׯം കുറയുؗു ര؇ായി ഇത് ഏകതാനമായി 
വർؑിുؗുׯ, അതിനാൽ ْഗാഫ് ഇതുേപാെലയായിരിുׯെമ്ؗ ْപതീײിുؗുׯ, ഇത് കൃതّമായ ْഗാഫ് 
അെുؗبം മുآെ؋ ൈسഡിൽ ഇത് കൃതّമായ ْഗാഫ് അെുؗبം ഇത് ചിْതീകരണ؋ിന് േവ؇ി 
മാْതമാെണؗും എؓായാലും ْശؑിുׯക. ഈ ْപٍ؋٠ിൽ നമു്ׯ ഏئവും ْപധാനെؚ؂ത് െഡറിേവئീവ് 
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േപാസിئീവ് ആയ ْപേദശ׹ളും എവിെട െനഗئീവ് ആെണؗും അറിയുക എؗതാണ്, അതിനാൽ 
ഇതിൽ നി്ؗ മിനിമു എ്ؗ വّװമാണ്  ൽ 4 ആണ്, എؗാൽ ഈ ഇടേവളയിൽ തീئയുെട m pi- f 
പരമാവധി ഈ മൂലّേമാ ഈ മൂലّേമാ ആയിരിുׯെമ്ؗ വّװമായി കാണാം , അതിനാൽ നأൾ ഈ 
ര؇് മൂലّ׹ളും കണׯാുׯകയും അവെയ താരതമّം െചുإകയും േവണം. ഇേؚാൾ െചേإ؇ത് എഫ് 
തീئയുെട മൂലّം കെ؇ു؋ക എؗതാണ്, അതായത് തീئ േഫാർ ؛സ് ൈപ ര؇് ൈമനസ് തീئയും പവർ 
േഫാർ ര؇് അتു؋ئ േപായിന്റുകളും, അതിനാൽ തീئയിെല മൂലّം ൈമനസ് ൈപ ടു ടു ടു പവർ 
േഫാർ പതിനാറ് ؛സ് ആകും. ഇത് പവർ നാലിേല്ׯ ൈപ ആകും , ര؇ിന് മുകളിലുت ൈപയിെല മൂലّം
പവർ ൈപയിേലتുׯ പവർ ൈപ മുതൽ പവർ േഫാർ പതിനാറ് വെര മാْതമായിരിുׯം, അതിനാൽ 
വّװമായും ഇത് വലിയ മൂലّമാണ് , അതിനാൽ ൈസൻ വിപരീതം ന്െറ പവർ നാലിന്െറ പരമാവധി x 
മൂലّം. ؛സ് വിപരീതം എؗത് ൈപ േഫാർ പതിനാറ് ؛സ് ൈപ േഫാർ cos x to the power four 
നؗായി, അതായത് യഥാർ،؋ിൽ നാല് മുതൽ പതിേനഴിൽ നി്ؗ പതിനാറ് വെര പതിനാറ് ആണ്, pi 
അതിനാൽ ഇതാണ് പരമാവധി മൂലّം, ഏئവും കുറ؁ മൂലّം പവർ നാലിന് മുകളിൽ ഒരു ഇരുപ؋ി 
എ؂ിന് ൈപ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് െസׯൻഡിനുت പരിഹാരം പൂർ؋ിയാുؗുׯ വളെര രസകരമായ 
മെئാരു ْപٍ٠ം ഈ ْപേതّക ْതിേകാണമിതി ആഹ് സമവാകّ؋ിനുت പരിഹാര׹ളുെട എ؉ം 
കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു, എؗാൽ ഇടേവള ൈമനസ് ര؇് ൈപ ര؇് ؛സ് ടു ൈപ x 
എؗിവ വരയ്ׯാൻ പരിമിതെؚടുു؋േآാൾ മാْതം, 
അ׹െന പല തവണ നأൾ ഉപേയാഗിേׯ؇തു؇്.  ْഗാഫിׯൽ െട٠عിുׯകൾ കാരണം ഈ ഇടത് ah 
വശവും വലതു വശവും തുലّമായ േപായിന്റുകൾ കൃതّമായി പരിഹരിׯാനും കെ؇؋ാനും 
കഴിയിب, അതിനാൽ ഇത് അ؋ര؋ിലുت ഒരു ഉദാഹരണമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ْപٍ٠ം 
പരിഹരിׯാൻ േപാകുؗ വഴിയാണ് നأൾ േപാകുؗത് ഈ ْപേതّക ഫംഗ് ഷൻ യഥാർ،؋ിൽ 
മനസിലാׯാനും കണׯാׯാനും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ൈസൻ ന്െറ ൈസൻ വിപരീത؋ിൽ x 
ആരംഭിുׯം, ഇവിെട ഈ ഇടേവളയിേല്ׯ പരിമിതെؚടുു؋േآാൾ അത് എ׹െന x 
കാണെؚടുؗുെവ്ؗ േനാׯാം , അത് വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, കാരണം അതിനാൽ നമു്ׯ 
ൈസൻ വിപരീതം എ്ؗ പറയാം. ൈസൻ ന്െറ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ തീർ׺യായും യുെട ഈ x y y 
മൂലّം ൈസൻ വിപരീത ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി െസئിൽ ഉൾെؚ؂ിരിׯണം, അത് ൈമനസ് ൈപ  മുതൽ 2
 തു؇്. ന്െറ ആതّؓിക y x؇ׯളിൽ ْപകടിؚിേ׹ൾ ഈ പദأസ് ൈപ 2 ൈബ 2 ആണ്, എؗാൽ ന؛
ലّײം ഇവിെട നി്ؗ സംഭവിുׯം, നأൾ ൈസൻ ഫംഗ്ഷൻ ഇരുവശു؋ം ْപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ, 
നമു്ׯ ൈസൻ എؗത് യുെട ൈസന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ഇതിെന പല x y 
േമഖലകളായി വിഭജിുؗുׯ .  എؗത് ൈമനസ് ൈപ ൈബ ടു ൈബ ടു ؛സ് ൈപ ൈബ ടു ൈബ ടു x 
എؗിരിുׯേآാൾ ഈ ഇടേവളയിൽ ൈമനസ് ൈപ ര؇ിൽ നി്ؗ ؛സ് ൈപ ര؇ിൽ x 
ആയിരിുׯേآാൾ നമു്ׯ അറിയാം ഈ ഇടേവളയിൽ പരിമിതെؚടു؋ിയാൽ ൈസൻ ഓഫ് ഒരു x 
ഏകതാനമാെണ്ؗ  ഫംഗ് ഷൻ , അതിനാൽ ൈസൻ യ് ്ׯ തുലّമാെണ׸ിൽ, ഈ ന് sin x y y x 
തുലّമാണ് എؗത് ശരിയായിരിׯണം, കാരണം ഇതിനകം ൈമനസ് ൈപയിൽ ര؇് മുതൽ ؛സ് ൈപ y 
ര؇ിൽ െപടുؗു, അതിനാൽ ഈ ഇടേവളയിലാെണ׸ിൽ പാപ؋ിന്െറ വിപരീതം  എؗത് ന്x sin x x 
തുലّമാണ്, ഇത് മുآെ؋ ْപഭാഷണ׹ളിൽ ഞ׹ൾ ഇതിനകം നിരവധി തവണ ക؇ി؂ു؇്, അടു؋ 
ഇടേവള ആണ് ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുത് 2 െകാ؇് അത് 3 ന് തുലّമാണ്. ൈസൻ ന്െറ x pi pi x 
ഇടേവള ൈസൻ വിപരീതം ന് തുലّമാകിب കാരണം ൈസൻ െഹعറٚിന്െറ ൈസൻ വിപരീതം  x x s 
എؗത് ഈ ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚടുؗിب, എؗാൽ എؗത് ആ ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚടുؗിب, എؗാൽ x 
ഈ ഇടേവളയിൽ നأൾ കാണുؗത് , ഈ ഇടേവളയുേടതാെണ׸ിൽ, ൈമനസ് ഈ ഗണമായ x pi x 
ൈസൻ വിപരീത േْശണിയിൽ െപടും. ൈപ ൈമനസ് ന്െറ ൈസൻ ൈസൻ ഓഫ് ന് തുലّമാെണ്ؗ x x 
ഞ׹ൾׯറിയാം, അത് ഇതിനകം തെؗ യുെട ൈസന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഉتത് y 
ൈപ ൈമനസ് ൈസൻ ൈപ എؗിവയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതിനകം തെؗ ൈമനസിൽ x y , y 
െപടുؗു  ൈപ ര؇് മുതൽ ؛സ് ൈപ ര؇് ൈപ ൈമനസ് എؗിവയും ഈ ഇടേവളയിൽ െപടുؗു , x 
അതിനാൽ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് എؗത് ശരിയായിരിׯണം, അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ pi x y 
സൂചിؚിؗുׯത് ൈപ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അത് സൂചിؚിുؗുׯ അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ x y 
േകസിന്, ര؇ാമെ؋ േകസിൽ ന് തുലّമായ ര؇ിന് തുലّവും 3 ൈപ്ׯ തുലّമായ മൂ്ؗ ൈപയിൽx pi-
കുറവുമാണ് നമുتുׯത് . ആെണ׸ിൽ ഈ ഇടേവളയിൽ െപ؂താെണ׸ിൽ ൈപ ൈമനസ് x x sine x 

ആണ് മൂ്ؗ ൈപേയׯാൾ വലുതാണ് ര؇ിേനׯാൾ അ؀് ൈപയിൽ ര؇ിൽ കുറവ്, പിെؗ വീ؇ും x 
സമാനമായ രീതിയിൽ ആഹ്, കാരണം ഈ ഇടേവളയിലാെണ׸ിൽ ൈമനസ് 2 ൈപ വീ؇ും x x 
ൈസനിന്െറ േْശണിയിൽ െപടുെമ്ؗ നമുׯറിയാം.  വിപരീതമായി , നأൾ ൈപ െകാ؇് x 2 
മാؗുئതിനാൽ , ൈമനസ് 2 ൈപയുെട ൈസൻ ൈസൻ ന് തുലّമാെണ്ؗ വّװമാണ്, അത് ൈസൻ x x 

ആണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ ഉتത് ൈമനസ് 2 ൈപ ൈസൻ ആണ് , കൂടാെത ൈമനസ് 2 y x y x 
ൈപയും  കൂടാെത എؗത് ൈസൻ വിപരീത േْശണിയിൽ െപ؂താണ്, അത് ൈമനസ് ൈപ ൈബ ടു ടു y 
 തുലّമാണ് എؗത് y x ׯസ് ൈപ ൈബ ടു ടു ആണ്, അതിനാൽ എؗത് ൈമനസ് ര؇് ൈപയ്്؛
ശരിയായിരിׯണം കൂടാെത സമാനമായ തര؋ിലുت ആഹ് സമാനമായ തര؋ിലുت ആർഗّുെമന്റ് 
നട؋ാം  െനഗئീവായ ഈ ْശമ׹ൾെبׯാം േശഷം നമു്ׯ ലഭിׯാൻ േപാകുؗത്, ൈമനസ് ൈഫവ്x , 
ൈപ ൈബ ര؇്, ؛സ് ൈഫവ് ൈപ ൈബ ടു എؗിവയ്ׯിടയിലുت ന് ൈസൻ ന്െറ ൈസൻ x x 
വിപരീതം എ׹െന കാണെؚടും , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ഇത് കൃതّമായി േ؛ാ؂് െചുؗുإ അതിനാൽ ഇവിെട 
ഞ׹ൾ േ؛ാ؂് െചുؗുإ, അതിനാൽ ഒേര േ؛ാ؂ിൽ മൂ്ؗ വّതُّ ٝവളവുകൾ ഉتതിനാൽ തിരحീന 
അײം ْപതിനിധീകരിുؗുׯ  ഞ׹ൾുׯ؇്, ര؇് ൈപ മുതൽ ؛സ് ടു ൈപ വെരയുت nting x 
ഇടേവളകളിേല്ׯ നأൾ സٔയം പരിമിതെؚടു؋ണം , ആഹ് , ഈ ഇടേവളയിൽ 
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പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯ എؗ സമവാകّ؋ിന് എْത പരിഹാര׹ളുെ؇്ؗ േചാദّ؋ിൽ x 
േചാദിു׺ . ഇവിെടയുت നീല കർവിൽ ൈസൻ ന്െറ ൈസൻ വിപരീതമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നീല x 
കർവ് ആണ് , തുടർ്ؗ ൈസൻ വിപരീത ൈസൻ ന്െറ േമാഡ് ചുവؚിൽ കാണി׺ിരിؗുׯ ഒരു േഡാ؂് x 
ഇ؂ ൈലൻ ഉപേയാഗി്׺ േ؛ാ؂് െചയ് തിരിുؗുׯ, അത് േ؛ാ؂് െചإാൻ വളെര എളുؚമാണ്, കാരണം ah 
എേؚാെഴ׸ിലും നീല  േരഖ േപാസിئീവ് മുകൾ പകുതിയിലാണ് ചുവؗ വര കൃതّമായി മാറും എؗാൽ 
നീല വര െനഗئീവ് പകുതിയിലായിരിുׯേآാൾ ചുവؗ വര അു׺ത؇ിെനുׯറിتു׺ ഒരു മിറർ x 
ഇേമജായിരിുׯം, 
അ׹െനയാണ് നമു്ׯ േമാഡ് ലഭിؗുׯത്  ൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് ൈസൻ ന്െറയും പിെؗ , ൈസൻ x 
ഇൻേവഴ് സ് ൈസൻ ന്െറ േമാഡ് ന് തുലّമായതിനാൽ വّതّസ് തമായ വّതّസ് ത x cos x 
േപായിന്റുകളുെട എ؉ം ന്െറ പരിഹാര׹ളുെട എ؉ം കെ؇േ؋؇തിനാൽ ഞ׹ൾ ന് ആ x cos x 
ْഗാഫ് േ؛ാ؂് െചإണം.  കറു്ؚ ആയതിനാൽ ഇവിെട ഈ കറു؋ വْകം േകായ് تുׯതാണ്  ന്െറ x s , 
അത് വളെര വّװമാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ ആതّؓികമായി കെ؇േ؋؇ത് ആഹ് , ചുവؗ 
േഡാت؂ു വْകവും നീലയും കറു؋ വْകവും വിഭജിر ؗുׯല׹ളുെട رല׹ളാണ്, അതിനാൽ 
ഒؗാം رാനം ഇവിെട അവസാനിു׺ അേؚാൾ ര؇ാം رാനം ഇവിെടയാണ് , ഉടെന നമു്ׯ ഇവിെട 
മെئാരു േപായിന്റ് ലഭിുؗുׯ , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഇവിെട അവസാന േപായിന്റ് ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ര؇് ൈമനസ് ര؇് ൈപ്ׯ അؚുറം േപാകിب, കാരണം നأൾ ൈമനസ് ര؇് pi n ah pi 
മുതൽ ؛സ് ടു വെര പരിമിതെؚടു؋ണം  അതിനാൽ ഈ ര؇് വْക׹ളും കൂടിേ׺രുؗ നാല് pi, 
വّതُّ ٝപരിഹാര׹ൾ ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു , അതിനാൽ ൈസൻ വിപരീത ൈസൻ എؗ x 
സമവാകّ േമാഡിന്െറ പരിഹാര׹ളുെട എ؉ം ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ മൂؗാമെ؋ ْപٍ٠ം cos x 
പരിഹരിുؗുׯ, അതിനാൽ നأൾ കാണുؗത് ഇതാണ്  പല ْപാവശّം നأൾ ْഗാഫിׯൽ രീതികളും 
ഉപേയാഗിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഈ ْപേതّക േചാദّ؋ിൽ നി്ؗ ഒ്ؗ എടു؋താണ്, അതിനാൽ ഇതാ
മെئാരു രസകരമായ ْപٍ٠ം , ഇത് മുآെ؋ പരീײകളിൽ നിؗുت ഒരു ْപٍ٠മാണ്, അതിനാൽ ഇത് je s 
ആകെ؂ എ്ؗ പറയുؗു അതിനാൽ നأൾ ْപധാനമായും നുأെട െന ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ et x-
ൈമനസ് ൈപ ؛സ് േല്ׯ പരിമിതെؚടുുؗു؋ , കൂടാെത ന് മൂലّം 0 ഉം ؛സ് ഉം ൈമനസ് pi x pi 2 pi
2 ഉം എടുׯാൻ അനുവാദമിب, തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഇവിെട ഉتത് ഒരു ْതിേകാണമിതി സമവാകّമാണ് , 
ഞ׹ൾ  ഈ ْതിേകാണമിതി സമവാകّ׹ൾتുׯ എبാ വّതിരിװമായ പരിഹാര׹ളുെടയും 
ആെകു؋ക കെ؇؋ാൻ ആവശّെؚടുؗു, അതിനാൽ വّװമായും നأൾ ആദّം ഈ 
ْതിേകാണമിതി സമവാകّം പരിഹരിേׯ؇തു؇് , തുടർ്ؗ എبാ വّതُّ ٝപരിഹാര׹ളുെടയും 
ആെകു؋ക എടുׯണം, അതിനാൽ വّതിരിװമായ പദവും വളെര ْപധാനമാണ്, കാരണം ചിലേؚാൾ 
നമു്ׯ ഇര؂ േവരുകൾ ലഭിേׯ׺ാം. അടിرാനപരമായി ഒേര ന്െറ ര؇് മൂലّ׹ൾ x 
അ׹െന ആരംഭിുׯേآാൾ നമു്ׯ അടിرാനപരമായി ആ റൂ؂് 3 െസׯൻഡ് ؛സ് േകാെസׯന്റ് x x 
 3 ആണ് cos x യായും റൂ؂്׺ഉ؇്, അതിനാൽ ഇതാണ് ْതിേകാണമിതി സമവാകّം , ഇത് തീർ ്׹സ് 2 മട؛
 സ് 2 തവണ ൈസൻ  ൈബ േകാസ് ൈമനസ് േകാസ് ൈബ ൈസൻ x x x x x؛ സ് 1 ഓവർ ൈസൻ؛
ഇേؚാൾ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, കാരണം എؗത് ര؇് െകാ؇് ؛സ് ൈമനസ് ൈപ ആകാൻ x 
കഴിയിെുؗبം പൂജّമെുؗبം ന് ؛സ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് ൈപ്ׯ തുലّമാകാൻ കഴിയിب, x 
അതിനാൽ x 
അ׹െന  ആകാൻ പാടിبാ؋തിനാൽ അത് ؛സ് ൈമനസ് ൈപ ആകാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ x 0 x 
ന്െറ എبാ ന്െറയും പൂജّ؋ിന് തുലّമെ്ؗب വّװമാണ്.  പൂജّ؋ിന് തുലّമب , x x s cos x 
അതിനാൽ അവയുെട ഉൽؚؗവും പൂജّ؋ിന് തുലّമب, അതിനാൽ എبാവർുׯമുتതാെണ׸ിൽ x x 

ന്േറതാെണ׸ിൽ തവണ പൂജّമെുؗبം അതിനാൽ ഇേؚാൾ ര؇ും ഗുണി׺ാൽ അത് s- sin x cos x 
പൂജّമെുؗبം നമുׯറിയാം. ൈസൻ േകാസ് ഉت ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ വശ׹ൾ നമു്ׯ x x 
ലഭിؗുׯത് റൂ؂് ْതീ ൈസൻ ؛സ് േകാസ് ؛സ് ടു ഇര؂ി ൈസൻ സ്കٔയർ ൈമനസ് േകാസ് x x x 
സ്കٔയർ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ഈ നിബؖനകൾ അൽؚം പുനഃْകമീകരിؗുׯത് നമു്ׯ റൂ؂് x 
നൽകും  3 ൈബ 2 ൈസൻ ؛സ് ഹാഫ് േകാസ് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് നأൾ വലതു വശേׯ്؋x x 
െകാ؇ുേപാകുؗു, ഇത് േകാസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് സിൻ സ്കٔയർ ആയി മാറുؗു , കൂടാെത േകാസ് x x 
സ്കٔയർ ൈമനസ് സിൻ സ്കٔയർ ര؇് ന്െറ േകാസ് ആെണؗും ഇത് ആഹ് ؛സ് x x x cos a cos b 
ൈസൻ എؗ രൂപ؋ിലാെണ്ؗ േതാؗുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് എ്ؗ എഴുതാം  ഓ b cos x int 
േകാസ് ൈപ ْതീ ؛സ് ൈസൻ ആׯി ൈസൻ ൈപ മൂ്ؗ െകാ؇് ര؇് ന്െറ േകാസിന് തുലّമാണ്, x x 
എؗാൽ േകാസ് എ േകാസ് ബി ؛സ് സിൻ എ സിൻ ബി േകാസ് ൈമനസ് ബി ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ലഭിؗുׯത് മൂؗിന് മുകളിൽ ൈമനസ് ൈപ േകാസിന് തുലّമാണ് ര؇ിന്െറ ഈ x x so x 
സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുു؋ം , ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുു؋ം, ഇത് മുേؗാ؂് xx xx 
െകാ؇ുേപാകുؗ ഇടേവളയിേല്ׯ പരിമിതെؚടു؋ിയിരിുؗുׯ, ഇവിെട നأൾ ْതിേകാണമിതി 
സമവാകّ׹ൾ ചർ׺െചുإേآാൾ നأൾ ഇതിനകം ക؇ എെؓ׸ിലും ഉപേയാഗിുׯം. എؗത് cos x 

ന് തുലّമാണ് എ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁ത് നി׹ൾ ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ, എؗത് ന് തുലّമാണ് cos y x y 
എؗത് ശരിയായിരിׯണം അതിനാൽ ײമിׯണം എؗത് ര؇് നും ൈമനസ് നും x n pi y 
തുലّമാണ്, ചില പൂർ؉സംഖّകൾ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഞ׹ളുെട ഒؗിൽ നിؗാണ്  n 
മുآെ؋ ْപഭാഷണ׹ളും ഇവിെടയുتത് , ൈമനസ് ൈപ ൈബ ْതീയുെട േകാസ് ര؇് ന്െറ x x 
േകാസിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ْപധാനമായും അർ،മാؗുׯത് ഈ ര؇് തുലّമായിരിׯണം x 
എؗതാണ്, അതായത് നമു്ׯ ഇത് എ׹െനെയ׸ിലും എഴുതാം, അതിനാൽ നമു്ׯ എഴുതാം.  ഇത് 
ഇതുേപാെലയാണ്, ഇതാണ് സതّമായിരിׯണം, അടിرാനപരമായി ഞ׹ൾ എؓാണ്  ഇവിെട 
െചؗുإത് ആഹ്, ഞ׹ൾ ഈ സമവാകّം ഉപേയാഗിുؗുׯ, ഈ സമവാകّ؋ിൽ ഞ׹ൾ ഇതിെന 
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നുأെട ആയി എടുുؗുׯ , ഇതാണ് ഞ׹ൾ ഇതിെന ഈ ആയി എടുുؗുׯ, അതിനാൽ നأൾ ഈ y x 
ഐഡന്റിئി ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ, ആെണ׸ിൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഇതാണ് മൂ്ؗ cos 
എؗതിന്െറ ൈമനസ് ൈപ ര؇് ന്െറ േകാസിന് തുലّമാണ്, അേؚാൾ ര؇് ര؇് ؛സ് x x x n pi 
ൈമനസ് ൈമനസ് ൈപ മൂ്ؗ എؗതിന് തുലّമാണ് എؗത് ശരിയായിരിׯണം എؗാൽ ഇവിെട x n 
ഒരു പൂർ؉സംഖّ ആയിരിׯണം, അതിനാൽ നأൾ ആദّം ؛സ് ഉപേയാഗി്׺ 
ആരംഭിുׯകയാെണ׸ിൽ ഇവിെട ൈസൻ െചുإക നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ര؇് ആയിരിׯണം ര؇് x n 

 ണം, ഇത് എؗത് ര؇് ൈമനസ് ൈപ എؗ pi x x n piׯസ് ൈമനസ് ൈപ മൂ്ؗ ആയിരി؛
രൂപ؋ിലായിരിׯണം എ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, എؗാൽ ഓ നമു്ׯ മുതൽ വെരയുت മൂലّം മാْതേമ x x 
അനുവദി׺ിൂت؂ു എ്ؗ ഓർുׯക ൈമനസ് ൈപ മുതൽ ؛സ് ൈപ വെരയുت ഇടേവളകളിൽ മാْതമാണ്
ഉൾെؚടുؗത് , അതിനാൽ ന്െറ എبാ മൂലّ׹ളും അനുവദനീയമാേയׯിب, അതിനാൽ 0 ന് തുലّമായ n 

എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , നമു്ׯ ലഭിؗുׯ ന്െറ മൂലّം ൈമനസ് ൈപയിൽ നി്ؗ 3 ആണ്, ഇത് n x 
തീർ׺യായും ഇടേവള ൈമനസ് ൈപയുേടതാണ്.  ؛സ് ൈപ എؗാൽ നأൾ ന്െറ മേئെത׸ിലും മൂലّംn 
1 േപാെലയുت മേئെത׸ിലും പൂർ؉സംഖّ മൂലّം എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ന്െറ മൂലّം  1 ന് തുലّമായxt 

െകാ؇് നമു്ׯ ലഭിؗുׯ െതാؚി 2 ൈപ ൈമനസ് ൈപ െകാ؇് 3 ആണ് , ഈ മൂലّം തീർ׺യായും n 
ഇടേവളയിലب, അതിനാൽ ഇത് ഇടേവള ൈമനസ് ൈപ ഡി ؛സ് ൈപയിൽ ഉൾെؚടുؗിب, അതിനാൽ 
ഇത് ഞ׹ൾ്ׯ സാധുവായ പരിഹാരമب , അേത കാരّം  പൂജّമبാ؋ മേئെത׸ിലും പൂർ؉സംഖّ 
ഗുണിത؋ിന്െറ മേئെത׸ിലും പൂർ؉സംഖّയുെട ഗുണിതം എടു؋ാൽ സംഭവിുׯം, അതിനാൽ 
ഇവിെട ؛സ് ചിصം ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ലഭിؗുׯ ഒേരെയാരു പരിഹാരം ൈമനസ് ൈപ ൈബ ْതീ 
എؗതിന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ 2 എؗ സമവാകّം 2 ൈമനസ് ൈമനസ് ൈപ 3 െകാ؇് x n pi x 
തുലّമായിരിׯണം, തുടർ്ؗ അത് മൂ്ؗ ര؇് ؛സ് എؗതിന് തുലّമായിരിׯണം x n pi pi 
അെ׸بിൽ എؗത് മൂ്ؗ ؛സ് ൈപയിൽ ര؇് ന് തുലّമാണ്. ഒآതിന് മുകളിൽ വീ؇ും x n pi 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ൽ ആരംഭിുׯേآാൾ നമു്ׯ ഒآതിന് േമൽ ൈപയ്്ׯ തുലّം ലഭിുؗുׯ, ഇത് n-
തീർ׺യായും ഇടേവള ൈമനസ് ൈപ മുതൽ ؛സ് ൈപ വെരയുت ഒؗിന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ n x 
തുലّമായ ര؇് ൈപ ൈബ ْതീ ؛സ് ൈപ ഒآത് െകാ؇് ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത്  ഇത് ഞ׹ൾ്ׯ 
സാധുവായ ഒരു പരിഹാരമാണ്, കാരണം ഇതും ഇടേവള ൈമനസ് ൈപ ര؇ിൽ െപ؂താണ് ؛സ് ൈപ 
എؗാൽ നأൾ േപാലുت വലിയ മൂലّ׹ൾ ര؇ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ , നമു്ׯ ലഭിؗുׯ മൂലّം n 
ൈമനസ് ൈപ മുതൽ ؛സ് ൈപ വെരയുتവയിൽ ഉൾെؚടിب , അതിനാൽ അവ എടു؋ാൽ െനഗئീവ് 
വശ്؋ നമു്ׯ സാധുവായ പരിഹാര׹ളب.  എؗത് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അേؚാൾ നമു്ׯ n x 
തുലّമായ ൈമനസ് ടു ൈപയ് ്ׯ േമൽ ْതീ ؛സ് ൈപയ് ്ׯ ഒآത് ലഭിുׯം, ഈ മൂലّം തീർ׺യായും 
ഇടേവള ൈമനസ് ൈപ ര؇്, അതിനാൽ ൈമനസ് ൈപ മുതൽ ؛സ് ൈപ വെര െപടുؗു, എؗാൽ 
ൈമനസ് ര؇ിന് തുലّമായ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ആ മൂലّം ൈമനസ് ൈപ മുതൽ ؛സ് ൈപ n 
വെരയുت ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚടിب, അതിനാൽ പരിഹാരം ഒئയ്بׯ, അതിനാൽ ഇവിെട െനഗئീവ് 
ചിصം ഉപേയാഗി്׺ നമു്3 ׯ സാധുവായ പരിഹാര׹ളും േപാസിئീവ് ചിصമുت േപാസിئീവ് 
ചി؋صിെനാؚം ൈമനസ് ൈപയ്്ׯ തുലّമായ എؗ ഒരു പരിഹാരം മാْതേമ ലഭിൂׯ.  ര؇ിലൂെട, x 
അത് നാലാമെ؋ പരിഹാരമാണ്, അതിനാൽ ഈ ْതിേകാണമിതി സമവാകّ؋ിനായി നമു്ׯ ന്െറ x 
നാല് വّതُّ ٝമൂലّ പരിഹാര׹ൾ ലഭിുׯം , നി׹ൾ ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ , എبാ വّതُّ ٝ
പരിഹാര׹ളുെടയും ആെകു؋ക കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚ؂ിരുؗു. ഈ പരിഹാര׹ളിൽ  
യഥാർ،؋ിൽ വّതّസ് തമായതിനാൽ അവെയാؗും മെئാؗിന് തുലّമب , അവയുെട തുക 
എടുുׯേآാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് തീർ׺യായും ഇതും ഇതും റؐാׯെؚടും , ഇതും ഇതും ഇതും 
േചർുׯേآാൾ ൈപ മൂؗായി ലഭിുׯം, എؗാൽ ഇതിേല്ׯ േചർുׯേآാൾ  നമു്ׯ പൂജّം നൽകും, 
അതിനാൽ ഈ നാല് വّതُّ ٝമൂലّ׹ളുെടയും ആെകു؋ക യഥാർ،؋ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ അവസാന ഉ؋രം , ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ എبാ വّതിരിװമായ പരിഹാര׹ളുെടയും 
ആെകു؋ക എؗ ഗണ؋ിൽ െപ؂താണ് പൂജّം കുറ്׺ ചുവടുകൾ പിേؗാ؂് േപായാൽ, ഞ׹ൾ ര؇് s x
ന്െറ േകാസിന് തുലّമായ ൈമനസ് ൈപ മൂؗിൽ നി്ؗ തുട׹ി , ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ െപാതുവായ x 
പരിഹാരം ര؇് ര؇് ന് തുലّമായിരിׯണം എؗ രൂപ؋ിലാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؛ .؁ുസ് x n pi 
ൈമനസ് ൈമനസ് ൈപ മൂ്ؗ ആׯി ഇേؚാൾ ചില വിദّാർ،ികൾ ആحരّെؚേׯ؂ാം, കാരണം x cos 
എؗത് ൈമനസ് ൈപ ൈബ 3 ന്െറ ഇര؂ ഫംഗ്ഷൻ ആയതിനാൽ യഥാർ،؋ിൽ ൈപയുെട 3 x x 
ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ ആരംഭിുׯകയാെണ׸ിൽ േകാസ്  ര؇് ൈപയുെട x x 
േകാസിന് തുലّം മൂ്ؗ ൈമനസ് തുടർ്ؗ അത് കൃതّമായി പരിഹരിുׯക  നأൾ െചയ് ത രീതിയിൽx , 
തെؗ നമു്ׯ ഒേര കൂ؂ം പരിഹാര׹ൾ ലഭിׯാൻ േപാകുകയാേണാ , ആ േചാദّ؋ിനുت ഉ؋രം 
തീർ׺യായും അെത എؗാണ്, കാരണം ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭിുׯക എ്ؗ പറ؁ാൽ x 
ൈമനസ് ൈപ 3 ന് പകരം നأൾ  ൈപ 3 ൈമനസ് ആയാൽ വീ؇ും അേത കാരണം ഈ x 
സമവാകّ؋ിന്െറ െപാതുവായ പരിഹാരവും ؛സ് ൈമനസ് ൈപ മൂ്ؗ ൈമനസ് എؗ n pi x 
രൂപ؋ിലായിരിുׯം, എؗാൽ ഇത് കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇവിെട കാേണ؇ ْപധാന കാരّം ഇതാണ് ؛സ്
ൈമനസ് 
അ׹െന കാരണം നമു്ׯ ഇവിെട ഒരു ؛സ് ഉ؇്, അതിനാൽ ؛സിെനാؚം നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 2 n pi 
 ൈമനസ് x n pi 2 ׯാൾ നമു്آേുׯൈമനസ് എടു ؗുׯൾ എടുأസ് ൈമനസ് ൈപ ൈബ 3 ആണ്, ന؛

ൈമനസ് ൈപ 3 െകാ؇് ലഭിുׯം, എؗാൽ യഥാർ،؋ിൽ x 
അ׹െനയാണ് എേؚാൾ  ഞ׹ൾ ഇവിെട ൈമനസ് ചിصം എടുുؗുׯ, ഈ പദْപേയാഗം ഈ േകസിൽ 
 ംصതിന് തുലّമാണ് , അതുേപാെല തെؗ ൈമനസ് ചിؗുׯലഭി ׯനമു് ്׺ം ഉപേയാഗിصസ് ചി؛
ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ഇവിെട ലഭിؗുׯത് ؛സ് ചിصം ഉപേയാഗി്׺ ഇവിെട ലഭിؗുׯതിന് തുലّമാണ്, 
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അതിനാൽ അതാണ്  ഈ ര؇ു കാരّ׹ളും ഒؗുതെؗയായിരിുׯം, അവർ നമു്ׯ ഒേര പരിഹാരം 
നൽകാൻ േപാകുؗു അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണം അവസാനിുׯം , അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ n 
സമാനമായ ചില ْപٍ׹٠ൾ കൂടി െചുإം നؕി 
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