
ఫంࣾనऱ߯ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ ङߕఉప ڷࡱߕ పܽߘ࠭ బܽदڒ   కవ࡛ ߘఫంࣾనऱ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ ࠭࠲ ࡹలࣃ
రछߖ ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ ۨంۧ࠭ మ࢐ܽ ࠾ࡍ మధङ ࡍڷ  फంࡱߩ మ࠾ࡍ సంబం߄లߖ ݞږ ߘరछ ۨంۧ࠭ 
మ࠾ࡍ ۨవࡍ ఉపߕङ సంߖڜ ࠭࠲ ࡹऒ  సమసङ లߘ పࡍషए  ంۧ࠭ࠚరంߦంచడం ऴࡍ
फࣃڵࣃనڜ ࡮అ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭.
 ఈ ఉపߕङ సం ऴప߄నంڴ 
సం సమసङڝ ల ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑  పࢲࡍए రం ߘڒంڒ ޴బܽद ఇ࠴ ޴దܽ సమసङ x ߩ࢙ బܽद ఈ ఎడమڒ 
࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం అߖ మనం ߧࡐߖంۧڒ ࡯బܽद మనం ۫࣋फ ࢗంటߝ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x  ݡంࡓ 
ఇ޴ ఆࣣ ऴڝޒణࠫޒ మࡹ࢑ ࠾ࡍమ ڣࡔగށత ఫంࣾߤ ల ࡏږओ  ఉనऒ ऱܿڴ కࣆߧߖफం޴ మ࠮ ࠾ࡍడవ ࣃब  ࠼
వరࡏږ ڕओ కएࡅ  ఉనऒ ݡڸ  ం޶న ఇڜ ޴ంۮం ޑࡏߖझ హకరంڴ కࣆߧߖफంڒ  ,޴బܽद ࢐సफړߖ࢐ అంతࡎ ऱన 
बࣃ  .޴చన ఉంࡹఆ ߝంۧలࠚరంߦऴ ޜ࠼
వछߖఉండ ڴసࠪనం ڕܼޓ మࡹ࢑ ࠭࠲ ࠾ࡍమ మࡹ࢑  ంݟ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࡹ࢑మం ࡅకए  x cot x cot 
ప݋࣊ ߅ࡍ ఓ߭ ऒߕࣆ మంࡌ࢑ ߤ ఓ߭ ޴ߝఅ ܼޓ ݟంߘ  छࡓఇంట ߤ ऒߕࣆ ࡽ p pi ڕߕ ߖనద޴ంۮ ړ ݟంߘ 
సओ షदంڴ ఉం޴, 
కߘక ఇࡅ ܼޓ ޴కए కएࡅ ߤఫంࣾ ߤ࣌ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ߤ࣌   ऴߘ ࠆڴంߕࣆ ܼޓ ݟऒ  ړ߯ ݟంߘ 
ओߩన޴ంۮ సओ ߖఅ ߤߕ ܼޓ ߤ࣌ ݡ షदంࣆࡱޘ ڴफంߜ ޴గܽ࢟ ڒబܽद ۮ ړߖ޵ ܼޓం޴నڒ ޴బܽद ܼޓ ߤࣄ 
ऴపږޒలం ڒదߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद మనం ߖܼޓ వర ठ࠮లంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ బܽद ఇకएڒ  డ ఇ޴ sin 
ए࣋ ߤ࣌ छ కएࡅ ܼޓ ࡛ ల వరږߘࣃ  ठ࠮లం, ఇ࠳ 1 ޴న࣒ ࣒ڒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ ల వరږߘࣃ  ठړߖ࡮࠮ 
సࠪనం  ܼޓ ఇߩओ వङ ڴపరం ߖߩ࢙ ݟڕ మనం ఈ ݡ ڔ फకࡍంۧ࡯ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠭࠲ ఈ సంబంߖ߄ऒx 
ఇకए డ ఉపࣃڵࡆफ  ߘ ߤఫంࣾ ݋ڒ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ం݄ మనంڕࣆޓ మనం ݟంߘ బܽद ఈ సంబంధంڒ ࠭
వࡍ फంపܑ࣋फ మనڕ లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄ అࡅ ܼޓ ޴ߝకए  మంచం మڒ  ࠾ࡍబܽद మ࠾ࡍ ఇܼޓ ߤܼ ޴ x x
కం݄ ఒకܽ అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఆ߯ ߖߖ޵ ࣊కߘ ࣋ए छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ 1 అ࠳ 1 ܼ߯ޓ ࡛  న࣒ 1࠳ 1 ߖߖ޳ ,
కం݄ వర ठ࠮లంݞږ ڴ ऴ࢐యవ۪ऐ  
࣊కߘ ࣋ए छ ࡍڷ ߝఅ ܼޓ ࡛ फంߩ మనߝ ࣆࡱޘ ڕ పऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ ࡍڷ ఆ ࠭࠲ బܽदڒ ܼޓ ࡛ फంߘߩ ఇకए డ o 
ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ప 1 ߖߖ޵ ,࠭ ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ ए࣋ ߤܼ కం݄ ܼޓ ࡛ छ కएࡅ ܼޓ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ మࡍంత 
సరࢁకృతం ۯయవ۪ऐ  
మ࠾ࡍ ఈ వङ ڔ फకరణ࠭࠲ ࡹ ఆࣣ ܼࡅ ܼޓ ߤకए  ఈ ࡱ࢑వߘ ఉపڵࡆంۧలߦ ߖऱ ऒߕफࣆۯ ߤ ࠭.
 ఒక ఓవ࡛ ڒబܽद ఇకए డ ఈ ఎڡझ  ऴ߭షࡹ ߤ ऴపߖܼޓ ߤܼ ۲ܼޒ వߤ ఓవ࡛ ޜ భࡎ फ ࣃۯफ x x ڕబܽद మనڒ ࠭
లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄, ܼޓ ߤࣄ అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ ߯  ఒకܽ పऱ࣒  వߤ ఓవ࡛ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ ల వరږߘࣃ  ठړߖ࡮࠮x x 
సࠪనం అޔ࢓ం޴.
 ఒక߯ߖ޳ ఒకܽ పऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ ఇږߘࣃ ޴ల వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ ఆ ࡱ࢑వ మనం x 
ఈ సࠬకరణంࡹ తపओ  ࠭ޑఉం۪ ڵࡍޒ ڴࡍసߖ
 ఏࠫటం݄, మనం ޴޻బܽद మనం ߰ంڒ
కएࡅ ܼޓ ߤࣄ మࡹ࢑ ߤܼ పऱ࣒ ߤవ వࡱ࢑ ఈ ܼޓ ߤࣄ ߗڒ ࡯࠻࢘ ߕఅంచ ߘ ࣒ڒ   ࣋ए छ కएࡅ ࡛  x࢟ܽ܊ߦ 
࣋ए छ ङ࡮࠮ మనం ߖߖ޵ బܽदڒ కం݄ ఒకܽ ݋ࡐ ࡛ ంకనం ࡯࠻ۯ మ࠾ࡍ మࢁऱ మనం ߮ۮओ  ఏࠫటం݄, ఈ ޴
ࡍߖ भషद ࡱ࢑వ ړ సࠪనం అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ࡅకए भ޳ۯ మంࡹ࢑ ߤܼ  ం ఒక ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  phi o x ne 
వర ڴ߯ ठ࠮లం 
ఇߩओ ల వరږߘࣃ ޴కం݄ ఆࣣ ఇ޶సࠪనం ఎం ړ ݡ ठ࠮లం ఇకए డ ఈ ࠴తफం ࡱ࢑వ ఇకए డ ఈ ࡱ࢑వ phi
ऴపږޒలం ޶ڒ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అ޴ߝ తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ ఉనऒ ڕవర ݟంߘ   phi pi ړߖࠪࡌ࢑ 
 ޴న޴ంۮ
బܽद తపओڒ झ࡛ڝ ࠆఆ ࣒ڒ ࠀ ޴ߝఅ ݋ఔ  ࡯ߕھߘమనం ఏࠫ క ڴࡍసߖ  ఇకए డ ߘంݟ ఆࣣ అݞږ ޴ 
లऐޙ వ۪ऐ పऱ࣒ ߤవ ޴ߝఅ ࠀ ࠆఆ ߤܼ   ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ࣋ए छ ओߩఇ ߖసࠪనం అ ߯ߖ޳కం݄ ఒక ݋ࡐ ࡛  x ݡ
ఇࡅ ࠀ ޴కए ओߩబܽद మనం ఇڒ ࣒ڒ  ङߪకం ݡ ओߩఇ ࠀ ࠆఆ ࣒ڒ బܽदڒ ࡯࠻ۯ ݋  phi cos ޴ߝఅ  ݟంߘ ݡ
ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴߘ ࠆڴంߘ 0 ݟం޳ ݟछ ఉనऒ ڕవర 2 ࡌ  pi cos phi ޴ߝఅ ,޴న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ 
ऴపږޒలంڴ ఉండږడదߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡅ ߖకए  cos phi cos square phi 
ల వరږߘࣃ ठ࠮లంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡮ఇ ߖߖ޳ , .
 ࣊కంݭ ࣋ए छ కएࡅ ࠀ ࡛ ए࣋ ࢟ܽ܊ߦ  छ ए࣋ ݭకం݄ ఒకܽ , ఆ߯ ࣊కం ݋ࡐ ࡛ छ ప 1 ࠀ ࡛ ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ  ړࠀ ࡛
సࠪనం అࡍڷ ߝ फంߘߩ ఉపڵࡆంۨ మనం ఇ޴ వߤ పऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ కएࡅ ࠀ ࡛   ఓవ࡛ ࣋ए छ సࠪనం 1 ړ ݋ࡐ ࡛
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ఆࣣ ఇߤ అޔ࢓ం޴  ఈ సࠬకరణం ߖ  ࣆ ࠭࠲ వߤ పऱ࣒  bstitute tan phi

࣋ए छ ఒక ఓవ࡛ ࣋ए ړ ࡛ छ ङޑఆ߯ మనం ఈ ऴప , ߧ࡯క ޜ ݋ࡐ ࡛ ࠪऒ ऒߖ࠻ ओߩనࣄۯ   x ޴फంࣆవ ړࡍవۨ ڕమన ݡ
పऱ࣒ ߤబܽद మనం వڒ  ࣋ए छ ङޑన ऴప࠳సࠪన ړ ࡛ ࠪऒ య ܼࣃۯ ߖࠀ ߤफ ࠭, ఆ߯ మనڕ సࠪనం x cos phi 
అޔ࢓ం޴ వߤ ఓవ࡛ ࣋ए छ ए࣋ ࢟ܽ܊ߦ ޴బܽद ఇڒ ݋ࡐ ࡛ छ పऱ࣒ ߤవ ݋ࡐ ࡛  ࣋ए छ పऱ࣒ ߤవ ݋ࡐ ࡛ ए࣋ ߤܼ  छ ,ࠀ ࡛
ఇ޴ వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ ఓవ࡛ ࣋ए ݋ࡐ ࡛ छ ए࣋ ߤܼ బܽदڒ ݋ࡐ ࡛ छ పऱ࣒ ߤఓవ࡛ వ ߤవ ޴ߝఅ ࠀ ࡛  ࣋ए छ ࡛ ఆ߯ ఇ޴ x 
సࠪనం అޔ࢓ం޴ వߤ పऱ࣒  వర ठ࠮లం ࡅకए  వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ కం݄ ݀ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఇ޻ x x x 
ऴపశऒ దܽ సమసङ࠴ వలన ఆࣣ ఈ ߖ޵ ,ࡏڴݟఅ ߖయమۯ ࢓܌ࡏ ࡹ కएࡅ   బܽदڒ ޴फంࣆۯ फࡍߪ ߘ࢓܌ࡏ 
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ఇకए డ ࡓండవ సమసङ  ఉంڒ ޴బܽद అ޴ ఉందߖ అڕߘం޳ం  ఒక ఫంࣾߘ 0 ߤ࠳ݨ ߖ޵ ߤం4 ݟ వరڕ f pi 
ఉంܿం޴ మߖ޵ ࠾ࡍ పڝ ߅ࡍऱܘन  ఇంటࡓछ  pi f f ܼޓ ޴ߝఅ ߤఫంࣾ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ 0 ࡽ
కएࡅ కएࡅ ܼޓ ࣒ڒ  రछߖ ߖసࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑  ۨంచబݟం޴, ఆ߯ ऴపశऒ  ంటऱ cos࠼ߦ న޴ంۮ ڕܼޓ 
సంఖङ కएࡅ  ޴ంޔڷݡఅ ߘ ऒߖހసࠬకర ܼޓ న࠳సࠪన ڕܼޓ న࣒࠳ 10 ܼ߯ޤ ߤ࠳ݨ   t f 
సంతృߧफపۯࡍ ఫంࣾڒ ߤబܽद ఫంࣾࡅ ߤకए  ఈ ࡹ ߤ࠳ݨ ఎߖऒ ऒߕఉ ࡱܼޓ  మనం తపओ ࡆ  he f f ڴࡍసߖ
కڝߘए  ࡯࢐
అం݄ ࡅ ܼޓకए  ఈ ࡱ࢑వ ప࠳ ޴న࣒ ڕܼޓ సࠪనం  పڒ ޴బܽद మనం అߖऒ ऒߕࣆ మࡌ࢑ ܼޓ   f f 
ఇనछ ࣒ڒ బܽदڒ ޴న޴ంۮ ړ ڷࡱߕ ݟంߘ ࡛झ బܽद ఈ piڒ సࠪనం ڕܼޓ న࣒࠳ ޴కం݄ ప ޴ప ܼޓ ࣒ڒ 
సࠬకరړߖހ ఈ ࡌ࢑మం 0 ߘం4 ݟ వరڕ ఎߖऒ  పࢲࡍए ऒߕఉ ࡱࡌ .࡯ߕھߘమనం క ࡆ

సओ ࡮ۧ షदంڴ ఇ޴ ऴڝޒణࠫڒ ࢑ࠈ ޒబܽद మనం ࠴దట ఈ ఎడమ ߖޒۯ ఇకए డ ࣆలభతరం ࡯࠻ۯ ,   pi 
ఆ߯ ࡅ ܼޓకए  అܿవంܽ ࡱ࢑వࡱ ఎߖऒ  ఉߕऒ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ సమం ࡆ ంచంݟ మ࠾ࡍ ఇߩओ  ݡ
పओۮ ߖనద޴ంۮ ړ 4 ݟంߘ 0 ܼޓ బݟం޴.pi
 సओ షदంڴ కߘక మనం ఈ ऴߦంߖޑऒ भ޳܊࢑భ ڴࡱޑంߦऴ 4 ڕవర ߯ 4 ݟంߘ 0   ంతం 0ߦదܽ ऴ࠴ బܽदڒ ࠭
 pi ݟంߘ ߯ ݡంࡓ ంతంߦడవ ऴ࠮ , ޴ఉంܿం ڕవర ߯ ݡంࡓ ݟంߘ ߯ ంతంߦండవ ऴࡓ ڕవర ݟంߘ
మధङ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ంతంߦలठవ ऴߕ  ޴ఇ ޴ࡍవۨ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕవర ߯ ݡ࠮ नܘऱڝ   pi pi 
ఇంటࡓछ దܽ సందరग࠴ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡽ ం ߕࣆ ܼޓऒ ओߩన޴ంۮ ړ ݟంߘ  ऒߕࣆ ܼޓ బܽदڒ ݡ  pi 
pi ړ ݟంߘ
ओߩన޴ంۮ కएࡅ ܼޓ ࣒ڒ ݡ ओߩమం ఏࠫܽ ఇࡹ࢑  ऒߕࣆ ܼޓ ݡ ओߩన޴ంۮ ړ ݟంߘ  cos ah pi ޴అ ݡ
సओ షदంڴ ఉంܿంࡅ ܼޓ ࣒ڒ  ޴కए  ఏړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ ܼޓ ߕ޼ ఈ ࡍߖ भషद ࡱ࢑వ ఇߩओ  ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ࣒ڒ ݡ
పߘ ߅ࡍంڜ ݟంత ࠻ంړࠀ ࡽڵ సࠪనం అߩۮ ߖओ नܘऱڝ సంڝ ࠀ ܼޓ ߕ޼ం , ఏ޳ంڕ  ఇంటࡓछ ऒߕࣆ ࡽ  ړ
సओ ߖల޳ంۮ షदంڴ ఉంࡓ ݞږ  ޴ం࡮ߩ࢙ ݡ ఫంࣾߖ ߤ వࡍ फంపܑయడం ޳छ pi cos cos ޴ۯంࠚల ڕమన ࡌ

ओߩఇ ߖసࠪనం అ ړࠀ ࣒ڒ  theta pi piݟంߘ 2 ࠑ న࣒࠳ ڕవర ݟంߘ 0 ࡹమంࡌ࢑ ఈ , ࣆࡱޘ ڕమన ݡ
 ప ऱ࣒  మధङ  ఉనऒ కएࡅ ߤఫంࣾ ߤ࣌   ऴࠆڴ  మనం ߤ࣌ڜ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴߘ ࠆڴ ప࣋࡯ࢣࡍफ, ߖ޳ऒ  తछ రڴ pi 2
ఇకए డ ڶయߖవछ ంڒ ,ݟబܽद మనڕ ఆࠆ వࡓझ ࣒ ऴߖ ࠆڴ ۫࣋फ, మనం ߕࣆऒ  ah cos x x pi ߖఅ ݟంߘ 
పओۮ ంڒ ݟబܽद ఇࡓ ޴ంݡ కం݄ ߯ అߩۮ ߖओ .ం޳ంڕ
 ఇ޴ ఒకܽ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ ऴߵڴ అۮ ߖపओ ంݟ  అ޴ߝ ఇ࡮ంܽ޻ మ࠾ࡍ h 
నڵ࡯డగ۫ ߖ ࠆڴऴ ࡏࠬ ऱܿڴ, క࡛छ నڵ࡯డగ۫ ࡏࠬ ߘ  ऱܿࡌ࢑ ,ڴమం ߕࣆऒ తం piࠫࡍప ړ ݟంߘ 
ओߩనݟయబۯ  ,cos x ߤఫంࣾ ,ݡ
నऒޔڷࡏ߭ ओࡏࠪ ޜ  ڵత ݞంڕࡶ  ठ߱ ऒߕࣆ ڕవలऱ మన޶అం ࠾ࡍమ ޴ంޔ x ݡంࡓ న޴ంۮ ړ ݟంߘ  pi
ఉనऒ ࡱހڝ  phi.న࢑޴ంۮ ݞږ ࠾ࡍమ ܼޓ 
ऒߕࣆ  ఉనऒ ڕవర ݟంߘ   pi cos ࠾ࡍమ న࢑޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ښఒ ݢంࡓ ࠀ ࠾ࡍమ ܼޓ ړߖࠪࡌ࢑ 

ओࡏࠪ ߤఫంࣾ ߤ࣌ڜ ޙ࠼సࠪనం, అ ړ నऒޔठڷత ݞంڕࡶ  ం޶న ఇߖ ޴జం అ࠼న ఏڛక theta n cos phi
ࠪరठం ړ ܼޓ సࠪనం ڒబܽद ڒ  ࠭࠲బܽद ఈ ࠀ ऴߦథࠫకంڕܼޓ ڴ సࠪనం ڒబܽद మనం ࠴దܽ phi
సందరग ంߘ 0 ܼޓ ࡹంۮ ړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ ݟం޴న ڕܼޓ ࣒ڒ సࠪనం అ࠼నߩओ  సࠪనం pi ڕܼޓ ޴అ ݡ
కएࡅ ܼޓ ࣒ڒ బܽदڒ ఇనछ ࣒ڒ  ࡛झ ओߩఇ ܼޓ  ओߩన࠼అ ܼޓ ݡ మధङ 2 ࠾ࡍమ ݡ  ఉనऒ  ండవ pi piࡓ 
ऴߦంۮ ړߖޑం޴న޴, ఈ సందరग ంࡅ ܼޓ ࣒ڒ ࡹకए సओ ߖఉండద ڴసࠪనం ڕܼޓ మంࡹ࢑  షदంڴ cos 
కएࡅ ܼޓ ࣒ڒ కం݄޶ఎం ޴फంࣆࡱޘ  ఈ ࡹ࢑మ ࡱ࢑వ పۮ ڕ ݋࣊ ߅ࡍం޴నڴ޴ ఉం࡯ݞ.cos 

మధङ ړ 2 ܼޓ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ 0 ޴మం ఇࡹ࢑ ంతర ۮ ړం޴నڒ ޴బܽद   cos pi pi pi
మనం ఏࠫ ۯయగల࠵ ఖۨऐ తంߦۮ ڴओ లం݄ మనం ఈ ࡓండవ ऴߦంߖޑऒ  pi pi ڕవర 2 ݟంߘ 
రछߖ ۨంచవ۪ऐ .޴ంޔݡరవబޘ ݟంߘ ߖ޵ ޴ఇ ߗڒ 
 ఎడమ ࢙ڒ ߩబܽद ߯ ࡱ࢑వ ࡓండవ ऴߦంۮ ړߖޑం޴న޶ڒ ޴ ఎం޶కం݄ మڒ ړߖ޵ ࠾ࡍరణం ࠴ ࠭࠲దܽ 
ऴߦంߖޑऒ नܘऱڝ   ఇంటࡓछ రछߖ ߖఅ ࡽ ۨంۧ࠭ ڒబܽद ࠴దܽ ऴߦంۮ ړߖޑం޴నڒ ޴బܽद ఇߩओ  ండవ piࡓ ݡ
సందరग ంۮ ܼޓ ࡹం޴నߩओ సओ ݡ షदంࣆࡱޘ ڴफంࡅ ܼޓ ࣒ڒ ޴కए  pi to two pi ڕܼޓ మంࡹ࢑ ࣒ڒ 
సࠪనం ڒదߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफంڒ ޴బܽद ࡅ ܼޓ ࣒ڒకए ओߩమనం ఇ ߘవࡱ࢑ మࡹ࢑ ࣒ڒ  ఎపओ ݡ  ߝڴ࡮ܽ
ఎ࡮ కھߘంܼ࠭ ఇڜ ޴ంత ړ సࠪనం అۮ ߖపओ ంݟ  ఈ ߕࣆऒ సओ ߖల޳ంۮ ړ ݟంߘ  షदం ۯయంݟ, x x pi
ఇࡹ࢑ ޴మ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴ݋࣊ ށࢩ , ఆ߯ మనం ఇకए డ ࡓంߤ࣌ڜ ࡮ߩ࢙ ݡ ఫంࣾߘ ߤ వࡍ फంపܑ࣋फ, cos cos 
అర ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ ܼޓ बం ߕڕࣆۯऒ ࠭.cos x
  ఇకए డ అం݄ ࣒ڒ ఫంࣾߤ ఒక ڒబܽद PE 
కएࡅ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ  సࠪనం pi cos ڕܼޓ ࣒ڒ ݞږ ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒऴ ڡݟࡆࡍ 
మࡓ ࠭࠲ ࠾ࡍం࠳ ݡన࣒ ߖܼޓ ఎంߕڕࣆޓ ڕ޶ऒ ࠭ ఎం޶కం݄ ࡓ ܼޓంۮ ړ ݡం޴న޴ అޙ࠼ pi pi
ऒߕࣆ మంࡌ࢑ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ  pi.޴फంࣆۨࣇ ߖందޔ޶ంۮ ړ

 pi pi  ړ߯ ݡంࡓ ݟంߘ ܼޓ , ఏࠫటం݄ ޴࣋۫ ڴనం߄ఏࠫటం݄, మనం ऴప ޴࣋۫ బܽद మనంڒ
ऒߕࣆ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ,ޙ࠼అ ޴న޴ంۮ pi pi ړߖ࢐సफ࢐ మంࡌ࢑ ఈ ࠾ࡍమ ޴న޴ంۮ ړ ݟంߘ  cos 
పࡅ ݋࣊ ߅ࡍకए  ఉపసࠫޒ.
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బܽद ఇకएڒ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑   డ మనڕ ఉనऒ  pi ޴బܽद ఇڒ ޴ణం ఉంڝ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ڕఏࠫటం݄, మన ޴
ओߩۮ ߖఅ ࠀ ݋࣊ మనం ࠀ ఈ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕܼޓ ࣒ڒ వࡱ࢑ ఈ ,޴ఉం ࠀ ࠆఆ ࣒ڒ ڕబܽद మనڒ ం޳ంڕ
.ࣆࡱޘ ڕమన ߖనద޴ంۮ ړ߅ࡍన పࣄۯ
 
 బܽद pi phi cos phi phiڒ ,ݟంڝࣆࡱޘ ߖనద޴ంۮ ړށࢩమ ऴࡹ࢑ ޴ߝన ఈ అ࠼అ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ
అࡹ࢑ ޴ߝమ ఫంࣾࡅ ߤకए  పۮ ڕ ݋࣊ ߅ࡍం޴నదߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद అ޴ߝ cos cos phi cos 

కएࡅ ܼޓ ࣒ڒ  ޴ంޔ࢓అ ࠲తࣾణ ޴క ఇߘసࠪనం క ړ తపओ ࠀ ړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ  theta ڴసࠪనం ڴࡍసߖ
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఆࣣ, ఈ సందరग ంߘ ߯ ܼޓ ࡹంࡓ ݟంۮ ړ߯ ݡం޴నࡅ ܼޓ ࣒ڒ ޴కए  ࠀ , మంࡹ࢑ ࣒ڒ 
సओ ߖసࠪనం అ ړ߹ న࠼అ ܼޓ న࣒࠳ ߯ ݡంࡓ షदంࣆࡱޘ ڴफంڒ ޴బܽद ࡅ ܼޓ ࣒ڒ  ࡹకए  ండవࡓ 
సందరग ంࡹ࢑ ࡹమం ࡓం࠳ ݡన࣒ ڕܼޓ సࠪనం ڒబܽद cos pi cos inverse cos theta cos 

డవ సందరग࠮ ڴ࢑ధం ޻అ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ంࡓ ܼޓ ࡹంߘ ݡంݟ inverse cos theta pi pi 
ఈ సందరग ޴న޴ంۮ ړ ݡ࠮ ంࡹ మࢁऱ  ࣒ڒ ఇనछ ࡛झ pi ࠾ࡍమ ޶ఉండ ڴసࠪనం ޜܼޓ ܼޓ ࣒ڒ 
࢐సफࡓ ܼޓ ړߖ࢐ంߘ ߯ ݡంݟ ऴ࠳ ܼޓ ߯ ޓన࣒ ݀ ߯ۮ ړం޴నߩओ ऒߕࣆ ݡ  ݦఉం ڕవర ߯ ݟంߘ 
 ࠾ࡍమ ޴ంޔ޶ంۮ ړߖࠪࡌ࢑
పవ۪ऐ۫ ߖసࠪనం అ ࣒ڒ ߯ ݀ న࣒࠳ ܼޓ కएࡅ ܼޓ ޴బܽद ఇڒ  ऱ ఇకएࢁబܽद మڒ సࠪనం ړ ࣒ڒ  డ 
మనڕ అ࡮ంܽ పࣄࡍबޒ ఉం޴, ఇకए డ ఈ ڝణం ࡅకए  ܼޓ ణంڝ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡵవ ܼޓ ࣒ڒ ࣒ڒ 
కం݄ ఇకए޶ఎం ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖనద޴ంۮ ړ߅ࡍప ݋࣊ ߯ ݀ న࣒࠳ డ ఈ ࡍߖ भషद ࡌ࢑మం ఒక  ࡅకए  ఉపసࠫޒ

కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ࣒ڒ  ऴ݋࣊ ށࢩ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ڝణం ࡹ࢑ ࣒ڒమ ऴۮ ړށࢩం޴నదࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠳ ܼޓన࣒ ݀ ߯ ࡅ ܼޓ ࣒ڒకए  ܼޓ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ 
ओߩన޴ంۮ కएࡅ ܼޓ ࣒ڒ  సంڝ ఆࣣ ݡ  ఈ ࡌ࢑మం ࡓంߘ ݡంݟ ऴࡹ࢑ ࣒ڒ ߯ ޓమం ࢐సफܼޓ ړߖ࢐ pi 
 ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓న࣒ ݀ ߯ అ࠳
दࢲదృ ࡍన ۨవ޴ంۮ ړ߯ ڷࡱߕ ݟంߘ ߯ ݡ࠮ ܼޓ ంతంࡹ ఇߖ ޻జం ڒబܽद ఈ సందరग ంࡹ మనం ڷࡱߕ 
फࣃ۫ ߖఅ ܼޓ న࣒࠳ ߯ ऒߕࣆ ܼޓ న࣒࠳ ڷࡱߕ ఉం݄ ڕవర ڷࡱߕ ݟంߘ ݡ࠮ ܼޓ  ࠭  pi pi pi 
మధङ ڕవర ݟంߘ ంతۮ ړߖࡌం޴న޴, ఇ޴ మࢁऱ pi 

కएࡅ ܼޓ న࣒࠳ కएࡅ ށࢩమ ऴࡹ࢑ ࣒ڒ   ఉపసࠫࡅ ޒకए  ఉపసࠫڕܼޓ ࣒ڒ ޒ సࠪనం మ4 ࠾ࡍ pi 
ఇ޴ మࢁऱ ఎం޶కం݄ ߤ࣌ڜ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఆవర फړߖߕ సంబం߅ంۨ ࠳ ߯ ࡛ࠂ ࣒ڒన࣒ ܼޓ ࣒ڒ ܼޓ మ࠾ࡍ 
ङޙఈ ऴప ܼޓ న࣒࠳ ߯ ڷࡱߕ క ڝణం ۮ ړߖ޵ం޴నڒ ޴బܽद ఇࡹ࢑ ࣒ڒ ޴మ ऴۮ ړށࢩం޴నڒ ޴బܽद మࢁऱ 
ఇకए డ ߘం࠳ ڷࡱߕ ߘߝ ݟన࣒ ࡅ ܼޓ ࣒ڒ ܼޓకए  లठవ piߕ ఈ ܼޓ బܽदڒ సࠪనం ړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ 
ఇనछ ࣒ڒ ޴న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ࡛झ ओߩబܽद మనం ఇڒ సࠪనం ڕܼޓ న࣒࠳ ڷࡱߕ ړߖ࢐సफ࢐ ܼޓ ࣒ڒ   pi ݡ
ఈ ࡔ࢘ ڷࡱߕछ సంऴగࣕంచవ۪ऐ ߘలࣆښ ࡏ   ఇకए డ సऱۯ ݭ࠼యంڒ ݟబܽद ఈ సऱࡅ ܼޓ ݭ࠼కए  అߖऒ  
నऒࠚ࢑  ప߇ࡍల ڝసం ఈ ఫంࣾߤ ఇనछ ࡛झ छ޳ ܼޓ ࣒ڒ  నऒڕࣆޓ ࡌ  cos ޴फంࣆయܑ࡯ޘ ߘవࡱ࢑ 
ఖۨऐ ߘ ߤఫంࣾ ܼޓ ࣒ڒ మࡹ࢑ ޴బܽद ఇڒ తంߖ ڴరछ  cos ah ݡంࡓ ࠭࠲ ࡹ ࠆڴబܽद ఈ ऴڒ ޴फంࣆۨ
వऴకతలߦ ߘऱ .࠭ࣃۯ ݋
  ఫం࣒ࣾڒ ߤ ఇనछ ࡛झ  జ సࠪంతరޒऀ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴ߯ ړ޴ప ܼޓ న࣒࠳ ߤ݃ ߤఫంࣾ ڼ࡮అ ܼޓ ࣒ڒ 
అࣾం ࠬద మనܼޓ ڕ ఉంܿం࢓ࡱߖ ޴ అࣾం ࠬద ࠭࠲ ఈ ࡓంݡ ఫంࣾߘऱ ڕࣆޓనऒ ऱߦ ߘవలࡱ࢑   ݋
फࣃۯ ఇనछ ࣒ڒ ࠭࠲ ࡹڷరం ߩࡱబܽद నڒ ࠭ ࡛झ కएࡅ ߤఫంࣾ ࣒ڒ   ऴߦ ߘ ࠆڴऱ .࠭ࣃۯ ݋
కएࡅ ߤఫంࣾ ࠭࠲ ࡹڷరం࡯ߗ ܼޓ   ऴ࠳ ߤ݃ ߘ ࠆڴన࣒ ߘܼޓ ప޴ కం݄ ఎڕए వ ߦऱ  ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ ݋
ఆࣣ ߘంݟ ఈ ࡓంݡ ఫంࣾߤ ల ڝసం ࡅ ܼޓకए  అߖऒ .࠭ڴݟఅ ࠭࠲ ߖనమھߘక ߘవలࡱ࢑ 
 అࡱ࢑ ޻వڝࣆޓ ߘం࣒ڒ ޳ࡶ ݟ ఇనछ ࡛झ  ࡏڴݟబܽद అڒ సࠪనం ڕܼޓ న࣒࠳ ޴కం݄ ప ޴ప ܼޓ ࣒ڒ 
మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ వऴకత࠴ ࡱదట ఇకए డ ఆ߯ ࡓండవ޴ వదभ కࣃࡱफ యߖ ऴߘ ࠆڴం࡮ۧ ݟ సओ షदంڴ ఉం޴  
అ࢑ ఇకए డ కࣃࡱफ గం ఇకए࠙ ࡯పࡹ ࡍࣃడవ࠮ ࠾ࡍమ ࠼ డ కࣃࡱफ కएࡅ ܼޓ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ ࠼  
నऒࠚ࢑ ݡ࠮ ऒߕఉ ࡱవࡱ࢑   cos inverse cos theta ڕܼޓ న࣒࠳ ޴కం݄ ప ޴సం పڝ ߖ޵ ,࠼
సࠪనం ڒబܽद ఈ ऴపశऒ నం సంఖङ߄సࠪ ࡍవۨ ڕ ం࠼ߦ   ऱܿ ߕࣆ ܼޓऒ  ڕܼޓ న޴ంۮ ړ߯ ڷࡱߕ ݟంߘ 
ऒߖހసࠬకర ߝఅ ݡ࠮ ܼޓ న࣒࠳ ޴న ప࠳సࠪన ڕܼޓ ࣒ڒ మࡹ࢑ ࣒ڒ ,޴న޴ంۮ  సంతృߧफ పࣆࡏफం޴ 
నऒࠚ࢑ ݡ࠮ బܽदڒ ం࠼ߦ  ऱܿ ࠪऴత࠲ ఉߕऒ సమసङ ࡍప޶త ,࠼  ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ ޴ంړఆࣣ ऴ ࡹ
సࠬకరణం పࡍషए బܽद మనం ఇకएڒ  ࠭ޑڷݡఅ ߖంచమࡍ డ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపࡅ ۯࡍకए  ah x 
అߖऒ షएࡍప ߘవలࡱ࢑  एڝߘక ࠾ࡍమ ࡯ంۧࡍ  ࡯࢐
ऒߖ࠻࢑ష ޻బܽद అڒ  ङܼ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴమంࡹ࢑ ߤ  x iݡ࠮  సࠪనం ړ߯ కం݄ ߤܼ న࣒࠳ ڷࡱߕ ݟంߘ 

కएࡅ  వऴڔభవనం ߘ ڷࡱߕ ,ߗڒంࡅ ݟకए छ޳ మంࡹ࢑ ߤܼ ڴࡱ޶బ ړఒకܽ ޳ࡶ ఒకܽ ߤܼ   x pi pi ࡌ
छ޳ ڷࡱߕ ߖ ࠭࠲ బܽदڒ ,ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ڷࡱߕ ࡎభ ޜߖ޳ఒక ڴమంࡹ࢑ ߤܼ ࡌ फ ࣃۯफ బܽद piڒ ࠭
ఈ వङ ߩ࢙ ݟڕ ڔ फకరణڕ ఇకए డ మ࠾ࡍ ఆ߯ సࠪనం  మనం ܼߤ ఇనछ ࡛झ ఇనछ ߤܼ న࣒࠳  ࡛झ  సం x yڝ 
घࡏ߷ ఇనछ ߤܼ ߖߖ޳ మనం ڴࡱ޶బ ޳ࡶ ࡯ంۧڵࡆఉప ࡮ ࡛झ  వߤ పऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  x ߖఅ ޓన࣒ ऴ࠳ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ఇనछ ߤܼ బܽद మనంڒ  ࡛झ   ప ऱ࣒ घࡏ߷ రకం ߤܼ   x y.࡯ంۧڵࡆఉప ߖ࡮
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ఇపओ ࠭࠲  ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ࠪ ښܽ బܽद ఇకएڒ ࠭ࢡ۫ ࡹߖ޳ఒక ࡹలࣃ డ వङ ڔ फకరణ ఉంڒ ޴బܽद ఈ 
సందరग ంࡹ మనڕ ఇߩओ ఉనऒ ݡ  న࣒ 3 x y࠳ న࠳సࠪన ڕమన ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1 ڕఏࠫటం݄, మన ޴

మ࠭࠲ ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ల ఉతओ फࣃ۫ ߖफޒ ࠭.x x y 
 ఈ సందరग ం࠳ ࡹన࣒ 3 ڒబܽद ఈ సమసङ  మ xࡹ࢑ ߤܼ , ࢑షయం ఏࠫటం݄ కࡖన మࣄంచవలߖసం గమڝ 
ఫంࣾࡅ ߤకए ࡍߖ బܽद ఈڒ వࡱ࢑  भషद ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ ఈ ࡱ࢑వ ڒ ݞږబܽद ఈ ࡓంࡱ࢑ ݡవޜڷࡱߕ ߖ ࡱ pi
కڒ ࠼ޑߩࡱబܽद ఇߩओ  x x ݞږ వࡱ࢑  ࣆࡱޘ ڕఉం݄ మన ڴలంږޒఉం݄, ऴప ڴలంږޒऴప ޙ࠼అ ݡ
ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࡱ࢑వ ݞږ ఉంܿంڒ ޴బܽद ऴపږޒలంڴ ఉం݄, ఈ ࠴తफంx 
ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఈ సమసङ కएࡅ ࡹ  ఆ ࡱ࢑వలߘ కھߘనమڒ ࠭ࡌڝ ࠭࠲ ߖబܽद ఇ޴ x 
.޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ

ऒߕࣆ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉనऒ  ఈ సࠬకరߖހऒ  ࠪऴత࠲ సంతృߧफపࣆࡏफందߖ ऴߦథࠫకంڴ  x x 
मࡌߖ ంచవ۪ऐࡍ , కߘక ఇ޴ ఈ సࠬకరణం ߘంݟ మనం ࢗంటߝ ۫డగలం ڒబܽद త޶పࡍ చరऐ మన చరऐ ࡹ  ߘ

కएࡅ फࣃۯ తంࠫࡍప ࠲ऴతࠪ ڕవలࡱ࢑ లږߘࣃ  ࠭.x 
 
మࢁऱ ܼߤ ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ घࡏ߷  ऒߕफࣆవ ڵࡍޒ ړ࡮ ࠭, ఇకए డ మన సమసङ  x y x ڴలంږߘࣃ ڕ
ఉనऒ ం޶న, ऴపږޒలంڴ ఉందߖ అర बం, ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ ڒ ݡ࠮బܽद ࡓ ऱܿ ڒబܽद మనڕ y y x x y x 
ࡓ ऱܿ ఉߕऒ ऒߕࣆ  ࠼  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ݡ࠮ సందࡌग లࡹ మన ࣆښ y 
ऴߦథࠫకంڴ ఈ ऴపޙङ క సందరग ం అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ࠪߕࣆ ڕऒ  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ xy 
࢐సफߕࣆ ړߖ࢐ऒ  ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡹ మన సమసङ  ఒకܽ కం݄ ou r ah xy ࣒ښ సంڝ 
తڕए వڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद మనం ఈ ࡍߖ भషद ࣇऴߖޑऒ  ఒకړߖ޳ సࠪనం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ऴޜ ޓ సࠪనంڴ y x
ఉపڵࡆంۧ࡯ మ࠾ࡍ అࣄۯ ࡮నߩओ ఇనछ ߤܼ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ߩ࢙ ݟڕ ఈ ڕమన ݡ ࡛झ న࣒ 3 x࠳ 1 
ఓవ࡛ 1 ప ऱ࣒  3 మ࠾ࡍ ఆ߯ మనڕ లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄, ࡓంࡅ ݡకए  x x x ݡ࠮ న࣒࠳ మం ఒకࡹ࢑ ߤܼ 
ఒక పऱ࣒  ऴࡅ ޓకए  x a ߤܼ ޴ߝమం అࡹ࢑ ߤܼ ࣆࡱޘ ڕకం݄ ఆࣣ మన޶సࠪనం, ఎం ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ 
ఈకछ ܘఈ ,ޙ࠳జߖ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑  b a a ړࠉ ޴ߝఆ߯ అ ,࡯ݞఉం ࠼జం అߖ ߖఅ ࠉ ܿ ࡽ
సࠪనం అߖ ߖజం అ࠼ ఉం࡯ݞ 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇښ ޴వలం ܼߘ ߤ వࡍ फంపܑయడం ޳छ డవచऐ۫ ࡌ भశङ޻ఉ ߕ ߖ ం ఈ సࠬకరణం ࡅకए  
ࡍవ ߘ ߤܼ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࠭࠲ బܽदڒ ޴फంࣆۯ ߖప ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ फంపܑࣃफ  సࠪనం b ړ ڕబܽद మనڒ ࠭
వࣆफం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࡍߖ भషद సࠬకరణంࡹ ఈ ࢐సफߖ࢐ऒ  ఉపڵࡆంۨ ࡓంݡ ఒక ࠳న࣒ ړ ݡ࠮ x x
సࠪనం అޙ࠼ ࠪऴత࠲ ఇߖ ޴జం అߖ అߘసࣆࡍफం޴.
 
వߤ పऱ࣒  ऴޓ కం݄ ఎڕए వ ఆ߯ ࠭࠲ ఉం݄ ࠭࠲ అ޴ڜ ޴भڴ ప࣋ۯ ߖफ  అ࡛ڝ ࠆझ  ఆࣣ అߩओ  x ah tڕమన ݡ
ङߩߖࠪ తށజగࠊ ంۮంڜ ऒߖ޵ ڕమన ޴అ ,޴ఉం ߤషࡶ  ఇࣆफం޴, ఆ߯ మనڕ ఆࡏ చదరߩ పऱ࣒  ఐ޶ x x 
ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒ ఒకܽ  ప࠳ ࡏఆ ߩ࢙ ఎడమ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ऱ࣒  వߤ సࠪనం  ߕࣆऒ  బܽद x xڒ 
ఇߩओ एࢲࡍప ݡంࡓ ݡ ऒߕఉ ࡱࡌ  x ah x ߗڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴అ ޳ࡶ కం݄ ఒకܽ ࡏఆ ޴ߝబܽद అڒ ࠼
తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉం࡯ݞ అڕࠪ ߖ ఇపओ  ఒకܽ ޶ڒ న࣒࠳ ޴బܽद ఆࣣ ఇڒ ࣆࡱޘ ښܽ
एࢲࡍవ పࡱ࢑ రం ڒ ޶ڒబܽद ࣃధङ మࡃङ  ఏڛక పࢲࡍए రం  ڡࣄझ  బܽदxڒ నం߄సࠪ ࡍవۨ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ 
ఇకए డ మࡖక ఆࣣ ۧ࡮ ఆసړ फకర࠳న సమసङ  మ࠾ࡍ ఇ޴ సమసङ లࡹ ఒకܽ అߘߝ ߖ అڕߘంܿߕऒ  je ߘ
 xy z x y ߤܼ  ࠾ࡍమం మࡹ࢑ ߤܼ మంࡹ࢑ ߤܼ ࠾ࡍఉం݄ మ ࡹޒగࡗߩ తށఅంకగ ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ
ऒߕఉ ࡹޒగࡗߩ తށఅంకగ ݞږ మࡹ࢑ ओߩఅ ,࠼ ఉనऒ ࡹޒగࡗߩ తށఅంకగ ࠾ࡍమ ݡ ం޶న z xy z 
ఇߩओ కం݄  ప 2 ڕమన ޙ࠼జం అߖ ޴ఏ ࡹ࢐ܽ ޴ంړ ݡ ऱ࣒  సࠪనం ޳ࡶ ఇతర ࠪటల࠳ ࡹన࣒ x z y x z 
ओߩన࣒ ఇ࠳  y x y t z޴ఉం ࡹతంށఅంకగ ݞږ మࡹ࢑ ࠾ࡍమం మࡹ࢑ ߤܼ మంࡹ࢑  సࠪనం ړ ߤܼ ݡ
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఆ ࢐సफߖ࢐ऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ߖమం అࡹ࢑ ߤܼ న࣒࠳ మంࡹ࢑ ߤܼ   మం y xࡹ࢑ ߤܼ 

ओߩమం ఇࡹ࢑ ߤܼ న࣒࠳ ऒߖހڝ ఈ ݡ छ޳ ܼޓ  फࣃۨࣇ ࡌ ࠭, ఇ޴ ఇߩओ  z y ߖదࡶ ڴలంږޒऴప ݡ
పओۮ ంݟ మనం ఈ ऴړం޴ పࢣࡍలన ޳ۯभ ం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ߯ 2 ࠑ అߖ మ࠾ࡍ ఇ2 ࠑ ޴ అߖ అڕߘం޳ం pi 
అߩओ ఈ సందరग ݡ ంߤܼ ࡹ ఇనछ ࡛झ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ కߖషद࠳నߤܼ ޴ z y 
ఇనछ ࡛झ  జం.xߖ ޴ఇ ࠾ࡍబܽद మڒ 
 ఇ࢑ సࠪనం ڒబܽद ఇ࢑ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ ఇ࢑ ఈ ڜ ࡱހڝలతࡹ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ 
 ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡹలతڜ ࡱހڝ
మ࠾ࡍ ఈ ܼࡹ࢑ ߤమ ܼࡹ࢑ ߤమం మߤܼ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ࡹమంࡌ࢑   x y z pi
వరڕ ఉంࡓ  ࡯ݞం޳ ݡछ కएࡅ ణంڝ ఈ ޴అ ࡌ  పߖހࠪࡍऒ  అߘసࣆࡍफంڒ ޴బܽद మనం ږߘࣃ ܼޓలంڴ 
ఉం݄ ߩۮओ  బܽद మనం ఈڒ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡍసߘఅ ߖఅ ܼޓ ݞږ ޴ఇ ࠾ࡍమ ܼޓ ޴బܽद ఇڒ ,ం޳ంڕ
.޴फంࣆవ ܼޓ ݡంࡓ ڕफ మన࣋ݟܔ ߘలܼޓ ݡంࡓ
  ఈ ࡱ࢑వ ڒబܽद అ޴ ఈ 2 ܼޓ ఈ ࠴తफం ࡌ࢑మం ࡅకए  ߰డ࢓ కం݄ తڕए వڴ ఉం࡯ݞ అߖ సओ షदంڴ ఉం޴, 
అం޶వలऱ ܼޓ కం݄ 2 ޳छ एڕత ࡌ వڴ ఉం޳ࡶ ࡯ݞ అߘ࢓, ఎం޶కం݄ ܼࡹ࢑ ߤమ ఫంࣾ࢐ ߤసफړߖ࢐ pi 
బࣕరంగ ࡌ࢑మం ڒబܽद మనం ఎంڕ޶  ఇకए డ కం݄ కݎన࠳న޴ తڕए వ ڒబܽद తపओ  ܼޓ మనం ڴࡍసߖ
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ऒߕࣆ एڕకం݄ త ݡంࡓ కం݄ ߯ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ వ కڵ࡯ ఉߕऒ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ ఈ సࠪనతछ ݡ ం ࡅకए  
ࡍవ ߘ ߤఫంࣾ ߤܼ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ फంపܑ޳भ ం, 
ఇߩओ छ޳ ࠾ࡍమ 0 ܼޓ ࡽڵం࠻ ఈ ݡ మధङ 2 ࡌ  ఉంܿందߖ మڒ  ࠾ࡍబܽद ܼߤ ఆߤܼ ߖܼޓ ࠆ ఆࠆ pi 
ఇనछ ߤܼ ࡛झ ఇనछ ߤܼ ࠆఆ ߤܼ న࣒࠳  ࡛झ ఇనछ ߤܼ న࣒࠳  ࡛झ  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ బܽद ఇకएڒ  డ మనం y y x 
घࡏ߷ ࠉ న࣒࠳ కएࡅ ࡮ ऒߕޔࠓంచڵࡆఉప ߖ ߤܼ  ం ڒబܽद ఇ޴ ఇڒ ࠉ ޻బܽद అߩۮ ߖओ .ం޳ంڕ
 ఇߤܼ ޴ ఎ ࠳న࣒ ܼࠉ ߤ ఓవ࡛ వߤ పऱ࣒  న࣒ a y࠳ ޴ߝఅ ߤܼ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړࠉ ߤܼ ఎ ߤܼ 
కం݄ 1 ప ࠉ ߤܼ ऱ࣒  ఇߩओ మధङ 2 ࠑ ࠾ࡍమ 0 ܼޓ కం݄ ఈ޶ఎం ݡ  ఉంܿం޴, ఇܼޓ ߤܼ ޴ x xy pi 
కएࡅ  ఈ ࡱ࢑వߘ అߘసࣆࡍफం޴ ఎం޶కం݄ 0 ܼޓ మ2 ࠑ ࠾ࡍ మధङ  ఉనऒ ओߩ  pi ߤఫంࣾ ߤܼ ࠆڴऴ ݡ
ऴపږޒల ࡱ࢑వలڕࣆޓ ߘంܿంڒ ޴బܽद ఇړ 0 ޴ సࠪనం కం݄ ఎڕए వڴ ఉం࡯ݞ .
బܽद ఇకएڒ  డ ߘంݟ మనڕ ఈ ࡱ࢑వڕ సࠪన࠳న ܼܼޓ ߤ ఉందߖ మ࢐ ܼޓ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ఈ ړߖࠪࡌ࢑ 
సओ ߖనద޴ంۮ షदంڴ అߘసࣆࡍफం޴, ఇ࢐ ޴సफړߖ࢐ ఉపసࠫޒ.
కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ߤܼ   ऴ݋࣊ ށࢩ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇకए డ ߘంܼޓ ݟ తపओ ఒక ప ڴࡍసߖ ऱ࣒  కం݄ xy y 
కएࡅ న࣒࠳  x ah ߖప ޻న అߩ࢙ ݟڕ ఈ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ 
యవ۪ऐۯ బܽद ఇకएڒ  డ ߩ࢙ ݟڕ ఉంܿంߤܼ  ޴ ఇనछ ࡛झ ఇనछ ߤܼ న࣒࠳  ࡛झ  అ1 ޴ߝ ప ऱ࣒  z y zy 
కం݄ ࠳న࣒ ࡅకए  z y ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ 
మ࠾ࡍ అ࢑ సࠪనంڴ ఉనऒ ం޶న ۨవరڕ మనڕ ఈ సࠪనతछ ం ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ 
ఇߩओ ఈ సࠪనతछ ޴फంࣆۨࣇ ߖఉంܿంద ࣄవలڝࣆۯ फࣆڣమనం దర ݡ ం ࡅకए  ߤఫంࣾ ߤܼ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనڕ లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄, ఇకए డ ఈ ࡱ࢑వ ఇకए డ ఈ ࡱ࢑వڕ సࠪనం, ఇకए డ మనం y 
ప 1 ࠑ న࣒࠳ ऱ࣒  అߖ ऴࣃ࢐फ న࣒ కం݄ 1 ప࠳ ࠭ ऱ࣒  ఆ߯ మࡍంత  సరࢁకరణ మన࠳ ڕన࣒ x xy z y zy r y 

ప  ߖ ऱ࣒  అ࠳ ߖన࣒ ߘంݟ  ప ऱ࣒  అߖ మ࠾ࡍ ఆ߯  ప ऱ࣒ ए࣋ ߖ  छ న࣒ x࠳ న࣒࠳ ړࡹ ࡛ 1 zy z y 1 xy y z y x 
అߖ  ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳ న࣒࠳  छ ࡛ అߖ ఇߩओ  xyz z xyz y xy xy z ࠾ࡍకం݄ మ޶ఎం ࣆࡱޘ ڕమన ݡ

అంకగށత ࡗߩగ࠳ ࡹޒన࣒ అ࠳ ޴ߝన࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद ఈ ڷࡱߕ పࡱ޳ ర޶भ ۯయబడ࠼ޑ , y x z y 
ఆ߯ మనڕ లࠚంڒ 2 ޴ۯబܽद మనం ఈ పߖ޳ऒ  ఈ ࢙ڕߩ సࠪనంڕࣆޓ ڴంܼ࠭ , ఆ߯ ఈ పߖ޳ऒ  xyz 
ఎడమ ࢙ߩన ڕࣆޓవࣃफ ࠭  చޔరऴߖࣃऒ   ప ऱ࣒ ఆ߯  ప ,ړࡹ  ऱ࣒ y x z ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ݡంࡓ  x z y xy 
మ࠾ࡍ అంకగށత ࡗߩగࡹޒ ఉనऒ ం޶న ఇࡓ ޴ంږ ݡङ ࠗ అޔ࢓ం޴ మߖߖ޳ ࠾ࡍ ࣋ए छ  న࣒ z y y࠳ ࡛

ऒߕࣆ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴݡంࡓ బܽदڒ సࠪనం ړ गࡌండవ సందࡓ  ऒߖ  పࡍగణనڕڝࣆޓ ړࡹంࡓ ,ݞండవ xz 
సందరग ం࠭࠲ ݞږ ࡹ ఈ ࡱ࢑వߘ ऴపږޒలంڴ పࡍగށంۧ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇ࢑ ޻ధ࠳న ఉతओ ऒߕ ऒߖ  
అߘస࣋ࡍफ మనం ݞږ ఈ ࣄबڕࡏۯ ړޒంܼ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అ޴ అߘసࣆࡍफం޴ ఇ޴ అవసరం మ࠾ࡍ  
తڵనంత షరڒ ޔబܽद మ࠾ࡍ మࡓ ࠾ࡍంݢxyz tan inverse x tan inverse y tan inverse z 
అంకగށతంࡹ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇ޴ అవసర࠳న మ࠾ࡍ తڵనంత షరڒ ޔబܽद ఇߩओ ఇకए ݡ డ ߘంࡓ ݟంݡ 
ࠪऴత࠲ ఉߕऒ ओߩరऴసం ఇޔచ ޳ࡶ ࠼  y 0 y y 0 y 0 y x ڕమన ޙ࠼సࠪనం అ ړబܽद 0ڒ ޙ࠼అ ݡ
 ప ऱ࣒  సࠪనం 2 0ړ సࠪనం మݞږ ࠭࠲ ࠾ࡍ ఆ ܼࡹ࢑ ߤమ ߖ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭.z y x

మ࠾ࡍ అంకగށతం ऴ߱ऴ࣒ڻ షࡹ ߤ ఉߕऒ  tan inverse y tan inverse z ah  ڴࠈ ޴బܽद ఇڒ ࠼
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఇకए డ ߕࣆऒ ऒߕంܿڕࣆޓ ߖ ࣒ښ న࠳సࠪన ړ ऒߕࣆ ޴ఇ ߗڒ ࠭ y ࠾ࡍబܽद మڒ  x
 ప ऱ࣒ ऒߕࣆ  ఈ సందరग ޴బܽद ఇڒ  ంڒ ࡹబܽद ࠳న࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद ఇ࢐ ޴సफ࠳ ړߖ࢐న࣒ అߖ z z x z x 
కएࡅ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ  ఈ ࠮డవ ܼࡹ࢑ ߤమం ࠳న࣒ ࡅకए  z x޴ఇ ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ 

కएࡅ ऒߕࣆ  శంڒఒక అవ ړߖݞవڒ సࠪనం ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ   x y ڕబܽद మనڒ 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ڒబܽद వ  అం݄ ࠳న࣒ ఇ޴ అంకగށత ࡗߩగࡹޒ ఉం޴ మࡹ࢑ ߤܼ ࠾ࡍమం x 0 x x x 0 

ऒߕఉ ࡹޒగࡗߩ తށగ ݞږ ݡ࠮ బܽद ఈڒ మంࡹ࢑ ߤܼ న࣒࠳  n x ࠾ࡍశం మڒఒక అవ ޴బܽद ఇڒ ࠼
మࡖక అవڒశం ࣋ए छ త y xzށగڣࡔ ࠾ࡍమ ړߖ࢐సफ࢐ ޴ఇ ߗڒ శంڒఇతర అవ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡛ xy z 
ऒߕఉ ࡹޒగࡗߩ యࣆۨࣇ ߖफం޴ మ࠾ࡍ అ޻ సమయంࡹ మనڕ  ప ऱ࣒ x z 2yڴథࠫకంߦసࠪనం, అం݄ ऴ ړ 
అం݄ అ࢑ అంకగށత ࡗߩగࡹޒ ఉߕऒ యߖ޵ ߖ అర बం మࡓ ࠾ࡍంݢ అంకగށతంࡹ ఉߕऒ  xy z.࠼
  అڣࡔ ڼ࡮గށత ࡗߩగమనం ࠪऴతࣃ ࠲ధङ మࡃङ  ఏڛక ࠪర ठం ఏࠫటం݄, అړ ޴ߝ సࠪన࠳న ړ x z y
సࠪనం ڒబܽद మనࡓ ڕంݡ అవࡱࢡڒ ࠪऴత࠲ ఉߕऒ  అం݄ ߤశం నంబ࡛ వڒబܽद అవڒ ࠼

 మ࠾ࡍ అ޴ߝ మࡓ ࠾ࡍండవ࠳ ޴న࣒ ڕ సࠪనం.y 0 z x 
 సం࠙వङ త సంఖङ  2 అం݄ మ࠾ࡍ అߗऒ  సࠪనం ڒబܽद ఇࡓ ࢑ంݡ ࠪऴత࠲ అవࡱࢡڒ ఉߕऒ  xy z ࠼
మ࠾ࡍ మనం అڼݟ బࣗళ ఎంߧక ऴపశऒ ऒߕࣆ కߘక ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ڕ ఇకए ࡱ కߘసࠪనం క ړ డ y i  
एࡖ߮ నబడ޶ࡶ , ఈ ࠴దܽ దృశङ ం ࠪऴత࠲ సࡕనڒ ޴బܽद ࠫగޑవߗऒ  సࡕనڒ ࢓ڒ ࢑బܽद ࠭࠲ ఇకए డ మࡖక 
ఆసړ फకర࠳న సమసङ బܽद ఈ సమసङڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ ߘ పओۮ ߖవ అࡱ࢑ ࡹ బݟం޴.x be 
  0 మ1 ࠾ࡍ మధङ  ఈ ޵ࣆర ड࠳న వङ ڔ फకరణ ࡅకए  బܽदڒ ࠭ޑమన࠭ అడగబడ ڴ޴ంࣄనవలھߘక ߘవࡱ࢑ 
ఎపओ ओߩమనం ఎలऱ ڼ࡮ܽ అంతర ݢ ठత వङ ڔ फకరణలࡿࢗ ڕफ ࠭ ఎం޶కం݄ ఇ޴ స࠮హ࠳న޴ ఎం޶కం݄ 
ఇకए డ మనڕ ऴڝޒణࠫޒ మࡹ࢑ ࠾ࡍమ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴڝޒణࠫࡏږ ޒओ  ఉంڒ ޴బܽद  ࠭࠲ 
ఇߩओ రछߖ ڴసࠪనం ڕܼޓ ߖ ݡ ۨంచడంޜ ऴߦరంࣃࠚफ ࠭ ఎం޶కం݄ మ1 ࠾ࡍ cot inverse x x 0 
మధङ  ఉనऒ ం޶న , ܼޓ తపओ ఓ߭ ڴࡍసߖ छࡓఇంట ߤ ऒߕࣆ ࡽ ऒߕࣆ ޴క ఇߘక ޴న޴ంۮ ړݡంࡓ   మ࠾ࡍ o 
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ఒకܽ ࢐సफߘ ړߖ࢐ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ݟం޴నڴ޴ ఉం࡯ݞ.pi 
 నߘ ࡍڷࡱంߘ ߯ ݟంࡓ ݟంݡ కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఇࡹ࢑ ݋ڒ ޴మ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴߘ ࠆڴంݟ అߘసࣆࡍफం޴ 
మ࠾ࡍ ఆ߯ ࠭࠲ ఇకए డ ߘంࡏڝ ݟझ ࡎభ ߘ फ ࣃۯफ ࠭ మ࠾ࡍ అڕܼޓ ݋ڒ ޴ߝ సࠪనం అݞږ ߖ x 
అߘసࣆࡍफం޴ 
మ࠾ࡍ తࡌछ త ࠭࠲ వ ࣃब నంࡹ ఉంܼ࠭  ఇకए డ ఈ సࠬకరణంࡹ ऴప۲ܼޒ cot inverse x by theta
పల ఉనऒࡹ బܽद ఈ ߭దभ సࠬకరణంڒ దంޑ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ఈ ݋ࡐ వߤ పऱ࣒  x 
ए࣋ ݋ڒ छ కएࡅ ܼޓ ࡛ పऱ࣒ ߤవ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ݋ࡐ   వߤ ఓవ࡛ ܼߤ ࣋ए छ ए࣋ ߤܼ  సࠪనం ڕܼޓ ࡛ छ ࡛ 
పऱ࣒ ߤఆࣣ వ ܼ߯ޓ ए࣋ ߤܼ  छ  ,ړߖݞయۯ ݋ࡐ ߘܼޓ ࡛
ఇ޴ మࡍంత సరࢁకృతం ۯయబޔݡం޴ ఎం޶కం݄ ఇకए డ ఈ ߙङ మࡔట࡛ ࣊కంݭ ࣋ए छ  ޴ంޔ࢓అ ܼޓ ࡛
మ࠾ࡍ ࣊కంݭ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ܼޓ ࡛ छ  ړ ߤ࣌ ఓవ࡛ ߤవ ߖࡹ ݋ఇ ܼޓ ڕవరۨ ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ܼ߯ޓ ࡛
ఖۨऐ ܼޓ ߤࣄ ڕܼޓ ߖࡹށࢩఈ ऴ  ޴ంޔ࢓లభతరం అࣆ తంږߘࣃ ڴలంڴ ఉంܿందݞږ ߖ గమߖంۧ࡯,
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ బܽद మనం ఏࠫڒ फࣃ ఒక ప ޴అ ࠵ ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ఈ ߖ࡮࠮ऒ  మࡗ వర ठ࠮లంړࡹ x 
తర࡯ంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭, ఆ߯ మనڕ లࠚం޴ۯ చޔరऴసంڴ ఉంܿం޴.
  ࣾࠫంచంݟ వర ठ࠮లం ࡅకए ప  ޴కం݄ అ޶ఎం ޶లం ఇక߯ ఉండ࠮  ऱ࣒  ࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ࣒ڒ ړࡹ ࡛  1 x x 
తफం ࣋ए࠴ ܼޓ ߤ࣌ छ పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ ࡛  ࣋ए छ ࡛ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ మనڕ లࣆࠚफం޴ అߩओ  మనం ఈ x ݡ
ఎڡझ  ऴ߭షࡹ ߤపల ఈ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ऒޒऴపయ ړߖݞంచ࡯తర ߖ ࡛ ంచవ۪ऐ , 1 x 
అ1 ޴ ప ऱ࣒  ࣋ए छ झ࠹݅ ࡛ పऱ࣒ ܼޓ ࣒ڒ  ए࣋ ܼޓ ߤ࣌  छ పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ ࡛  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం x x x 
అޔ࢓ం޴, అޙ࠼ ఇ޴ వߤ పऱ࣒ కएࡅ   వర ठ࠮లం అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ  ࣋ए छ  ఒకܽ x ܼ߯ޓ ߤࣄ ړߖ܉ߖ ࡛
ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ ऒߖ࢐సफ࢐ ఈ ݡ  ఉపࣃڵࡆफ తపओ ޴బܽद ఇڒ ࠭  ߖߖ޵ ࠾ࡍఒకܽ మ ܼ߯ޓ ߤ࣌ ڴࡍసߖ
మనం ఇకए డ ఉపࣃڵࡆफ కएࡅ ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనంڴ ߰ంܼޓ ࣒ڒ ࠭ޑ޶ కం݄x 
పऱ࣒ ܼޓ ߤ࣌  వڒ ߤబܽद  ߖ޵ऒ  ࢑భ܊ంۨనߩओ फࣃ܊࢑భ ޜܼޓ ߤࣄ ߗంܽݟంࡓ మనం ఈ ݡ  ఒకܽ ޴బܽद ఇڒ ࠭
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇܼޓ ݋ڒ ޴ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ۨవړࡍ మనࡅ ڕకए  x x ,޴ఉంܿం ڴܼޓ ݋ڒ ݋ࡐ 
 ޜߖ޳
తफం ࣋ए࠴ ܿߦ छ పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ ࡛  ࣋ए छ ࡛ ఉంܿం޴, అ࢐ ޙ࠼సफܼޓ ݋ڒ ړߖ࢐ అߖ మనړ  ࣆࡱޘ ڕ x x
సࠪనం ڒబܽद మనం ߖ޵ऒ ࡎభ ޜ  फ ࣃۯफ ࠭ , ఆ߯ మనం ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం పऱ࣒  వ࠴ ߤతफం ࣋ए छ ࡛ x x 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒  ࣋ए छ फ 1࣋ۯ కృతంࢁంత సరࡍమనం మ ߖߖ޵ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ ࡛ x 
, ఇࡅ ޴కए  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం అޔ࢓ం޴ వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ ఈ వङ ߤ߸ బܽद ఈڒ ࡛ ڔ फకరణ ࡅకए  గణనߘ x x 
మనం ړ సࠪనం అߖ కߕھߘऒ ࠭, ఇ޴ ఒక ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లంߖࡹ త޶పࡍ సమసङ x ߘ x 
 ,ం޳ంڕࣆޓ
ఈ ऴړంࡹ࢑ ޴మ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపږߘࣃ ۯࡍల పࢲࡍए ల సంఖङࡌ  ࣄనవలھߘమనం క ߘ
ఉంܿం޴.
एࢲࡍల పږߘࣃ   కएࡅ ࡽࠋయࡍ࢘ అం݄ ࡱࡌ  మ xࡹ࢑ బܽद ఈڒ ࠼ఉంܼ ڴలంږߘࣃ ࡱవࡱ࢑ 
ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపߕࣆ ۯࡍऒ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद మనం ఎడమ ࢙ߩన ఉనऒ  x 
ఈ సࠬకరణంݞږ ࡹ మనం ۫డగ࢑ ڼ࡯ధంڴ మనࡹ࢑ ڕమం ఉంܿంڒ ޴బܽद మనࡹ࢑ ߤܼ ڕమం ࠴తफం 
ఉంܿంࡓ  ޴ంࡔ࢘ ݡछ ऒߕఉ ࡱవࡱ࢑ ࡏ మం  పࡹ࢑ ߤܼ ڕమన ߝంటࢗ ޴బܽद ఇڒ ࠼ ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  a ࠉ 
घࡏ߷ ߵ݅  ࡮
ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ࠭࠲ ړߖݞవڝࣆۯफࡏڷ ࡏࠬ బܽदڒ ޴फంࣆۯफࡏڷ  ࡹߖ޳ఒక ࡹలࣃ
ఇనछ ߤܼ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  అߖ ऴ࢐యగల ऴపޙङ క ࡍڷ फంߧࡐߖ ߘߩంۧ࠭  ఉతओ  फ కం݄ x y xy 1ޒ
తڕए వڴ ఉం݄ 1 ࠳న࣒ కం݄  ప ऱ࣒ కएࡅ  ఉతओ ࠾ࡍమం మࡹ࢑ ߤܼ  एڕफ కం݄ ఎޒ వ ఉం݄ xy x y xy 1 

మࡓ ࠾ࡍంږߘࣃ ݢలంڴ ఉం݄ అߩओ एڕకం݄ ఎ ࠭࠲ ݡ వ అޙ࠼ మࡓ ࠾ࡍంݢ x y xy 1 x y 
ऴపږޒలంڴ ఉం݄ పऱ࣒ झ࡯ంۧݟܔ ߖ  న అవసరం ఉం޴, అߩओ फత సమసङࣆఈ ऴప ݡ న࣒ pi࠳ మనం ڕ pi ah
.࡯ంۧݟܔ
ऒߕࣆ బܽदڒ    కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ߕࣆऒ  కం݄ ఎڕए వ అ࠼నߩओ డ࡮ऱ  వࠑ ߤ ݀  ప ऱ࣒  వݞږ ߤ x x x 
ऒߕࣆ  కం݄ ఎڕए వ అߖ సओ షदమޔ࢓ం޴ మڷࡱߕ ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  వߤ ఒకܽ ڒబܽद ܼߤ ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾࡅ ߤకए  x 
ఈ ࡓంݡ ఆࡏठङ బܽद సओڒ  ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴలంږߘࣃ ࡱ ݋ం࠱ షदంڴ ఈ ऴపޙङ క ࣆښ ah 
ࠫనࣔ࠼ంచబݟంڒ ޴బܽद ߘߝ ఇߩओ ࡏࠬ ߗڒ అࣣ ࣒ښ ఈ ޳ࡶ ࣒ښ ఈ ࡱࣆښ ݡంࡓ ڼ࡯గڝࣆۯ फࣆڣదర ݡ
ఈ ࡱ࢑వࣄ۫ ߘనటऱޙ࠼ కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄ 2  ప ऱ࣒  1 ఖۨऐ తంڴ ఉంܿందࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭  1 x 0 x 
కం݄ ఎڕए వ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ 1 ࠑ ݀  ప ऱ࣒  వߤ ఖۨऐ తంڴ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ x 
࢐సफږߘࣃ ړߖ࢐లంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇ޴ ఒకܽ ࡓంݡ  ప ऱ࣒  వߤ అం݄ ఇకए డ ࠴దܽ అࣣ ܼࡹ࢑ ߤమం x 
కएࡅ  ࢐దన ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ ఒకܽ మ࠾ࡍ మధङ  ఉంܿం޴  ఇ࢑ ޻షయం ࡍڷంۨ ۮపओ వ۪ऐ  ఇ ࣊కంݭ a 
ఆࣣ ఆࡏठङ ఇకए ݋ం࠱ డ వ࡛ࠂ ࠑ ߤ  ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद మనం వࠑ ߤ ݀  ప ऱ࣒  వߤ మ࠾ࡍ వ࡛ࠂ ࠑ ߤ  ప ऱ࣒  x x x 
వࡓ ߤంߕࣆ ݢऒ  మ࠾ࡍ ఒకߖ޳ మధङ  ఉంܼڒ ࠼బܽद ߘ ߖ޵ంݟ ఉతओ ప  ݡంࡓ फ ఒకܽޒ ऱ࣒  అߖ వࣆफం޴ x 
ఒకܽڷࡱߕ ړ  ప ऱ࣒  వݞږ ߤ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం࡯ݞ, ఎం޶కం݄ ࡓంݢ ఒకܽ కం݄ తڕए వ ڒబܽद , x 
మన ߷ࡏघ गࡌసంద ݡంࡓ వ࣋फ , ఈ ڵࡍޒ ړ࡮ లࡹ వࡍ फం࣒ښ ۯ కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ ऱܿ ۫ࣃफ ࠭.xy 
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  ఒకܽ అం݄ ܼߤ ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒  ఇనछ ࡛झ  అࡓ ߝంݡ ఆࡏठङ ల ఉతओ ݋ం࠱ ठङࡏబܽद ఆڒ फޒ  x n y x ࡱ ݋ం࠱
మڒ ࠾ࡍబܽद ऴ߰డڡ द ࡱ మ࠾ࡍ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ఈ ࠴దܽ సందరग ం వࡍ फࣆफం޴ ఇ޴ y x y 
ఇకए డ ߖజం ఎం޶కం݄ ఉతओ ఇపओ ࠭࠲ फޒ ఉతओ ښܽ एڕఒకܽ కం݄ త ߖफޒ వߧ۫ ڴంۧ࠭ ڒబܽद మనߤܼ ڕ
ఇనछ ࡛झ  వࠑ ߤ ܿ  ప ऱ࣒  వߤ పऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  వ࡛ࠂ ࠑ ߤ  ప ऱ࣒  వߤ ఈకछ  ఆࣣ ఈ x x ࠭࠲ బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴ ࡽ
घࡏ߷ దܽ࠴ ఇకए ߘ࡮ డ ܼߤ ఇనछ ࡛झ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭ ఇ޴ పऱ࣒  ఇ޴ ఉతओ एڕफ కం݄ ఒకܽ కం݄ ఎޒ వ  ఈ o 
ఈ వङ ࠾ࡍమ ࡱవࡱ࢑ ݡంࡓ ڔ फకరణݞږ ߘ సరࢁకࡍంచవ۪ऐ , ఇకए డ సమసङ  ߘలతږߘࣃ మనం ࡹ
కږߘࣃ ,࡯ߕھߘల పࢲࡍए కएࡅ అం݄ ࡯ߕھߘక ߘలࡌ  అం݄ ఈ x ࡯ߕھߘక ߘవలࡱ࢑ లږߘࣃ 
వङ ڔ फకరణ సࠪనంڴ ఉంܿంࡓ ޴ంݡ చޔరऴసం ࡅకए  x ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ ޴ఇ ࠭࠲ బܽदڒ మంࡹ࢑ ߤܼ 
ए࣋ ࠑ ݡంࡓ छ బܽद ఇకएڒ ࡯࢐ڒ సࠪనం ڕ ࡛ డ ఈ సࠪనతछ ం ߘంݟ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠪనం ڒబܽद x 
ఇకए డ ఈ ఆࡏठङ ए࣋ ࠑ ݡంࡓ ݋ం࠱ छ  x.࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ ࡛
 అం݄ ఆࡏ  ప ऱ࣒  ݀ ఓవ࡛ ݀  ప ऱ࣒  వ࠹݅ ߤझ ప  ࡛ࠂ  ऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ వߤ ఈړछ झࡽ  ݀ ఓవ࡛ ࣋ए छ ࡛ x x x x 
మ࠾ࡍ ఈ అࣣ ఎڡझ  ऴ߭షࠊ ߖ ߤజగށతంࣆ ࡹలభతరం ࣋ۯफ మనం ߰ందగ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄ ఈ బࣗప޴ x 
సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పరۧ࡯ మߖߖ޵ ࠾ࡍ మࡍంత ڒరకం ۯయవ۪ऐ  x x ݡన࣒ ఏ࠳ ߩచదర ݡ࠮ ڴ  

ऒߕࣆ ࡏన࣒ ఆ࠳ ऒߖ޵ బܽद ఆࣣڒ సࠪనం ړ  మࡍంత ڒరకం ۯయవ۪ऐ  x x ߩచదర ݡ࠮ బܽद మనంڒ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ అ࠳ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ߧ࡯క ݡ࠮ ࡏన࣒ ఆ࠳ ݡన࣒ ఏ࠳ బܽद ఇకएڒ   డ x x x thr ee 
ऒߖހఈ సࠬకర ݟంߘ  సంతృߧफపࡅ ۯࡍకए ఖۨऐ ࡱవࡱ࢑ ݡ࠮  తంڴ ఉߕऒ యߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ x 
మࡱ࢑ ࠾ࡍవࡱ ఇకए డ ߘంړ0 ݟ సࠪనం ఈ ڒరకం ڒరణం࠳ ڴన࣒ ࡓంړݡ࠮ ݡ సࠪనం మ࠾ࡍ x x x
ఈ ۨవڒ ࡍరకం ߘంړݡ࠮ ݟ సࠪనం అޙ࠼ మనం ޙࢀࢗ సమసङ ऒߖހఈ సࠬకర ڵࡍޒ ڕ  సంతృߧफపۯࡍ 
एࢲࡍల పږߘࣃ ల సంఖङࡌ సమసङ ߖనమھߘక ߘ  మమघ ऒ࡯  అޜڷݡం޴ 
మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ ఇߕࣆ ޴ऒ  అߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ ݀ ݀ ऴڒ ޓబܽद ఏڛక ږߘࣃల 
పࢲࡍए రం ړݡ࠮ సࠪనం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ సంఖङ  ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపږߘࣃ ۯࡍల పࢲࡍए  ࡱࡌ
ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపږߘࣃ ۯࡍల పࢲࡍए ల సంఖङࡌ  ఒకܽ ڒబܽद x 
एࢲࡍఒక ప ښన ఒ࠳సࠪన ړంܽݟ࠮ రం ఉంߖ޵ ,޴ 
వలన ఆࣣ ఈ ఐదవ ఉపߕङ సం ࠭ࣆڷफం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ మߖڜࡍऒ  సమసङ లڜ ߘనࣃڵࣃफ ࠭ త޶పࡍ 
ఉపߕङ సం ࡹ࢑మ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾనऱ߯  ࠪ ۨవࡍ ఉపߕङ సం మߖ޳ ࠾ࡍ తࡌछ త ࠭࠲ ऴ܉ࠜޒల లࣾހలߘ
చࡍऐ ంڜ ۯతफ అంߖࢡऒ  ऴߦరంࠚంۧలߦ ߖऱ फࣃۯ ߤ ࠭ ऴڝޒణࠫࡱ߇࢑ ޒ మࡹ࢑ ࠾ࡍమ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల 
ధనङ ,ݟంచంۨࡹఆ ڕవర ࡮ۧ ߖ ࡽయࡍܾ࠱ న ఈࣄۯ కవ࡛ ࠭࠲ సంڝ  ࡱ޳࢐
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