
 கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் தைலவழ் ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄கள் பற்௣ய ௳ரி௵ைர நான்ஶக்ஶ 
வரேவற்ழேறாம், 
இந்த தைலவழ் ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄க௬க்ஶ இைடேய ஼ல உற௵கைள நாங்கள் 
ெபற்௣௠ந்ேதாம், எனேவ நாங்கள் அைத ௚ூத்ௌ௳ட௄் ஼ல ௖ொய ஼க்கல்கைளத் ோரப்்ேபாம்.
  இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ மொப்௖கள் மற்௥ம் இன் டான் தைலவழ்களின் ஷட௄்த்ெதாைகக்காக x y 
நாங்கள் உண்ைம௜ல் இந்த ித்ொரத்ைதப் ெபற்௥ள்ேளாம், ேம௩ம் தயாரிப்௖ ஒன்௥க்ஶக் xy 
ஶைறவாக இ௠ந்தால், டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் தைலவழ் என்பௌ ௔ளஸ் இன் டான் x y x y 
தைலவழ் என்௥ காட்ூேனாம்.
 ைமனஸ் மற்௥ம் இேதேபால் மற்ற இரண்௄ நிகழ்௵க௬க்ஶம் ஒ௠ இயற்ைகயான ேகள்௳ xy 
என்னெவன்றால், நாம் ைசன் இன்ெவரஸ்் ௔ளஸ் ைசன் இன்ெவரஸ்் ேபான்றவற்ைறக் x y 
கணக்ழட ேவண்௄மானால், டான் தைலவழ் வைக ித்ொரத்ைதப் a plus tan inverse b 
பயன்ப௄த்த ௚ூ௞மா? மற்௥ம் ைசன் தைலவழ் மற்௥ம் ைசன் தைலவழ் இன் மொப்ைபப் x y 
ெபற௵ம் , அௌ சாத்ொயமாஶம் எனேவ 
ைசன் இன்ெவரஸ்் ஐ டான் இன்ெவரஸ்் வூவமாக மாற்ற ெகா௄க்கப்படட் க்ஶ ௚த௧ல் x x 
மாற்௥வேத வ௯.
 
ஏதாவௌ ஒன்௥ ெவளிப்பைடயாக ஐச ்சாரந்்ௌ, அேதேபான்௥ ைசன் இன்ெவரஸ்் ஐ௞ம் x- y- 
ஏதாவௌ ஒன்௣ன் டான் தைலவழாக மாற்௥ம், எனேவ நாம் டான் தைலவழ் ஒ௠ ௔ளஸ் டான் 
தைலவழ் ஐக் கணக்ழட ேவண்௄ம், அதற்காக நாம் உண்ைம௜ல் இந்த ித்ொரத்ைதப் b ah 
பயன்ப௄த்தலாம்.
 ௚ன்ேனாக்ழ கடந்த வஶப்௔ல் ைசன் இன்ெவரஸ்் மற்௥ம் டான் இன்ெவரஸ்ஓக்ஶ இைடேய ah 
உள்ள கன்ெவரஷ்ன் ஃபார௚்லாக்கைளப் ெபற்ேறாம்,
 அதனால் நாங்கள் காடூ்யௌ என்னெவன்றால், எந்த க்ஶம், இன் ேமாட் ஒ௠ ைசன் x x 
இன்ெவரஸ்ஓக்ஶச ்சமமாக இ௠க்ஶம் .
  ஒ௠ ைமனஸ் சௌரத்ொன் வரக்்க௛லம், இௌ ேநரம்ைற வரக்்க௛லம் மற்௥ம் தைலவழ் x 
ித்ொரம் எந்த நிஜத்ொற்ஶம் இ௠ந்தௌ.x 
  பா஼டூ்வ் ஸ்ெகாயர ்௡ட் எனேவ ைசன் இன்ெவரஸ்் மற்௥ம் டான் இன்ெவரஸ்ஓக்ஶ இைடேய 
உள்ள மாற்றத்ைதப் ேபாலேவ, காஸ் இன்ெவரஸ்் மற்௥ம் டான் இன்ெவரஸ்் இைடேய காட் 
இன்ெவரஸ்் மற்௥ம் டான் இன்ெவரஸ்ஓக்ஶ இைடேய உள்ள மாற்ற ஃபார௚்லாக்கைளப் ெபற௵ம்
௚ூ௞ம்.

மற்௥ம் தைலவழ் மற்௥ம் டான் தைலவழ் இைடேய மற்௥ம் ெநாூ தைலவழ்   rse cosec 
மற்௥ம் டான் தைலவழ் இைடேய, எனேவ காலத்ொன் நலன் க௠ொ அைவ அைனத்ைத௞ம் நாம் 
ெபறப் ேபாவொல்ைல, ஆனால் நான் ஶைறந்தபடச்ம் ேமேல ெசன்௥ தைலவழ் மற்௥ம் டான்cos 
தைலவழ் இைடேய மாற்௥ ித்ொரத்ைதப் ெப௥ேவன்  இதன் க௠த்ௌ என்னெவன்றால், நமக்ஶ x
இன் மொப்௖ ெகா௄க்கப்படட்ால் , அதன் மா௄லஸ் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், இந்த 
அ௣யப்படாத மொப்ைப நாம் இங்ேக கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ இன் காஸ் தைலவழ் x 
இந்த மொப்௔ன் டான் தைலவழ் சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ  என்ன ெபறப்பட ேவண்௄ம் 
எனேவ தைலவழ் ோட்டா௳ற்ஶ சமம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ௔ன்னர ் தைலவழ்cos x cos 
ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ 0 ௚தல் வைர௜லான ௛ூய இைடெவளி என்பதால், இந்த ோட்டா 0 pi 
௚தல் ௛ூய இைடெவளிையச ்ேசரந்்ததாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.

இப்ேபாௌ என்பௌ   pi x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், நாம் இரண்௄ நிகழ்௵கைள எ௄க்கப் ேபாழேறாம், எனேவ x
என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமானைத ௳ட ெபரியௌ மற்௥ம் ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவானௌ அல்லௌ 
அௌ 0 க்ஶக் ஶைறவானௌ ஆனால் ைமனஸ் 1 ஐ ௳ட ெபரியௌ.
 எனேவ என்றால்  0 க்ஶ சமம் x 
௚ந்ைதய ௳ரி௵ைரகளில் ஒன்௣ல் நாம் ஏற்கனேவ ெசய்த இன்ெவர௻்ன் cos 
வைரபடத்ொ௧௠ந்ௌ, ோட்டா ோட்டாைவச ்ேசரந்்ததாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ோட்டா௳ன் காஸ் x 
தைலவழ் ோட்டாைவ 0 ௚தல் 2 வைர௜லான இைடெவளி௜ல் இ௠க்க x 
ேவண்௄ம், ஏெனனில் இைத நாம் கண்௄௔ூக்க ௳௠ம்௖ழேறாம்.
  ெதரியாத ௳ஷயம் இந்த சமன்பாடூ்ன் இ௠௖ற௚ம் டான் ெசயல்பாடை்டப் பயன்ப௄த்ொனால்,
உங்க௬க்ஶ ழைடக்ஶம் டான் ஆஃப் காஸ் இன்ெவரஸ்் எக்ஸ் என்பௌ இந்த அ௣யப்படாத ஆ 
௳ஷயத்ொற்ஶ சமம், நாம் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம் , அதனால்தான் டானின் மொப்ைபக் 
கண்௄௔ூக்க ௚யற்஼க்ழேறாம்  இன்ெவரஸ்் இௌ ோட்டா௳ன் டான் ஆனால் இங்ழ௠ந்ௌ cos x 
ெதரி௞ம் இந்த சமத்ௌவத்ொன் இ௠௖ற௚ம் ெசயல்பாடை்டப் பயன்ப௄த்ொனால் ஐ x cos x 
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எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் 
நாம் ெபறப் ேபாவௌ என்பௌ காஸ் ோட்டா௵க்ஶ சமம் எனேவ இப்ேபாௌ இந்த டான் ோட்டா  x can
என்பௌ ஐ ௳ட ஼ன் ோட்டா௳ற்ஶ சமம் ஆனால் எனேவ ோட்டா 0 ௚தல் cos theta cos theta x 

வைர 2 வைர உள்ள இைடெவளிைய ேசரந்்தௌ இப்ேபாௌ வஶத்தல் ஆஶம் .pi x x 
  சௌர ேவர ்1 க௯த்தல் சௌரம் cos 
ைசன் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா ௔ளஸ் காஸ் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா எந்த ோட்டா௳ற்ஶம் ஒன்௥க்ஶ சமம் 
என்பொ௧௠ந்ௌ இௌ ௔ன்ெதாடரழ்றௌ, ேம௩ம் இங்ேக நாம் ேநரம்ைற வரக்்க ௛லத்ைத 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், இௌ இப்ேபாௌ காஸ் ோட்டா உண்ைம௜ல் என்பைத x 
பயன்ப௄த்ௌழேறாம்.
 எனேவ இௌ க்ஶ ேமல் ஒ௠ க௯த்தல் சௌரத்ொன் வரக்்க௛லமாக மா௥ழறௌ , ேம௩ம் x x 
இ௥ொயாக நாம் ெப௥வௌ என்னெவன்றால், என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமானைத ௳ட x 
அொகமாக இ௠ந்தால் , ோட்டா௳ன் டான், ோட்டா தைலவழ் என்பௌ ஒ௠ க௯த்தல் சௌரத்ொன் x x 
வரக்்க ௛லத்ொற்ஶச ்சமம்.

இந்த ோட்டா உண்ைம௜ல் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்டாக உள்ள இைடெவளிக்ஶ  x 
ெசாந்தமானௌ என்பைத௞ம், இந்த இைடெவளி ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்டாக 
இ௠ப்பைத௞ம் உண்ைம௜ல் ைமனஸ் ைப ௅ ௔ளஸ் ைப இரண்ூன் ௌைணக்ஶ௱வாஶம்.
 இந்த ோட்டா உண்ைம௜ல் டான் தைலவழ் ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ ெதாஶப்௔ன் ௌைணக்ஶ௱ 
ஆஶம், எனேவ ோட்டா ௘க௵ம் அூப்பைட௜ல் ோட்டாைவச ்ேசரந்்தௌ எனேவ ோட்டா டான் 
தைலவழ் ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௔ற்ஶ ெசாந்தமானௌ மற்௥ம் ோட்டாைவச ்ேசரந்்தௌ டான் 
தைலவழ் ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ நிைல, உண்ைம௜ல் தைலவழ் என்பௌ, க்ஶ ேமல் ஒ௠ x x 
க௯த்தல் சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்ொன் டான் தைலவழாக இ௠க்ஶம், ஆனால் இௌ x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான க்ஶ மட௄்ேம உண்ைம, எனேவ ௙ண்௄ம் அைத ௙ண்௄ம் ௙ண்௄ம் x 
ெசய்ழேறாம் ோட்டா இந்த ெதாஶப்௔ல் இல்ைல என்றால், இந்த அ௣க்ைக௜௧௠ந்ௌ இைத 
உண்ைம என்௥ ெசால்ல ௚ூயாௌ, எனேவ ோட்டா இந்த அள௳ன் டான் தைலவழ் சமம் என்௥ 
ெசால்௩ம் ஒேர காரணம் அௌ உண்ைமயாக இ௠ப்பதற்கான காரணம்  ஏெனனில் ோட்டா 
என்பௌ டான் தைலவழ் வரம்௖த் ெதாஶப்௔ன் டான் தைலவழ் வரம்ைபச ்ேசரந்்தௌ , ௔ன்னர ்x 
இன் எொரம்ைற மொப்௖கைள எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், எனேவ x 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக௵ம், நிசச்யமாக ைமனஸ் ஒன்௣ற்ஶ சமமாக அொகமாக௵ம் 
இ௠ந்தால் 
, ோட்டா க்ஶ சமம் என்பைத அ௣ேவாம்.cos 
  தைலவழ் ௚தல் வைர௜லான இைடெவளிைய ேசரந்்ததாக இ௠க்ஶம், x 2 pi 
எனேவ இௌ தைலவழ் ெசயல்பாடூ்ன் வைரயைற௜௧௠ந்ௌ ௔ன்பற்றப்ப௄ழறௌ, cos 
ஏெனனில் என்பௌ ைமனஸ் ஒன்௣ற்ஶம், ௗஜ்௷ய ோட்டா௳ற்ஶம் இைடேய உள்ள இைடெவளி x 
ைபக்ஶ இரண்டாக ைப மற்௥ம் டான் ோட்டாவானௌ காஸ் ோட்டாைவ ௳ட ைசன் ோட்டா௳ற்ஶ 
சமமாக இ௠க்ஶம், இந்த இைடெவளி௜ல் ோட்டா ைப 2 ௚தல் ௔ளஸ் ைப வைர இ௠க்ஶம் ேபாௌ 
௙ண்௄ம் சமமாக இ௠க்ஶம்.
  காஸ் ோட்டாைவ ௳ட ஒ௠ ைமனஸ் காஸ் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா௳ன் வரக்்க௛லம், ஆனால் காஸ் 
ோட்டா என்பௌ எங்க௬க்ஶ ௚ன்ேப ெதரி௞ம், எனேவ இௌ ஒ௠ ைமனஸ் சௌரத்ொற்ஶ ேமல் x x x
இன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶச ்சமமாழறௌ க்ஶ ேமல் 1 க௯த்தல் சௌரத்ொன் ேவர ்ஆனால் இந்த x x 
௚ைற என்பௌ எொரம்ைற ோட்டாவாக இ௠ப்பதால் இன்ெவரஸ்் க்ஶ சமம் என்பௌ x cos x 
நமக்ஶத் ெதரி௞ம், இௌ இந்த க்ஶ இரண்௄க்ஶ ைபக்ஶ சமம்.pi 
 ஆனால் ௔ரசச்ைன என்னெவன்றால், இந்த ெதாஶப்௖ இந்த ெதாஶப்௖ ௌைணக்ஶ௱ அல்லௌ 
இௌ அல்ல.
 ெசட் டான் தைலவழ் வரம்௖டன் ெபாௌவான எந்தப் ௖ள்ளிைய௞ம் ெகாண்ூ௠க்க௳ல்ைல, 
எனேவ ௚க்ழயமாக இங்ேக ஒ௠ வழக்ஶ உள்ளௌ , ோட்டா இந்தத் ெதாஶப்ைபச ்ேசரந்்தௌ 
என்றால், ோட்டா  டான் தைலவழ் வரம்ைபச ்ேசரந்்தௌ அல்ல , எனேவ எங்களால் எ௱த ௚ூயாௌ, 
எனேவ எ௱த ௚ூயாௌ.
  என்௥ ூ  ெஹட்டா என்பௌ ஒ௠ ைமனஸ் சௌரத்ொன் ேமல் இன் வரக்்க ௛லத்ொன் டான் x x 
தைலவழாக உள்ளௌ, எனேவ எொரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் இந்த வழக்ழல் இந்த அ௣க்ைக x 
உண்ைமயல்ல, எனேவ இந்த அ௣க்ைக உண்ைமயல்ல, எனேவ ோட்டா௳ற்ஶ ஼ல மாற்றங்கைள 
அல்லௌ ஼ல மாற்றங்கைளச ்ெசய்ய ேவண்௄ம்.
  அந்த மாற்றத்ைதப் பயன்ப௄த்ொய ௔றஶ , ோட்டா௳ன் ௖ொய மொப்௖ டான் தைலவழ் வரம்௔ன் 
ெதாஶப்௔ற்ஶச ்ெசாந்தமானௌ என்பைத இப்ேபாௌ டான் ெசயல்பாட்ூன் பண்௖களி௧௠ந்ௌ 
நாம் ெதரிந்ௌெகாள்ழேறாம், டான் ெசயல்பா௄ ைபக்ஶ சமமான காலக்ெக௄௵டன் 
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காலப்ேபாக்ழல் உள்ளௌ , எனேவ ைப௜௧௠ந்ௌ ைபையக் க௯த்தால் அௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.
  இந்த ோட்டா அூப்பைட௜ல் நமக்ஶத் ெதரிந்த ௳ஷயம் என்னெவன்றால், டான் ோட்டா என்பௌ 
ோட்டா ைமனஸ் ைப௜ன் டான் ேபான்றௌ , ேம௩ம் நல்ல ௳ஷயம் என்னெவன்றால், ோட்டா 
ைமனஸ் ைபக்ஶ இரண்டாவதாக அைமக்கப்பட்ட ைபக்ஶ ெசாந்தமானௌ என்பதால், ோட்டா 
ைமனஸ் ைப ெவளிப்பைடயாகச ்ெசாந்தமானௌ.
 ைமனஸ் ைப 2 ௚தல் 0 வைர௜லான ெதாஶப்ைபச ்ேசரந்்தௌ மற்௥ம் இந்த ைமனஸ் ைப 2 
௚தல் 0 வைர௜லானௌ டான் தைலவழ் வரம்௔ன் ௌைணக்ஶ௱ ஆஶம், எனேவ ௚க்ழயமாக 
இப்ேபாௌ நம்௘டம் இ௠ப்பௌ என்னெவன்றால், ோட்டா ைமனஸ் ைப வரம்௖ ெதாஶப்ைபச ்
ேசரந்்ததாக இ௠க்ஶம்.
 டான் தைலவழ் எனேவ நீங்கள் என்றால்  நீங்கள் ொ௠ம்௔ச ்ெசல்௩ங்கள், எங்களிடம் இ௠ப்பௌ 
என்னெவன்றால், அசல் ோட்டா டான் தைலவழ் வரம்ைபச ்ேசரந்்தௌ அல்ல, ஆனால் அைத ைப 
௛லம் மாற்௥வதன் ௛லம் 
, டான் ோட்டா ைமனஸ் ைப வரம்ைபச ்ேசரந்்த ோட்டா ைமனஸ் ைப உள்ளௌ.
 இப்ேபாௌ நம்௘டம் இ௠ப்பௌ டான் ோட்டா௵க்ஶச ்சமம், எனேவ டான் ோட்டா ைமனஸ் ைபக்ஶ 
சமமான ோட்டா என்பௌ ஒ௠ ைமனஸ் சௌரத்ொன் ேமல் இன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶச ்சமம் x x 
என்பௌ ோட்டா ைமனஸ் ைப 
என்பௌ டான் தைலவழ் வரம்ைபச ்ேசரந்்தௌ என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.
  ோட்டா ைமனஸ் ைப என்பௌ க்ஶ ேமல் ஒ௠ க௯த்தல் சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்ொன் டான் x x 
தைலவழ் சமம் என்௥ எ௱தலாம், இௌ க்ஶ ேமல் ஒ௠ க௯த்தல் சௌரத்ொன் x x 

௔ளஸ் டான் தைலவழ் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶச ்சமம் , எனேவ ஆனால் இௌ மட௄்ம் தான்  pi 
உண்ைம எொரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ இ௥ொயாக x 

இன் ேநரம்ைற மற்௥ம் எொரம்ைற மொப்௖கள் இரண்ைட௞ம் ஒ௠ங்ழைணத்ௌ இ௥ொ௜ல் x cos 
இன்ெவரஸ்் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமானைத ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால் அதற்ஶ சமம் x x 
என்௥ மாற்௥ம் ித்ொரத்ைத நாங்கள் ெபற்௥ள்ேளாம்.

தைலவழ் என்பௌ க்ஶ ேமல் ஒ௠ க௯த்தல் சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்ொன் டான்   s x x x 
தைலவழ் சமம் இல்ைலெயனில் அௌ க்ஶ ேமல் ஒ௠ க௯த்தல் சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்ொன் x x 

௔ளஸ் டான் தைலவழ் சமமாக இ௠க்ஶம், pi 
எனேவ நாம் அ௄த்ௌ ரிவரஸ்் ஆ தைலவழ் உறைவப் ெப௥ேவாம்.
  ெகா௄க்கப்படட் உண்ைமயான மொப்௖ள்ள டான் தைலவழ் என்பௌ ஏதாவௌ ஒன்௣ன் ah x x 

இன்ெவரஸ்ஓக்ஶச ்சமம், எனேவ நாம் இதற்ஶ ஒ௠ ெவளிப்பாட்ைடப் ெபற ேவண்௄ம், cos 
அதாவௌ டான் தைலவழ் என்பௌ இந்த ஒன்௣ன் காஸ் தைலவழ் ஆஶம், எனேவ ௙ண்௄ம் ஆ x 
டான் தைலவழ் ஐ மாற்௥வதன் ௛லம் ெதாடங்ஶழேறாம் ோட்டா௵ம் நிசச்யமாக ோட்டா௵ம் x 
ொறந்த இைடெவளி௜ல் ைமனஸ் ைப இரண்ூ௧௠ந்ௌ ௔ளஸ் ைப இரண்டாக இ௠க்க ேவண்௄ம்,
எனேவ இௌ டான் தைலவழ் ெசயல்பாடூ்ன் வரம்பாஶம், ேம௩ம் இந்த அ௣யப்படாத அளைவக் 
கண்௄௔ூப்பொல் நாங்கள் ஆரவ்மாக உள்ேளாம், ஏெனனில் நாங்கள் உண்ைம௜ல் ஆரவ்மாக 
இ௠ப்ேபாம்.
 இந்த சமத்ௌவத்ொன் இ௠௖ற௚ம் காஸ் ெசயல்பாடை்டப் பயன்ப௄த்ொனால், நமக்ஶக் 
ழைடக்ஶம் டான் தைலவழ் இந்த அ௣யப்படாத ௳ஷயத்ொற்ஶ சமம், எனேவ ோட்டா௳ன் காஸ் x 
ஆஃப் டான் தைலவழ் ஐ மொப்௔௄வொல் ஆரவ்மாக உள்ேளாம்.x 
  ோட்டா௳ன் ைமனஸ் ைப 2 ௚தல் ௔ளஸ் ைப ைப 2 ெசகண்ட் வைர ேசரந்்தால், இௌ 1 ெசகண்ட் 
ோட்டா௵க்ஶச ்சமம், ோட்டா௳ன் ேநரம்ைற வரக்்க௛லத்ொன் ேமல் இைத ஒன்றாக எ௱தலாம்.
  ஒன் ஓவர ்ஸ்ெகாயர ்௡ட் என்௥ எ௱தப்படூ்௠ப்பதால், எந்தக் ேகாணத் ோட்டா ெநாூ சௌர 
ோட்டா௵ம் ஒ௠ ௔ளஸ் டான் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா௵க்ஶச ்சமம் என்ற அைடயாளத்ைத நாங்கள் 
அ௣ேவாம், எனேவ இந்தப் ௔ைழையப் பயன்ப௄த்தப் ேபாழேறாம், எனேவ அைத ஒன் ௔ளஸ் 
டான் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா என்௥ எ௱ௌழேறாம்.

என்பௌ டான் ோட்டா௵க்ஶச ்சமம் என்பைத அ௣ந்ௌ ெகாள்௬ங்கள், ஏெனன்றால் இ௠௖ற௚ம் x 
டான் ோட்டாைவப் பயன்ப௄த்ொயதால், என்பௌ டான் ோட்டா௵க்ஶச ்x 
சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ ஒ௠ ஷட்டல் சௌரத்ொன் அூப்பைட௜ல் ஒன்௥க்ஶ ேமல் ௡ட் x 
ஆஶம், எனேவ எங்களிடம் டான் தைலவழ் காஸ் உள்ளௌ.x 
 இங்ழ௠ந்ௌ டான் இன்ெவரஸ்் என்பௌ இந்த அள௳ன் காஸ் இன்ெவரஸ்ஓக்ஶச ்சமம் என்௥ x 
எ௱தலாமா,  இங்ேக ோட்டா ேசா காஸ் ோட்டா என்ற இந்த மொப்௖ இதற்ஶச ்சமம் என்௥ 
ெதரிந்தால் மட௄்ேம அைதச ்ெசய்ய ௚ூ௞ம், எனேவ ோட்டா சமம் என்௥ மட௄்ேம எ௱த ௚ூ௞ம்.
 ஒ௠ இன் தைலவழ்  ஒ௠ ஷட்டல் சௌரத்ொன் எர ்௡ட், எனேவ இந்த ேகாணம் ோட்டா ov x 
ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ வைர ௛ூய இைடெவளி௜ல் இ௠ந்தால் மட௄்ேம ெசல்௩பூயாஶம், pi 
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எனேவ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ என்பௌ உண்ைம௜ல் தைலவழ் ெசயல்பாடூ்ன் pi cos 
வரம்பாஶம், எனேவ இந்த ோட்டா வரம்ைபச ்ேசரந்்ததாக இ௠ந்தால் மட௄்ேம காஸ் தைலவழ் 
ெசயல்பாடூ்ன் ெதாஶப்௔ன் ெதாஶப்௖, ோட்டாைவ இந்த அள௳ன் காஸ் இன்ெவரஸ்ஓக்ஶ 
சமமாக எ௱தலாம் இல்ைலெயனில் இைத எ௱த ௚ூயாௌ , இௌ ெபாௌவாக இந்த ௳ஷயத்ொல் 
உண்ைமயல்ல, ஏெனன்றால் ோட்டா வரம்௔ல் தவறானதாக இ௠ப்பைதப் பாரத்்தால்  டான் 
தைலவழ் ெதாஶப்௖ எனேவ இௌ இந்த ெதாஶப்௔ற்ஶ ெசாந்தமானௌ மற்௥ம் இந்த ைமனஸ் ைப 
ைப 2 ௚தல் ைப ௔ளஸ் ைப ைப 2 வைர கண்ூப்பாக காஸ் தைலவழ் ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௔ல் 
௚௱ைமயாக இ௠க்காௌ எனேவ எப்ேபாௌம் நம்மால் எப்ேபாௌம் ௚ூயாௌ என்௥ ெசால்ல 
௚ூயாௌ.
 உண்ைம௜ல் இந்தத் ெதாஶப்ைபச ்ேசரந்்த ோட்டா௵ம் இந்தத் ெதாஶப்ைபச ்ேசரந்்ததாக 
இ௠க்ஶம் என்௥ ெசால்௩ங்கள், ஏெனனில் இந்த இரண்௄ ெசடக்௬ம் அதாவௌ இந்த இரண்௄ 
ெசட் ைமனஸ் ைப ௅ ௔ளஸ் ைப ௅ ௔ளஸ் ைப இரண்ூல் இல்ைல , எனேவ ஼க்கைலப் ah 
௔ரிக்ழேறாம் அவரௌ ௔ரசச்ைனைய இரண்௄ நிகழ்௵களாக நாம் ௚த௧ல் t  
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், ஏெனனில் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமானைத ௳ட அொகமாக x 
இ௠க்ஶம் காட஼்ைய ௚த௧ல் எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், ஏெனனில் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ x 
சமமானைத ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ டான் தைலவழ் ோட்டா டான் தைலவழ் க்ஶ சமம் x 
என்பைத டான் தைலவழ் ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடத்ொ௧௠ந்ௌ நாம் அ௣ேவாம்.
 ஆகேவ, ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்௄ ஆல் ேசரழ்றௌ, எனேவ என்பௌ ௗஜ்௷ய x 
ோட்டா௵க்ஶச ்சமமான டான் தைலவழ் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ என்பௌ இைடெவளி 0 x x 
க்ஶச ்ெசாந்தமானௌ, எனேவ இௌ ொறந்த இைடெவளி௜ல் இல் இ௠ந்ௌ 2 ஆல் ொறக்கப்ப௄ம் pi 
மற்௥ம் இப்ேபாௌ ஆ ோட்டா இதற்ஶச ்ெசாந்தமாகப் ேபாழறௌ என்பதா௩ம் , ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ
ைபக்ஶ இரண்டாக இ௠ப்பதா௩ம் நமக்ஶத் ெதரி௞ம் நிசச்யமாக இௌ ஆ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட 
ெதாஶப்௖ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைப௜ன் ௌைணக்ஶ௱வாஶம்.

என்பௌ 0 ோட்டா௵க்ஶச ்சமமானைத ௳டப் ெபரியௌ , காஸ் தைலவழ் வரம்ைபச ்ேசரந்்தௌ,   x 
எனேவ ோட்டா௳ன் காஸ் என்பௌ ஒ௠ ஷட்டல் சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶச ்சமம் என்பதால்x 
, ோட்டா என்பௌ காஸ் தைலவழ் வரம்ைபச ்ேசரந்்தௌ.
 
ப௱ப்௖ தைலவழ் ஒ௠ ஷட்டல் சௌரத்ொன் ஒ௠ ேமல் ௛லத்ொன் காஸ் தைலவழ் சமமாக xw x 
இ௠க்ஶம் ஆனால் இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமானைத ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ மட௄்ேம x 
உண்ைமயாஶம், ஏெனனில் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ ோட்டா காஸ் தைலவழ் x 
வரம்௔ற்ஶ ெசாந்தமானௌ , எனேவ இொ௧௠ந்ௌ  சமன்பா௄ 
, ஒ௠ ஷட்டல் சௌரத்ொன் ேநரம்ைற வரக்்க ௛லத்ொன் ேமல் ஒன்௣ன் இன்ெவரஸ்ஓக்ஶ x cos  
சமம் என்பைத நாம் உடனூயாகக் ஶ௣க்கலாம் 
ைமனஸ் ைப இரண்டாக ௗஜ்௷யமாக அைமக்கப்பட௄்ள்ளௌ, ஏெனன்றால் இௌ ௙ண்௄ம் டான் 
தைலவழ் ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடத்ொ௧௠ந்ௌ வ௠ழறௌ, ஆனால் இந்த ௳ஷயத்ொல் ோட்டா 
0 ௚தல் 
ைபக்ஶ ெசாந்தமானௌ அல்ல என்பைத நாம் ெதளிவாகக் காண்ழேறாம்.
 
காஸ் தைலவழ் வரம்௖ ெதாஶப்௖ எனேவ இந்த வழக்ழல் இந்த அ௣க்ைக இனி உண்ைமயாக 
இ௠க்காௌ, ஏெனனில் எொரம்ைற ௳ஷயத்ொல் உங்கள் ோட்டா தைலவழ் வரம்௔ல் x r cos 
இல்ைல , எனேவ இந்த ோட்டாைவ காஸ் தைலவழ் w 
வரம்௔ற்ஶச ்ெசாந்தமானதாக இ௠க்ஶம் வைக௜ல் இந்த ோட்டாைவ மாற்ற ௚யற்஼க்க 
ேவண்௄ம், ஆனால் ோட்டா இப்ேபாௌ நமக்ஶத் ெதரிந்த காஸ் இன்ெவரஸ்் வரம்௔ற்ஶச ்
ெசாந்தமானதாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.
 நிசச்யமாக தைலவழ் வரம்௖ நிைல ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ைப ஆஶம், எனேவ நாம் ோட்டா ஆைவ ைப 
௛லம் அொகரித்தால், ோட்டா ௔ளஸ் ைபைய ௚த௧ல் க௠த்ொல் ெகாண்டால், ௚த௧ல் நாம் 
பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், ோட்டா இந்த ெதாஶப்ைபச ்ேசரந்்ததாக இ௠ந்தால், ோட்டா ௔ளஸ் ைப
ேசரந்்ததாக இ௠க்ஶம்.
 ைப க்ஶ 2 ைப ௅ ைப மற்௥ம் இந்த ெதாஶப்௖ ெவளிப்பைடயாக காஸ் தைலவழ் வரம்௖ 
ெதாஶப்௔ன் ௌைணக்ஶ௱ ஆஶம், எனேவ ோட்டா காஸ் தைலவழ் வரம்௔ல் 
ேசர௳ல்ைல என்றா௩ம், ோட்டா ௔ளஸ் ைப என்பௌ ோட்டா ௔ளஸ் ைபக்ஶ ெசாந்தமானௌ.
 

இன் இன்ெவரஸ்் வரம்௖ ஷ௄தலாக ோட்டா ௔ளஸ் ைப ோட்டா௳ன் ைமனஸ் காஸஓக்ஶச ்cos 
சமம், ஆனால் காஸ் ோட்டா என்பௌ ஒ௠ ஷட்டல் சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶ ேமல் ஒன்௥ x 
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என்பௌ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ இௌ ஒ௠ ஷட்டல் சௌர ௛லத்ொன் ைமனஸ் ஒன்௣ற்ஶச்x 
சமம் எங்ேக ௙ண்௄ம் இௌ ேநரம்ைற  ஸ்ெகாயர ்௡ட் எனேவ ோட்டா ௔ளஸ் ைப என்பௌ ஒ௠ 
௔ளஸ் சௌரத்ொன் ேநரம்ைற வரக்்க௛லத்ொன் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம், ேம௩ம் ோட்டா ௔ளஸ்x 
ைப என்பௌ காஸ் தைலவழ் வரம்ைபச ்ேசரந்்தௌ என்பதால் ோட்டா ௔ளஸ் ைப என்பௌ 
ைமன௻ன் காஸ் இன்ெவரஸ்ஓக்ஶச ்சமம் என்௥ உடனூயாகக் ஷறலாம்.
 ஒ௠ ஷட்டல் சௌரத்ொன் ேநரம்ைற வரக்்க௛லத்ொற்ஶ ஒன்௥ மற்௥ம் இங்ழ௠ந்ௌ ோட்டா x 
ைமனஸ் ைப ௔ளஸ் காஸ் தைலவழ் ைமனஸ் ஒன்௣ன் ேநரம்ைற வரக்்க௛லத்ொன் ஒ௠ ஷட்டல் 

சௌரத்ொற்ஶ சமம் என்௥ ௚ூ௵ ெசய்யலாம், எனேவ இந்த இரண்௄ நிகழ்௵கைள௞ம் x 
இப்ேபாௌ ா௠க்கமாகக் ஷறலாம்.
 இ௥ொயாக ேவண்௄ம் என்பௌ இன் எந்த மொப்௖க்ஶம் உண்ைமயான மொப்௖ள்ள இன் எந்த x x 
மொப்௖க்ஶ உண்ைமயான மொப்௖ டான் தைலவழ் என்பௌ இந்த ித்ொரத்தால் x 
வழங்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ டான் தைலவழ் எனேவ x 0 x x 
சமத்ைத ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶப் ௔றஶ டான் தைலவழ் என்பௌ ஒ௠x 
ஷட்டல் சௌரத்ொன் ேநரம்ைற வரக்்க௛லத்ொன் ஒன்௣ன் தைலவழ் காஸ்க்ஶ சமம் ஆனால் x x 
எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் டான் தைலவழ் என்பௌ ைமனஸ் ைப மற்௥ம் காஸ் தைலவழ் x 
ைமனஸ் ஒன்௣ன் ேநரம்ைற வரக்்க௛லத்ொன் ஒன்௥ ஷட்டல் க்ஶ சமம் சௌரம்  எனேவ x e cos 

மற்௥ம் ஆழயவற்௥க்ஶ இைடேயயான கன்ெவரஷ்ன் inverse tan inverse ah 
ஃபார௚்லாைவக் ெகாண்௄ ௚ூத்ௌ௳ட்ேடாம், அேத மாொரியான ித்ொரங்கள் கடூ்ல் தைலவழ்
மற்௥ம் டான் தைலவழ் ஆழயவற்௥க்ஶ இைடேய ெபறப்படலாம், உதாரணமாக இன் x 
தைலவழ் ெகா௄க்கப்படட்ால், அைத ஆக மாற்றலாம்.ah 
 இௌ ேபான்ற டான் தைலவழ் ெசயல்பாடை்டக் ெகாண்ட ஒ௠ ெவளிப்பா௄ ஆ, ேநரம்ாறாக 
நமக்ஶ ஏதாவௌ டான் தைலவழ் ெகா௄க்கப்படட்ால் , அதற்ஶ மாற்றாக ேவ௥ ஼ல மொப்௔ன் 
கடூ்ல் தைலவழாக எ௱தப்படலாம், அௌ இங்ேக உள்ளௌ மற்௥ம் ேம௩ம் இேத ேபான்ற மாற்௥ 
ித்ொரங்கள் இ௠க்கலாம் டான் தைலவழ் மற்௥ம் ேகாெசகண்ட் தைலவழ் மற்௥ம் டான் 
தைலவழ் மற்௥ம் ெசகண்ட் தைலவழ் இைடேய ெபறப்பட்டௌ, எனேவ இந்த ித்ொரங்களின் 
௚தன்ைமப் பயன்பாடானௌ, 
உங்க௬க்ஶத் ெதரிந்த ைசன் இன்ெவரஸ்் எக்ஸ் ௔ளஸ் வூவங்களின் ெபாௌவான 
ெவளிப்பாடை்டக் கணக்ழ௄வொல் எங்க௬க்ஶ உத௵வதாஶம்.
 தைலவழ் ௔ளஸ் காஸ் தைலவழ் எனேவ அைதச ்ெசய்வதற்கான வ௯ நான் ௚ன்௖ x y 
ஶ௣ப்௔ட்டௌ ேபால் இ௠க்ஶம், நாம் ைசன் இன்ெவரஸ்் ௔ளஸ் ெசகண்ட ்ேபான்றவற்ைறக் x 
கணக்ழட ேவண்௄ம்.
  தைலவழ் ௔ன்னர ்நாம் அூப்பைட௜ல் மாற்௥ம் ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ இந்த y 
௳ஷயத்ைத ஼ல மொப்௔ன் டான் தைலவழாக மாற்௥ேவாம் மற்௥ம் டான் தைலவழ் மற்௥ம் 
ெசகண்ட் தைலவழ் இைடேய மாற்௥ம் ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ இைத ேவ௥ 
஼ல மொப்௖களின் தைலவழாக மாற்௥ேவாம், நிசச்யமாக இந்த மொப்௖ இங்ேக இ௠க்ஶம்.

இன் சார௖் மற்௥ம் அேத ேபால் இங்ேக இந்த மொப்௖ இன் சார௖் ஆஶம் , ௔ன்னர ்நாம்  x y 
டான் தைலவழ் ஒ௠ ௔ளஸ் டான் தைலவழ் வைக ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ ேவ௥ ஼ல b 
மொப்௔ன் டான் தைலவழ் அூப்பைட௜ல் இைத எ௱தலாம், எனேவ இௌ பண்௖கைளப் பற்௣ய 
நமௌ ௳வாதத்ைத ௚ூக்ழறௌ தைலவழ் ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄கள் மற்௥ம் 
இந்த ெவவ்ேவ௥ தைலவழ் ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄க௬க்ஶ இைட௜லான உற௵கள் 
எனேவ இந்த ௳ரி௵ைர௜ன் ௙த௚ள்ள பஶொ௜௩ம் அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜௩ம் பல ஼க்கல்கைளப் 
பற்௣ ௳வாொக்கப் ேபாழேறாம், எனேவ இங்ேக ௚தல் ஼க்கல் உள்ளௌ, எனேவ இதன் 
மொப்ைபக் கணக்ழ௄மா௥ ேகட௄்க்ெகாள்ழேறாம்.
  ெவளிப்பா௄ எனேவ இௌ ஼ல ேகாணத்ொன் ேகாேடன்ெஜன்ட் மற்௥ம் அந்த ேகாணம் 23 
ெவவ்ேவ௥ மொப்௖களின் ௔ூபடட் தைலவழ்களின் ஷட௄்த்ெதாைகயாஶம், எனேவ நாம் இைதப்
பாரத்்தால் இங்ேக ெவளிப்பா௄ மற்௥ம் ௚த௧ல் அைதப் ெபற ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ 1 ஷட்டல்
ஷட௄்த்ெதாைக௜ன் தைலவழ் ஒன்௥க்ஶ சமமான ஒன்௥க்ஶ சமமான இரண்௄ ஆஶம், இௌn k 
ஒ௠ ஷடூ்ன் தைலவழ் சமம்.

வைர௜லான வ௯ைய 1 ஷட்டல் 2 ௚ைறக்ஶ ேம௩ம் எளிைமப்ப௄த்தலாம்,  n 
இப்ேபாௌ அைடப்௖க்ஶ௣க்ஶள் இ௠க்ஶம் இந்த ௳ஷயம் ௚தல் இயற்ைக எண்களின் n 
ஷட௄்த்ெதாைகையத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, இௌ மடங்ஶ ஷட்டல் ஒன்௥க்ஶ ேமல் n n 
இரண்௄க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ நாம் இைதச ்ெசய்ய ேவண்௄ம் ஒ௠ ஷட்டல் ௚ைற n n 
ஷட்டல் ஒன்௣ன் கடூ்ல் தைலவழ் சமம் மற்௥ம் நாம் வைரய௥க்க ேவண்௄ம் என்௥ 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், கட்ூல் தைலவழ் ஒன்௥ ஷட்டல் ௚ைற ஷட்டல் ஒன்௥ ோட்டா௵க்ஶ n n 
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சமம் என்௥ ஷ௥ேவாம், ௔ன்னர ்நிசச்யமாக கட்ூல் தைலவழ் ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௔௧௠ந்ௌ 
நமக்ஶத் ெதரி௞ம் ோட்டா ெவளிப்பைடயாக 0 ௚தல் வைர௜லான ொறந்த இைடெவளிையச ்pi 
ேசரந்்தௌ , இௌ கட்ூல் தைலவழ் ெசயல்பாடூ்ன் வரம்பாஶம், ௔ன்னர ் ெசயல்பாடை்டப்cot ah 
பயன்ப௄த்ௌவதன் இரண்௄ அ௣ஶ௣களி௩ம் ெசயல்பாடை்டப் பயன்ப௄த்ௌவதன் cot ah 
௛லம் இந்த சமத்ௌவத்ொன் இ௠ பக்கங்களி௩ம் நாம் ெப௥ழேறாம்.
 ோட்டா௳ன் கடூ்ல் ஒன்௥ ஷட்டல் இ௧௠ந்ௌ ௔ளஸ் ஒன் ஆக௵ம், எனேவ ோட்டா௳ன் டான் n n 
ஒன்௥ ஒன்௥க்ஶ ேமல் ஒன்௥ ஷட்டல் ஆக ௔ளஸ் ஒன் ஆக௵ம் சமம், ேம௩ம் இங்ேக இந்த n n 
ெவளிப்பா௄ ஒன்௥ம் இல்ைல ஆனால் ஷட்டல் 1 க௯த்தல் 1 க௯த்தல் ஷட்டல் 1 க௯த்தல் n nn n
என எளிைமப்ப௄த்தலாம்  1 ஷட்டல் ஷட்டல் 1 க்ஶ ேமல் ஆக இ௠ப்பதால் இங்ேக உள்ள n n 
இந்த ெவளிப்பா௄ 

ைமனஸ் சமம் டான் ைமனஸ் டான் ஒய் ஒன் ௔ளஸ் டான் டான் இன் ஃபார௚்லாைவ x y x x y 
நிைன௶ட௄்ழறௌ, எனேவ இங்ேக ௚க்ழயமாக ஆ ொஸ் ௔ளஸ் ஒன் டான் க்ஶ சமம்  n xn tan y
மற்௥ம் அதற்ஶப் பொலாக அந்த மாற்௤டை்டப் பயன்ப௄த்ொனால், நாம் அூப்பைட௜ல் இந்த 
ெவளிப்பாடை்டப் ெப௥ழேறாம், எனேவ இந்த ௚௱ ௳ஷயத்ைத௞ம் டான் 
ோட்டாைவ௞ம் டான் இன்ெவரஸ்் ௔ளஸ் 1 ைமனஸ் டான் ஆஃப் டான் இன்ெவரஸ்் ேமல் ஒன் n n 
௔ளஸ் டான் என்௥ எ௱தலாம்.
 டான் தைலவழ் ௔ளஸ் ஒன் ைடம் டான் ஆஃப் டான் இன்ெவரஸ்் எனேவ இௌ டான் n n x 
ைமனஸ் டான் ஒ௠ ௔ளஸ் டான் ைடம்ஸ் டான் ஆல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ, ஆனால் இௌ y x y 
டான் ஆஃப் த௳ர ேவ௣ல்ைல, இங்ேக இௌ எங்கள் மற்௥ம் இௌ  எனேவ என்பௌ இன் x y x n 
டான் தைலவழ், ஷட்டல் ஒன்௥ என்பௌ இன் டான் தைலவழ் எனேவ நாம் ெப௥வௌ டான் y n 
ோட்டா எனேவ இௌேவ இங்ஶ ைமனஸ் இன் டான் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல,  இங்ஶ x y x 
என்பௌ ன் ப்ளஸ் ஒன் இன் டான் தைலவழ் மற்௥ம் என்பௌ இன் டான் தைலவழ்க்ஶ சமம் n y n 
எனேவ டான் ழைடக்ஶம்.
  ோட்டா என்பௌ ைமனஸ் இன் டா௑க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், இௌ டான் தைலவழ் x y n 
மற்௥ம் இன் ஒன் ைமனஸ் டான் தைலவழ், எனேவ இைதத்தான் நாம் இௌவைர n 
ெபற்௥ள்ேளாம் 
, ஏெனனில் இந்த இயற்ைக எண்கள் மற்௥ம் இந்த ஆழயைவ௞ம் மற்௥ம் எனேவ n n 
அைனத்ௌம்  மற்௥ம் ஷட்டல் 1 ஆழயைவ 0 ஐ ௳ட அொகமாக உள்ளன , எனேவ மற்௥ம் n n n n
ஷட்டல் 1 ஆழயைவ 0 ஐ ௳ட அொகமாக இ௠ப்பதால், மற்௥ம் ஷட்டல் ஒன்௥, க்ஶ n n n pi 
வைர௜லான இைடெவளி ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠ந்ௌ வைர இ௠க்க ேவண்௄ம் மற்௥ம் இன் pi n 
டான் தைலவழ் ஷட ேவண்௄ம்.
 ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்௄ மற்௥ம் அதற்ஶம் ேமலான இைடெவளிையச ்ேசரந்்தௌ 
எனேவ ஆ , அவற்௣ன் ேவ௥பா௄ டான் தைலவழ் ௔ளஸ் ஒன் ைமனஸ் டான் தைலவழ் இன் n n 
இைடெவளி௜ல் ைமனஸ் ைப இரண்ூ௧௠ந்ௌ ௔ளஸ் ைப இரண்டாக இ௠க்க ேவண்௄ம், இௌ 
ஒன்௥௘ல்ைல என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்௬ங்கள் ஆனால் இன் வரம்௖ ெதாஶப்௖ ஒ௠ t 
தைலவழ் ெசயல்பா௄ ௘க௵ம் ௚க்ழயமாக இங்ேக உள்ளௌ என்னெவன்றால், நாங்கள் ஆஹ் 
ெதாடங்ஶம் ேபாௌ நீங்கள் நிைன௳ல் ைவத்ொ௠ந்தால் , இங்ேக ஆரம்பத்ொல் ோட்டா 0 ௚தல் ைப
வைர இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இௌ தான் கடூ்ல் தைலவழ் வரம்பாஶம் ஆனால்  டான் ோட்டா 
பா஼டூ்வ் என்பைத இப்ேபாௌ நாம் ேம௩ம் அ௣ேவாம் , எனேவ ோட்டா௳ன் இைடெவளி 
ௗஜ்௷யத்ைத ைபக்ஶ வரிைசயாக ைவக்க ேவண்௄ம் என்ற உண்ைம௞டன் இந்த 
உண்ைமையச ்ேசரப்்பௌ என்னெவன்றால், ோட்டா 0 ௚தல் ைப வைர௜லான இைடெவளிைய 2 
ஆல் இ௠க்க ேவண்௄ம் .
 
டான் ோட்டா என்பௌ ேநரம்ைற மொப்பாஶம் , ேம௩ம் ோட்டா என்பௌ 0 ௚தல் வைர இ௠க்க pi 
ேவண்௄ம், எனேவ டான் ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடத்ைதப் பாரத்்தால் , இௌ ௚ந்ைதய 
௳ரி௵ைரகளில் ஒன்௣௧௠ந்ௌ வந்தௌ, எனேவ இௌதான் 
மொப்௖ என்௥ பாரக்்ழேறாம்.
  டான் ெசங்ஶத்ௌ அச஼்ல் உள்ளௌ மற்௥ம் ழைடமடட் அச஼்ல் உள்ளௌ, எனேவ நீல x x 
நிறத்ொல் ஶ௣க்கப்படட் வைள௵ டான் ெசயல்பாடூ்ற்கான வைளவாஶம், எனேவ ௚தல் x x 0 

வைர 2 ஆல் டானின் மொப்ைப நாம் இங்ஶ பாரக்்கலாம்.pi 
ேநரம்ைற ஆனால் இைட௜ல்  ஆல் 2 மற்௥ம் மொப்௖ இந்த மொப்௖ இங்ேக   x en pi pi 

வைள௳ன் இந்த பஶொ எொரம்ைறயாக உள்ளௌ, ேம௩ம் ோட்டா இந்த இைடெவளிக்ஶ மட௄்ேம 
இங்ழ௠ந்ௌ இங்ஶ மட௄்ேம ேச௠ம் என்௥ நாங்கள் ஷ௥ழேறாம், ேம௩ம் டான் ோட்டா tan 
ேவண்௄ம் என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம்.
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 ேநரம்ைறயாக இ௠ங்கள், எனேவ ோட்டா இந்த இைடெவளி௜ல் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ 
இரண்டாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பௌ ெதளிவாழறௌ, எனேவ ோட்டா ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ
இரண்டாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம் , எனேவ இப்ேபாௌ இந்த 
சமன்பாட்ூல் கவனம் ெச௩த்ௌேவாம், எனேவ ோட்டா ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ 
ெசாந்தமானதாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.
  இரண்௄ மற்௥ம் ஷ௄தலாக இந்த ேவ௥பா௄ ேகாணம் இங்ேக நாம் காட்ூேனாம், இந்த ah 
ேகாண௚ம் ஆஶம்.minus pi by two to plus pi by two 
 எனேவ, ழைடமடட் அச஼்ல் மற்௥ம் ெசங்ஶத்ௌ அச஼்ல் டான் தைலவழ் உள்ளௌ, இப்ேபாௌ x x 
ப௱ப்௖ தைலவழ் ெசயல்பா௄ ஒ௠ ச௧ப்பான அொகரிக்ஶம் ெசயல்பா௄ என்பைத நாம் 
ெதளிவாகக் காணலாம், இௌ ஼வப்௖ நிறத்ொல் ொட்ட௘டப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ இௌ ஒ௠ 
ச௧ப்பான ௚ைற௜ல் அொகரிக்ஶம் ெசயல்பா௄ மற்௥ம் எனேவ ௔ளஸ் 1 ஐ ௳ட ெபரியௌ ,en n 
இௌ ப்ளஸ் ஒன் இன் டான் தைலவழ் இன் டான் தைலவழ் ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம் n n 
என்பைதத் ெதளிவாகப் ௔ன்பற்௥ழறௌ, எனேவ நமௌ ௚ந்ைதய சமன்பாட்ூல் இந்த 
உண்ைமையப் பயன்ப௄த்ொ இந்த அள௵ இங்ேக உள்ளௌ என்௥ நாம் எளிதாகக் ஷறலாம்.
  இங்ேக இந்த அள௵ 0 க்ஶ சமமாக உள்ளௌ , ேம௩ம் உண்ைம௜ல் இௌ கண்ூப்பாக 0 ஐ ௳ட 
அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம், ஏெனனில் ஷட்டல் 1 மற்௥ம் n n 
ஒ௠ேபாௌம் ஒேர மாொரியாக இ௠க்க ௚ூயாௌ , ேம௩ம் இந்த ௚௱ மொப்௖ம் இந்த ெதாஶப்௔ற்ஶ
ெசாந்தமானதாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ நாங்கள் காடூ்௞ள்ேளாம்.
 எனேவ, இந்த உண்ைம மற்௥ம் இந்த மொப்௖ இந்த ெதாஶப்௔ற்ஶ ெசாந்தமானௌ என்பைத ah 
இைணப்பதன் ௛லம் , மொப்௖ டான் தைலவழ் மற்௥ம் ஒ௠ க௯த்தல் டான் தைலவழ் என்பௌn n 
ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ வைர௜லான இைடெவளி௜ல் இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இப்ேபாௌ pi 
நம்௘டம் இ௠ப்பௌ என்னெவன்றால் ஆ டான் இன்ெவரஸ்் ௔ளஸ் ஒன் ைமனஸ் டான் n 
இன்ெவரஸ்் க்ஶ டான் ோட்டா சமமான ிழ்நிைல உள்ளௌ.n 
 டான் தைலவழ் ஆனௌ அேத இைடெவளி௜ல் அேத ொறந்த இைடெவளி௜ல் n 
ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்டாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ேம௩ம் ோட்டா௳ன் டான் மற்௥ம் 
இந்த ேகாணத்ொன் டான் ஆழய இந்த இரண்௄ மொப்௖க௬ம் ஒேர மாொரியாக இ௠க்ழன்றன, 
ஏெனன்றால் ஆ ௙ண்௄ம் டான் ெசயல்பாடூ்ற்கான வைள௵க்ஶத் ொ௠ம்௖ழேறாம் என்பைத 
நாங்கள் அ௣ேவாம்.
  ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்டாக இ௠க்ஶம் இைடெவளி௜ல் , டான் ெசயல்பா௄ ஒ௠ 
ேமாேனாேடானிக் ெசயல்பா௄ என்பைத அ௣ந்ௌ ெகாள்௬ங்கள், இௌ ஒ௠ ேமாேனாேடானிக் 
ெசயல்பா௄ ஆஶம் , எனேவ இௌ ோட்டாவாக இ௠ந்தால், இங்ேக உள்ள இந்த மொப்௖ ோட்டா௳ன் 
டான் என்௥ ெசால்லலாம்.
 
ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ வைர௜லான இைடெவளி௜ல் ச௧ப்பான ௚ைற௜ல் ெசயல்பாடை்ட pi 
அொகரிப்பௌ 
, டான் ோட்டா இந்த ேகாணத்ொன் டா௑க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், ோட்டாேவ இன் டான் தைலவழ் n 

ஷட்டல் ஒன்௥ க௯த்தல் டான் தைலவழ் ஆக இ௠ந்தால் மட௄்ேம சாத்ொயமாஶம்.n n 
  இௌேவ உண்ைமயாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , எனேவ நாம் இௌவைர காடூ்யௌ என்னெவன்றால் , 
ஒ௠ ஷட்டல் இன் தைலவழ் ௔ளஸ் ஒன் என்பௌ உண்ைம௜ல் இன் டான் தைலவழ் n n n n 
ஷட்டல் 1 க௯த்தல் டான் தைலவழ் இன் டான் தைலவழ்க்ஶ சமம் , ௔ன்னர ்ேம௩ம் ேமேல n 
ெசன்௥ பாரத்்ேதாம் இந்த ெவளிப்௖ற ஷட௄்த்ெதாைக௜ன் ௳ொ௚ைறகளில் ஒன்ைற t 
நாங்கள் இப்ேபாௌ எளிைமப்ப௄த்ொ௞ள்ேளாம், எனேவ இந்த ெசாற்கள் அைனத்ைத௞ம் இந்த 
ெவளிப்பா௄ ௛லம் மாற்௣னால், இந்த ஷட௄்த்ெதாைக இன் ஷட௄்த்ெதாைகயாக மா௥ம், n 
ஒன்௥க்ஶ இ௠பத்ௌ ௛ன்௥ கட்ூல் தைலவழ் ஒன்௥ மற்௥ம் ஷட௄்த்ெதாைக ஒன்௥க்ஶ சமம்  k 
இரண்௄ இரண்௄ என்பௌ ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம் ஒன்௥க்ஶ இ௠பத்ொ ௛ன்௥க்ஶ சமம்n k n 
இப்ேபாௌ இந்த கடூ்ல் தைலவழ்கள் அைனத்ைத௞ம் 
டான் தைலவழ் மற்௥ம் இன் ஒன் ைமனஸ் டான் தைலவழ் ெவளிப்பா௄ ௛லம் மாற்௣னால்,n n 
இந்த ெபரிய ஷட௄்த்ெதாைகைய ௳ரி௵ப௄த்ொனால் நாம் ெதாடங்ஶேவாம்.

ஒன்௥க்ஶ சமம் ௚தல் ெசால் டான் தைலவழ் இரண்௄ ைமனஸ் டான் தைலவழ் ஒன்௥   n 
இரண்டாவௌ ெசால் டான் தைலவழ் ௛ன்௥ க௯த்தல் டான் தைலவழ் இரண்௄ மற்௥ம் அேத 
ேபால் கைட஼ வாரத்்ைத இ௠பத்ொ நான்ஶ க௯த்தல் டான் தைலவழ் 23 ஆனால் நாம் என்ன 
இ௠க்ழேறாம்  இங்ேக பாரக்்கப் ேபாழறௌ, நிைறய ரத்ௌ ெசய்யப் ேபாழறௌ, எ௄த்ௌக்காட்டாக
டான் இன்ெவரஸ்் 2 இங்ேக ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ம், அேத ேபால் டான் இன்ெவரஸ்் 3 என்பௌ ஆ 
உடன் ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ம், ஏெனனில் இங்ேக ௚ந்ைதய ெசால் ொ ட௴்  ஷட௄்த்ெதாைக௜ல் nty 
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second term 
இ௠பத்ொ இரண்௄க்ஶ இ௠பத்ொ ௛ன்௥ க௯த்தல் டான் தைலவழாக இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த 
டான் ைமனஸ் டான் தைலவழ் இங்ேக ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ம் , ௔ன்னர ்அேத ேபால் ஆ ைமனஸ் 
டான் தைலவழ் இ௠பத்ொ இரண்௄ என்பௌ டான் தைலவழ் இ௠பத்ொ இரண்௄ உடன் ரத்ௌ 
ெசய்யப்ப௄ம்.
  இ௠பத்ொ ௚தல் தவைண எனேவ இௌ௵ம் ௛ன்றாவௌ காலக்கட்டத்ொல் டான் தைலவழ் 
௛ன்௣ல் இ௠ந்ௌ ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ம், எனேவ இ௥ொ௜ல் இ௠பத்ொ நான்ஶ க௯த்தல் டான் 
தைலவழ் ஒன்௣ன் டான் தைலவழ் மற்௥ம் 24 இன் ஆ டான் தைலவழ் கணக்ழட ேவண்௄ம் 
இ௥ொயாக நாம் இௌவைர ெசய்தைதக் கணக்ழட   
ேவண்௄ம்.
  நாண் ெசயல்பாட்ூன் வாதத்ொன் உள்ேள உள்ள ௳ஷயம் இ௠பத்ொ நான்ஶ க௯த்தல் டான் 
தைலவழ் 1 இன் டான் தைலவழ்க்ஶ சமம் என்பைதக் காட்ூ௞ள்ேளாம்.
 எனேவ இப்ேபாௌ இைத ேம௩ம் எளிைமப்ப௄த்த ேவண்௄ம், ஏெனனில் ேயாசைன இந்த sh 
௚௱ ௳ஷயத்ைத௞ம் உண்ைம௜ல் ஏதாவௌ ஒன்௣ன் தைலவழாக ெவளிப்ப௄த்த ேவண்௄ம் , 
அதன் ௔றஶ நாம் கட்ூ௩க்ஶ தைலவழாக ஏதாவௌ ஒன்ைறப் ெபறலாம், ௔ன்னர ்கடூ்௩க்ஶம் 
டா௑க்ஶம் இைட௜லான இந்த மாற்௥ம் ித்ொரத்ைத நாங்கள் ஏற்கனேவ பாரத்்ௌள்ேளாம், 
எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொற்ஶ நாங்கள் உங்க௬க்ஶ உதவ ேவண்௄ம் இன்௥ இந்த வஶப்௔ன் 
ெதாடக்கத்ொல், ௚ந்ைதய ெபறப்பட்ட ஼ல ௚ூ௵கைள நாங்கள் உண்ைம௜ல் ம௥பரி஽லைன 
ெசய்ேதாம் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாக இ௠ந்தால், நம் ௳ஷயத்ொல் xy 
என்ன நடக்ழறௌ என்றால், டான் தைலவழ் இ௠பத்ொ நான்ஶ க௯த்தல் தைலவழ் தைலவழாகக் 
கணக்ழட ேவண்௄ம்.
  ைமனஸ் ஒன்௣ன் டான் தைலவழ், ஏெனன்றால் டான் தைலவழ் ஒ௠ ஒற்ைறப்பைட ெசயல்பா௄
என்பதால், நான் ெசால்ல ௳௠ம்௖வௌ என்னெவன்றால் , ைமனஸ் இன் எந்த டான் தைலவழ் x x 

இன் டான் தைலவழ் ைமனஸஓக்ஶம் சமம், ேம௩ம் இந்த அைடயாளத்ைத ௚ந்ைதய x 
அைடயாளத்ொல் காட்ூ௞ள்ேளாம்.
 ௳ரி௵ைர எனேவ இப்ேபாௌ இந்த ெசால் ைமனஸ் 1 இன் டான் தைலவழ் 24 மற்௥ம் டான் 
தைலவழ்க்ஶ சமம்.
 எனேவ இ௥ொயாக டான் தைலவழ் மற்௥ம் டான் தைலவழ் வூவத்ொல் இந்த ெவளிப்பா௄ x y 
உள்ளௌ, 
எனேவ இௌ மற்௥ம் இௌ ௔ன்னர ்இங்ேக நாம் பாரக்்ழேறாம்  இன் என்பௌ க௯த்தல் x y , x y 
இ௠பத்ொ நான்ஶ மற்௥ம் க௯த்தல் இ௠பத்ொ நான்ஶ எனேவ இந்த எல்லா நிகழ்௵களி௩ம் xy 
ைமனஸ் 24 க்ஶ சமமாக உள்ளௌ, இௌ ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாக உள்ளௌ, எனேவ இந்த வழக்ைக 
இங்ேக பயன்ப௄த்த ேவண்௄ம் , எனேவ இந்த ெவளிப்பா௄ சமமாக இ௠க்ஶம்.

ப்ளஸ் இன் தைலவழ் எனேவ ஷட்டல் என்பௌ ைமனஸ் 1 ஆல் 1 ைமனஸ் ஆல்  x y x y x y 
ஆக வஶக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ என்பௌ இ௠பத்ொ நான்ஶ மற்௥ம் என்பௌ க௯த்தல் ஒன்௥ x y 
எனேவ இௌேவ நமக்ஶக் ழைடக்ஶம் இ௥ொப் பொல் இ௠பத்ொ ௛ன்௥க்ஶ ேமல் இ௠பத்ொ ஐந்ொன் 
டான் தைலவழ் ஆஶம்.
 எனேவ இப்ேபாௌ நம்௘டம் இ௠ப்பௌ என்னெவன்றால், இௌ 
இ௠பத்ொ ஐந்ௌக்ஶ இ௠பத்ொ ௛ன்௥க்ஶ ேநரம்ாறான டான் தைலவ௱க்ஶச ்சமம் , எனேவ இந்த 
௚௱ப் ெபா௠௬ம் இ௠பத்ொ ௛ன்௣௧௠ந்ௌ இ௠பத்ைதந்ொன் தைலவழ் காட் ஆஃப் டா௑க்ஶச ்
சமம் எனேவ இ௥ொப் பொல் 23 ஓவரின் காட் ஆஃப் டான் தைலவழாக இ௠க்ஶம்.
 25 ேம௩ம் இைத ேம௩ம் எளிைமப்ப௄த்தலாம்  ஏெனனில் இப்ேபாௌ 23 ஆல் 25 இன் டான் er 
தைலவழ் ோட்டா என்௥ ஷ௥ேவாம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ௔ன்னர ்23 ஆல் 25 ோட்டா௳ன் 
டா௑க்ஶ சமம் என்௥ ஷறலாம், ஏெனனில் இந்த சமத்ௌவத்ொன் இ௠௖ற௚ம் டான் 
ெசயல்பாடை்டப் பயன்ப௄த்ௌவைத நாம் எ௄த்ௌக் ெகாள்ளலாம்.
 இந்த சமன்பா௄ ௔ன்னர ்நாம் இைதப் ெப௥ழேறாம், ஆனால் இங்ழ௠ந்ௌ , ோட்டா௳ன் கடூ்ல் 
ஒ௠ ஓவர ்டான் ோட்டா௵க்ஶச ்சமம், இௌ இ௠பத்ொ ஐந்ௌக்ஶ ேமல் இ௠பத்ொ ௛ன்௥ ஆஶம், 
ஆனால் இௌ ோட்டா௳ன் கடூ்ைலத் த௳ர ேவ௣ல்ைல , ஏெனனில் ோட்டா இ௠பத்ொ ௛ன்௥க்ஶ 
இ௠பத்ொ ஐந்ௌ  இப்ேபாௌ நாம் பாரத்்ேதாம், இௌ இ௠பத்ொ ௛ன்௥க்ஶ இ௠பத்ொ ஐந்ௌக்ஶ 
சரியாகச ்சமம் என்௥ பாரத்்ேதாம், 
எனேவ இந்த ெபரிய ெதாைக௜ன் நீொமன்றம் இ௠பத்ொ ஐந்ௌக்ஶ இ௠பத்ொ ௛ன்௣ற்ஶ சமம் 
என்பதற்கான இ௥ொப் பொல் இௌதான்.
 
இங்ேக நாம் இன் மொப்ைபக் கண்ட௣ய ேவண்௄ம், அதாவௌ இன் ேமாட் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் x x 
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இரண்ூன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶம் இைட௜ல் உள்ளௌ மற்௥ம் இந்த ௚க்ேகாண௳யல் x 
சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ, எனேவ நாம் ேம௩ம் ெதாடரவ்தற்ஶ ௚ன் , இரண்௄ 
எல்ைலயற்ற ெதாடரக்ள் இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம்.

நாம் அவற்ைற எளிைமயாக்க ேவண்௄ம், ௔ன்னர ்நாம் இன்௑ம் ேமேல ெசல்லலாம், எனேவ o 
நாம் ைசன் தைலவழ் உள்ேள இ௠க்ஶம் ௚தல் ெதாடரான ஐ எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம், எ   ேவ ah 
௚தல் ெதாடர ் க ◌ித்தல் ச ◌ஓரம் இரண்ூற்ஶம் ம   ல் கனசௌரத்ொற்ஶம் நான்ஶ x x x 
ைமனஸஓக்ஶம் ேமல் க்௟ப் ஆஶம், எ   ேவ ெப௠ம்பா௩ம் க   ◌ித்தல் நான்ஶக்ஶ ேமல் எட௄் x x  
ஷட்டல் மற்௥ம் பல, எனேவ நாம் ஐ ெவளிேய ெபாௌவான காரணியாக எ௄த்ௌக் x 
ெகாள்ளலாம் , ௔ன்னர ்நாம் 1 க௯த்தல் ேமல் 2 ஷட்டல் சௌரம் 4 ைமனஸ் கன சௌரம் x x x 
எட௄்க்ஶ ேமல் மற்௥ம் பல மற்௥ம் அைத ெப௠க்கல் 1 ஷட்டல் க௯த்தல் என எ௱தலாம்.x 

ேமல் 2 ௔ளஸ் ைமனஸ் ேமல் 2 ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் க௯த்தல் இரண்௄ கனசௌரத்ொற்ஶ   x x x 
ேமல் மற்௥ம்
 அதனால் உடனூயாக நாம் ஒ௠ ௷ேயாெமட்ரிக் ஆ வரிைசைய இங்ேக மற்௥ம் ௔ன்னர ்
ைவத்ொ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம், ஆனால் இந்தத் ெதாடர ்ஒன்௣ைணயப் ேபாழறதா 
இல்ைலயா என்பைதக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்.
 எனேவ , ேகள்௳௜ல் உள்ள ஷற்௥க்ஶத் ொ௠ம்௔ச ்ெசன்றால் , இன் ேமாட் இரண்ூன் x 
வரக்்க௛லத்ைத ௳டக் ஶைற௵ என்௥ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ இன் ேமாட் இரண்ூன் x 
வரக்்க௛லத்ைத ௳டக் ஶைறவாக இ௠ந்தால், இன் ேமாட் இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைதக் x 
ஶ௣க்ழறௌ.
 இரண்௄க்ஶம் ஶைறவானௌ, இௌ இரண்௄க்ஶ ேமல் இன் ேமாட் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ  x 
ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவானௌ மற்௥ம் இரண்௄க்ஶ ேமல் ைமனஸ் இன் ேமாட் என்பௌம் x 
ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவாக இ௠ப்பதால், இந்தச ்ெசால்௩க்ஶம் அ௄த்த காலத்ௌக்ஶம் இைடேய ah 
உள்ள ௳ழதம் மற்௥ம் இந்தச ்ெசால்௩க்ஶம் அதன் அ௄த்த காலத்ௌக்ஶம் இைடேய உள்ள 
௳ழதம் இரண்௄க்ஶ ேமல் ைமனஸ் ஆக இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம்.x 
 இங்ழ௠ந்ௌ ைமனஸ் ஓவர ்௅ ஒ௠ ௚௱ைமயான மொப்ைபக் ெகாண்ூ௠ப்பைத நாம் x 
அ௣ேவாம், அௌ 
ஒன்௣ற்ஶக் ஶைறவாக இ௠ப்பதால், இந்த ெதாடர ்ஒன்௣ைணக்கப் ேபாழறௌ, ேம௩ம் அௌ 
மொப்௖க்ஶ ஒன்௥ ேச௠ம் என்௥ ௚ூ௵ ெசய்யலாம் .
  இங்ேக ௔ன்னர ்ெதாடர ்1 இல் 1 ைமனஸ் ைமனஸ் ேமல் 2 ஆகப் ேபாழறௌ, அதாவௌ ௙ௌ x x 
ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄க்ஶ ேமல், எனேவ இந்த ௚ூ௳லாத் ெதாடர ் ௙ௌ ஒன்௥ ஷட்டல் x x x 
இரண்௄க்ஶ சமம் என்பைத இப்ேபாௌ நாம் அ௣ேவாம்.
 காஸ் தைலவழ் ெசயல்பாடூ்ன் வாதத்ொற்ஶள் இ௠க்ஶம் ெதாடர,் எனேவ காஸ் தைலவழ் 
ெசயல்பாடூ்ன் வாதமான இந்த மற்ற வரிைசயானௌ சௌரம் க௯த்தல் நான்ஶக்ஶ ேமல் x x 
இரண்௄ ஷட்டல் ஆ௥க்ஶ ேமல் நான்ஶ மற்௥ம் சௌரம் ௚தல் சௌரம் என எ௱தலாம்.x x x 
 அைனவ௠க்ஶம் ெபாௌவானௌ  அவர ்௚ைறகள் 1 க௯த்தல் சௌரத்ொற்ஶ ேமல் 2 ஷட்டல் x x 
4க்ஶ ேமல் 4 மற்௥ம் இௌ சௌர ௚ைற ஒன்௥க்ஶ சமம் , ௔ன்னர ்ஷட்டல் ைமனஸ் சௌரம் x x 
இரண்ூன் ேமல் ஷட்டல் ைமனஸ் சௌரம் இரண்௄ ௚௱ சௌரத்ொன் ௙ௌம் x 
, ேம௩ம் இந்த ௳ஷயத்ொல் ஷட நாம் ௙ண்௄ம் மற்ெறா௠ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றம் இ௠ப்பைதப் 
பாரக்்க௵ம், ஆனால் இந்த எல்ைலயற்ற வரிைச௞ம் ஒன்௣ைணயப் ேபாழறதா இல்ைலயா 
என்பைத நாம் இன்௑ம் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம் 
சௌரம் இரண்ூற்ஶம் ஶைறவானௌ , எனேவ சௌரம் இரண்ூற்ஶ ேமல் ஒன்௥க்ஶக் x 
ஶைறவானௌ மற்௥ம் இௌ அூப்பைட௜ல் ைமனஸ் சௌரம் இரண்ூன் ேமல் உள்ள மா௄லஸ், x 
ைமனஸ் சௌரம் இரண்ூன் மா௄லஸ் என்பௌ இொல் உள்ள வௌ காலத்ொற்ஶம் ைமனஸ் x n n 
ஒன்௥க்ஶம் இைடேய உள்ள ௳ழதமாஶம்.
  வூ௳யல் ெதாடர ்மற்௥ம் இங்ழ௠ந்ௌ இந்த ௳ழதத்ொன் ௚௱ைமயான மொப்௖ ஒன்௥க்ஶக் 
ஶைறவாக உள்ளௌ என்பைத நாம் அ௣ேவாம் , எனேவ இந்த வரிைச ஷட ஒன்௣ைணக்கப் 
ேபாழறௌ , எனேவ இந்த ௚௱ ெவளிப்பா௄ம் இந்த ௚௱ வரிைச௞ம் சௌர மடங்ஶ மொப்௖க்ஶ x 
ஒன்௣ைணக்கப் ேபாழறௌ.
 ஒன்௣ன் ேமல் ைமனஸ் க௯த்தல் சௌரம் இரண்ூன் ேமல் சௌரம் ஒன்௥ ஷட்டல் சௌரம் x x x 
இரண்௄க்ஶ சமம் எனேவ அைதக் ஶ௣த்ௌக் ெகாள்ேவாம், எனேவ நாம் இப்ேபாௌ காட்ூயௌ 
என்னெவன்றால், இந்த மற்ற வரிைச௞ம் தைலவழ் வாதத்ொல் உள்ளௌ.cos 
 ெசயல்பா௄ ஒன்௥ ஷட்டல் சௌரம் இரண்ூன் ௙ௌ சௌரமாக ஒன்௣ைணழறௌ  ஒன்௥ x x 
ஷட்டல் சௌரம் இரண்௄ம் ைப இரண்டால் சமம் எனேவ இந்த ௳ஷயத்ைத ஆல்பா ௛லம் x 
ஶ௣க்கலாம் மற்௥ம் ௕ட்டா ௛லம் தைலவழ் ெசயல்பாடூ்ன் வாதமாக இ௠க்ஶம் மற்ெறா௠cos 
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ெசால், எனேவ அூப்பைட௜ல் நாம் இங்ஶ ைவத்ொ௠ப்பௌ ைசன் இன்ெவரஸ்் ஆல்பா மற்௥ம்ah 
காஸ் தைலவழ் ௕ட்டா ஆஶம்.
  இரண்௄ ௛லம் ைப மற்௥ம் ைசன் இன்ெவரஸ்் ஆல்பா என்பௌ ைபக்ஶ சமம் ைப 2 ைமனஸ் 
காஸ் தைலவழ் ௕ட்டா 
இந்த சமன்பாட்ூன் இ௠௖ற௚ம் ைசன் ெசயல்பாடை்டப் பயன்ப௄த்ௌழறௌ, எனேவ ைசைன 
இடௌ ௖றத்ொல் பயன்ப௄த்ௌம்ேபாௌ ைசைனப் ெப௥ழேறாம் ைசன் தைலவழ் ஆல்பா௳ன் 
வலௌ ௖றத்ொல் உள்ள ஆல்பா௳ற்ஶ சமமாக ைப௜ன் ைசன் 2 ைமனஸ் காஸ் தைலவழ் 
௕ட்டாைவப் ெப௥ழேறாம், ஆனால் எந்த ேகாணத்ொல் ோட்டா ைசன் ைப 2 ைமனஸ் ோட்டா௵ம் 
காஸ் ஆஃப் ோட்டா௵க்ஶச ்சமம் , எனேவ இந்த வலௌ பக்கம் காஸஓக்ஶச ்சமம் என்பைத 
அ௣ேவாம்.

இன்ெவரஸ்் ௕ட்டா௳ன் ௕ட்டா நிசச்யமாக ௕ட்டா௳ற்ஶ சமம் எனேவ இந்த  cos x 
சமன்பாடை்ட ௗரத்்ொ ெசய்ய ேவண்௄மானால் இௌ இதற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் எனேவ 
இ௥ொயாக நம்௘டம் இ௠ப்பௌ என்னெவன்றால் சமன்பாடை்ட ௙ௌ ஒன்௥ ஷட்டல் x x x 
இரண்௄ சமம் சௌரத்ொற்ஶ சமம் இப்ேபாௌ இரண்௄க்ஶ ேமல் ஒ௠ ஷட்டல் சௌரம், இன் x x x ah

ஆனௌ இரண்ூன் வரக்்க ௛லத்ைத ௳டக் ஶைறவாக இ௠ப்பதால், இந்த இரண்௄ mod 
௔ரி௵க௬ம் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்காௌ 
, எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ ஒ௠ ஷட்டல் சௌரம் இரண்ூன் ேமல் சௌரம் 1 ப்ளஸ் ஆக சமம் x x x 
என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ.

க்ஶ ேமல் 2 மற்௥ம் ௔ன்னர ்ஒ௠ ஼௣ய இயற்கணித எளிைமப்ப௄த்தல் ௛லம் ஷட்டல்  x x x 
கனசௌரம் 2  ஐப் ெப௥ழேறாம்  என்பௌ ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம் 0.get x x 
 எனேவ ஆக இ௠க்கலாம் அல்லௌ 1 ஆக இ௠க்கலாம் ஆனால் நாம் ேகள்௳க்ஶ x 0 
ொ௠ம்௔னால் இன் ேமாட் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ம் அௌ x 
இரண்ூன் வரக்்க ௛லத்ைத ௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ம் 
ஷறப்பட்டௌ.
 ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட கண்ூப்பாக அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமானௌ x 
ெவளிப்பைடயாக ஒ௠ சாத்ொயமான ோர௵் அல்ல , எனேவ ஒேர சாத்ொயமான ோர௵் க்ஶ சமம் 1x 
ஆஶம், ஏெனனில் க்ஶ சமமான இன் மா௄லஸ் 1 ௡ட் 2 ஐ ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ.x 1 x 

க்ஶ சமமான 1 இந்த சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ, எனேவ இந்த ேகள்௳க்கான  x 
இ௥ொ பொல் ௡ட் இரண்ைட ௳ட ஶைறவான மா௄லஸ் ெகாண்ட இன் ஒேர மொப்௖ மற்௥ம் x 
இந்த சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ இ௥ொ பொல் ஒன்௥க்ஶ x x 
சமம் எனேவ  இத்ௌடன் இந்த ௳ரி௵ைரைய அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் ௚ூப்ேபாம் ேம௩ம் ஼ல 
ாவார஼யமான ௔ரசச்ைனகைள எ௄த்ௌைரப்ேபாம் நன்௣ 
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