
 കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ വിപരീത ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകെളുׯറിتു׺ നാലാമെ؋ 
ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, ഈ വിപരീത ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകൾ തأിലുت ചില ബؖ׹ൾ 
ഞ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ിരുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അത് അവസാനിؚിുׯകയും ചില പുതിയ 
ْപശ് ന׹ൾ പരിഹരിുׯകയും െചുإം, 
അ׹െന കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ എവിെട നി്ؗ േപായി എ്ؗ വീ؇ും മനشിലാׯാൻ.  x, y 
എؗീ ര؇് വّതُّ ٝമൂലّ׹ളുെട ടാൻ വിപരീത׹ളുെട ആെകു؋കയാണ് ഞ׹ൾ യഥാർ،؋ിൽ 
ഈ േഫാർമുല ഉരു؋ിരി؁ത്, കൂടാെത ഉൽؚؗം ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിൽ ടാൻ വിപരീതം ؛സ് xy x 
ടാൻ വിപരീതം എؗത് ؛സ് യുെട വിപരീതമാണ് എ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിു׺ .  ൈമനസ് y x y xy, 
അതുേപാെല തെؗ മ്ئ ര؇് സؕർഭ׹ളിലും സٔാഭാവികമായ ഒരു േചാദّം േചാദിׯാം, ൈസൻ 
വിപരീതം ؛സ് ൈസൻ വിപരീതം േപാെലയുت എെؓ׸ിലും നമു്ׯ കണׯാേׯ؇ി വؗാൽ , x y 
ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീത ബി ൈട്ؚ േഫാർമുല ഉപേയാഗിׯാൻ കഴിയുേമാ? ൈസൻ a 
വിപരീതം ؛സ് ൈസൻ വിപരീതം യുെട മൂലّം േനടുക , അത് സാധّമായതിനാൽ ൈസൻ വിപരീതംx y 

െന രൂപ؋ിേല്ׯ പരിവർ؋നം െചؗുإതിനായി നൽകിയിരിؗുׯ നായി ആദّം x- tan inv x-
പരിവർ؋നം െചുإക എؗതാണ് അതിനുت മാർഗം. എെؓ׸ിലും ْപതّ؋ײിൽ െന x-
ആْശയിുׯകയും സമാനമായി ൈസൻ വിപരീതം െയ ടാൻ വിപരീതമായി പരിവർ؋നം െചുإകയും y-
െചുؗുإ, അതിനാൽ നമു്ׯ ടാൻ വിപരീതമായി ഒരു ؛സ് ടാൻ വിപരീതം കണׯാׯണം , b 
അതിനായി നമു്ׯ ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗിׯാം, 
അ׹െന ആ ആശയം സٔീകരിׯാം.  േഫാർേവഡ് ഞ׹ൾ അവസാന ױാشിൽ ൈസൻ വിപരീതവുംah 
ടാൻ വിപരീതവും തأിലുت പരിവർ؋ന സൂْതവാകّ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
കാണി׺ത് ഏെതാരു നും ന്െറ േമാഡ് ഒരു ൈസൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ്, ന്െറ വിപരീത ന് x x x x 
തുലّമാണ് ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലّം േപാസിئീവ് സ്കٔയർ റൂ؂ും റിേവٌ٧് േഫാർമുല x 
ഏത് റിയലിനും  േവ؇ിയുتതായിരുؗു  േപാസിئീവ് സ്കٔയർ റൂ؂് അതിനാൽ ൈസൻ വിപരീതവും x 
ടാൻ വിപരീതവും തأിലുت പരിവർ؋നം േപാെല തെؗ േകാസ് വിപരീതവും ടാൻ വിപരീതവും 
ക؂ിലിന്െറ വിപരീതവും ടാൻ ഇൻെവറും തأിലുت പരിവർ؋ന സൂْതവാകّ׹ൾ േനടാനും കഴിയും.  

കൂടാെത വിപരീത؋ിനും ടാൻ വിപരീത؋ിനും ഇടയിലും െസׯൻഡ് വിപരീത؋ിനും rse cosec 
ടാൻ വിപരീത؋ിനും ഇടയിൽ, അതിനാൽ സമയ؋ിന്െറ താൽؚരّാർ،ം ഞ׹ൾ അവെയبാം 
ഉരു؋ിരി؁ുവരാൻ േപാകുؗിب, പേײ ഞാൻ കുറ؁ത് മുേؗാ؂് േപായി വിപരീതവും ടാൻ cos 
വിപരീതവും തأിലുت പരിവർ؋ന സൂْതവാകّം കെ؇ു؋ം.  ആശയം, നമു്ׯ ന്െറ ഒരു മൂലّം x 
നൽകിയാൽ , അതിന്െറ േമാഡുലസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അേؚാൾ നأൾ ഈ അ׾ാത മൂലّം ഇവിെട 
കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ന്െറ വിപരീത മൂലّം ഈ മൂലّ؋ിന്െറ ടാൻ വിപരീത؋ിന് x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് എؓാണ് ഉരു؋ിരി؁ത്, അതിനാൽ നأൾ ആരംഭിؗുׯത് േകാസ് 
ഇൻേവٌ٧് തീئയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ കരുതുക , തുടർ്ؗ േകാസ് ഇൻേവٌ٧് ഫംഗ്ഷന്െറ േْശണി െസ്ئ x 
േױാ്ُٛ ഇന്റർെവൽ 0 മുതൽ ൈപ വെരയുتതിനാൽ ഈ തീئ േױാ്ُٛ ഇന്റർെവൽ 0-ൽ 
ഉൾെؚ؂ിരിׯണം.  ഇേؚാൾ കരുതുക, പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ നأൾ pi x 
ര؇് േകസുകൾ എടുׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഒؗുകിൽ പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതും ഒؗിൽ x 
കുറവുമാണ് അെ׸بിൽ അത് 0-ൽ കുറവാെണ׸ിലും ൈമനസ് 1 േനׯാൾ വലുതാണ്. അതിനാൽ x 
ആെണ׸ിൽ  0 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുത് മുൻ ْപഭാഷണ׹ളിെലാؗിൽ ഞ׹ൾ ഇതിനകം 
നട؋ിയ വിപരീത ْഗാഫിൽ നി്ؗ, തീئ തീئയുെട ഭാഗമാകണെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം , തീئയുെട cos x 
വിപരീതമാണ് തീئയുെട വിപരീതം 0 മുതൽ 2 വെര ൈപ വെരയുت ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚടണം. ഈ x 
സമവാകّ؋ിന്െറ ഇരുവശു؋ം ടാൻ ഫംഗ് ഷൻ ْപേയാഗി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് േകാസ് 
ഇൻേവഴ് സിന്െറ ടാൻ ആണ് എؗത് നأൾ കെ؇േ؋؇ ഈ അ׾ാത ആഹ് വُٝു വിന് തുലّമാണ്, x 
അതുെകാ؇ാണ് ടാനിന്െറ മൂലّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ْശമിؗുׯത്  cos inverse x, which tan of 

എؗാൽ ഇവിെട നി്ؗ നമുׯറിയാം നأൾ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , ഈ സമതٔ؋ിന്െറ theta x cos 
ഇരുവശ׹ളിലും ഫംഗ്ഷൻ ْപേയാഗി׺ാൽ നമു്ׯ കി؂ാൻ േപാകുؗത് ആണ് ന് cos x cos theta 
തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഈ ആണ്  എؗത് േകാസ് തീئെയׯാൾ സിന് തീئയ്്ׯ tan theta can 
തുലّമാണ്, എؗാൽ േകാസ് തീئ ആണ്, അതിനാൽ തീ0 ئ മുതൽ വെര 2 വെരയുت ഇടേവളയിൽ x pi 
ഉൾെؚടുേآാൾ ഡിേനാമിേനئർ ആണ് , ൈസൻ തീئ േപാസിئീവ് മൂലّമുتതാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, x 
അതിനാൽ നമു്ׯ അതിെന എ്ؗ േപാസിئീവ് ആയി എഴുതാം. 1 ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ sin theta 
വർ״മൂലّം ൈസൻ സ് കٔയർ തീئയും േകാസ് സ് കٔയർ തീئയും ഏത് തീئയ് ുׯം തുലّമാണ് എؗ 
വُٝു തയിൽ നിؗാണ് ഇത് പിؓുടരുؗത് , ഞ׹ൾ ഇവിെട േപാസിئീവ് സ് കٔയർ റൂ؂് എടുുؗുׯ, അത് 
ഇേؚാൾ സ് കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ് , േകാസ് തീئ യഥാർ،؋ിൽ ആെണؗ വُٝു ത x 
ഉപേയാഗിുؗുׯ. അതിനാൽ ഇത് േനׯാൾ ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലമായി മാറുؗു , x- x 
തുടർ്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് , പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ തീئയുെട ടാൻ, തീئx 
വിപരീതം എؗത് ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് .  ഈ തീئ x x x 
യഥാർ،؋ിൽ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിേലتുׯ ഇടേവളയുേടതാെണؗും ഈ  ഇടേവള പൂജّ؋ിൽ 
നി്ؗ ൈപ ര؇ിനാെണؗും ഞ׹ൾׯറിയാം.  ഈ തീئ യഥാർ،؋ിൽ ടാൻ വിപരീത ഫംഗ് ഷന്െറ 
േْശണി െസئിന്െറ ഒരു ഉപവിഭാഗമാണ്, അതിനാൽ തീئ ْപധാനമായും തീئയുെടതാണ് , അതിനാൽ തീئ 
ടാൻ വിപരീത ഫംഗ്ഷന്െറ േْശണി ഗണ؋ിൽ െപടുؗു , തീئ ടാൻ വിപരീത ഫംഗ് ഷന്െറ േറ؀് 
അവر അത് പിؓുടരുؗു, യഥാർ،؋ിൽ വിപരീതം ആയ തീئ, ന്െറ ഒരു ൈമനസ് x x x 
ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന്െറ ടാൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ഇത് പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായതിേനׯാൾ ന് മാْതേമ ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും ആവർ؋ിുؗുׯ തീئ ഈ x 
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ഗണ؋ിൽ െപ؂തെ׸بിൽ, ഈ ْപُാٝവനയിൽ നി്ؗ ഇത് ശരിയാെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാൻ കഴിയിب, 
അതിനാൽ തീئ ഈ അളവിന്െറ ടാൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗ ഒേരെയാരു 
കാരണം അത് ശരിയാകാനുت കാരണം  കാരണം, തീئ ടാൻ വിപരീത േْശണിയിെല ടാൻ വിപരീത 
േْശണിയുെട േْശണിയിൽ െപടുؗു , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ന്െറ െനഗئീവ് മൂലّ׹ൾ എടുുؗുׯ, x 
അതിനാൽ പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവാെണ׸ിൽ തീർ׺യായും ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാെണ׸ിൽ തീئ x 

ന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം.  വിപരീത മുതൽ വെരയുت ഇടേവള ൈപയിൽ cos x 2 pi 
ഉൾെؚടും, അതിനാൽ വിപരീത ْപവർ؋ന؋ിന്െറ നിർവചന؋ിൽ നി്ؗ ഇത് പിؓുടരുؗു, cos 
കാരണം ൈമനസ് ഒؗിനും പൂജّം തീئയും ര؇് മുതൽ വെരയുت ഇടേവള ൈപയിൽ ഉൾെؚടും. x pi 
അേؚാൾ ടാൻ തീئ േകാസ് തീئയ്്ׯ േമെല ൈസൻ തീئയ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം, ഈ ഇടേവളയിൽ തീ2 ئ 
മുതൽ ؛സ് ൈപ വെരയാകുേآാൾ , നമു്ׯ ഉتത് ൈസൻ തീئ ഇേؚാഴും േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ 
ൈസൻ തീئെയ േപാസിئീവ് ആയി ْപകടിؚിׯാം  േകാസ് തീئയുെട ഒരു ൈമനസ് േകാസ് സ് കٔയർ 
തീئയുെട സ് കٔയർ റൂ؂് േകാസ് തീئ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ൈമനസ് ന്െറx x 
സ് കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാകും, ഇവിെട ഇത് േപാസിئീവ് സ് കٔയർ റൂ؂ാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ വീ؇ും 
സ് കٔയറിനു തുലّമായ ടാൻ തീئയു؇് ന് മുകളിൽ  ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ റൂ؂് എؗാൽ x 1 x 
ഇ؋വണ നമു്ׯ അറിയാം, കാരണം എؗത് ന് തുലّമായ െനഗئീവ് തീئയാണ്, x cos inverse x 
കാരണം ഇത് ഈ െസ്ئ ൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ ര؇ായി െപടുؗു, പേײ ْപٍ٠ം ഈ െസ്ئ ഈ െസ്ئ ഒരു pi- pi-
ഉപഗണമب അെ׸بിൽ ഇതب എؗതാണ് െസئിന് ടാൻ വിപരീത േْശണിയുമായി െപാതുവായ ഒരു 
േപായിന്റും ഇب, അതിനാൽ തീئ ഈ ഗണ؋ിൽ െപ؂താെണ׸ിൽ തീئ ടാൻ വിപരീത േْശണിയിൽ 
ഉൾെؚടുؗിب , അതിനാൽ നമു്ׯ എഴുതാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ എഴുതാൻ കഴിയിب.  എ്ؗ 
ടി  എؗത് ഒരു ൈമനസ് സ്കٔയറിനു മുകളിൽ എؗ വർ״മൂല؋ിന്െറ ടാൻ വിപരീത؋ിന് heta x x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ െനഗئീവായ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഈ ْപُാٝവന ശരിയب, അതിനാൽ ഈ x 
ْപُാٝവന ശരിയب, അതിനാൽ നമു്ׯ തീئയിേല്ׯ കുറ്׺ ഷിഫ്്ئ അെ׸بിൽ കുറ്׺ മാئം 
ْപേയാഗിേׯ؇തു؇്. ആ ഷിഫ്്ئ ْപേയാഗി׺തിന് േശഷം , തീئയുെട പുതിയ മൂലّം ടാൻ വിപരീത 
േْശണിയിൽ െപ؂താെണ്ؗ ഇേؚാൾ ടാൻ ഫംഗ് ഷന്െറ ഗുണ׹ളിൽ നി്ؗ നമു്ׯ അറിയാം, ടാൻ 
ഫംഗ്ഷൻ ൈപയ്്ׯ തുലّമായ കാലയളവിെനാؚം ആനുകാലികമാെണؗും അതിനാൽ അതിൽ നി്ؗ 
ൈപ കുറ׺ാൽ അത് നമു്ׯ അറിയാം  ഈ തീئ അടിرാനപരമായി നമുׯറിയാവുؗത് ടാൻ തീئ തീئ 
ൈമനസ് ൈപയുെട ടാനിന് തുലّമാണ് , നب കാരّം എെؓؗാൽ തീئ ൈമനസ് ൈപ ര؇് െസ്ئ 
ൈപയിൽ െപടുؗതിനാൽ തീئ ൈമനസ് ൈപ തീئ ൈമനസ് ൈപയിൽ ഉൾെؚടും. ൈമനസ് ൈപ 2 
മുതൽ 0 വെരയുت െസ്ئ ൈമനസ് ൈപ 2 മുതൽ 0 വെരയുت ഈ െസ്ئ ൈമനസ് ൈപ 2 മുതൽ 0 
വെരയുت ടാൻ വിപരീത േْശണിയുെട ഒരു ഉപവിഭാഗമാണ്, അതിനാൽ ْപധാനമായും ഇേؚാൾ 
നമുتുׯത് തീئ ൈമനസ് ൈപ േْശണി െസئിൽ െപടും എؗതാണ് നി׹ൾ എ׸ിൽ വിപരീതമായി ടാൻ
 നി׹ൾ തിരിെക േപാകൂ , ഞ׹ൾ കാണുؗത് യഥാർ، തീئ ടാൻ വിപരീത േْശണിയിൽ െപ؂തب, 
പേײ അതിെന ൈപ വഴി മാؗുئതിലൂെട നമു്ׯ ടാൻ വിപരീത േْശണിയിൽ െപ؂ തീئ ൈമനസ് ൈപ 
ഉ؇് , ടാൻ തീئ ൈമനസ് ൈപ മുതൽ ടാൻ തീئയ് ്ׯ തുലّമാണ് ഇേؚാൾ നമുتുׯത്, അതിനാൽ ടാൻ 
തീئ ൈമനസ് ൈപ്ׯ തുലّമായ തീئയുെട ടാൻ ഒരു ൈമനസ് സ് കٔയർ ഓവർ ന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂ിന്x x 
തുലّമാണ് തീئ ൈമനസ് ൈപ ടാൻ വിപരീത േْശണിയിൽ െപ؂താെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം  , അതിനാൽ
ഞ׹ൾ  തീئ ൈമനസ് ൈപ , ന്െറ ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന്െറ ടാൻ x x 
വിപരീത؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ എഴുതാൻ കഴിയും, അത് ന്െറ ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ ൈപ x x 
 അതിനാൽ ഇത് ഇത് മാْതമാണ് x , ുؗുׯിന് തുലّമാെണ്ؗ സൂചിؚി؋മൂല״സ് ടാൻ വിപരീത വർ؛
െനഗئീവായിരിുׯേآാൾ ശരിയാണ് , അതിനാൽ ന്െറ േപാസിئീവ്, െനഗئീവ് മൂലّ׹ൾׯായുت x 
ര؇് ഫല׹ളും സംേയാജിؚി്׺ അവസാനം നമു്ׯ ഈ പരിവർ؋ന സൂْതവാകّം ലഭിു׺, വിപരീത cos 

പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ അത് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ വിപരീതം x co  s x 
എؗത് ഒരു ൈമനസ് ന്െറ വർ؋״ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന്െറ വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ്, x 
അبാ؋പײം അത് ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന്െറ ؛സ് ടാൻ വിപരീത x pi 
വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അടു؋തായി റിേവٌ٧് വിപരീത ബؖം േനടുؗു.  ah 
നൽകിയിت؂ു ഏെത׸ിലും യഥാർ، മൂലّമുت ടാൻ വിപരീതം എؓിന്െറെയ׸ിലും ah x x cos 
വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഇതിന് ഒരു പദْപേയാഗം േനേട؇തു؇്, അതായത് ടാൻ 
വിപരീതം ഇതിന്െറ വിപരീതമാണ്, അതിനാൽ വീ؇ും ടാൻ വിപരീതം എؗതിന് പകരം x x 
െവു׺െകാ؇് ഞ׹ൾ ആരംഭിുؗുׯ തീئയും തീئയും ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ൈമനസ് ൈപ ൈബ ടു ടു 
 സ് ൈപ ൈബ ടു ൈബ ടു എؗതിൽ ഉൾെؚടണം, അതിനാൽ ഇത് ടാൻ വിപരീത ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി؛
െസئാണ്, കൂടാെത ഈ അ׾ാത അളവ് ഇവിെട കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമുتതിനാൽ 
ഞ׹ൾ യഥാർ،؋ിൽ താൽؚരّെؚടും, കാരണം ഈ സമതٔ؋ിന്െറ ഇരുവശു؋ം ഫംഗ് ഷൻ cos 
ْപേയാഗി׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഈ അ׾ാതമായ കാരّ؋ിന് തുലّമായ ടാൻ വിപരീത ആണ്, x 
അതിനാൽ തീئയുെട േകാസ് ആയ ടാൻ വിപരീത ന്െറ മൂലّം വിലയിരു؋ാൻ താൽؚരّമു؇്.  x 
തീئയുെട ൈമനസ് ൈപ ൈബ 2 മുതൽ ؛സ് ൈപ ൈബ 2 െസׯൻറ് വെര ഉتേؚാൾ അത് 1 െസׯന്റ് 
തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, അത് െനഗئീവ് മൂലّമب , അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് െസׯന്റ് സ്കٔയർ തീئയുെട 
േപാസിئീവ് സ്കٔയർ റൂ؂ിന് മുകളിൽ ഒؗായി എഴുതാം.  വൺ ഓവർ സ് കٔയർ റൂ؂് ആയി എഴുതിയത് 
ഇേؚാൾ ഏത് ആംഗിൾ തീئയ്ുׯം െസക് സ് കٔയർ തീئയും വൺ ؛സ് ടാൻ സ് കٔയർ തീئയും 
തുലّമാെണؗ ഐഡന്റിئി ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ പിശക് ഉപേയാഗിׯാൻ 
േപാകുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് വൺ ؛സ് ടാൻ സ് കٔയർ തീئയായി എഴുതുؗു , ഇവിെട നി്ؗ 
ഞ׹ൾ ടാൻ തീئയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ അറിയുക, കാരണം ഞ׹ൾ ടാൻ തീئയ്്ׯ തുലّമായ ടാൻ x 
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ഫംഗ്ഷൻ ْപേയാഗി׺തിനാൽ നമു്ׯ ടാൻ തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് അടിرാനപരമായി x 
ഒരു ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ ഒരു റൂ؂ാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ അളവിന് തുലّമായ ടാൻ വിപരീത x x 
ഉ؇് ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ ടാൻ ഇൻെവർസ് ഈ അളവിന്െറ േകാസ് വിപരീത؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ x 
എഴുതാൻ കഴിയുേമാ , തീئ േസാ േകാസ് തീئ എؗ ഈ മൂലّം ഇതിന് തുലّമാെണ്ؗ അറി؁ാൽ 
മാْതേമ നമു്ׯ അത് െചإാൻ കഴിയൂ, അതിനാൽ തീئ തുലّമാെണ്ؗ മാْതേമ എഴുതാൻ കഴിയൂ ഒരു 
അ؋؈ിന്െറ വിപരീതം  ഒരു ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ റൂ؂്, അതിനാൽ ഈ ആംഗിൾ തീئ പൂജّം മുതൽ x 

വെരയുت അട׺ ഇടേവളയിൽ ആെണ׸ിൽ മാْതേമ ഇത് സാധുതയുൂت, അതിനാൽ പൂജّം മുതൽ pi 
വെര യഥാർ،؋ിൽ വിപരീത ْപവർ؋ന؋ിന്െറ േْശണി െസئാണ്, അതിനാൽ ഈ തീئ pi cos 

േْശണിയിൽ െപ؂താെണ׸ിൽ മാْതം േകാസ് ഇൻെവർസ് ഫംഗ് ഷന്െറ െസ്ئ അേؚാൾ മാْതേമ നമു്ׯ 
ഈ അളവിന്െറ േകാസ് ഇൻെവഴ് സിന് തുലّമായി തീئ എഴുതാൻ കഴിയൂ, അبാ؋പײം ഞ׹ൾ്ׯ 
ഇത് എഴുതാൻ കഴിയിب, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഇത് െപാതുെവ ശരിയب, കാരണം തീئ ഇവിെട 
േْശണിയിൽ െതئാെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ  ടാൻ വിപരീത ഗണ؋ിൽ െപ؂താണ്, 
അതിനാൽ ഇത് ഈ ഗണ؋ിൽ െപ؂താണ്, കൂടാെത ഈ െസ്ئ ൈമനസ് ൈപ ൈബ 2 മുതൽ ൈപ ؛സ് 
ൈപ ൈബ  വെരയുت െസ്ئ തീർ׺യായും േകാസ് ഇൻേവഴ് സ് ഫംഗ് ഷന്െറ േറ؀് െസئിൽ 2
ഉൾെؚടുؗിب, അതിനാൽ എبായ്േؚാഴും നമു്ׯ എبായ്േؚാഴും കഴിയിെ്ؗب പറയാനാവിب 
യഥാർ،؋ിൽ ഈ ഗണ؋ിൽ െപ؂ തീئയും ഈ ഗണ؋ിൽ െപ؂തായിരിുׯം എ്ؗ പറയുക, കാരണം 
ഈ ര؇് െസുئകളും ഞാൻ ഉേؐശി׺ത് കാരണം ഈ െസ്ئ ൈമനസ് ൈപ ര؇് മുതൽ ؛സ് ൈപ ൈബ ah 
ടു വെരയുت െസ്ئ സീേറാ ടു ൈപ എؗ െസئിനുتിൽ അട׹ിയി؂ിب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ْപٍ٠ം ടി 
വിഭജിുؗുׯ  അവന്െറ ْപശ് നെ؋ ര؇് സാഹചരّ׹ളാׯി ഞ׹ൾ ആദّം രംഗം എടുؗുׯത് 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്, കാരണം പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ x 
വലുതാെണ׸ിൽ ടാൻ വിപരീത ْപവർ؋ന؋ിന്െറ ْഗാഫിൽ നി്ؗ നമു്ׯ അറിയാം, ടാൻ വിപരീത 
തീئ ടാൻ വിപരീത ന് തുലّമാെണ്ؗ അതിനാൽ തീئയാണ്  അതിനാൽ പൂജّം മുതൽ വെരയുت x pi 
ഗണ؋ിൽ െപടുؗു, അതിനാൽ പൂജّം തീئയ്്ׯ തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാകുേآാൾ ടാൻ x 
വിപരീത ന്െറ ഇടേവള 0 േല്ׯ െപടുؗു, അതിനാൽ ഇത് തുറؗ ഇടേവളയായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത്x 
തുറؗ ഇടേവളയിൽ നി്ؗ ൽ 2 െകാ؇് തുറുׯം. അേؚാൾ ഇേؚാൾ തീئ ഇതിൽ ഉൾെؚടാൻ pi- ah 
േപാകുؗതിനാൽ പൂജّം മുതൽ ൈപ വെര ര؇ും തീർ׺യായും അത് ആഹ് ഈ ْപേതّക െസ്ئ 
പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ യുെട ഒരു ഉപഗണമാണ്, ഇേؚാൾ ഇത് വിപരീത ْപവർ؋ന؋ിന്െറ േْശണി pi cos 
െസئാണ് , അതിനാൽ എേؚാൾ  എؗത്  തീئെയׯാൾ വലുതാണ് , േകാസ് ഇൻേവഴ് സിന്െറ േْശണി x 0
െസئാണ് , അതിനാൽ േകാസ് ഓഫ ്തീئ ഒരു ؛സ് സ് കٔയറിന്െറ ഒؗിലധികം സ് കٔയർ റൂ؂ിനും തീئ x 
േകാസ് ഇൻേവഴ് സിന്െറ േْശണി െസئിനും തുലّമായതിനാൽ അത് തീئെയ പിؓുടരുؗു.  ടാൻ 
വിപരീതം ഒരു ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ ഒؗിന് േമെലയുت വിപരീത؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, xw  x cos 
എؗാൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതായിരിുׯേآാൾ മാْതേമ ഇത് ശരിയാകൂ, കാരണം x x
പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാകുേآാൾ തീئ േകാസ് വിപരീത േْശണിയിൽ െപടുؗു , 
അതിനാൽ ഇതിൽ നി്ؗ ഒരു ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ േപാസിئീവ് സ് കٔയർ റൂ؂ിന് മുകളിൽ ഒؗിന്െറ  x 
േകാസ് വിപരീതമാണ് തീئ എ്ؗ നമു്ׯ ഉടനടി സൂചിؚിׯാം ൈമനസ് ൈപെയ ര؇ിൽ നി്ؗ 
പൂജّ؋ിേല്ׯ സ׽ീകരി׺ത് ഇതാണ്, കാരണം ഇത് വീ؇ും ടാൻ വിപരീത ْപവർ؋ന؋ിന്െറ 
ْഗാഫിൽ നിؗുتതാണ്, എؗാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ തീ0 ئ മുതൽ ൈപ വെര ഉൾെؚടുؗിെ്ؗب 
ഞ׹ൾ വّװമായി കാണുؗു,  അതിനാൽ ْപധാനമായും ഈ സാഹചരّ؋ിൽ തീئയുെട ഭാഗമب 
േകാസ് വിപരീത േْശണി , അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ നിഗമനം െചإാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ ഈ േകസിൽ 
ഈ ْപُാٝവന ശരിയാകിب, കാരണം െനഗئീവിന്െറ കാരّ؋ിൽ നി׹ളുെട തീئ േകാസ് വിപരീത x r 
േْശണിയിൽ ഉൾെؚടുؗിب , അതിനാൽ ഈ തീئ േകാസ് ഇൻേവഴ് സിന്െറ േْശണിയിൽ െപടുؗ w 
തര؋ിൽ ഈ തീئെയ മാئാൻ ْശമിׯണം, എؗാൽ ഇേؚാൾ നമുׯറിയാവുؗ േകാസ് ഇൻേവഴ് സിന്െറ 
േْശണിയിേല്ׯ തീئ ഉൾെؚടുؗ വിധ؋ിലാണ് ഇത് െചേإ؇ത്.  തീർ׺യായും വിപരീത േْശണിയുെട 
അവر പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിേലׯാണ്, അതിനാൽ നأൾ തീئ ആഹ് ൈപ െകാ؇് വർؑിؚി׺ാൽ
തീ؛ ئസ് ൈപ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ ആദّം നأൾ കാണുؗത് തീئ ഈ െസئിന്െറതാെണ׸ിൽ 
തീ؛ ئസ് ൈപ ഉൾെؚടും. ഈ െസ്ئ വّװമായും വിപരീത േْശണിയുെട ഒരു pi to 2 to pi , cos 
ഉപഗണമാണ് , അതിനാൽ തീئ േകാസ് വിപരീത േْശണിയിൽ ഉൾെؚ؂ിെ׸بിലും തീئ അെ׸بിലും തീئ 
 സ്؛ ئതീ ,്ئസ് ൈപ േകാസ് ഇൻേവഴ് സിന്െറ േْശണി െസ؛ ئം അതിനാൽ തീുׯസ് ൈപ ആയിരി؛
ൈപ, തീئയുെട ൈമനസ് േകാസിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ േകാസ് തീئ ഒരു ؛സ് സ് കٔയറിന്െറ x 
സ് കٔയർ റൂ؂ിന്െറ ഒؗിന് മുകളിലാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ؛സ് സ് കٔയർ x 
റൂ؂ിന്െറ ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ് ഇവിെട വീ؇ും ഇത് േപാസിئീവ് ആണ്  സ് കٔയർ റൂ؂് അതിനാൽ 
തീ؛ ئസ് ൈപയുെട േകാസ് ഒരു ؛സ് സ് കٔയറിന്െറ േപാസിئീവ് സ് കٔയർ റൂ؂ിന്െറ ൈമനസ് ഒؗിന് x 
തുലّമാണ് , തീ؛ ئസ് ൈപ േകാസ് ഇൻേവഴ് സ് േْശണിയിൽ െപടുؗതിനാൽ തീ؛ ئസ് ൈപ 
ൈമനസിന്െറ േകാസ് വിപരീത؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ ഉടൻ പറയാൻ കഴിയും. വൺ ؛സ് x 
സ് കٔയറിന്െറ േപാസിئീവ് സ് കٔയർ റൂ؂് ഒؗിന് മുകളിൽ , തീئ ൈമനസ് ൈപ ؛സ് േകാസ് വിപരീത 
ൈമനസ് ഒؗിന്െറ േപാസിئീവ് സ് കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാെണ്ؗ ഇവിെട നി്ؗ നിഗമനം െചإാം, 
അതിനാൽ ഈ ര؇് സാഹചരّ׹ളും ഇേؚാൾ സംْഗഹിׯാം , നമു്ׯ എؓാണ്  അവസാനമായി , ന്െറx 
ഏത് മൂലّ؋ിനും യഥാർ، മൂലّമുت ന്െറ ഏത് മൂലّ؋ിനും യഥാർ، മൂലّമുت ടാൻ വിപരീത x x
ഈ േഫാർമുലയാൽ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ന് തുലّമാകുേآാൾ വിപരീതം x 0 x, 
അ׹െന തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാകുേآാൾ  പൂജّ؋ിേല്ׯ പിെؗ ടാൻ വിപരീതം എؗത് x x 
ഒؗിന്െറ േപാസിئീവ് സ് കٔയർ റൂ؂ിന്െറ ഒؗിന്െറ വിപരീതമായ ന് തുലّമാണ്, എؗാൽ cos- x 
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െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ, ടാൻ വിപരീതം എؗത് ൈമനസ് ൈപയ് ്ׯ തുലّമാണ് ചതുരം  അതിനാൽ x e 
വിപരീതവും ടാൻ വിപരീതവും തأിലുت കൺേവർഷൻ േഫാർമുല ഉപേയാഗി׺ാണ് ഞ׹ൾ cos ah 

ഉപസംഹരി׺ത്, എؗിവയ്ׯിടയിൽ സമാനമായ തര؋ിലുت cot inverse, tan inverse 
േഫാർമുലകൾ ഉരു؋ിരി؁ുവരാം , ഉദാഹരണ؋ിന് ന്െറ നൽകിയാൽ നമു്ׯ x cot inverse 
അതിെന ആയി മാئാം.  ഇതുേപാലുت ടാൻ വിപരീത ഫംഗ് ഷൻ അടؗു׹ ഒരു പദْപേയാഗം ah ah 
തിരിു׺ം നമു്ׯ എെؓ׸ിലുെമാؗിന് വിപരീതമായി ടാൻ നൽകിയാൽ, അത് മേئെത׸ിലും 
മൂലّ؋ിന്െറ ക؂ിലിന് വിപരീതമായി എഴുതാം, അതുവഴി ഇവിെടയും സമാനമായ തര؋ിലുت 
പരിവർ؋ന സൂْതവാകّ׹ളും ആകാം ടാൻ വിപരീത؋ിനും േകാെസׯന്റ് വിപരീത؋ിനും 
ഇടയിലും ടാൻ വിപരീത؋ിനും െസׯന്റ് വിപരീത؋ിനും ഇടയിൽ ഉരു؋ിരി؁താണ് , അതിനാൽ 
നി׹ൾ്ׯ അറിയാവുؗ ൈസൻ വിപരീതമായ ؛സ് േഫാമുകളുെട ഏെത׸ിലും െപാതുവായ x 
പദْപേയാഗം കണׯാׯാൻ ഞ׹െള സഹായിുׯക എؗതാണ് ഈ സൂْതവാകّ׹ളുെട ْപാഥമിക 
ഉപേയാഗം അെ׸بിൽ ൈസനിന്െറ െസׯന്റ് വിപരീതം എ്ؗ പറയാം.  വിപരീതം ؛സ് േകാസ് y x 
വിപരീതം അതിനാൽ അതിനുت മാർ״ം ഞാൻ േനരെ؋ സൂചിؚി׺തുേപാെലയായിരിുׯം , നമു്ׯ y 
ൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് ؛സ് െസׯന്റ് േപാെലയുت ഒ്ؗ കണׯാׯണെമ׸ിൽ  വിപരീതം തുടർ്ؗ x y 
ഞ׹ൾ അടിرാനപരമായി പരിവർ؋ന സൂْതവാകّം ഉപേയാഗി്׺ ഇത് പരിവർ؋നം െചുؗുإ, 
ഞ׹ൾ ഈ വُٝു വിെന കുറ്׺ മൂലّ؋ിന്െറ ടാൻ വിപരീതമാׯി മാുؗുئ, കൂടാെത ടാൻ 
വിപരീത؋ിനും െസׯന്റ് വിപരീത؋ിനും ഇടയിലുت പരിവർ؋ന സൂْതവാകّം ഉപേയാഗി്׺ 
ഞ׹ൾ ഇതിെന മേئെത׸ിലും മൂലّ؋ിന്െറ വിപരീതമായി മാുؗുئ, തീർ׺യായും ഈ മൂലّം ഇവിെട 
ആയിരിുׯം. ന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ, അതുേപാെല ഇവിെട ഈ മൂലّം യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആണ് , x y 
തുടർ്ؗ നമു്ׯ ടാൻ ഇൻെവഴ് സ് ഒരു ؛സ് ടാൻ ഇൻേവഴ് സ് ബി ൈട്ؚ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ ഇത് 
മേئെത׸ിലും മൂലّ؋ിന്െറ ടാൻ വിപരീതമായി എഴുതാം, അതിനാൽ ഇത് അതിന്െറ 
ഗുണ׹െളുׯറിتു׺ ഞ׹ളുെട ചർ׺ പൂർ؋ിയാുؗുׯ .  വിപരീത ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകളും 
ഈ വّതُّ ٝവിപരീത ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന׹ളും തأിലുت ബؖവും അതിനാൽ ഈ 
ْപഭാഷണ؋ിന്െറ േശഷിؗുׯ ഭാഗ؋ിലും അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിലും ഞ׹ൾ നിരവധി ْപശ് ന׹ൾ 
ചർ׺ െചإാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഇതാ ആദّെ؋ ْപശ് നം അതിനാൽ ഇതിന്െറ മൂലّം 
കണׯാׯാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു.  എ٧്ْعപഷൻ 
അ׹െന ഏെത׸ിലുെമാരു േകാണിന്െറ േകാടാൻെജന്റ് ആണ്, ആ ആംഗിൾ 23 വّതُّ ٝമൂലّ׹ളുെട 
കّാ്׺ ഇൻേവٌ٧ിന്െറ ആെകു؋കയാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഇത് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഇവിെട 
പദْപേയാഗം നടു؋ക, ആദّം നമു്؛ 1 ׯസ് സേأഷന്െറ ക؂ിലിന് വിപരീതമായ ഒؗിന് ര؇് n k 
എؗതിന് തുലّമാണ് , അത് ഒؗിന്െറ ക؂ിലിന് വിപരീതമായി തുലّമാണ് വെരയുت വഴിയും അത് 1 n 
 ഇത് n ,بാؗുമئിെല ഈ കാരّം മെتിനുئׯാം, ْബാׯസ് 2 ഇര؂ിയായി ഇേؚാൾ കൂടുതൽ ലളിതമാ؛
തവണ ؛സ് ഒؗിൽ ര؇ിന് തുലّമായ ആദّെ؋ സٔാഭാവിക സംഖّകളുെട ആെകു؋കയാണ്, n n 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ഉ؇ായിരിׯണം ഒؗിന്െറ ؛സ് തവണ ؛സ് വ؉ിന്െറ ക؂ിലിന്െറ n n 
വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ് , ആഹ് നأൾ നിർവചിׯണെമ്ؗ കരുതുക, ക؂ിലിന്െറ വിപരീതം 
ഒؗിന്െറ ؛സ് തവണ ؛സ് വ؉ിന്െറ വിപരീതം തീئയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ പറയാം , അേؚാൾ n n 
ക؂ിലിന്െറ വിപരീത ْപവർ؋ന؋ിന്െറ പരിധിയിൽ നി്ؗ നമു്ׯ അറിയാം  തീ0 ئ മുതൽ pi 
വെരയുت ഓؚൺ ഇന്റർെവലിൽ ഉൾെؚടും , ഇത് ക؂ിലിന്െറ വിപരീത ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി െസئാണ്, 
തുടർ്ؗ ഫംഗ് ഷൻ ْപേയാഗിؗുׯതിന്െറ ര؇് അടയാള׹ളിലും ഫംഗ് ഷൻ cot ah cot ah 
ْപേയാഗിؗുׯത് ഈ തുലّതയുെട ഇരുവശ׹ളിലും നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ. തീئയുെട ക؂ിലിന് തുലّമായ 
വൺ ؛സ് ؛സ് വൺ , അതിനാൽ തീئയുെട ടാൻ ഒؗിന് മുകളിൽ ഒؗിന് തുലّമാണ്, ؛സ് n, n n 
വ؉ിേല്ׯ ഈ പദْപേയാഗം മെئാؗുമ؛ ,بസ് 1 ൈമനസ് 1 ൈമനസ് ؛സ് 1 ൈമനസ് ആയി n nn n 
ലളിതമാׯാം  1 ؛സ് ؛സ് 1 ആയി എؗതിേല്ׯ വരുؗതിനാൽ ഇവിെടയുت ഈ പദْപേയാഗം n n x 
ൈമനസ് സമം എؗതിന്െറ സൂْതവാകّം നെأ  ഓർأിؚിുؗുׯ  y tan x minus tan y tan y , 
അതിനു പകരം ആ പകരം വയ്ׯൽ ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ, അടിرാനപരമായി നമു്ׯ ഈ 
പദْപേയാഗം ഇവിെട ലഭിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ മുഴുവൻ കാരّവും ടാൻ തീئയും ടാൻ 
വിപരീതമായി ടാൻ ഇൻേവٌ؛ ٧്സ് 1 ൈമനസ് ടാൻ ഓഫ് ടാൻ വിപരീതമായി എഴുതാം. ടാൻ വിപരീതം n n
 സ് വൺ ൈടം ടാൻ ഓഫ് ടാൻ വിപരീതം അതിനാൽ ഇത് ടാൻ ൈമനസ് ടാൻ എؗ രൂപമാണ് , n, x y؛
ഇത് ഒരു ؛സ് ടാൻ ൈടംസ് ടാൻ െകാ؇് ഹരിുؗുׯ , പേײ ഇത് ടാൻ ഓഫ് അبാെത മെئാؗുമب, x y 
ഇവിെട ഇത് ഞ׹ളുെട ആണ് , ഇതാണ്  അതിനാൽ എؗത് ന്െറ വിപരീതമാണ്, കൂടാെത x y x n- y 
എؗത് ന്െറ വിപരീതമാണ് അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ടാൻ തീئയാണ്, അതിനാൽ ഇത് n-
ْപധാനമായും ഇവിെട ഈ പദْപേയാഗം ൈമനസ് യുെട ടാൻ അبാെത മെئാؗുമب, ഇവിെട എؗത്x y x 

 ിന് തുലّമാണ്, n n y؋ിന് തുലّമാണ്, ന്െറ വിപരീത വിപരീത؋സ് വ؉ിന്െറ ടാൻ വിപരീത؛
അതിനാൽ നമു്ׯ ടാൻ ലഭിുׯം  തീئ എؗത് ൈമനസ് യുെട ടാൻ   ആണ്  ؛സ് 1 എؗിവ x y n, n 
0-േനׯാൾ വലുതാണ് , അതിനാൽ ؛സ് 1 എؗിവ 0-േനׯാൾ വലുതായതിനാൽ, ടാൻ വിപരീതം n, n n 
 ണം , അതുേപാെല തെؗׯഇടേവളയിൽ ആയിരി تുׯിൽ നി്ؗ ൈപയിേല؋സ് വൺ പൂജّ؛

ന്െറ ടാൻ വിപരീതവും ആയിരിׯണം പൂജّം മുതൽ ൈപ വെരയുت ഇടേവളകളിൽ െപടുؗു, n-
അതിനാൽ ആഹ് അവയുെട വّതّാസം ടാൻ വിപരീതം ؛സ് വൺ ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതം ന്െറ n n 
ഇടേവള ൈമനസ് ൈപ ര؇് മുതൽ ؛സ് ൈപ ര؇് വെരയുت ഇടേവളയിൽ ആയിരിׯണെമ്ؗ 
വّװമാണ് , ഇത് ഒؗുമെ്ؗب ഓർأിുׯക  എؗാൽ ടിയുെട േْശണി െസ്ئ ഒരു വിപരീത ഫംഗ് ഷൻ 
ഇവിെട ْപധാനമായും ഉتത്, ഞ׹ൾ ആഹ് ആരംഭി׺േؚാൾ നി׹ൾ ഓർുؗുׯെ؇׸ിൽ , തീ0 ئ 
മുതൽ ൈപ വെരയാകുെമ്ؗ ഞ׹ൾ ആദّം കരുതിയിരുؗു, കാരണം ഇതാണ് ക؂ിലിന്െറ വിപരീത 
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േْശണി. ടാൻ തീئ േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ കൂടുതൽ അറിയുؗു , അതിനാൽ തീئയുെട 
ഇടേവള പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിേല്ׯ വരണം എؗ വُٝു തയ് െׯാؚം ഈ വُٝു ത േചർുׯേآാൾ 
നമു്ׯ പറയാൻ കഴിയുؗത് തീئ അതിനാൽ 0 മുതൽ വെര 2 വെരയുت ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚടണം pi 
എؗതാണ്. ടാൻ തീئ േപാസിئീവ് മൂലّമാണ് , കൂടാെത തീ0 ئ മുതൽ ൈപ വെരയുتതായിരിׯണം, 
അതിനാൽ ടാൻ ഫംഗ്ഷന്െറ ْഗാഫ് േനാׯിയാൽ ഇത് മുൻ ْപഭാഷണ׹ളിെലാؗിൽ നിؗാണ് , 
അതിനാൽ ഇതാണ് മൂലّെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു. ടാൻ ലംബ അ؋ײിലും തിരحീന x x 
അ؋ײിലുമാണ്, അതിനാൽ നീല െകാ؇് അടയാളെؚടു؋ിയിരിؗുׯ വْകം ടാൻ ഫംഗ് ഷനുت x 
വْകമാണ്, അതിനാൽ മുതൽ വെര 2 ന് ഇടയിലായിരിുׯേآാൾ നമു്ׯ ഇവിെട കാണാൻ x 0 pi 
കഴിയും.  േപാസിئീവ് ആണ് എؗാൽ തأിൽ  ഉം ഉം ഈ മൂലّമാണ് ഇവിെട x en pi by 2 pi 
വْക؋ിന്െറ ഈ ഭാഗം ഇത് െനഗئീവ് ആണ് , തീئ ഇവിെട നി്ؗ ഇേ׹ാ؂് മാْതേമ ഈ ഇടേവളയിൽ 
ഉൾെؚടുകയുൂتെവ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, ടാൻ ടാൻ തീئ േവണം എ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം. 
േപാസിئീവായിരിുׯക, അതിനാൽ തീئ ഈ ഇടേവള പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിൽ നി്ؗ ര؇ിൽ 
ഉൾെؚടണെമ്ؗ വّװമാണ്, അതിനാൽ തീئ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിൽ നി്ؗ ര؇ിൽ 
ഉൾെؚടണെമ്ؗ നമുׯറിയാം , അതിനാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഈ സമവാകّ؋ിൽ ْശؑ േകْؕീകരിׯാം, 
അതിനാൽ തീئ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിേലتുׯതായിരിׯണം.  ര؇് , കൂടാെത ഈ വّതّാസം ah 
ആംഗിൾ ഇവിെട ഞ׹ൾ കാണിു׺തؗത് ഈ ആംഗിളും ൈമനസ് ൈപ ൈബ ടു ടു ؛സ് ൈപ ൈബ ടു 
ൈബ ടു ആണ്, എؗാൽ നأൾ ടാൻ വിപരീത ഫംഗ്ഷന്െറ ْഗാഫ് ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇതാണ് ടാൻ 
വിപരീത ഫംഗ്ഷന്െറ ْഗാഫ്. അതിനാൽ നമു്ׯ തിരحീന അ؋ײിൽ ഉം ലംബ അ؋ײിൽ ടാൻ x 
വിപരീത ഉം ഉتതിനാൽ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ വّװമായി കാണാൻ കഴിയും , ടാൻ വിപരീത ْപവർ؋നം x 
ഏകതാനമായി വർؑിؗുׯ ഒരു ഫംഗ്ഷനാണ്, അത് ചുവ്ؚ നിറ؋ിൽ േ؛ാ؂് െചയ് തിരിുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഇത് ഏകതാനമായി വർؑിؗുׯ ْപവർ؋നമാണ്. ؛സ് 1 േനׯാൾ വലുതാണ്, അത് en n- n 
-മായി nװെമ്ؗ വّുׯാൾ വലുതായിരിׯ؋സ് വ؉ിന്െറ ടാൻ വിപരീതം ന്െറ ടാൻ വിപരീതേ؛
പിؓുടരുؗു , അതിനാൽ നുأെട മുൻ സമവാകّ؋ിെല ഈ വُٝു ത ഉപേയാഗി്׺  നമു്ׯ ഈ അളവ് 
ഇവിെട ഉെ؇്ؗ പറയാം.  അതിനാൽ ഇവിെട ഈ അളവ് 0-ന് തുലّമാണ്, കൂടാെത വാُവٝ؋ിൽ ഇത് 
0-േനׯാൾ കൂടുതലായിരിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, കാരണം ؛സ് 1 ഉം ഉം ഒരിׯലും n n 
ഒരുേപാെലയാകാൻ കഴിയിب , കൂടാെത ഈ മുഴുവൻ മൂലّവും ഈ ഗണ؋ിൽ െപ؂തായിരിׯണെമ്ؗ 
ഞ׹ൾ കാണിു׺തؗു. അതിനാൽ, ഈ വُٝു ത ഈ മൂലّം ഈ െസئിന്േറതാണ് എؗ ah, 
വُٝു തയുമായി സംേയാജിؚി്׺, മൂലّം ടാൻ വിപരീതം ؛സ് വൺ ൈമനസ് ടാൻ വിപരീത മൂലّം n n 
പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിൽ നി്ؗ ര؇ിൽ നിؗുت ഇടേവളയിൽ ആയിരിׯണെമؗും നമു്ׯ പറയാൻ
കഴിയും, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമുتുׯത് ഇതാണ്  ഓ , ടാൻ തീئ തുലّമായ ടാൻ ഓഫ് ആഹ് ടാൻ 
ഇൻേവഴ് സ് ؛സ് വൺ ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതം എؗതിന് തുലّമായ ഒരു സാഹചരّം നമുുׯ؇് n n 
ടാൻ വിപരീതം എؗതും ഒേര ഇടേവളയിെല അേത ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപ ൈബn 
ര؇ിൽ ഉൾെؚടണം, തീئയുെട ടാൻ, ഈ ആംഗിളിന്െറ ടാൻ എؗീ ഈ ര؇് മൂലّ׹ളും ഇേؚാൾ 
സമാനമാണ്, കാരണം ഞ׹ൾ ടാൻ ഫംഗ് ഷനായി വീ؇ും വْക؋ിേല്ׯ മടുؗു׹െവ്ؗ നമുׯറിയാം.
 നമു്ׯ കാണാനാകുؗതുേപാെല, പൂജّം മുതൽ ൈപ വെരയുت ഇടേവളയിൽ ടാൻ ഫംഗ് ഷൻ ഒരു 
ഏകതാനമായ ഫംഗ് ഷനാെണ്ؗ അറിയുക, ഇത് ഏകതാനമായി വർؑിؗുׯ ْപവർ؋നമാണ് , 
അതിനാൽ ഇത് തീئയാെണ׸ിൽ, ഇവിെടയുت ഈ മൂലّം ടാൻ ആയതിനാൽ തീئയുെട ടാൻ ആെണ്ؗ 
പറയാം. പൂജّം മുതൽ ൈപ വെരയുت ഇടേവളയിൽ ഏകതാനമായി ഫംഗ് ഷൻ വർؑിؚിؗുׯത് , ടാൻ 
തീئ ഈ േകാണിന്െറ ടാനിന് തുലّമാെണ׸ിൽ, തീئ തെؗ ന്െറ ടാൻ വിപരീത؋ിന് n 
തുലّമാെണ׸ിൽ മാْതേമ സാധّമാകൂ, കൂടാെത ഒ്ؗ ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതം n 
അ׹െന  ഇതാണ് സതّമായിരിׯണം , അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതുവെര കാണി׺ത് , ഒരു ؛സ് ന്െറ n 
വിപരീതം ؛സ് വൺ ആണ്, യഥാർ،؋ിൽ ന്െറ ؛സ് 1 ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതം ന്െറ ടാൻ n n n n 
വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ മുേؗാ؂് േപാകുേآാൾ ഞ׹ൾ ക؇ു  ഈ ബാഹّ t 
സംْഗഹ؋ിന്െറ നിബؖനകളിൽ ഒ്ؗ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ലളിതമാׯിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ 
ഈ പദ׹െളبാം ഈ പദْപേയാഗം ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ സംْഗഹം ന്െറ n 
സംْഗഹമായി മാറും, ഒؗിൽ നി്ؗ ഇരുപ؋ിമൂ്ؗ ക؂ിലിന് വിപരീതമായി ഒ്ؗ ؛സ് സേأഷൻ k 
ഒؗിന് തുലّമാണ്  എؗത് സംْഗഹ؋ിന് തുലّമാണ് എؗത് ഇേؚാൾ ഒ്ؗ മുതൽ n to two n two k n 
ഇരുപ؋ി മൂ്ؗ വെര തുലّമാണ്  ഒؗിന് തുലّമാണ് ആദّ പദം ടാൻ വിപരീതം ര؇് ൈമനസ് ടാൻ n 
വിപരീതം ഒ്ؗ ര؇ാമെ؋ പദം ടാൻ വിപരീതം മൂ്ؗ ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതം ര؇ാണ് , അതുേപാെല 
അവസാന പദം 23 ന്െറ ഇരുപ؋ിനാല് ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതമായി ടാൻ ആയിരിുׯം, പേײ നأൾ 
എؓാണ് ഇവിെട കാണാൻ േപാകുؗത്, ധാരാളം റؐാׯലുകൾ ഉ؇ാകാൻ േപാകുؗു, ഉദാഹരണ؋ിന് 
ടാൻ വിപരീതം 2 ഇവിെട റؐാׯെؚടും, അതുേപാെല തെؗ ടാൻ വിപരീതം 3 ആഹ് ഉപേയാഗി്׺ 
റؐാׯെؚടും, കാരണം ഇവിെട മുآെ؋ പദം ദി ടٔീ ആണ്  സേأഷനിെല ടാൻ nty second term 
വിപരീതം ഇരുപ؋ി ര؇ിന്െറ ഇരുപ؋ിമൂ്ؗ ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ ടാൻ
ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതം ഇവിെട റؐാׯെؚടും , തുടർ്ؗ അേത േപാെല ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതം ah 
ഇരുപ؋ിര؇ിൽ ടാൻ വിപരീതം ഇരുപ؋ിര؇് െകാ؇് റؐാׯെؚടും ഇരുപ؋ിെയാؗാം േടം 
അ׹െന തെؗ, മൂؗാം േടമിെല ടാൻ വിപരീത മൂؗിൽ നി്ؗ ഇതും റؐാׯെؚടും, അതിനാൽ 
ആതّؓികമായി അവേശഷിؗുׯത് ഒؗിന്െറ ഇരുപ؋ിനാല് ൈമനസ് ടാൻ വിപരീത؋ിന്െറ ടാൻ 
വിപരീതമാണ്, കൂടാെത 24 ന്െറ ആഹ് ടാൻ വിപരീതമായി കണׯാുׯക അവസാനം, നأൾ ഇതുവെര 
എؓാണ് െചᅃٝെത്ؗ അടിرാനപരമായി കണׯാേׯ؇തു؇് , ഒ്ؗ മുതൽ ഇരുപ؋ിമൂ്ؗ 
ക؂ിലുകൾ്ׯ തുലّമായ ഒരു ക؂ിലിന് തുലّമായ ഒരു സേأഷൻ വിപരീതമായി ഞ׹ൾ k 
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കാണി׺ിരിുؗുׯ, ര؇് െകയുെട ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് വെര തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് n 
കാണിു׺. േകാർഡ് ഫംഗ് ഷന്െറ ആർഗّുെമന്റിൽ ഉت കാരّം , അത്  ന്െറ ഇരുപ؋ിനാല് ൈമനസ് 1
ടാൻ വിപരീത؋ിന്െറ ടാൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിു׺. അതിനാൽ ഇേؚാൾ 
നأൾ ഇത് കൂടുതൽ ലളിതമാേׯ؇തു؇്, കാരണം ആശയം ഈ മുഴുവൻ കാരّവും sh 
യഥാർ،؋ിൽ എؓിന്െറെയ׸ിലും വിപരീതമായി ْപകടിؚിؗുׯതായിരിുׯം, അതിലൂെട നമു്ׯ 
േകാ؂് ഓഫ് ടാൻ വിപരീതമായി എെؓ׸ിലും ഉ؇ാകും , തുടർ്ؗ ക؂ിലിനും ടണിനും ഇടയിലുت ഈ 
പരിവർ؋ന സൂْതവാകّം ഞ׹ൾ ഇതിനകം ക؇ു, അതിനാൽ ഈ കാരّ؋ിന് ഞ׹ൾ നി׹െള 
സഹായിുׯം.  ഇ്ؗ ഈ ױാشിന്െറ തുട؋ׯിൽ ഓർുׯക , േനരെ؋ ലഭി׺ ചില ഫല׹ൾ ഞ׹ൾ 
യഥാർ،؋ിൽ പുനരവേലാകനം െചؗുإതായി ക؇ു, അതിൻെറ ഫല׹ളിെലാؗാണ് ഇവിെട ഈ 
പദْപേയാഗം , ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീതം എؗത് ഒരു ൈമനസ് യിൽ ؛സ് യുെട x y xy x y 
ടാൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ്. ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിൽ, നുأെട കാരّ؋ിൽ സംഭവിؗുׯത് , xy 
ഒؗിന്െറ ഇരുപ؋ിനാല് ൈമനസ് ടാൻ വിപരീത؋ിന്െറ ടാൻ വിപരീതം നമു്ׯ കണׯാേׯ؇തു؇്,
അത് ഇേؚാൾ െചإാൻ കഴിയും, കാരണം ടാൻ വിപരീതം ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ്ഷൻ ആയതിനാൽ 
എനി്ׯ ഒؗിന്െറ ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ആയി എഴുതാം ൈമനസ് ഒؗിന്െറ ടാൻ വിപരീതം, 
കാരണം ടാൻ വിപരീതം ഒരു വിചിْതമായ ْപവർ؋നമാണ്, കാരണം ഞാൻ പറയാൻ ഉേؐശിؗുׯത് , 
ൈമനസ് ന്െറ ഏത് ടാൻ വിപരീത؋ിനും ന്െറ ടാൻ വിപരീതമായ ൈമനസിന് തുലّമാണ് , x x x 
ഞ׹ൾ ഈ ഐഡന്റിئി മുآേ؋തിൽ കാണി׺ി؂ു؇് അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഈ പദം ൈമനസ് 1 ന്െറ 24 
 ഈ ׯിന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ അവസാനം നമു്؋ിന്െറ ടാൻ വിപരീത؋സ് ടാൻ വിപരീത؛
പദْപേയാഗം ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീതം എؗ രൂപ؋ിൽ ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് ആണ്, x y x 
ഇത് ആണ് , തുടർ്ؗ ഇവിെട നأൾ അത് കാണുؗു  േല്ׯ എؗത് ൈമനസ് ഇരുപ؋ിനാലും y x- y 
ൈമനസ് ഇരുപ؋ിനാലും ആണ്, അതിനാൽ ഈ എبാ േകസുകളിൽ നിؗും നുأെട ൈകയിലുت 
േകസ് ൈമനസ് 24-ന് തുലّമാണ്, അത് ഒؗിൽ താെഴയാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ േകസ് ഇവിെട 
ഉപേയാഗിേׯ؇തു؇് , അതിനാൽ ഈ പദْപേയാഗം തുലّമായിരിുׯം ؛സ് യുെട വിപരീതം ടാൻ x y 
െചإാൻ, ؛സ് എؗത് ൈമനസ് 1 ആണ്, 1 ൈമനസ് െകാ؇് ആയി ഹരി׺ാൽ ഇരുപ؋ിനാല് x y x y x 
ആണ് , എؗത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯ അവസാന ഉ؋രം ഇതാണ് y 
ഇരുപ؋ി അ؀ിന് മുകളിൽ ഇരുപ؋ിമൂؗിന്െറ വിപരീതം അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമുتുׯത്, ഇത് 
ഇരുപ؋ിയ؀ിൽ നി്ؗ ഇരുപ؋ിമൂؗിന് വിപരീതമായ ടാൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ 
ഇത് മുഴുവൻ ഇരുപ؋ിമൂ്ؗ ഇരുപ؋ിയ؀ിന്െറ ക؂ിലിന്െറ ക؂ിലിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ 
അവസാന ഉ؋രം 23 ഓവറിന്െറ േകാ؂് ഓഫ് ടാൻ വിപരീതമായിരിുׯം 25 ഇതും കൂടുതൽ 
ലളിതമാׯാം  എؗതിനാൽ 23 ന്െറ 25 ന്െറ ടാൻ വിപരീതം തീئ ആെണ്ؗ പറയെ؂, അേؚാൾ 23 er by 
25 തീئയുെട ടാനിന് തുലّമാെണ്ؗ ഇത് പിؓുടരുؗു, കാരണം ഈ തുലّതയുെട ഇരുവശു؋ം ടാൻ 
ഫംഗ്ഷൻ ْപേയാഗിׯാൻ നമു്ׯ കഴിയും .  ഈ സമവാകّം തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഈ കാരّം ലഭിുؗുׯ, 
എؗാൽ ഇവിെട നി്ؗ അത് പിؓുടരുؗത് തീئയുെട ക؂ിൽ ഒരു ഓവർ ടാൻ തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, അത് 
ഇരുപ؋ിയ؀് ഇരുപ؋ിമൂؗിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ഇത് തീئയുെട ക؂ിലبാെത മെئാؗുമب, കാരണം
തീئ വിപരീത ഇരുപ؋ിമൂ്ؗ ഇരുപ؀؋ാണ്  ഇേؚാൾ നأൾ ഇേؚാൾ ക؇ു, ഇത് ഇരുപ؋ിമൂؗിനു 
മുകളിൽ ഇരുപ؋ിയ؀ിനു തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ വലിയ സേأഷന്െറ േകാടതി 
ഇരുപ؋ിയ؀ിൽ നി്ؗ ഇരുപ؋ി മൂؗിന് തുലّമാണ് എؗതിന്െറ അവസാന ഉ؋രം ഇതാണ്. ഇവിെട 
നأൾ ന്െറ മൂലّം കെ؇േ؋؇തു؇്, അതായത് ന്െറ േമാഡ് ര؇ിന്െറ പൂജّ؋ിനും x x 
വർ״മൂല؋ിനും ഇടയിലാെണؗും ഈ ْതിേകാണമിതി സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുു؋കയും x 
െചുؗുإ, അതിനാൽ മുേؗാ؂് േപാകുؗതിന് മു്آ ര؇് അനؓമായ േْശണികൾ ഉെ؇്ؗ നമു്ׯ 
കാണാം. നമു്ׯ അവ ലളിതമാേׯ؇തു؇്, തുടർ്ؗ നമു്ׯ കൂടുതൽ മുേؗാ؂് േപാകാം, അതിനാൽ o 
ൈസൻ വിപരീത؋ിനുتിെല ആദّ േْശണി എടുׯാം, അതിനാൽ ആദّ േْശണി ൈമനസ് ah x x 
ചതുര؋ിന് മുകളിൽ ര؇് ؛സ് കّൂബ് നാല് ൈമനസിൽ കൂടുതലാണ് അതിനാൽ മിׯവാറും x 
ൈമനസ് ആണ്  നാലിനു മുകളിൽ എ؛ ؂്സ് എؗി׹െന നമു്ׯ പുറتു؋ െപാതു ഘടകമായി x x 
എടുׯാം , തുടർ്ؗ നമു്1 ׯ ൈമനസ് ؛സ് ചതുരം 4 ൈമനസ് കّൂബ് എ؂ിന് മുകളിൽ x 2 x x 
എؗി׹െന എഴുതാം. ഓവർ 2 ؛സ് ൈമനസ് ഓവർ 2 േഹാൾ സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് ഓവർ ടു x x x 
കّൂബ് 
അ׹െന 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഉടൻ തെؗ നമു്ׯ ഒരു ജّാമിതീയ ആഹ് സീരീസ് ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു , 
എؗാൽ ഈ സീരീസ് ഒു؋േചരുേമാ ഇبേയാ എ്ؗ നأൾ കെ؇േ؋؇തു؇്. അതിനാൽ , 
േചാദّ؋ിെല ْപُാٝവനയിേല്ׯ മടു׹കയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് ന്െറ േമാഡ് x 
ര؇ിന്െറ വർ״മൂലേׯ؋ാൾ കുറവാെണؗും അതിനാൽ ന്െറ േമാഡ് ര؇ിന്െറ x 
വർ״മൂലേׯ؋ാൾ കുറവാെണ׸ിൽ ന്െറ േമാഡ് ആയിരിׯണം എ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ ര؇ിൽ x 
കുറവ്, അത് ന്െറ േമാഡ് ഓവർ ടു എ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ  ഒؗിൽ കുറവ് , അതിനർ،ം ൈമനസ് x-

ന്െറ േമാഡ് ഒؗിൽ കുറവാെണؗും അതിനാൽ ഈ പദവും അടു؋ പദവും തأിലുت x-
അനുപാതവും ഈ പദവും അതിന്െറ അടു؋ പദവും തأിലുت അനുപാതം ൈമനസ് ര؇ിന് x 
മുകളിലാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു. ൈമനസ് ഓവർ ടു ടു എؗതിന് ഒരു സൂآർ؉ മൂലّമുെ؇്ؗ x 
ഇവിെട നി്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി അവിെട നി്ؗ ഈ േْശണി ഒു؋േചരാൻ 
േപാകുകയാെണؗും അത് മൂലّ؋ിേല്ׯ ഒു؋േചരുെമؗും നമു്ׯ നിഗമനം െചإാം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ഇതിനകം തെؗ ഈ ഉ؇്  ഇവിെട തുടർ്ؗ പരآര 1-ൽ 1 ൈമനസ് ൈമനസ് ൽ 2-േല്ׯ x x-
കൂടിേ׺രാൻ േപാകുؗു , അതായത് ന് ഒؗിൽ ൽ ഓവർ ര؇്, അതിനാൽ ഈ അനؓമായ േْശണി x- x- x-
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ന് ന് ന് ന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അടു؋തായി ഞ׹ൾ മെئാ്ؗ എടുുׯം. േകാസ് x- x- x- x-
ഇൻേവٌ٧് ഫംഗ്ഷന്െറ ആർഗّുെമന്റിനുتിലുت സീരീസ്, അതിനാൽ േകാസ് ഇൻേവٌ٧് ഫംഗ്ഷന്െറ 
ആർഗّുെമന്റ് ആയ ഈ മെئാരു സീകٔൻസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് േഫാർ ഓവർ ടു ടു ؛സ് ആറ് x x x 
ഓവർ േഫാർ േഫാർ ആണ്. എبാവർുׯം െപാതുവായുتതാണ്  അവൻ പദ׹ൾ 1 ൈമനസ് x 
ചതുര؋ിന് മുകളിൽ 2 ؛സ് ന് 4 ന് തുലّമാണ്, അത് ചതുരം തവണ ഒؗിന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ x 4 x 
 ിന് മുകളിലും x x؋ർ؉ ചതുരൂآസ് ൈമനസ് ചതുരം ര؇ിന് മുകളിൽ ൈമനസ് ചതുരം ര؇് സ؛
അ׹െന 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ േപാലും ഞ׹ൾ വീ؇ും മെئാരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതി 
ഉെ؇്ؗ കാണുക , പേײ ഈ അനؓമായ േْശണിയും കൂടിേ׺രുേമാ ഇبേയാ എ്ؗ നമു്ׯ ഇനിയും 
കെ؇േ؋؇തു؇്, ഇേؚാൾ ന്െറ േമാഡ് ര؇ിന്െറ വർ״മൂലേׯ؋ാൾ കുറവാെണ്ؗ നമു്ׯ x 
നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ അത് സൂചിؚിؗുׯത് ആണ്  ചതുരം ര؇ിൽ കുറവാണ് , അതിനാൽ x 

ചതുര؋ിന് മുകളിൽ ഒؗിൽ കുറവാണ് , ഇത് അടിرാനപരമായി സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് x x 
ചതുര؋ിന്െറ െമാഡّൂളുകൾ ര؇ിന് മുകളിലുتതിനാൽ ൈമനസ് ചതുരം ര؇് ആണ്. ജّാമിതീയ x 
േْശണിയും ഇവിെട നി്ؗ ഈ അനുപാത؋ിന്െറ േകവല മൂലّം ഒؗിൽ കുറവാെണؗും അതിനാൽ ഈ 
ْകമം േപാലും ഒു؋േചരുെമؗും അതിനാൽ ഈ മുഴുവൻ പദْപേയാഗവും ചതുരْശ മട്׹ x 
മൂലّ؋ിേല്ׯ ഒു؋േചരുെമؗും ഞ׹ൾׯറിയാം. ഒؗിന് മീെത ൈമനസ് ൈമനസ് ചതുരം ര؇ിന് x 
മുകളിൽ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, ഒؗിന് ഒؗിന് ര؇ിന് മീെത ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, x x x x 
അതിനാൽ നമു്ׯ അത് ഒരു കുറി്ؚ എടുׯാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ കാണി׺ത് േകാസ് വിപരീത 
വാദ؋ിലും ഈ മെئാരു ْകമം കൂടിയാെണ്ؗ ഫംഗ് ഷൻ ഒؗിന് േമൽ ചതുര؋ിൽ ചതുര؋ിേല്ׯx x 
കൂടിേ׺രുؗു, അതായത് ന്െറ േമാഡ് ര؇ിന്െറ വർ״മൂലേׯ؋ാൾ കുറവും ന്െറ ന്െറ x x x 
വിപരീതവും ന് ഒؗിൽ ര؇് ؛സ് വിപരീതമായി ചതുര؋ിന്െറ വിപരീതവും ആയ ന്െറ x x cos x x 
മൂലّ׹ൾ കെ؇േ؋؇തു؇്. ഒ്ؗ ؛സ് ചതുരം ര؇് െകാ؇് ൈപ്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ x 
സംഗതിെയ ആൽഫ െകാ؇് സൂചിؚിׯാം, ബീئയുെട േകാസ് ഇൻേവٌ٧് ഫംഗ്ഷന്െറ ആർഗّുെമന്റ് 
ആയ മേئ ആഹ് പദം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഉتത് ൈസൻ ഇൻേവٌ٧് ആൽഫയും േകാസ് വിപരീത 
ബീئയുമാണ്  ൈപ ര؇് െകാ؇് ആണ്, അത് ൈസൻ ഇൻേവٌ٧് ആൽഫ ൈപ 2 ൈമനസ് േകാസ് ഇൻേവٌ٧് 
ബീئയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ് , ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ ഇരുവശു؋ം ൈസൻ 
ഫംഗ്ഷൻ ْപേയാഗിׯാം, അതിനാൽ ൈസൻ ഇടതുവശ്؋ ْപേയാഗിുׯേآാൾ നമു്ׯ ൈസൻ ലഭിുׯം 
ൈസൻ വിപരീത ആൽഫയുെട  വലതുവശتു؋ ആൽഫയ്്ׯ തുലّമാണ്, നമു്2 ׯ ൈമനസ് േകാസ് 
വിപരീത ബീئയുെട ൈസൻ ഓഫ് ൈപ ലഭിുؗുׯ, എؗാൽ ഏത് ആംഗിൾ തീئ ൈസൻ ൈപ ൈബ 2 
ൈമനസ് തീئയ്ുׯം േകാസ് ഓഫ് തീئയ്്ׯ തുലّമാെണؗും അതിനാൽ ഈ വലതുഭാഗം േകാസിന് 
തുലّമാെണؗും നമുׯറിയാം. വിപരീത ബീئയുെട ബീئയ്്ׯ തീർ׺യായും തുലّമാണ് , cos 
അതിനാൽ ഈ സമവാകّം തൃلിٝെؚടു؋ണെമ׸ിൽ ഇത് ഇതിന് തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ x 
നമു്ׯ ഒടുവിൽ ലഭിؗുׯത് സമവാകّം ന് ഒؗിൽ ര؇ും ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് എؗതാണ്  x x x x 
ഇേؚാൾ ഒ്ؗ ؛സ് ചതുരം ര؇ിൽ കൂടുതലായതിനാൽ ന്െറ േമാഡ് ര؇ിന്െറ സ്കٔയർ x x ah 
റൂ؂ിേനׯാൾ കുറവായതിനാൽ ഈ ര؇് ഡിേനാമിേനئറുകളും ഒരിׯലും പൂജّമായിരിׯിب , 
അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ഒؗിേല്ׯ ചതുര؋ിന് മുകളിൽ ؛സിന് x x x 1 
തുലّമാണ് ന് മുകളിൽ 2 , തുടർ്ؗ അൽജിْബിׯ ലാളിതّം ഉപേയാഗി്׺ നമു്؛ ׯസ് കّൂബ് 2-ന് x- x x 
മുകളിൽ ചതുരവും കّൂബും 2-ന് മുകളിൽ ലഭിുׯം, തീർ׺യായും കّൂബ് 2- ന് മുകളിൽ x x x 
ഇടതുവശു؋ം വലതുവശു؋ം ഉ؇് , അതിനാൽ അവസാനം നأൾ എؓാണ് െചؗുإത്  േനടുക 
എؗത് ആണ് ൈമനസ് 1-േല്0 ׯ തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഒؗുകിൽ 0 ആകാം അെ׸بിൽ 1 x x x 
ആകാം, എؗാൽ നأൾ േചാദّ؋ിേല്ׯ മടു׹കയാെണ׸ിൽ , ന്െറ േമാഡ് പൂജّേׯ؋ാൾ x 
വലുതായിരിׯണം എؗും അത് ര؇ിന്െറ വർ״മൂലേׯ؋ാൾ കർശനമായി കുറവായിരിׯണെമؗും 
ْപُാٝവിു׺. ഇത് പൂജّേׯ؋ാൾ കർശനമായി കൂടുതലായിരിׯണം എؗതിനാൽ, പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായ വّװമായും ഒരു ْപാേയാഗിക പരിഹാരമب , അതിനാൽ സാധّമായ ഒേരെയാരു പരിഹാരം x 
1 ന് തുലّമാണ്, കാരണം എؗത് 1 ന് തുലّമായ ന്െറ േമാഡുലസ് റൂ؂് 2 േനׯാൾ കുറവാണ് .  ഈ x x x 
സമവാകّം 1 ന് തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ ഈ േചാദّ؋ിനുت അؓിമ ഉ؋രം റൂ؂് ര؇ിേനׯാൾ 
കുറവുت േമാഡുലസുت ന്െറ ഒേരെയാരു മൂലّമാണ് , കൂടാെത ഈ സമവാകّെ؋ x 
തൃلിٝെؚടുؗു؋ത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ അؓിമ ഉ؋രം തുലّമാണ്. അടു؋ x x 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ഈ ْപഭാഷണം അവസാനിؚിുׯം, കൂടുതൽ രസകരമായ ْപٍ׹٠ൾ ഞ׹ൾ 
പരിഗണിുׯം നؕി Pru
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