
  గత ఉపߕङ సంࡹ࢑ ࡹమ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల߯ ࠮డవ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం, ఈ ఉపߕङ సంߖڜ ࡹऒ  మࡹ࢑ 
ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల మధङ ऒߖڜ  ࡍڷ  फంࡱߩ మ࠾ࡍ సంబం߄ల࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߘ మ࠾ࡍ ఈ ఉపߕङ సంࡹ 
ऒߖ޵ ݞږ फࣃڵࣃనڜ  ࠭ మ࠾ࡍ ఆࢡజనక ࡍߪ ߖߖ޳ फ ࣃۯफ ࠭ మ࠾ࡍ త޶పࡍ ఉపߕङ  ࠭࠲  ࠭࠲ ࡹలࣃ
ఇకए డ ߖڜऒ సమసङ ޶ం࠭ ړߖݞంచࠚరంߦందడం ऴ߰ ߘల߄తफ సంబంڜ  లߘ 
ऒߕޔࠓڝࣆޓ ం అ޴ߝ ఈ ఉపߕङ సం అంతܼ మనం ఎࡗ޶ए రణ సమసङ߄ࣃ ࡃࠓ  మ࠾ࡍ 
ంۨన సమసङ߅సంబం ڕల ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ లߘ పࡍషए సమసङ ࡹంచడంࡍ లߘ పࡍషए ओߩటۯంࡍ  ݡ
ఉండవ۪ऐ ݞږ ఇకए ڕహరణ޳బܽद ఉڒ  డ మనం ߩۮओ ऒߕࣆ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ం޳ంڕ  మధङ  x 
एڝߘక ߘవࡱ࢑ మߖ అࡏڴݟ, అం݄ ࣒ڒ ఇనछ ࡛झ కएࡅ  ठࡌࠪ ఈ ߕࡕబܽद ఎవڒ సࠪనం ړߖڴస ߤ࣌  ऒߖ  x 
ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ ߤ࣌ లڶऴݟ  సగం ࡔస ߕࡕబܽद ఎవڒ  , అ޴  కం݄ ఎڕए వ ఆ߯30 6

cos inverse x .ݟయంۯ సమం ړ6 ޜ ߖ pi
झڡࣄ ߖ ߖ ࡏࠬ బܽदڒ  ऴ࢐యవ۪ऐ ޜ   , ఆ߯ ఇకए డ ࡓంڕࣆޓ ࡮ߩ࢙ ݡం݄ ࠬࡏ cos inverse x pi cos 
߰ంࡏޑ޶  ఈకछ झڡࣄ  ࠆఆ  ࡽ ఈకछ ړ  झڡࣄ  ࠆఆ  ࡽ   అం݄ ऴޓ ఓవ࡛  ݀ ࣋ए छ ఈకछ ړ ݋ࡐ ࡛  x ޴ఉంܿం ڴ ࡽ
సమసङ  ఏࠫటం݄, ݡ࠮ ఓవ࡛ ݀ ࡛ ల ࣋ए छ ऒߕࣆ ݟంߘ ߤన࣒ వ࠳ , ݋ࡐ ࡛  బܽदڒ ޶ڒ ޴ంۨన߅సంబం ړ
అ࡮ంܽ సందరग ంࡹ మనం ఏࠫ ࡯࠻ۯ ఇకए డ ऴగࣕంచవలࣄం޴ ఏࠫటం݄ , ࠳న࣒ ఒకܽ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  x 
మధङ  ఉం݄ , ࡹ࢑ ࣒ڒమ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴߘ ࠆڴంࡅ ࡏࠬ ݟకए x pi pi ݡంࡓ ړ ݟంߘ మంࡹ࢑ ࣒ڒ 
డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖందޔ޶ంۮ ړ ࡱࠪࡌ࢑ , అޙ࠼ సమసङ  ఏࠫటం݄ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ కएࡅ    సగం ڒబܽद pi
ఇనछ ࣒ڒ ࠭࠲ ࡛झ  ఈܘ ఈకछ झڡࣄ ࠑ ࣎ ܿ ࡽ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ఆࠆࣔ ࠆ అߧۮ ߖओ న ऱܿ ࠬࡏڷ ڕफం݄, ఈ x PI 
ఇనछ ࣒ڒ ࡛झ ఇనछ ߤࣄ ߖ  ࡛झ సమసङ ࡹయడంۯ సమం ړ ࠆࣔ   ఏࠫటం݄, ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ ओߩఎ ࠆࣔ  छࡓఇంట ݢ xࡽ
పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ  ޴ంޔ޶ంۮ ړ߯ న࣒࠳ छ޳ ݡంࡓ  ఇనछ ߤ࣌ అం݄ ࠾ࡍమ ࡌ ࡛झ  ప࠳ ߅ࡍన࣒ ߯ ࡓంݡpi 
పऱ࣒ ݟంߘ ऒߕࣆ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ మంࡌ࢑ ޙ࠼అ , ޴ఉంܿం ڕవర ݡంࡓ ߯  ఇనछ ࣒ڒ ,ఉం݄ ړ ࡛झ  x x 
అ޴ߝ మࡖక ࡌ࢑మం ࡓ ړం޳ ݡछ త piښసం ޴ ࠾ࡍమం మࡌ࢑ ఈ ࠭࠲ ࠾ࡍమ  ޴ంޔ޶ంۮ ࡌ pi 
కएࡅ మంࡹ࢑  ऴށࢩ ఒకڜߖ޳కܽ ऴపޙङ క࠳నڒ ޴బܽद ఈ ࡓంݟంܽ ࡅకए  ఖండన ࢥనङ  సࠫޒ మ࠾ࡍ 
అం޶వలऱ ఈ వङ వࡱ࢑ ߖࡶ ࡹ߅వߘ ߰ందడం వలऱ మనం సమసङ फࣃڷ࠭ ޜ  x ڴ࢑ధం ޻బܽद మనం ఇڒ ,࠭
ఎࡖ޶ए ంܼ࠭ .
  మనం ఎࡖ޶ए సమసङ ߝ కएࡅ   ऴߦథࠫక నߕ࠮ ఏࠫటం݄, ߘ ߖ޵ంݟ పࢲࡍए రం ఏࠫటం݄, మࢁच  
ఉ޳హరణ࠳ ,ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ړన࣒ ఒకܽ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  మధङ  ఉం݄, ޳ ܼޓ ߘߝछ మ x cos xࡹ࢑ ۯంۨࣇ ࡌ
ఖۨऐ తంࡓ ڴం޳ ݡछ మధङ ࡌ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  ఆ߯ ࢀࢗ ڴࡏߝऱ ࡹ࢑ ࣒ڒమం సగం ࡅకए  pi pi ߤ࣌ 
ఇనछ ࡛झ  అۮ ߖపओ డం ࣃధङ ం ޶ڒ ఎం޶కం݄ సగం ࡅకए ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ఈ ࣊ۮ ړ ݋ందڒ ޶బܽद ఇనछ ࡛झcos 

फࣃ۫ ߖ ߤ࣌ మనం ఆ ߗڒ ޶ڒ సࠪనం ړߖڴమ సࡹ࢑ పంߦ  x pi ޜܼޓ ߤ࣌ ޴ߝఅ ܼޓ న࣒࠳  ࠭
సࠪనం ڒబܽद మనం ఈ ࠳న࣒ ܼޓ ఎంߧకߘ ఎంߕڕࣆޓ ڕ޶ऒ ఇనछ ࣒ڒ రణంڒ ړߖ޳ ࠵ ࡛झ pi x ړ 
సࠪన࠳న ܼޓ ఈ ۮ ړߖࠪࡌ࢑ం޴నޙ޼, మనం ఆ ࣃ۫ ߖफ ࠭.pi
ऒߕࣆ ޴ߝఅ ܼޓ న࣒࠳ ߯ ,ޙ࠼అ ޴న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ఈ ܼޓ న࣒࠳ ܼޓ  छ޳ ݡంࡓ ݟంߘ   pi ࡌ
మధङ ంతۮ ړߖࡌం޴నڒ ޴బܽद మ࠾ࡍ ఈ ࡌ࢑మం ߕࣆऒ ओߩబܽद ఇڒ ޴న޴ంۮ ڕܿ ࠑ ݡంࡓ ݟంߘ   pi ݡ
మనం ߰ం޻ ఈ ࡌ࢑మం ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ  పۮ ڕ ݋࣊ ߅ࡍం޴న޴ 
ࡍߪ ڡథࠫక ऴܽߦऴ ޴బܽद ఇڒ फ ࡯࠻ۯ మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ఆࣣ, ఈ ߦపం ࢐ ܼޓసफ࣒ڒ ړߖ࢐ ఇనछ ࡛झ కएࡅ   x 
సమసङ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ߤ࣌ ఇవछ ړߖڴవ సࡱ࢑ ఈ ړߖఉండܼ ࡹ బݟంڒ ޴బܽद మన వదभ ఉనऒ  ޴

కएࡅ ܼޓ న࣒࠳ సࠪనం ఆ߯ సओ ړߖڴస ߤ࣌  షदంڴ మనం ࠳న࣒ ߤ࣌ ܼޓ ఇనछ ࡛झ  pi pi ߖసࠪనం అ ړ 
పओۮ గలం ڒబܽद ఇకए డ ߘంݟ మనం ఈ పంړ फڵ࠭ ߖంచగల࠭ ఎం޶కం݄ ఈ ࠳న࣒ ߤ࣌ ܼޓ ఇనछ ࡛झ  pi 
ऴۮ ړށࢩం޴నڒ ޴బܽद ࠳న࣒ ߕࣆ ܼޓऒ ఇనछ ߤ࣌ ޴ߝఅ ݡంࡓ ޴న޴ంۮ ړ ݟంߘ  ࡛झ  ऴࡅ ށࢩకए  pi pi
ఉపసࠫࡅ ޒకए  ఉపసࠫߤ࣌ ,ޒ ఇనछ ࡛झ  ప࠳ ݋࣊ ߅ࡍన࣒ ࡓంߘ ݡంࡓ ݟంݡ ఉంܿంڒ ޴బܽद pi pi pi 
ఇనछ ߤ࣌ ܼޓ న࣒࠳ ࡛झ  ऴۮ ړށࢩం޴నం޶న ఇకए డ ߘంݟ మనం ߖߖ޵ ߰ందవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ
అߩओ కएࡅ ܼޓ అం݄ ݡ ఇనछ ࣒ڒ న࣒࠳ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ మంࡹ࢑ ࣒ڒ  ࡛झ  అ޴ߝ సగం x pi x 
కएࡅ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ఆ࡛ڝ ࠆझ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  సగం ࡅకए ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ఈకछ  ڕవలऱ మన޶అం ࠾ࡍమ 6 ࠑ ࡽ
ఇనछ ࣒ڒ ࡛झ  ఈڙछ झࡽ ओߩఇ ࠾ࡍకం݄ 5 మ 6  6 ࠑ ߯ న࣒࠳ ߯   బܽद మనం ఎడమ x pi xڒ సࠪనం ݡ
మࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍంݟంܽࡹ ఉనऒ झڡࣄ ࠑ ޶ఐ ڕం݄ మనڕࣆޓ ߖ  cos ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࣒ڒ  x pi 
ఇ޴ ఆࡏ కం݄ ࠳న࣒ ړ߯ ࣒ڒ సࠪనం అޔ࢓ం޴.
న࣒ వర࠳ ݡ࠮ కం݄ ݡంࡓ  ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ڒబܽद ۨవరڴ మనڕ సࠪన࠳న ࠳న࣒ ࣋ए छ  x ݋ࡐ ࡛
ऒߕࣆ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ఈ ݡంࡓ ݀ ఓవ࡛ ݡ࠮ एࢲࡍన పࡕస ޴బܽद ఇڒ  రం ڒబܽद 
࠭ఖङ ఇకए ޴న࠳ డ ऴప߄న అంశం ఏࠫటం݄ అࡹ࢑ ڴࡏߝ ࠭࠲ ޴మ ߖ సగం ߦప ړߖࠪࡹ࢑ ah, cos x 
సࠪనం ۯయړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ, మనం సమసङ एڕۨ ࡹ కएࡅ కం݄ సగం޶ంܼ࠭ ఎంڕ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ah 
ఇనछ ߤ࣌ ࡛झ  పۮ ړ߅ࡍం޴న޴, ఇ࠳ ޴న࣒ 2 ࠑ ప ऱ࣒ కएࡅ సంڝ ޙ࠼అ 2 ࠑ   ऴపږޒల pi pi x x cos 
ఖङ࠭ ࡮ۧ ށࢩऴ  ޶ందۮ ړ మంࡹ࢑ ऒߖ޵ फ, మనం࣋ۯ ࡮మనం ఇ ,ޙ࠼అ ޴న࠳  ఇ࡮ సమం ࣋ۯफ , ࠬࡏth e 
ఇకए డ ߰ంࡱ࢑ ޻వ, x 
ऒߕࣆ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳  మధङ ऒߖ࠻࢑ష ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ޶ఉండ ࡹమంࡌ࢑   త޶పࡹߖ޳ ࡍ అࡍڒ߅కం 
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యవ۪ऐۯ .
 సऱߖ޵ ߘߝ ݭ࠼ऒ  అڔࡍڒ߅కࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంۧڒ ߘబܽद ࠭ఖङ న సమసङ࠳  ఏࠫటం݄, అ޴ߝ ߷ర࠹ f 
కएࡅ  ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ అߖ అڕߘం޳ం, ఇ޴ మనం ߖరछ ۨంۨన ఈ ఆࡏ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾనऱࡹ ఏߕ޼ 
వ۪ऐڒ ओߩఅ  ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ߅ࡍప ࠾ࡍమ ߤ࠳ݨ ڕ ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒऴ ڴరణం߄ࣃ బܽदڒ   a b ݡ
కएࡅ ߖ޳ޒऴప ࡹఫంࣾనऱ ޒణࠫڝޒऴ ࡏఈ ఆ ࠭࠲ ऒߖࠪࡹ࢑  రछߖ  ۨంۧ࠭ ڒబܽद ࡹ࢑మ ఫంࣾߤ f 
మం సओࡹ࢑ షदం݋࣊ ߤ࠳ݨ ڴ, ఫంࣾࡅ ߤకए  పޜ ݋࣊ ߅ࡍ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡹ࢑మం ߤ࠳ݨ  f f b
కएࡅ ߤఫంࣾ ޴ఇ , ޴ంޔ࢓అ ݋࣊ కࡖమ ݋࣊ ߅ࡍప ࠾ࡍమ ݋࣊ కएࡅ ݋࣊ న࠼అ ߤ࠳ݨ   c f a 
ఉపసࠫޒ అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ߄ࣃరణ సమసङ  ఏࠫటం݄ , మనం ఈ సࠬకరߖހऒ  ఎకए డ పࡍషए ߖఅ ࡯ంۧࡍ
ओߧۮ నటऱޙ࠼ అڕߘం޳ం.
 మనం ߘܼޓ కڝߘए వ ఇవछࡱ࢑ బܽदڒ ࡯࢐ బݟం޴ మ࠾ࡍ మనం ߘܼޓ కڝߘए छ޳త ,࡯࢐  x ܼޓ ࡌ
కएࡅ ओߩఇ ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ  ఇపओ ߖనద޴ంۮ ړށࢩమ ऴࡹ࢑ ܼޓ ݡ ओߦۮ ښܽ ࠭ అߩओ f x ݡ f 
పࢲࡍए రం ۧࣆ ࡮లభం ߖ޳ పࢲࡍए రం  ښవలం ࡅ ܼޓకए కएࡅ కం݄޶సࠪనం ఎం ړߖࠪࡹ࢑   x f x f
ऒߗఅ ܼޓ బܽदڒ ޴న޴ంۮ ړ߅ࡍమం పࡹ࢑ న࠼మం అࡹ࢑  ఖۨऐ తంۮ ڴంڒ ࠼ޑ޶బܽद ړ ܼޓ c f c 
एࢲࡍఈ ప ,ޙࠉۮ ߖఅ ࡯޳ంۮ రం సంతృߧफ ۮంޔ޶ంࡹ࢑ ܼޓ ޴మ ऴށࢩ పۮ ړ߅ࡍం޴నڴ޴ ఉంݞలߝ ఈ f 
రखߖ ంధం, అޙ࠼ మనڕ అ޻ సమసङ ओߦۮ ߖసࠪనం అ ړ ܼޓ  లం݄, మనం ߘܼޓ కھߘనవలࣄ f x
ఉంܿంߗڒ ,޴ మనం ࡱ࢑ ߖ޵వߘ కھߘనవలࣄ ఉంܿందۮ ߖపओ బݟం޴.
ओߩఇ ܼޓ ߖందۮ ړށࢩమ ऴࡹ࢑ ܼޓ   ऴపశऒ ޴ߝంܼ࠭ అھߘక ࡮ఎ ߘܼޓ ݡ  ఏࠫటం݄ f 
, ఈ సందరग ంܼޓ ࡹ ఎࠆ పۮ ړ߅ࡍం޴నڒ ޴దۮ ߖపओ బݟన ఈ సందరग ంڕܼޓ ࡹ సࠪనంڴ ఉండ޶.
సओ ޴మ అࡹ࢑  షदంڴ ఉం޴  అࡅ ޴ߝకए కएࡅ కం݄޶ఎం ޶ڒ సࠪనం ړߖࠪࡹ࢑   మం a x f x fࡹ࢑ 
ఎలऱߩओ సओ ߖడదږڒ ޴న޴ంۮ ڕ ݋࣊ ܼޓ ޙ࠼అ ,޴ంޔ޶ంۮ ړ ݋࣊ ݢ షदంڴ ఇకए డ ߮ࡖए నబݟం޴ c c 
బܽद అܿవంܽ సందరगڒ ంࡹ మనం ߘܼޓ ఎ࡮ కھߘంܼ࠭ ڒబܽद ࣌ߤ ఫంࣾڝ ߤసం ߄ࣃరణంڴ ఈ i  
సమసङ షएࡍప ߘ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ ంۧڒ ,ࡏబܽद ࣌ߤ ఫంࣾڝ ߤసం ߤ࠳ݨ మ࠾ࡍ ప߅ࡍ ఇకए డ 
ऴ࢐యబݟన ऱܿڴ మߤ࣌ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾڝ ߤసం ࠳ ߤ࠳ݨన࣒ ఒకܽ ߘంݟ ఒకܽ ప࠳ ߅ࡍన࣒ ߯ ࠑ ݀ 
పऱ࣒ ݟంߘ  ߯ వరڕ ఉంܿంࡓ  ޴ంݡ మ࠾ࡍ మనం ఈ సࠬకరߖހऒ  ఇకए డ పࡍషए  బܽद మనంڒ ࡯ంۧࡍ
झࡏڝ ܼޓ ߤࣄ న࠳సࠪన ړ అం݄ ࡯ߕھߘక ߘܼޓ కएࡅ  పऱ࣒ ݟంߘ ߤన࣒ వ࠳   వۮ ړ ߤం޴నڒ ޴బܽद xx
మనం ߘܼޓ కߗڒ ࡯ߕھߘ మనڕ ఇۨऐ నܼޓ ޴ ఈ ऴۮ ړށࢩం޴నڒ ޴బܽद అڜ ޴ߝంత ࡌߪप ంకం ڒబܽद m 
మనం కھߘనవలࣄం޴ ఇڒ ޻బܽद ఈ ऴۮ ړށࢩం޴న ࠳న࣒ ߘ 2 ࠑంݟ  ప ऱ࣒  ఈ m pi pi m pi pi 2 ࠑ 
.࠭ڴݟఅ ߖనమھߘక ߘܼޓ న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑
నపओ࠳కషद ࡮ۧ  ޶ڒ ޴బܽद ఇڒ ంܼ࠭ھߘక ࡮ఎ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ సࠪనం ޜ ܼޓ పంߦ  మనం x ,ڔܽ
m ࡯ంۧށగࡍప ݞږ ߖ ࣄࠐ
ऒߖހబܽद మనం ఈ సࠬకరڒ फࣃࠚరంߦయడం ऴࡌ ߖసࠪనం అ ړ ܼޓ ߤ࣌  ࠭ మܼޓ ࠾ࡍ ఈ ړߖࠪࡌ࢑ x
సమసङ ޙ࠼అ , ࠭ޑࠋۮ ߖనద޴ంۮ  ఏࠫటం݄ ߕࣆ ࠭࠲ऒ కएࡅ న࠳సࠪన ړ  ऴపޙङ క సందࡌग ऒߖ  m 
ओߩంܼ࠭, అڕࣆޓ ఇకए ݡ డ ఉనऒ  ఈ ߖరख ంధం ࠳న࣒ ߯ۮ ړం޴న ࡓ ړܼޓంߘ ݡంݟ పऱ࣒ pi ڴݡంࡓ ړ 
అߘవࣆ޴फం޴ మ࠾ࡍ ఇߤ࣌ ޴ ఇనछ ࡛झ కएࡅ   ప݋࣊ ߅ࡍ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡅకए  ऴపޙङ క సందరग ం m 
ऒߕࣆ సంڝ एࢲࡍసࠪనం ప ړ రం ۧࣆ ࡮లభం ߤ࣌ ܼޓ ఇనछ ࡛झ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ  సࠪనం x ړ m 
एࢲࡍసం పڝ రం ఎం޶కం݄ ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ݋࣊ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ సࠪనం, ఇకए ړ డ మనం ړ ߤࡷ ߘܼޓ 
పࠫࡍతం ࣆۯफనऒ ओߩ ఇనछ ߤ࣌ ݡ ࡛झ  ప݋࣊ ߅ࡍ అޔ࢓ంߗڒ ޴ ఏߕࣆ  ޴ऒ  m m ,ޙ࠼నటऱڒ సࠪనం ړ
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ޶ڒ సࠪనం ړ झ࡯࠻ۯ ߕ࠳ښఇం ޙ࠼సࠪనం అ ړ  ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం మࢁऱ ړ m x 
సࠪన࠳న ޜ ऴߦరంࣃࠚफ ࠭ మ࠳ ܼޓ ࠾ࡍన࣒ ۮ ړం޴నదۮ ߖపओ బݟంࡓ  ޴ంݡ ܽ  sin theta m pi pi

 ప ऱ࣒ नܘऱڝ ݡంࡓ   ఇంటࡓछ  om pi pi ޙ࠼అ ޴న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ఈ ܼޓ ,ఏࠫటం݄ ޴࣋۫ మనం ޙ࠼అ ࡽ
పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ న࣒࠳ ޴న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ న࣒࠳ ܼޓ న࣒࠳ ܼޓ  m pi, m pi pi pi ޴ఇ ݡంࡓ 
మ࠾ࡍ ఈ ࡌ࢑మం ऴߦథࠫకంߤ࣌ ڴ ఇనछ ࡛झ  ప݋࣊ ߅ࡍ ఇߩओ కएࡅ న࣒࠳ ܼޓ ݡ  వ m piࡱ࢑ ߤ࣌ 
ఏࠫ݇ ۫޳भ ం 
మ࠾ࡍ ఇړ ޴ సࠪనం అࣃ۫ ߖफ కएࡅ ߗڒ ࠭ पࡌߪ  ంక sine a cos b minus cos a sine b pi 
కएࡅ తంށڷ ऒߕࣆ ߤ࣌  నऒޔ޶మనం ߰ం ޴క ఇߘసࠪనం  క ړ కएࡅ ࠾ࡍమ ޴  ఈ ߖ m pi cos m 
కएࡅ  శړ फ࠳ ړన࣒ వߤ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  ޴బܽद ఇڒ 
झ࠹݅ పవ࡛ ߤన࣒ వ࠳ భ࢐రࢤ ڕమన ړߖ܉ߖ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕܼޓ ߤࣄ  फ ఎం޶కం݄ ܼޓ ߤࣄ m 

ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ߖఅ ߤన࣒ వ࠳ ړ ऱࡏࣃ ߖߖ޵ క మనంߘసࠪనం క ړ , కߘక మనం ࡓ ߖߖ޵ంݡ x m x
సందࡌग ంచవ۪ऐ܊࢑భ ڴࡱ  ఒకܽ సࠪనం అ࠼నߩओ  m ݡ
ఈ సࠬకరణం తపओ కएࡅ న࣒࠳ ܼޓ ڴࡍసߖ .޴ంޔ࢓అ ߤ࣌ 

ఇకए ࡏࠬ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ డ ۫࣋फ ఈ ࠳ ܼޓన࣒ ߘߝ సओ షदంߤ࣌ ڴ ఇనछ ࡛झ  ऴړށࢩ  m pi x mp  
కएࡅ న࣒࠳ ܼޓ ڴࡏߝ మనం ݟంߘ వలऱ ఈ సࠬకరణం޶అం ࠾ࡍమ ߖݟన࢐޴ంۮ  m pi x ߤ࣌ 
ఇనछ ࡛झ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ  , ఇకए డ ߘంܼޓ ݟ  ప ऱ࣒ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ m pi x ߖసࠪనం అ ړ 
मࡌߖ ంచవ۪ऐࡍ .
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ఎకए డ ఉం݄ ఇݞږ ޴ పࢲࡍए రం ڒబܽद ఆ߯ ࢑ ࣄࠐషయంࡹ ఇړ ࣄࠐ ޴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, మనం  m m m
۫డ޴ࡃࠓ ఏࠫటం݄, ࠳ ܼޓన࣒ ࡅకए కएࡅ వలంښ ऱࡏࣃ సࠪనం ڕ ߤన࣒ వ࠳ ߤ࣌   m pi m x  x 
ఇనछ ߤ࣌ ޴ߝన࣒ అ࠳ ܼޓ ఈ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ࡛झ  ऴۮ ړށࢩం޴నదڕࠪ ߖ ఇపओ  m pi ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ښܽ
అం޶వలऱ ఈ ऴపకటన ߘంݟ మనం ࠳ ܼޓ ڴࡏߝన࣒ ࠳న࣒ ࡅకए ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  m pi x ߖసࠪనం అ ړ 
పओۮ వ۪ऐ ఇనछ ߤ࣌ ߗڒ  ࡛झ  ఒక  ࣄࠐ ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇߤ࣌ ޴ ఇనछ ࡛झ కएࡅ   సࠪనం,x ڕ న࣒࠳ 
ఇకए డ ߘం࠭࠲ ݟ ۨవరڕ అ࠼నߩओ ఇనछ ߤ࣌ న࣒࠳ ܼޓ ࣄࠐ ݡ ࡛झ m m pi x ߖసࠪనం అ ړ 
मࡌߖ ऒߖ࠻࢑ష తफం࠴ బܽद ఈڒ ంۧ࠭ࡍ  ఇకए డ ऴړం޴ ౖ࣊ ऱࡹ ݭ సంऴగࣕంచవ۪ऐ థࠫక సమసङߦబܽद ऴڒ   
ఏࠫటం݄  కߝھߘంڕ޶ ఈ ࡌ࢑మం࠳ ܼޓ ࡹన࣒ ࡓంߘ ݡంݟ  ప ऱ࣒ छ޳   a m pi pi m pi pi ,ݡంࡓ ࡌ
ఇకए డ ڜంత ࡌߪप ంకం మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ߘܼޓ ఈ ࡌ࢑మంࡹ క࡯ߕھߘ మڜ ܼޓ ߤࣄ ܼޓ ࠾ࡍంత m 
కएࡅ వࡱ࢑ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ړߖ޳  బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڕవࡱ࢑ ంతڜ  రం ఏࠫటం݄ , సࠪనంڴx m 
ఉం݄, ܼޓ  ప ऱ࣒  మం m pi x m m pi fࡹ࢑ పంߦ న࣒࠳ ޴అ ޙ࠼అ ࣄࠐ మం సࠪనంࡹ࢑ ߤࣄ 
ఇతర ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల ڝసం ݞږ ఇ޻ రక࠳న సࠬకరࡱހ ఉతओ నऒ మ࠼ޑ࢓.ah 
 సమసङ ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ࠭࠲ ޳ࡶ ڕ సంࡹ ఎకए డ ఆࡏڷ ڕࠬ ࠵࠻߱ڵफనऒ టऱ࠭࠲ ,ޙ࠼ ङܼ ఇనछ ߤ ࡛झ  

 ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ కएࡅ  ఇనछ ߤܼ  ࡛झ ऴ࢐యవۧऐ ڴ   అߖ ۫డܼړߖ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ x y 
ఉతओ  ޴ఉం ڴऴఘంࢣ నऒ ం ڒబܽद ܼߤ ఆࠆ ఎ ప ऱ࣒ ఎ ప ߤܼ సࠪనం ړࠉ  ऱ࣒  ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړࠉ ߤܼ 
ఇߤܼ ࡮ۧ ڕߕ ޴ అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ఒక మ࠾ࡍ ఇڒ ࠉ  ޴బܽद ప ऱ࣒ కएࡅ ࠉ  ఎ ప ߤܼ ߤܼ  ऱ࣒  ఒక ࠉ ߤܼ 
झ࠹݅ ఎ ߤܼ న࣒࠳ ఇనछ ߤܼ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜࠉ ߤܼ  ࡛झ కएࡅ  ఇనछ ߤܼ ߤܼ  ࡛झ  x x ߤܼ 
కएࡅ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ కएࡅ ࠭࠲  ޴फంࣆࠚల ڴమంޒఅం ڕమన ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ   మ x y y xࡹ࢑ ߤܼ 
కएࡅ తफం࠴ న࣒ కం݄  ప࠳ ఒక ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ߤܼ  ऱ࣒ సࠪనం y xy x y ړ 
ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ డ ఈ ऴపకటనߘ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭, అޙ࠼ ఇ޴ తపओ ఇనछ ߤܼ ڴࡍసߖ ࡛झ   ప ऱ࣒ మం x yࡹ࢑ ߤܼ 
మ  పࡹ࢑ ߤܼ ऱ࣒ ओߩఎలऱ ޴ఇ ڴ߯ ړ న࣒࠳ ఒక  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ  నం x y߄సࠪ ߝదڒ జంߖ ݢ xy 
ఇ޴ మࡱ࢑ ࠾ࡍవల߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ܼࡹ࢑ ߤమ ఫంࣾࡅ ߤకए  ప݋࣊ ߅ࡍ ప߅ࡍ x y 
ప 2 2 ࠑ న࣒࠳ ݋࣊ ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ అం݄ ࠾ࡍమ  ޙ࠼బܽद అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ݀ ࠑ  ࡛झ  pi pi x y x 
 ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  అߤܼ ޴ ఇనछ ࡛झ  పۮ ړ߅ࡍం޴నڒ ޴నటऱޙ࠼, మనం ఇకए డ ఈ సࠪనޑछ ऒߖ  కڵ࡯ y 
ఉండ࠭ࡶ 
సమసङ ޻బܽद అڒ ऒߖڜ ࡍప޶బܽद తڒ   సऱݭ࠼ లߘߝ ࡹ ఈ ऴړం޴ ఫߖޑ࡯ऒ  ߰ంڒ ߘޑ޶బܽद  ఇకए డ ఒక 
చకए ࡓ బܽद మనంڒ ޴పܽदక ఉం ߖ ऱܿ అޙ࠼ తڕए వ వ అ࣋ߧ۫ ߖफ  అߩओ మం  పࡹ࢑ ߤܼ ݡ ऱ࣒  x y a 1 x 
మం  పࡹ࢑ న࣒ కం݄࠳ ఒక ޴ߝమం అࡹ࢑ ߤܼ ऱ࣒ ఖۨऐ ړ  తంڴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, y xy ah tan x y
అޙ࠼ ఇ޴ ఒకܽ కం݄ తڕए వ అޙ࠼ ࠪऴతړߖ޵ ࠲ సࠪనం ߗڒ ఇతర సందࡌग ऱࡹ   ఇతర సందࡌग ऱࡹ  xy x
మࡓ ࠾ࡍంڴ ࢟ܽ܊ߦ ݢ ఉం݄ మ࠾ࡍ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄ ఆ సందరग ంࡹ మనం ఈ y xy 
ఎڡझ  ऴ߭షݟܔ ߖ ړ ߤంۧڒ ࡯బܽद మࡓ ࠾ࡍంߜ ݢగܽ࢟ ڴ ఉనऒ పओ ఉతओ ڔܽ फ ఇపओޒ ఉం݄ pi ڼ࡮అ ڔܽ x y 
మనڕ ఇ޻ వࣆफం޴  ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ࠳ ࠭࠲న࣒ ߯ࣃݟܔ ߖफ  ߘలޔషర ݡ࠮ బܽद ఈڒ ࠭
ఒక ۨనऒ ڕమన ړߖݞంచߧ۫  ఫ࡯తం అవసరం, ఇ޴ మనం ఇపओ ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ښܽ సంࣄ۫ ࡹనߗڒ ,޴ 
ఇపओ ߘߝ ఇకए ߖߖ޳ ڔܽ డ ऴ࠻࢐లߖ అߕڕߘऒ ఉనऒ ڵ࡯క ࠭࠲ బܽदڒ ߘ ङߕపܽ ఉపߘ࠭   ఈ ݟంߘ లࣃ
ఇనछ ߤܼ ఈ ࡹతफం࠴ న࠳జߖ ߕ޼బܽद ఏڒ ޴ంࣄ۫ ߘలހలࣾ ݡంࡓ ࡛झ  మ݋ڒ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ  x x 
ఎలऱߩओ ఇనछ ߤܼ ߯ ޙ࠼అ ࢟ܽ܊ߦ ڼ࡮అ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ 2 ࠑ ݢ ࡛झ ఇనछ ݋ڒ 1  ࡛झ pi x x x ޜ 
సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ दࣃ ߘల ݋ం࠱ ݋द࣋ ݡంࡓ మనం ఈ ݡ ऒޒऴపయ ړߖݞకలప ߗంܽݟంࡓ ݋ ంచంݟ ements 
ఇకए ߖ మంࡹ࢑ ݋ڒ సం ఈڝ గܽ࢟ߜ-ߤߕ బܽद మనంڒ డ కం݄ ܼߤ ఇనछ ࡛झ  వ߮ࡎ ߤऱ࣒ x x ߖఅ ࠭ࣃۯ  x 
ऴ࢐యవ۪ऐ ࡍߖ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ  भషद సࠬకరߖހऒ  ߰ం࠭ޑ޶ అం݄ అߖऒ ఇనछ ߤܼ గܽ࢟ߜ-ߤߕ  ࡛झ   ప ऱ࣒  x x 
ओߩఎలऱ ߯ߖ޳మం ఒకࡹ࢑  ߤܼ फޑ࠴ ఈ ࡏࠬ ఆ߯ ޜݡంࡓ ݢ ऒߖ  x pi ah ڕफ, మన࣋ށڷ ޜफࡏڷ న࣒࠳ 
ऒߕࣆ కం݄ ޴फంࣆమం ఒకܽ వࡹ࢑ ߤܼ న࣒࠳ మంࡹ࢑ ߤܼ న࣒࠳  కం݄ ఎڕए వ అߤܼ ޙ࠼ x x x x 
ఇనछ ߤܼ ࠆన࣒ ఆ࠳ మనం ߖ ߤఫంࣾ ࣄࠐ ޴ߝఅ ߤఫంࣾ  ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ݟంߘ మంࡹ࢑ ࡛झ  అ࠳ ߖన࣒ ړx x 
ఇనछ ߤܼ ࡛झ  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ పړߖ޳ ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ మనڕ ah 
లࣆࠚफం0 ߗڒ ޴ కం݄ ఎڕए వ ఉనऒ  షర࠳ ߖ ޔన࣒ అݞږ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .x x 
 0 కం݄ తڕए వ.
ओߩబܽद ఇڒ  फࣃ۫ ۲ܼޒऴప ߖ న࣒࠳ ࡹమనం ఈ సࠬకరణం ݡ కxࡖన మ࠳సࠪన ړ న࣒࠳ బܽद మనంڒ ࠭ x
ऒߖ࠻࢑ష ޻फ , అ࣋ڵࡆఉప ࡽࠋయࡍ࢘ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ   ప ऱ࣒  y y y ߖన࣒ ߯ అ࠳ మం కం݄ࡹ࢑ ߤܼ 
ऴ࢐యవ۪ऐ  అߖऒ  ऴపږޒల ڝసం ࡓం޳ ݡछ ऒߖ޵ ࠭࠲  ޴ఉంܿం ࢡబࣗ ࠭࠲ ࡌ  మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ y j 
సࠬకరހలߘ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ తపओ పङࡐࣃ ࡮ۧ  తߘ కڵ࡯ ఉంܼ࠭ తపओ  మనڕ ఇకए డ ࡓం࠳ ݡన࣒ ߯ n 
ऒߕఉ ݡంࡓ ࡓ బܽदڒ ࠼ ऱܿ ࡅకए  లబमం ఒకܽ కం݄ తڕए వ అ࠼నߩओ కएࡅ ݡ  x y ah ah xy ࣒ښ 
.ం޳ంڕࣆޓ
एڕऱ ఒకܽ కం݄ తࡏࣃ బܽदڒ  వڴ ఉనऒ ओߩ  బܽद x y x y xڒ ࠼ఉంܼ ڴలంږߘࣃ ݢంࡓ ࠾ࡍమ ߗڒ ݡ
మࡓ ࠾ࡍంߤܼ ࢟ܽ܊ߦ ݢ ఇߤ వ࡛झ ఈ y x 0 ࠾ࡍమ ޴ంޔ޶ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ݦఉం ڕవర  ࠑ ݟంߘ   pi 2

ङܼ సओ ޴ఇ ݟంߘ ࠆڴమ ऴࡹ࢑ ߤ షदంࣆࡱޘ ڴफంښ ࠭࠲ ޴వలం ࡅకए  సం x xڝ వలࡱ࢑ లږߘࣃ 
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ࠪऴతࣃ۫ ࠲फ కएࡅ బܽदڒ ࠭  ఈ ࡱ࢑వల ڝసం , ܼࡹ࢑ ߤమ అ࢓ࡱߖ ޴ߝ అࣾం ࡅకए  ల x xږߘࣃ 
फࣃ۫ మనం ߖంܿందڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑ ߩ࢙ एڕబܽद మనం కం݄ ఎڒ ,࠭ వڴ ఉనऒ ओߩ  మం xࡹ࢑ ߤܼ ݡ
ఉనऒ ओߩ ऒߕࣆ  ݡ  ఆ߯ ܼߤ ఇనछ ࡛झ  ఈ ߕࣆ ړߖࠪࡌ࢑ऒ x pi ߤܼ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴݡంࡓ ړ ݟంߘ 
ఇనछ ࡛झ ࡍవ ޴ఇ ړ  फࣆफంڒ ޴బܽद ܼߤ ఇనछ ࡛झ ࡍవ ޴ఇ ړ  फࣆफం޴ ఎం޶కం݄ ږߘࣃల సమయం ࠳న࣒ y y y y 
ऒߕࣆ ݞږ ఒకܽ కం݄ pi ޔడవ షర࠮  ޴ఉం ݞږ ޴ఇ ڕమన ߗڒ ,޴ంޔ޶ంۮ ړంܽݟంࡓ ړ ݟంߘ  xy 
తڕए వ ڒబܽद ऴߦథࠫకంڴ తڕए వ అߖ అర बం  కం݄ ఒకܽ కం݄ ࡓంږߘࣃ ݢలంڴ ఉంܼ࠼, y x ah 
ఎం޶కం݄ మږߘࣃ ࠾ࡍలంڴ ఉߕऒ ऒߖ࠻࢑ష ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ࠼  ఇకए డ కڵ࡯ ఉߕऒ  బܽद x yڒ ࠭
కएࡅ ఖࡔఈ వऴక ࠭࠲ ऒޒऴపయ ړߖݞद ߭టदࢳదృ ࠲ల అࣾం߯ ࠪऴతږߘࣃ  फࣃ ࠭.x 
 
కएࡅ జ సࠪంతర అࣾంޒऀ కएࡅ మࡹ࢑ ߤܼ   ऴࡏࠪ ࠆڴओ  వలऱ x޶అం ࠾ࡍమ ޴ంޜڷࡏ߭ ݞంڕࡶ 
ఇకए డ ߘంݟ మనం ܼߤ ఇనछ ࡛झ  అ޴ߝ కం݄ ܼࡹ࢑ ߤమం కం݄ తڕए వ అۮ ߖపओ వ۪ऐ  ఇߩओ  మనం y x ݡ
ఇనछ ߤܼ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࡛झ फࣃݟܔ ߖ  x ޴޻బܽद మనం ߰ంڒ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ࠭
ఏࠫటం݄ ఇకए డ ߕࣆऒ  కం݄ ఎڕए వ ࡏڷफ ఉం޴ మߤܼ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ ऒߕࣆ   కం݄ ఎڕए వ అݞږ ߖ x 
ओߩఇ ݢంࡓ ࠾ࡍమ ݢంࡓ ࠾ࡍకం݄ మ޶ఎం ࣆࡱޘ ڕࠪ  x y x y ah ړߖހఈ సࠬకర ݡ
.࠼ఉంܼ ڴలంږߘࣃ
 ऴపߤܼ ۲ܼޒ ఇనछ ࡛झ छ޳త ,ݟంచంݟܔ ߖ  ఇనछ ߤܼ ޴޻మనం ߰ం ࡌ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ ࡗ܋  ࡛झ x ߤܼ  x x 
ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ एڕకం݄ త ࠀ  వ మ࠾ࡍ అ޴ ङܼ ఇనछ ߤ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  వߤ కం݄ x x 
తڕए వ కం݄ తڕए వ మߤܼ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ  ఇకए డ ߕࣆऒ  కం݄ ఎڕए వ ఉంڒ ޴బܽद మనం ఏ޴ x x  
ऒߖఏంటం݄, అ ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ వ࡛झ ߤఇ ߤܼ ࢟ܽ܊ߦ    ప ऱ࣒ వ࡛झ ߤఇ ߤܼ   వߤ ఓవ࡛ aw x x x 
వ࡛झ ߤఇ ߤܼ ,फ࣋ࡍफపߧసంతృ ߘޔఈ షర ࠾ࡍబܽद మڒ సࠪనం ړܽݟంࡓ ࠑ ړߖ܉ߖ   ప ऱ࣒  pi x y x ߤܼ 
ఇనछ ࡛झ  అߖ మనం సओ షदంࣃ۫ ڴफ ࠭.y 
 ఇకए డ ږߘࣃలంڴ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ కం݄ 2 ޳छ एڕత ࡌ వڴ ఉంܿం޴.pi 
ओߩనۨࡍफపߧసంతృ ߖޒबࣄࡍఈ ప ࠾ࡍసం మڝ ߖ޵ బܽदڒ  మం  పࡹ࢑ ߤܼ , ݡ ऱ࣒  మం x y x yࡹ࢑ ߤܼ 
కएࡅ మంࡹ࢑ ߤܼ వࡱ࢑  పۮ ړ߅ࡍం޴నڒ ޴బܽद అ࢑ పۮ ړ߅ࡍం޴నڒ ࢑బܽद ܼࡹ࢑ ߤమం ࡅకए  ఏࠫ ݋࣊ 
జޔڷࡏం޴ అం݄ ܼࡹ࢑ ߤమం  ప ऱ࣒  x y ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖ޵ మంࡹ࢑ ߤܼ 
ఆࣣ మࡖక షరޔ ఏࠫటం݄ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ మ࠾ࡍ మࡓ ࠾ࡍంݢ ऴపږޒలంڴ xy x y 
ఉం݄ మ࠾ࡍ ఇڒ ݞږ ޴వ۪ऐ   ఈ సందరग ంݞږ ࡹ ఫ࡯తం ۧ࡯߱ ࡮ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ah ah x 
మ࠾ࡍ ऴపږޒలంڴ ఉనऒ ం޶న ܼࡹ࢑ ߤమం మࡹ࢑ ߤܼ ࠾ࡍమం ࡓం࠳ ړߖࠪࡌ࢑ ݢన࣒ ߯ y x y 
ऒߕࣆ ݟంߘ ݡంࡓ ఈ సందరग ࠾ࡍమ ࠼ޑ޶ంۮ ړ ంࡹ ఇకए డ ߘంݟ అߘసࡍం޴ۯ కం݄ ఎڕए వ ah y x

కం݄ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݢ ऴపږޒలంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇకए డ ߘంݟ మనం ఈ ࣄबߖޒ beca x y 
߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఈ ࣄबߘ ޒంݟ ఎం޶కం݄ ఇߩओ కएࡅ జసࠪంతర అࣾంޒऀ ڴథࠫకంߦమనం ऴ ݡ  ah 
ऴపږޒల ࢙ߩన ఉߕऒ एڕమం కం݄ ఎࡹ࢑ ߤܼ మం కం݄ࡹ࢑ ߤܼ ڕబܽद మనڒ ࠭ వڴ ఉంܿం޴ y x 
ఎం޶కం݄  ఇకए డ ఈ ऴߘ ࠆڴంݟ ۫డగ࢑ ڼ࡯ధంࡹ࢑ ߤܼ ޜ ڴమ ఫంࣾࡏࠪ ߤओ x ޴ంޜڷࡏ߭ ݞంڕࡶ 
మ࠾ࡍ అ޴ߝ మߘ ߖ޵ ࠾ࡍంݟ మనం ࡓంߤܼ ࡮ߩ࢙ ݡ ఇనछ ࡛झ ऒߕࣆ ޴फ ఇ࣋ݟܔ ߖ   కం݄ x ah x 
తڕए వڴ ఉంܿం޴ మࡹ࢑ ߤܼ ࠾ࡍమ ݞږ తڕए వڴ ఉంܿంߕࣆ  ޴ऒ ङޙబܽद ఈ ऴపڒ  క అసࠪనతڕ x 
ఇనछ ߤܼ ࡛झ ऐۯవ ڕफ మన࣋ݟܔ   x ah ޴
ఇనछ ߤܼ ࡛झ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  కం݄ ఎڕए వ  ڒబܽद ఇకए డ ߘంݟ మనం ఇߩओ ऒߖఅ ࡹ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ݡ  x x 
ఇనछ ߤܼ గܽ࢟ߜ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  వߤ ఓవ࡛ 1 ࠳న࣒ ߯ ࡓం࠳ ࠑ ݡన࣒ ߯ړ సࠪనం అ࠭ࣃ۫ ߖ x 
మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ఈ ݟ࠮ంܽߖ సంతృߧफపۨࡍనటऱޙ࠼ అ޴ అߘసࣆࡍफం޴ పࣄࡍबࡱޔ అߩओ  x y ߤܼ ݡ
మం  పࡹ࢑ ऱ࣒ ऒߕࣆ మంࡹ࢑ ߤܼ   మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ߯ ࡓంݡ మధङ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡌ࢑మం ߕࣆऒ  x y 
మ࠾ࡍ ࣾࠫంచంݟ మ࠾ࡍ ఈ షరߘޔ సంతృߧफపۨࡍనటऱࡹ࢑ ߤܼ ,ޙ࠼మం  ప ऱ࣒  మం x y x yࡹ࢑ ߤܼ 
 z.޴న޴ంۮ ړ0 ݟంߘ 2 ړ߯ న࣒࠳ మంࡌ࢑
  అࡹ࢑ ߤܼ ޴ߝమ ऴࡅ ށࢩకए  ఉపసࠫڒ ޒబܽद ఈ సందరग ంݞږ ࡹ ఈ ࡅ ࣆښకए  ఉపసࠫڒ ޒబܽद ఈ ࣆښ
కएࡅ ࣆښ ఈ ݞږ  ఉపసࠫڒ ޒబܽद ఇڒ ࣆښ ݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ ݡ࠮ ࣒ښ ޴బܽद ࣆښ ఒకܽ మ࣒ښ ࠾ࡍ 
ङޙఈ ऴప ݢంࡓ ݡ࠮ క సందࡌग  కం݄ xy 1 ݞږ ం݄  1ڕफం۪ࡏڷ ߘࣆښ ࡏࠬ కం݄޶ఎం న࢑޴ంۮ ړߖ
తڕए వڴ ఉం޴, అ࠭࠲ ޙ࠼ ఇߩओ ऐࡍచ ݦ ం۪ڕనऒ  మ࢟ܽ܊ߦ ࠾ࡍ మࡓ 3 ࣒ښ ࠾ࡍంݞږ ݢ x y xy 
ఒకܽ కం݄ తڕए వ ߗڒ ఇకए డ మࡓ ࠾ࡍంݢ ऴపږޒలంڴ ఉߕऒ गࡌసంద ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࠼ ఇకए ࡱ డ x y 
మࡓ ࠾ࡍంݡ సందࡌग ఇనछ ߤܼ న࢑޴ంۮ ړޒबࣄ ఈ ߙऱࡹ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  x yݡంࡓ ߯ న࣒࠳ మంࡌ࢑ 
పऱ࣒ ݟంߘ కएࡅ మంࡹ࢑ ߤܼ ޴ంۧ࠭, ఇߧ۫ ࠭࠲ ߖనద޴ంۮ ړ݀ ࠑ ߯   ऴ݋࣊ ށࢩ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴
క సందరगࡖబܽद మڒ సࠪనం ړߖ޵ ం  అ࡯ڵࠫ ޙ࠼ ఉంܿం࠭࠲ ޴ ఇߩओ  w ڵࡍޒ ړ ࡽࠋ݄ ࠪ నࣄ۫ ݦ
एڕఈ కం݄ త ړߖ࢐సफ࢐ ࠭࠲ బܽदڒ ,ݟళऱంࢗ వ షర࢑ ڴݡ࠮ ߘޔభ܊ంۧ࠭, ऴߦథࠫకం࠭࠲ ڴ xy 
छࡔ࢘ ݡంࡓ దట࠴ एڕఏࠫటం݄ ఒకܽ కం݄ త ޔబܽद ఒక షరڒ ంۧ࠭܊࢑భ ڴࡱ ߤషݟకం ࡏ వ ߗڒ ఇ޴ xy 
ऒߕࣆ  కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఇ࠭࠲  ޴ ఇߩओ  ఈ ఆࣣ సࠗ ڴథࠫకంߦऴ ޓऴ ࣒ښ ࠾ࡍమ ߤవ ࣒ښ నࣄ۫ ݡ
కంݟషڕ ߤ సంబం߅ంۨన࢑ మ࠾ࡍ అߕࣆ ޴ߝऒ एڕసࠪనం కం݄ త ړ వڴ ఉంݦ మࡖక షరޔ ఉం޴ xy 

Pru
tor
@
IIT
K



కएࡅ ޔఈ షర ࠾ࡍబܽद మనం ఈ మڒ ओߩఇ ڕమన ڕం݄ ۨవరڕࣆޓ ߘ ߤయߖ࠿   ޒबࣄࡍఈ ప ݡ
వࣆफం޴ .
  ఈ షర࠭࠲ ޔ ఇంతڕ ࠭ం1 ࣒ښ ޶ మߧ۫ ߖ  3 ࣒ښ ࠾ࡍంۧ࠭.
 ఈ షరڝ ޔసం ఒక ܼߤ ఇనछ ࡛झ  కం݄ తڕए వ  ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  అ޴ߝ ఒక ࠳న࣒ కం݄  ప ऱ࣒  xy x y xy x y
కएࡅ ߭ ࡏ߮ ߖఅ ࢟ࠀ ࣒ښ ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ  दܼ  బܽदڒ ࠭
ऒߖ޵ ߘߝ फࣃऴ࢐ ߖఅ ࢟ࠀ ࣒ښ  ओߩబܽद ఎڒ ߘ  x y ࠾ࡍకం݄ మ޶లభం ఎంࣆ ࡮ۧ ޴ఇ  ࠾ࡍమ  ݡ
ओߩనࡶ ڴలంږߘࣃ ఒక సందరग ݡ ం ఏࠫటం݄ ߕࣆऒ एڕసࠪనం కం݄ త ړ వ ߕࣆऒ  కం݄ ఎڕए వ x y 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ కం݄޶సం, ఎంڝ ޶ఐ ࣆښ ,ݞంڕڒ సࠪనం ړ एڕసࠪనం కం݄ త ړ వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद,a x 
ऒߕࣆ ݟంߘ ݡంࡓ ړ న࣒࠳ మంࡌ࢑ మࡹ࢑ ߤܼ ऒߕࣆ మࡹ࢑ ߤܼ ࠾ࡍమ ޴ంޔ޶ంۮ ړ x pi ݟంߘ  y 

झࡏڝ ఆ߯ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ړ  pi.޴ంޔ޶ంۮ ڕ
ఇనछ ߤܼ ݟంߘ ߖ޵ ࠭࠲  ࡛झ ఇనछ ߤܼ ߖ  ࡛झ फࣃݟܔ ޜ  ࠭ మߖ޵ ࠾ࡍ ऴపڒరం ܼߤ ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒  x y x 
ఇనछ ߤܼ ࡛झ పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ ړ߯ న࣒࠳ మంࡌ࢑  బܽद ఈ సందరगڒ ޴ఉంܿం ڴݡంࡓ ړ߯  ంࡹ ङܼ  y ߖఅ ߤ
۫డటం ۧࣆ ࡮లభం.
మ  పࡹ࢑  ऱ࣒ కएࡅ మంࡹ࢑ ߤܼ ޴ంۨన߅సంబం ړߖ޵ మంࡹ࢑ ߤܼ   ऴށࢩ మ࠾ࡍ మࢁऱ ߕࣆऒ  x y ah x ړ
సࠪనం కం݄ ఎڕए వ మߕࣆ ࠾ࡍऒ एڕసࠪనం కం݄ త ړ వڴ ఉనऒ ओߩ ऒߕࣆ మంࡹ࢑ ݡ  y x piړ ݟంߘ 
छ޳ మࡹ࢑ ߤܼ ݡంࡓ ऒߕࣆ ݡంࡓ ޴ంޔ޶ంۮ ࡌ బܽद ఈ సందరगڒ ޴ంޔ޶ంۮ ړ߯ న࣒࠳ ޜ ంݞږ ࡹy 
ఇనछ ߤܼ  ࡏࠬ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  x y 
फࣃ۫ ࡏࠬ ߖనద޴ంۮ ړށࢩమ ऴࡹ࢑ ߤܼ  pi ݟంߘ న࣒ ߯ 2࠳ ࠾ࡍమ 2 ࠑ ݟంߘ फ 0࣋۫ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏ

 వరݟܔ ࠭࠲ , ࣆࡱޘ ڕంۨనߩओ మనం తపओ ߗంܽݟంࡓ ం݄ ఈڕࣆޓ ࡏࠬ ݡ 0 ݋࣊ ఈ ޜ ݋࣊ ఈ ڴࡍసߖ
కएࡅ ఖۨऐ ߤయߖ࠿ ࠾ࡍమ ࡯࢐ڝࣆޓ ߖ ߤయߖ࠿  తంࡹ࢑ ߤܼ ڴమ ऴ݋࣊ ށࢩ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻షయం 
ఈ సందరग ంݞږ ࡹ జޔڷࡏంڒ ޴బܽद తపओ ఇకए ࠭࠲ ڴࡍసߖ డ ࠴దܽ వࡏసߧ۫ ߘంۧ࠭ ڒబܽद ఇ޴ 
ఐڒ ࣆښ ޶బܽद ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇࡅ ޴కए  కల࠼క ఆࣣ ఈ పࣄࡍबޒ ఒకܽ కం݄ తڕए వ ڒబܽद ࠭࠲ xy 
एڕలబमం ఒకܽ కం݄ త ࠾ࡍఏࠫటం݄ , మ ޴ంۨనߧ۫ వڴ ఉం݄, ܼߤ ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒ మం x y x yࡹ࢑ ߤܼ 
కएࡅ మంࡹ࢑ ߤܼ  పۮ ړ߅ࡍం޴న޴.
 అం޶వలऱ ఇకए డ ఈ వङ ڔ फకరణڕ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ , ఇతర ࡓంݡ సందࡌग  బܽदڒ ޶ڒ కషदం ࡮ۧ ݞږ ࡱ
ఒక సందరग ంࡹ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ మ࠾ࡍ మࡓ ࠾ࡍంږߘࣃ ݢలంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఈ xy x y 
సందరग ంࡹ࢑ ߤܼ ࡹమం ߕࣆऒ  x pi.࠼ఉంܼ ڴݡంࡓ ړ ݟంߘ 
छ޳ ݡంࡓ మంࡹ࢑ ߤܼ   ऒߕࣆ ࡌ ఉనऒ ڴలంږߘࣃ ݢంࡓ ऱࢁమ  ޴ంޔ޶ంۮ ړ ݟంߘ  ం޶న మ࠾ࡍy pi

కం݄ ఎڕए వڴ ఉనऒ ం޶న మనڕ కం݄ 1 కం݄ ఎڕए వ ఉంڒ ޴బܽद ܼࡹ࢑ ߤమం ࠪࡏओ  xy 1 x y 
నऒޔڷࡏ߭ ݞంڕࡶ  ఫంࣾڒ ߤబܽद ఇకए డ ߘంߤܼ ݟ ఇనछ ࡛झ  ఒకߖ޳ కం݄ కం݄ ܼࡹ࢑ ߤమం కం݄ y x 
ఎڕए వ అߝ ऴపకటనߘ ߰ం࠭ޑ޶.
 ఆ߯ మనం ࠭ంࣄۯ ޶న݄ऱ ࡓ ࠭࠲ంߤܼ ࡮ߩ࢙ ݡ ఇనछ ࡛झ फࣃݟܔ ߖ  ࠭ మߝߖ޵ ࠾ࡍ మనం x
߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ߩ࢙ ݟڕన మనం మࢁऱ ܼߤ ఇనछ ࡛झ ఇనछ ߤܼ ޠ࢑  ࡛ द ఒకܽ ܼߤ ఇనछ ࡛झ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  x x 
 ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  వߤ ߰ం࠭ޑ޶  కం݄, ږߘࣃలంڴ ఉనऒ ओߩ छ޳ ݡంࡓ వࡱ࢑ ߖ޵ ݡ x x pi ړ ࡌ
సࠪనం అߧ۫ ࠭࠲ ߖంۧ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄, ఈ దృࢲद ంతంࡹ ఇకए డ ah 
మం  పࡹ࢑ ߤܼ ऱ࣒ एڕఎ ݡంࡓ కం݄ ړߖ࢐సफ࢐ మంࡹ࢑ ߤܼ  వڴ ఉంܿం޴.x y pi 
छ޳ ݡంࡓ   బܽद ఆࣣ ఈ సందరगڒ ࠾ࡍమ ࡌ ంࡹ మన వదभ ఉనऒ మం  పࡹ࢑ ߤܼ ܼޓ ߘߝ బܽदڒ ޴ ऱ࣒  pi x 
ओߦۮ ߖమం అࡹ࢑ ߤܼ भ޳۫ ޾ࡶ ߠ ం, ڒబܽद ఇ࣒ښ ޴ నంబ࡛ ݀ ڝసం ڒబܽद మన వదभ ఉనऒ  y ݡంࡓ ߯ ޴
కం݄ ఎڕए వ  అޙ࠼ ఈ ܼޓ ఉం࡯ݞ  కం݄ తڕए వ ఎం޶కం݄ ܼߤ ఇనछ ࡛झ  మߤܼ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ  pi x y 
ఇనछ ߤܼ బܽदڒ న࢑޴ంۮ ړ2 ړ ݟంߘ 0 ݢంࡓ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ కएࡅ   అ߭ޒదभ ږߘࣃల ࡱ࢑వ pi x y 

ప 2 ࠑ ऱ࣒  ࠪऴత࠲ అޔ࢓ం޴, ఇڒ ޴బܽद సओ షदంڴ ఇ޴  ఆࣣ ܼޓ కం݄ తڕए వڴ ఉం࡯ݞ pi pi pi pi 
ఈ సందరग ړࡍబܽद ۨవڒ ం ࡓంڝ ݡసం మనڕ ఉనऒ छࡓఇంట ܼޓ ,ఏࠫటం݄ ޴ छ޳ ݡంࡓ ړ ࡽ pi ړ ࡌ pi
ओߩఇ ,޴ంޔ޶ంۮ సమసङ ݡ  ఏࠫటం݄ , ఈ ࡅ ܼޓకए  ఆࣣ ܼߤ 
ఒక ࠳న࣒ కం݄  ప ऱ࣒ కऐࡵ ఈ ޴బܽद ఇڒ  సࠪనం ړ  x y ݭ࠼దܽ సऱ࠴ ࠪ ల߯ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ߤܼ ߖࡹ ࡛ xy 
థࠫక సమసङߦబܽद ऴڒ , ޴फంࣆࡍసߘఅ ݟంߘ  ఏࠫటం݄, మనڕ మࢁऱ ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ܼޓ తపओ  2 ڴࡍసߖ
छࡓఇంట ࡹసమయం ޻అ ࠾ࡍమ ڕవర ݟంߘ pi pi.࡯޳ంۮ ړ ࡽ
  సమయం ఈ షరߘޔ సంతృߧफ పరۧ࠳ 1 ܼޓ ߤܼ ,࡯న࣒ కం݄  ప ऱ࣒ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ   xy x y
మࢁऱ ࡏڷफం۪ڕం݄, ࠴ ࠭࠲దܽ ߖڜऒ  సऱݭ࠼ లࡅ ܼޓ ࡏࠬ ࡹకए  కڵ࡯ ఉనऒ ం޶న ࠭࠲ చࡍऐ फనऒࣆ  f 
రۮ ړߖڒం޴న సమసङ .

అڜ ޴ߝంత ڒబܽद ړ సࠪన࠳న ܼߤ ఫంࣾߤ  ऴߦథࠫకంڴ ఈ ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ మనڕ అవసరం ߗڒ   f z z
సమసङ  ఏࠫటం݄, ఈ ۮ ڕܼޓం޴నڒ ޶ڒ ޴బܽद ࡹ࢑ ܼޓమ ऴۮ ړށࢩం޴నڒ ,޶ڒ ޴బܽद ఇకए డ ݞږ f 
మనం ࢐ ܼޓసफړߖ࢐ మధङ ంతర ࡓ ړం޳ ݡछ ऒߕफࣆ۫ మనం ߖనద޴ంۮ ࡌ ࠭.ah to pi pi
 

కएࡅ మంࡹ࢑ ޶ڒ ݋࣊ ށࢩమ ऴࡹ࢑  ప࢐ ݋࣊ ߅ࡍసफ࠳ ړߖ࢐న࣒ ࡓంߘ ݡంݟ పऱ࣒  f pi, ah tan pi pi 
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छ޳ ݡంࡓ ఖۨऐ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡌ తం࠴ ࠭࠲ ڴదܽ ߖڜऒ  సऱݭ࠼ లࡹ చࡍऐ फనऒࣆ  సమసङ కएࡅ   
నߕ࠮ రకం మࡹ࢑ ࡏࠬ  ࠾ࡍమ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ లޜ వङ వహࡍంۨనߩओ డ࡮ऱ एࡖ޶ఎ ࡏࠬ  ం݀ߝ 
ఉంܼࡏࠬ ޳ࡶ ࡏ ఈ రక࠳న సమసङ फࣇ۫ ߘ  ,ࡏఉంܼ ߝ
బܽद ఈ సందరगڒ ం࣋ۯ ࠭࠲ ࡹ ఉߦయం ఏࠫటం݄ 
ఇࡹ࢑ ߤܼ ޴మ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴڒ ޶ڒ ݋࣊ ށࢩబܽद ࠴ ࠭࠲దట ۫ࣃफ ࠭.
छ޳త ,࡯࠻ۯ ߕ޼మనం ఏ ࡮ڼࡍజ ߤషࡔంత ఆపڜ ܼ߯ޓ   బܽद మనంڒ ޴ఉంܿం ڴథࠫకంߦऴ ڕమన ࡌ
 ,फ࣋࢘ࣄޓ ߖ߯ ݟంߘ ߖ޳ ,फ࣋࢘ࣄޓ ߖ߯ ݟంߘ ߖ޳ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ߖܼޓ మనం ఈ ޴࣋ۯ
ऒߕࣆ ݟంߘ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ మంࡌ࢑ ߯ న࣒࠳ ܼޓ ,అం݄ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ړ߯ ݡంࡓ ޴న޴ంۮ ړ߯ ܼޓ ړ
ऒߕࣆ ݟంߘ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ,࢑షయం ఏࠫటం݄ నࣄ࡯ޘ ڕమన ࠾ࡍమ ޴ంޔ޶ంۮ  బܽद ఈڒ ޴న޴ంۮ ړ
కएࡅ ށࢩమ ऴࡹ࢑ ߤܼ ޴ߝమం అࡌ࢑  ఉపసࠫޒ మ࠾ࡍ ఈ ߘ ܼޓం࢘ࣄޓ ߖ߯ ݟయڒ ړߖݞరణం 
 ޴ఇ ,ߘ޳ం߰ ߖ߯ న࣒࠳ ܼޓ ࡽڵం࠻ తफڜ ߘߝ ,రణం ఏࠫటం݄ڒ దܽ࠴ రణంڒ ړߖݞవڒ ࡱంతݟంࡓ
కएࡅ ށࢩమ ऴࡹ࢑ ߤܼ మంࡌ࢑ బܽद ఈڒ ޴న޴ంۮ ړߖ޵  ఉపసࠫڒ ޒబܽद ࢘ࣄޓ ߖ߯ ޴యڒ ړߖݞరణం మࢁऱ 
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ ఉంܿం࠴ ޴దܽ ڒరణం ఏࠫటం݄, ڜ ߘߝతफ ࠻ం࠳ ܼޓ ࡽڵన࣒ ߯ߖ ߰ంߘ޳, ఇߤܼ ޴ 
ఆవర ޜ ߤఫంࣾ ߤܼ , ޴ండవࡓ , ޴న޴ంۮ ړށࢩమ ऴࡹ࢑ फనంڴ ఉంܿందڒ ࣆࡱޘ ڕߕ ߖబܽद ࠳ ܼޓన࣒ pi
కएࡅ ߯  ߤܼ 
ఒక ࠳న࣒ కం݄  ప ऱ࣒ xy x y ܼޓ ߖ߯ ࡽڵం࠻ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ޻అ ܼޓ ߤܼ నࣄ࡯ޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ 
ఉనऒ ࡹఈ సࠬకరణం ڕమన ࡹబܽद ۨవరڒ రణంڒ కࡖమ ړߖݞవڝఎం۪ ړߖݞయ࢘ࣄޓ ݟంߘ  ఏࠫటం݄ ޴
మనం  ࡅకए  ܼంܐం݋ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ ఈ ڝణం ఒక ࠳న࣒ కం݄ ఈ ࡱ࢑వ  ప ऱ࣒  ang le xy x y ڕవࡱ࢑ 
సࠪన࠳న ܼࡹ࢑ ߤమం పۮ ړ߅ࡍం޴నڒ ޴బܽद ఇߩओ న࣒ కం݄  ప࠳ న࣒ ߯ ఒక࠳ ܼޓ మనం ݡ ऱ࣒  xy x 

కएࡅ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴలభంࣆ ߖసࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ  .y 
  ఇకए డ ఒక ࠳న࣒ కం݄ ߯ పऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇకए ࠾ࡍసࠪనం మ ܼޓ ړ  డ పܽदకࡹ సڴࡍठ  xy x y
ऴ࢐యబݟం޴ 
एڕకం݄ ఎ ࠾ࡍమ ࢟ܽ܊ߦ ݢంࡓ ࠾ࡍబܽद మڒ ݀ నంబ࡛ ࣒ښ ఆࣣ ޴బܽद ఇڒ వڴ ఉం݄  ఒకܽ x y xy 
తࡌछ త ܼߤ ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  అ޴ߝ ఒక ࠳న࣒ కం݄  ప ऱ࣒ కएࡅ    ప ऱ࣒  x y xy x y pi ߤܼ 
ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړߖࠪࡹ࢑  ڕ޶ం࠭ ޜ࢓܌ࡏ ࠭࠲ ڴణంڷߘ࡮ڒ ࠾ࡍంۧ࠭ మߧࡐߖ ݦ
ళऱ࠭ࢗ   ఈ ۨవࡍ ࣋द࠱ ݋ం݋ అޙ࠼ మనం ࣄۯ ݀ ࣒ښన ࢑ధంߝڴ ఖۨऐ తంۯ ڴయవ۪ऐ  
, ఆ߯ ܼߤ ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒ झڡఎ ݟంߘ   ऴ߭షߤ లߘ ߰ందడం ۧࣆ ࡮లభం, ఉ޳హరణࡹ࢑ ߤܼ  ڕమం x y 2
ఎం޶కం݄ మనం 2 ࡏࣃऱ ܼࡹ࢑ ߤమం ऴ࢐యవ۪ऐ .
ఇనछ ߤܼ  ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ ࠭࠲ ఆ߯ ߤܼ  ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ घࡏ߷  x inv  erse x x y y ޜ ߖ࡮
సࠪనంޜ ڴ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఆ సందరग ంࡹ మనం ߰ంద޴ࡃࠓ ఇڒ ޻బܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  మࢁऱ x
ధృ࢒కࡍంచړߖݞ ऴߦథࠫకం޴ڜ ڴभ࢐ ڴङ యవ۪ऐۯ మం࠻ .
ఇనछ ߤܼ  ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ ఇనछ ߤܼ ݟంߘ  ࡛झ ఇనछ ߤܼ న࣒࠳  ࡛झ సం వङڝ  ڔ फకరణߘ ߰ందడంx y x y 
తछ ߘߝ ࠾ࡍలభం మࣆ రڷ ߖ޳ ڴంࢗ ݞళڒ ߘޑబܽद ܼߤ ఇనछ ࡛झ ఇనछ ߤܼ న࣒࠳  ࡛झ  x y ߤܼ ߖ 
ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  x y ࣄࠐ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ߤܼ కం݄޶ఎం ޴అ ࠾ࡍన࣒ మ࠳  
ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ ఇߩओ నऒࠚ࢑ ݡంࡓ ߝన࣒ అ࠳ ࠾ࡍమ ߖߖ޵ మనం ݡ झࡽࠋయࡍ࢘  కएࡅ   x y ߤܼ 
ఇనछ ࡛झ  ల ࠴తफంڴ ऴ࠭ࣃ࢐ 
ఉనऒ ޶ం࠭ ڕఇంత ڕफ మన࣋ڵࡆఉప ߘఆ పܽदక ࠭࠲ ࡯ڴంచగలڵࡆబܽद మన࠭ ఉపڒ  ఫ࡯తం 
ఏࠫటం݄, మనڕ 
ఈ ݡ࠮ షరࡱޔ ఉߕऒ ࡓ ఒకܽ కం݄ ޔదܽ షర࠴ బܽदڒ ࠼ ऱܿ ࠳న࣒ తڕए వ ڒబܽद ڕࠬ ߘߝ ఆ x y 
తछ ࡮ۧ ߘ ࡽࠋ݄ రڒ ߘޑߩ۫ ڴబܽद మనం ఏࠫ ࣆۯफߕऒ झ࡯࠻ۯ ࡹతफం࠴ లభం ఈࣆ ࡮ۧ ࠵ ంద࡮ऱ   
పܽदక ऴప۲ܼޒ మనం ఈ ࠳ ߖన࣒ ޜ భࡎ फ ࡯࠻ۯ , ఆ߯ ߤܼ ࠭࠲ ఇనछ ࡛झ ఇనछ ߤܼ న࣒࠳  ࡛झ సం yڝ  y x y 
ఎڡझ  ऴ߭షߘ ߤ ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ࠭࠲ ఇకए డ ࣄۯన޴ అڒ ޻బܽद ࠬࡏ ఆ పܽदక࠳ ߖ ࡹన࣒ ޜ భࡎ फ ࣋ۯफ y y
ఇڒ ࡏࠬ ޴బܽद ࡓ ऱܿ ࠳న࣒ ߰ందంڒ ݟబܽद ఇంత࠭ڕం޶ మనڕ ఒకܽ కం݄ తڕए వ ఉంߗڒ ,޴ x y xy 
ࡎభ ޜ న࣒࠳ ߖ ࠭࠲ फ ࣃۯफ ࡓ ڕబܽद మనڒ ࠭ ऱܿ ࠳న࣒ ఒకܽ కం݄ తڕए వ వࣆफంߖߖ޳ ,޴ y y x y 
ऴ࢐యవ۪ऐ  అ޻ పࣄࡍब࠳ ߖޒన࣒ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ అߖ సࠪనంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ   ఆ߯ మన࠭ x xy 
మ  పࡹ࢑ ߤܼ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ऱ࣒ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ  फࣃऴ࢐ ߖన࣒ అ࠳ ڴࡱ޶బ ړ ߗڒ ࠭ x yڕబܽद మనڒ ࠭ y y 
ఒక ࠳న࣒ కం݄  ప ऱ࣒ ࡎభ ޜ޶న࣒ ఐ࠳ ޙ࠼అ ,޴फంࣆన࣒ వ࠳  फ ۯయబޔݡం޴ ఇߩओ  మన వదभ xy x y y ݡ
ఉనऒ ࡓ న࣒࠳ 1 ޴ ऱܿ ࠳న࣒ మ࠾ࡍ ఇతర పࣄࡍबޔల ڝసం మనం అ޻ పڜ ߖߖనڵࣃంۧ࡯ మ࠾ࡍ x y 
ۨవړࡍ మనం ߰ందడం ࠭ڵంۧ࠭ ڒబܽद ఈ ݡ࠮ షరޔలڕ వࡏసࡱ మࡹ࢑ ߤܼ ࠾ࡍమ ࠳న࣒ ܼߤ x 
छ޳ ంܽݟంࡓ ࠾ࡍమం మࡹ࢑ ڴరం߄ఆ ޒबࣄࡍప ࡱవࡱ࢑ సంڝ  sa y  x y ,޴ం޴ంۮ फߧసంతృ ࡌ
ఇపओ ܽవర࠭࠲ ڕ 
छࡔ࢘ ݡంࡓ झࡽࠋయࡍ࢘ ࡏ  మࡅ ࠾ࡍకए ऒߖࠪࡹ࢑ ߤܼ   ఎݟܔ ࡮ంۧࡹ ࠪऴత࠭ࢡ۫ ࠲, అޙ࠼ x y 
ఈ ࢑ష࠻ల߄ࣃ ߘరނకࡍంచవ۪ऐ , ఉ޳హరణڕ మనం ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒  x ߖ ࣒ڒ 
గށంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭.
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ऒߖ޵ మనం ࠾ࡍమ మࡹ࢑    ఎࣃۯ ࡮फ ం ڒబܽद ఒక పదमޒ ఏࠫటం݄, మనం ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ  y x ߤܼ ݟంߘ 
కएࡅ ߖ޳ఒక ޾ఏ ړߖࠪࡹ࢑ ओࡍࠪ  ఇనछ ࣒ڒ ऱࢁమ ࠾ࡍమ ߘలޑऴࣇ ݟ ࡛झ ओࡍࠪ ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ ݟంߘ   yݟ
బܽद తపओڒ నగల࠭ھߘక ߘలޑऴࣇ फࣃࡏࠪ ߗంܽݟంࡓ ఈ ڴࡍసߖ ࠭.
झࡽࠋయࡍ࢘ ݡంࡓ   కएࡅ  ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  లڕ ఇకए డ ߖబంధనࡱ ఉߕऒ झࡽࠋయࡍ࢘ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࠼  
కएࡅ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ ఇపओ ڕమన ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ࡹంۧݟܔ ࡮ఎ ߘ   బܽद మనం ఆࣣڒ ࣆࡱޘ ښܽ
߰ం࠭ޑ޶, మనం ఈ ޑ࠴फ ऒߖ  ఒక ࢘ࡍయࡅ ࡽࠋకए ఇనछ ߤܼ  ࡛झ ందవ۪ऐ߰ ڴ   
మ࠾ࡍ ఆ߯ అ޴ మనڕ సࣔయం ࣆۯफంڒ ޴బܽद సమసङ  ఏࠫటం݄, అۯ ࡮యړߖݞ మనߖڜ ڕऒ ओࡍࠪ   ݟ
ఇనछ ߤ࣌ ࡱޑऴࣇ ࡛झ ఇనछ ߤܼ ݟంߘ  ࡛झ  మࡌࢗ ࣒࢙ ࠾ࡍझ  మ࣒ڒ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ ఇనछ ߤܼ ݟంߘ  ࡛झ  
మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ܼߤ ఇనछ ࡛झ మనం తछ ࡹల ݭ࠼సऱ ޴ంړబܽद ऴڒ మంࡹ࢑ ࡱ  అవసరం ڕవర ڝ ݟంߘ  రڴ 
ఆࣣ ࢗ ړ࢐ܽ߯ళ ऱړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ఇనछ ߤ࣌ బܽद మనంڒ ࠭ ࡛झ  మߤܼ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ  ࢑షߝ࠻ऒ  
 ం޳ంڕࣆޓ
బܽद ఇకएڒ డ ऴపశऒ  ఏࠫటం݄ మనం ࡱ࢑వߘ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭, ఇ޴ సओ షदం࠳ ڴన࣒ మధङ  ఉంܿం޴  x ah 
ఒకܽ మ࠾ࡍ పऱ࣒  వߤ ఆ߯ ࡅ ࠭࠲కए  x ah ߖమం అࡹ࢑ ߤܼ సࠪనం ړߖ޻ మంࡹ࢑ ߤ࣌ 
ऒߕంܿڕߘలݞ۫ బܽद మనం ఇకएڒ ࠭ డ ఈ ऴపశऒ ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ߘफࡏڷ   ޴ߝఅ ܼޓ బܽदڒ ࠭
పओۮ ߖసࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ ߤࣄ ంݟ, అߩओ సओ ݡ షदంܼޓ ڴ పۮ ړ߅ࡍం޴నߤ࣌ ޴ ఇనछ ࡛झ  x ޴ఇ ,݋࣊ 
పऱ࣒ ݟంߘ ݀ ࠑ ߯ న࣒࠳ ऒߖ࠻࢑ష ߖయ࡯ޘ ఆ߯ మనం ఈ ,޴ఉంܿం ݀ ࠑ ߯   ఇకए డ 
కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ఇనछ ߤ࣌ ړߖ࢐సफ࢐ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ ࡛झ కएࡅ  ړఆస ࡹనడంھߘక ߘ ߤܼ  फ కڵ࡯ x 
ఉߕऒ ࠭ ఎం޶కం݄ ࠬࡏ ఈ సࠬకరߖހऒ  ఇకए డ ۫࣋फ ڕࣆޓ ߘߝం݄  ࡓం࡮ߩ࢙ ݡ ఉనऒ  ܼంܐం݋ 
ఫంࣾࡓ ߘߝ ߤంڕࣆޓ ߤܼ ࡮ߩ࢙ ݡం݄ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ కएࡅ   x ޴ంޔ࢓అ ߤܼ 
బܽद ఇకएڒ డ ఈ ࡯ޘయ࢑ ߖషړߖ࠻ సࠪనం మߤ࣌ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ  అۨࣇ ޜܼޓ ޴ߝంచబޔݡం޴ x 
ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ړࡍవۨ ࠭࠲ బܽदڒ  ܼޓ ࣒ڒ ޴ߝఅ ܼࣜ  ܽ ࠆఆ ߤܼ ޙ࠼అ ܼޓ ࠆఆ ߤܼ  ࠭
కం݄ ܼޓ ߤࣄ, ఇకए డ ߘం࢐ ܼޓ ߤ࣌ ݟసफړ ړߖ࢐ సࠪనం అ࠭࠲ ߖ ఇపओ ऒߕफࣆ۫ ښܽ ࠭ మ࣒ڒ ࠾ࡍ x
కం݄ ఈ సందరग޶లభం ఎంࣆ నడంھߘక ܼޓ ం࠳ ܼޓ ࡹన࣒ ߯ࡓ ړంߘ ݡంݟ పऱ࣒  ڕܼޓ ࣒ڒ ݡంࡓ ړ߯ 
ओߩబܽद ఎలऱڒ ޴న޴ంۮ .޴ఉంܿం ݢ
ओߩఎలऱ ޴ఇ ڴలంږߘࣃ  ए࣋ ࣒ڒ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ छ  న࣒࠳ ఒక ޴ߝఅ ܼޓ ࡛
ए࣋ ߤࣄ छ घࡏ߷ ఈ ߖఅ ܼޓ ߤࣄ ܼޓ ࡛ ఇపओ ڕమన ࡮ ए࣋ ࣒ڒ బܽद మనంڒ ࣆࡱޘ ښܽ छ  ఒక x ߘܼޓ ࡛
న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  , ఆ߯ ܼޓ ࣒ڒ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ధߕతघ క వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం, x x 
ఎం޶కం݄ ܼޓ ఈ ۮ ړߖࠪࡌ࢑ం޴నߩओ ऒߕࣆ ܼޓ ࣒ڒ ݡ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿందڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद 
మనం 
ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ఒక ఓవ࡛ ࡹ ࡛ ల వరږߘࣃ  ठߖ࡮࠮ऒ  మనం x ޻అ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ 
ఉం۪࠭ޑ  ఇకए డ ڒబܽद, ࡅ ܼޓకए  ޴ߝఅ ߤܼ 
ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ x x ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ړࡍవۨ ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ కం݄ ݋ࡐ 
ङܼ ߖߖ޳ ࠭࠲ ,ం݄ڕߘల࠻ऴ࢐ ڴऴభంࢤ ఇనछ ߤࣄ ࠆఆ ߤ ࡛झ  ఈڙछ झࡽ  కం݄ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ x x x 
మ࠾ࡍ  ఎం޶కం݄  ఇߩओ ۨ ఈ ࡏࠬ ݡ ऒࣔ ऒߖ ఇనछ ߤ࣌ మࡹ࢑ ޙ࠼నటऱࣄ۫  ࡛झ  సओ షदంڴ ఈ x x 
కएࡅ మంࡹ࢑ ߤܼ ݞږ మంࡌ࢑ ఈ ࠾ࡍమ ޴న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑  ऴڴ ݋࣊ ށࢩ ఉంܿంڒ ޴బܽद మన వదभ 
 ࠾ࡍమం మࡹ࢑ ߤܼ  ޴న޴ంۮ ڕ ݋࣊ ߅ࡍప ܼޓ ఈ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕవࡱ࢑ ఈ ܼޓ ణంڝ ంతڜ
అం޶వలऱ సओ షदంڴ ఈ ܼޓ 
ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ కएࡅ ݋ࡐ   కం݄ ܼړߖࠪࡹ࢑ ߤ సࠪనంڴ ఉంܿందߖ ۫డటం ۧ࡮ x x 
బܽद ఇకएڒ లభంࣆ డ ఉనऒ  ఈ ऴపశऒ फ ఖۨऐࡏڷ  తంڴ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ సࠪనం x x ړ కం݄ ݋ࡐ 
మ࠾ࡍ ఆ߯  మనం ࡍవ࡛झ ࢐సफవ సంఖङ , అం݄ ఆࣣ ޴ఉంܿం ࣄయవలۯ ݞږ  లۮ ڕం޴న ࡅకए  x ah 
ఇۨऐ ߘవࡱ࢑ ంతڜ నటऱޙ࠼ , ఆ߯ మనం ఈ ऴపశऒ  ࠭ڴݟఅ ߘ
, ఆ సంښత ࡹ࢑మ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఈ ࢐దనߘ కߤܼ , ߖھߘ ఇనछ ࡛झ  x 
ఇకए డ ఈ ࡯ޘయࡍ࢘ ߖయࡅ ࡽࠋకए ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  నࣄۯ ޶ం࠭ ڕऱ మనం ఇంతࢁబܽद మڒ సࠪనం ړ 
࢑ధంߝڴ ऴߦరంࣃࠚफ छ޳ ܼޓ ,࠭ ఇనछ ߤܼ ࡌ ࡛झ फࣃۨࣇ ߖ  ࠭, ఆ߯ ܼޓ అࡹ࢑ ߤܼ ޴ߝమ పړ߅ࡍ x
.޴న޴ంۮ
  ఇ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ పऱ࣒ ޜݡంࡓ ݟంߘ ߯ న࣒࠳ ࡽ  ߤܼ ܼ߯ޓ ݋ంڒ࣊ ߘܼޓ ߤࣄ ఆ߯ ڕవర ݡంࡓ ߯ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴܼޓ , ఎం޶కం݄ ࣊ڒంܼޓ ݋ అܼ߯ޓ ࣒ڒ ޴ߝ ఒకܽ, ఇ޴ వߤ పऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ కएࡅ ࡛  
వర ठ࠮లం߯ ܼڕܼޓ ߤܼ ߤ సࠪనం.
పऱ࣒ ߤబܽद వڒ ܼޓ  ए࣋ ߤܼ  छ ए࣋ ݭకం࣊ ܼޓ ࡛ छ సం ఇకएڝ ఈ దశ ࠭࠲ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ܼޓ ࡛ డ 
ఉపڵࡆంۧ࠭ ڒబܽद ܼޓ ఇߖ ࡮రछ ۨంచబݟనం޶న మనం ऴ࢐యవ۪ऐ  , ࢐సफޜ ߤܼ ߤܼ ړߖ࢐ సࠪనంx 
అߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफంڒ ܼޓ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ ܼߘܼޓ ߤ ఇకए డ ޜ భࡎ फ ࣃۯफ ࠭, ఆ߯ ܼߤ ࣋ए छ x ܼޓ ࡛ x 
࣋ए छ ࡎభ ޜ ࡛ फ ۯయబޔݡం޴, సओ షदంڴ ఆࣣ ఈ వర ठ࠮లం ఇకए డ ږߘࣃల వర ठ࠮లం, ڒ ړߖ޵రణం ܼޓ 
పऱ࣒ ݟంߘ న࣒ ߯ 2࠳ ओߩనࡍۯ ړ߯  కएࡅ ܼޓ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ܼޓ ࣒ڒ 2  ݡ  ࡹమంࡌ࢑ ఈ ݋ంڙ࣊ 
అߖऒ ఉనऒ ڴలంږߘࣃ ܼޓ ݋ంڙ࣊ వలऱ ఆࣣ޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ڕܼޓ  ం޶న, ࠭࠲ 
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1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛ ల వరږߘࣃ  ठߖ࡮࠮ऒ మన వదभ ఉనऒ ڕబܽद ۨవరڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ  కएࡅ ܼޓ ޴  x 
.ߤ࣌
ఇనछ ߤܼ ܘఈ ܼޓ  ࡛झ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ సࠪనం ړߖ޵  వ࡛झ ߤఇ ߤܼ ࠆఆ ߤ࣌   ఈకछ झࡽ  ఓవ࡛ ݋ࡐ x x x 
ఆࠆ వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ వ࡛झ ߤఇ ߤܼ ࡽڵం࠻ ఈ ߗڒ  పऱ࣒ ݟంߘ  ࠑ ߯ న࣒࠳  x x 2 ࠑ ߯  2 
వరڕ ఉంܿం޴.
 
ఇనछ ߤ࣌ ࡛झ కएࡅ   ऴڒ ݋࣊ ށࢩబܽद ఇ࢐ ޴సफߤ࣌ ړߖ࢐ ఇనछ ࡛झ  ऴࡅ ށࢩకए  ఉపసࠫޒ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ 
ఇకए డ ఈ ऴపకటన ߘంߤܼ ݟ ఇనछ ࡛झ  అ޴ߝ ఒక ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛ కएࡅ కం݄ ݋ࡐ   x x x ړߖࠪࡹ࢑ ߤ࣌ 
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ అߘసࣆࡍफం޴.
 ఇకए డ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾࡅ ߤకए  ఆࡏठङ పల ߭దभ ऴపశऒࡹ ݋ం࠱ పऱ࣒ ߤవ ࠆఆ ݋ࡐ ఓవ࡛ ړߖ࢐సफ࢐ फࡏڷ   x x 
࣋ए छ సࠪనం, ఒక ۨనऒ ړ ࡛  ఉ޳హరణ మనం ఇߩओ ఉదग ݦ ࢑ంۨన ఈ ߷ࡏघ కएࡅ ࡮  ऴ࠭ߦఖङ తߘ 
ऴగࣕంచడంࡹ సࣔయపޔݡంڒ ޴బܽद మన࡯ऒ  అڴݟమۮ ߖపओ ంߤ࣌  ݟ ఇనछ ࡛झ  ఈ ,ړߖݞంచށగ ߘవࡱ࢑ 
ఇతర ࢐సफవ సంఖङ కएࡅ  ఇనछ ߤࣄ  ࡛झ ࢐సफవ సంఖङ ఈ ఇతర ,ړߖݞంచށగ ߘవࡱ࢑  కएࡅ   మంࡹ࢑ ߤࣄ 
ࡓ ݡ࠮ ݡంࡓ ऱܿ ఉంܿం޴ , ఇ޴ ఆࣣ ࡅకए న࣒ ࣋ए࠳  छ ఓవ࡛ ࣋ए ߤన࣒ వ࠳ ߤవ ݋ࡐ ࡛ छ  ޴ࠫߖఎ ݋ࡐ ࡛
घࡏ߷ ం݄ ఈڕफం۪ࡏڷ బܽद మనంڒ .޴ంݟంచబߧࡐߖ ߖఅ ߤ࣌ ఆ ࡮

కएࡅ న࣒ ࣋ए࠳ మం ఒకࡹ࢑  छ కएࡅ ࡛ ߯ ݋ࡐ  కएࡅ  x x x x  ݡ࠮ ޜ బܽदڒ సࠪనం ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ 
కం݄ ఒకܽړ సࠪనం మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ߷ࡏघ एڕకం݄ ఎ ݡ࠮ ޴ڼ࡯फ మనం ߰ందగ࣋ڵࡆఉప ߘ࡮ వ ݡ࠮ 
కएࡅ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ घࠫޛ ݟంߘ న࣒࠳ ఒక ߖంܽݟ࠮ ߯ߖ޳సࠪనం ఒక ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ ߤܼ   ړ޴
వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచڴ, ఎం޶కం݄ ߯ݡ࠮న ࠴తफం ࣋ए छ ࡛ ఒకܽࠫޛ ޜघ  ړ޴ࠫߖఎ ޴ఆ߯ ఇ ࠾ࡍమ ޴
కएࡅ ݡ࠮ కం݄ ݡ࠮ బܽदڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ నݟږ ޜߖ޳న ఒక޴ంۮ  మంࡹ࢑ ߤ࣌ 
࢐సफࡹ࢑ ߤܼ ړߖ࢐మం ఎړ޴ࠫߖ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ ఇ޴ ధߕతघ క వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ 
ఇకए ࠭࠲ ,ޙࢀࢗ ڕకߘࢗ ࠭࠲ డ ږߘࣃల వర ठߖ࡮࠮ऒ ऒߕڕࣆޓ  మࡏڷ ࡏࠬ ߖफం۪ڕంܼࡏ మ࠾ࡍ 
అ࢑ ޻ధంڴ మࡖక ప࠭࠲ ݞږ ړߖ޳ ఆ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ అ࠳ ऱ ఒకࡏࣃ ݡ࠮ ݡంࡓ ߖ    
ఎڴ߯ ړ޴ࠫߖ వర ठ࠮లం ܼړߖࠪࡹ࢑ ߤ సࠪనం ڒబܽद ఇڒ ޴బܽद 2 ࡓ 3 ࠑ ऱܿ 1 ࠳న࣒ 1 8 ࡅకए  x 
వర ठ࠮లం కం݄ 1 ࠳న࣒ ఈ ࢑షయం ࡅకए  వࡌठ ऒߖ వర 1  ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ऱ 1ࡏࣃ 9 ݟంߘ 4  ठ࠮లం ޳छ   ࡌ
యవ۪ऐۯ లభతరంࣆ ړ8 ݋ࡐ న࣒࠳ 1 ݟంߘ మం 2ࡹ࢑ ߖߖ޳ ࠾ࡍరऴసం మޔతफం చ࠴ 8  ࠭࠲ బܽदڒ ,
ఈ 3ߖ వర ठ࠮లంڕࣆޓ ړࡹంܼ࠭, త޳छ ఇకए ࡌ డ ఈ ࡍߖ भషद పదం ࡅకए  వࡌठ ࡓ న࣒ 4࠳ 9 ړߖ ऱܿ అޔ࢓ం޴, 
ఇ޴ ఒకܽ పऱ࣒  వߤ అޔ࢓ం޴  ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ 2 ࠑ ࣋ए छ  ࡍప޶త ߖߖ޳ మనం ࠾ࡍమ ړߖ޳ࠫߖఎ ݋ࡐ ࡛
 సऱࢇڙࣆޓ ړ ݭ࠼फ 
ए࣋ ࠑ న࣒ 1࠳ ऱ 1ࡏࣃ 2 छ కएࡅ 8  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ 8 ݋ࡐ ࡛  వర ठ࠮లం 2 ࡏࣃऱ 1 ࠳న࣒ ࡅకए  ߤܼ 
కएࡅ ߤݪ ఒక ړߖ܉ߖ బܽद మనంڒ సࠪనం ړߖࠪࡹ࢑  వర ठߖ࡮࠮ऒ వ۪ऐڝࣆޓ   మ࠾ࡍ మనڕ ఏࠫ 
లࣆࠚफం޾ ۫డవ۪ऐ ఓవర ޴ࠫߖఎ ߖߖ޵ , ऱ వర ठ࠮లం కం݄ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ఒక ࠳న࣒ ఒకܽݞږ ڴ ऴ࢐యవ۪ऐ

घࠫޛ కएࡅ ޴  ࣋ए छ పऱ࣒ ݀ ࠑ ݋ࡐ ࡛  ࣋ए छ కएࡅ ݡంࡓ ޴అ ࠾ࡍమ ޴ࠫߖఎ ݋ࡐ ࡛ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  ݋࠼ఎ ړ 
ए࣋ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ छ కएࡅ ޴ࠫߖబܽद మనం ఎڒ సࠪనం ړ ݋ࡐ ࡛  వర ठߖ࡮࠮ऒ  ࣔరంڕࣆޓ ړంܼ࠭ ఇకए డ 
మనڕ ࠭߯ओ  ఆࡏ కߧ࡯ ఎࡏࣃ ޴ࠫߖऱ వࣆफం޴ ఎࡅ ޴ࠫߖకए  వర ठ࠮లం ڒబܽद అ޴ ఎ޴ࠫߖ అޔ࢓ం޴ t 
ࡓ ऱܿ ఎࡅ ޴ࠫߖకए  వర ठ࠮లం ڒబܽद ఇ޴ ఇతర పదం ڝసం ڒబܽद ఈ ࡍߖ भషद పదం ఇకए డ ࡓంࡓ ݡ࠮ ݡ ऱܿ 
కएࡅ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ఈ ࢑షయం ࡅకए ओߩఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ   బܽद మనంڒ ࡯࠻ۯ మనం ݡ
ఇంతڕ ࠭ం޶ ఆ ࣌ߖऒ .࠭ࣃ۫ 
एڕకం݄ ఎ ݡ࠮   వ ࡹ࢑మం ఒక݋ࡐ ߯ߖ޳ ఎߤܼ ړ޴ࠫߖ ఇనछ ࡛झ एړࡵ ڴ  ంచబݟం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఉనऒ  
ఈ ࢑షړߖ࠻ మࡖక వङ ڔ फకరణ వۨऐ ంڒ ޴బܽद ఇߩओ ڕబܽद ۨవరڒ ࡯ݞఉం ࡹޒबࣄ ۯంݟܔ ߗంܽݟంࡓ మనం ݡ
మన వదभ ఉనऒ ఇనछ ߤ࣌ ఆ ޴ ࡛झ   1 ఓవ࡛ 3 ప ऱ࣒ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ ࡓ 3 ࠑ 2  ऱܿ 1 ࠳న࣒ 1 ఓవ࡛ ࣋ए छ  ړ8 ݋ࡐ ࡛
సࠪనం ܼߤ ఇనछ ࡛झ   ఓవ࡛ ࣋ए छ ప  ݋ࡐ ࡛ ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ झڡబܽद ఈ ఎڒ   ऴ߭షࡹ ߤ మనం ఈ ߖ ర޶भ 1 8 4
యవ۪ऐۯ కएࡅ మనం 4 ޜߖ޳ ,  వర ठߖ࡮࠮ऒ వ۪ऐڝࣆޓ   ఇకए డ మనం 
కएࡅ 9  వర ठ࠮లం ޳छ కएࡅ న࣒ 1࠳ 8 ࡌ  వర ठߖ࡮࠮ऒ  ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఎࡓ ړ޴ࠫߖంࡓ ݡ ऱܿ 
వర ठ࠮లం వࣆफంڒ ޴బܽद ఇߩओ ఇనछ ߤ࣌ ݡంࡓ అం݄ మనం ࠭ࣃۯ ఏࠫ ڴనం߄మనం ऴప ݡ ࡛झ  ల ޑ࠴फ ऒߖ  
ఇనछ ߤܼ ݡంࡓ ࡛झ  ల ࠴తफంࡌࠪ ڴऐ ࠭ మ࠾ࡍ ఆ߯ మనం  ܼߤ ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  x yf 
ఉపڵࡆంచంڒ  ݟబܽद ఈ సందరग ంࡏࠬ ࡹ ఏࠫ తۯ ڥߖయవ۪ऐ  మߘߝ ࠾ࡍ ఇߩओ  ormula ߘయۯ ݡ
అం݄ మనڕ ఈ ࡱ࢑వڕ సࠪనం మ࠾ࡍ ఈ ࡱ࢑వڕ సࠪనం మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ మ࠾ࡍ ఈ x y x y 
కएࡅ  ఉతओ एڕफ 1 కం݄ తޒ వڴ ఉం޾ࡶ ޾ తۯ ڥߖయవ۪ऐ .
 అం݄ ߤܼ ߘߝ ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  ఈ ߷ࡏघ ఇనछ ߤܼ ࡮ ࡛झ   ప ऱ࣒  న࣒ x yi x y 1 x xy࠳ 
ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ఈ ࡏࣃऱ ࡓ ऱܿ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ తࡌछ త ఇ࡮ۧ ޴ x y 1 
కएࡅ 1 ߖߖ޳ కం݄ మనం޶ఎం ޴ంޔ࢓లభం అࣆ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ ప 8 ࠑ  ऱ࣒  ݋ࡐ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ݋࠼ఎ ݋ࡐ 
ఆߤߞ ࠆ పऱ࣒ ए࣋ ޴ࠫߖఆ߯ ఎ ڴ޶ࠬ న࣒࠳ దవࠫߖఎ ݋ࡐ ݀  छ छ޳ ݋ࡐ ࡛ खࠑݥ ޴బܽद అڒ ఒకܽ ࡌ  ݡంࡓ 
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 ప ऱ࣒ .޴ంޔ࢓అ ݋ࡐ న࣒࠳ ړ݀ 
ࡓ ࡏబܽद పదࣔڒ ऱࡏࣃ  ऱܿ ఎړ޴ࠫߖ వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ ఇ޴ మࡍంత సరࢁకృతం అ࠼న తࡌछ త ah ah 
ఇకए డ ࡹపల ఉనऒ దంޑ ఒకܽ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߙङ మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఇ޴ 
࢐ङ న࠳లభࣆ t ڷࡱߕ ࡹ ޴ఇ ޴ంޔࡏࠪ ڴమంࡹ࢑ ߤܼ ࡹߖ޳ఒక ޴బܽद ఇڒ ޴ం࠼߱࡯ڵࠫ ڴమం࠻
छ޳ ङߕఉప ߖసࠪనం అత ړ ࡌ సం ࠭࠲ తపओ ఫంࣾనऱ మధङ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ ఈ ڴࡍసߖ  మߖڜࡍऒ  pi
సంబం߄లߘ ߰ం࠭޳ మ࠾ࡍ ऴపޙङ కంߤܼ ࠭࠲ ڴ ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  మߤ࣌ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ  x y 
మߤܼ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ  మధङ ओࡍࠪ  ऐࡍంۨ చࡍڷ ऴతంࣇ సంڝ ݟ ంۧ࠭ ڒబܽद తޒ࢐ࡏ తరగ࠭࠲ ࡹޒ 
మߖڜࡍऒ फࣃ۫ ߘలޑऴࣇ  ࠭  మ࠾ࡍ ఈ ఉపߕङ సంࡹ మనం ࣄ۫ ݞږన మࡖక ࠭ఖङ  ࢑షయం ah న࠳
ఏࠫటం݄ 

ఉనऒ ܼޓ న࠳సࠪన ړ  సందࡌग ऱࡹ  అڜ ޴ߝంత ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ అࡹߖ޳ ܼޓ ޙ࠼ , x f f 
ఉండږడదߖ ߖరख ం߅ంచబݟన సందࡌग లߘ ఎ࡮ ఎࡗ޶ए .ంۧ࠭ߧ۫ ࡹ࢐

ధనङ ݋࣊ ށࢩమ ऴࡹ࢑  f  ࡱ޳࢐
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