
 தைலவழ் ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄கள் பற்௣ய ௛ன்றாவௌ ௳ரி௵ைரக்ஶ வரேவற்ழேறாம் , 
கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் ஼ல தைலவழ் ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄க௬க்ஶ இைட௜லான ஼ல 
அைடயாளங்கள் மற்௥ம் உற௵கைளப் பாரத்்ேதாம்.
  ஼ல ௖ொய உற௵கைளப் ெபறத் ெதாடங்ஶவதற்ஶ ௚ன், ஼க்கல்கைள எ௄த்ௌக்  ெகாள்ளப் 
ேபாழேறாம், இந்த ௳ரி௵ைர ௚௱வௌம் நாம் எொரெ்காள்ளப் ேபாஶம் ஒ௠ ெபாௌவான ௔ரசச்ைன 
மற்௥ம் 
தைலவழ் ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄கள் ெதாடரப்ான ஼க்கல்கைளத் ோரக்்ஶம் ஼க்கல்கைளத் 
ோரக்்ஶம் ேபாௌ இ௠க்கலாம்.
 ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் இைட௜ல் உள்ள இன் மொப்ைபக் கண்ட௣௞ம்பூ x 
ேகடக்ப்ப௄ழேறாம், அதாவௌ காஸ் தைலவழ் இன் ைசன் பாொக்ஶ சமம் எனேவ யாராவௌ இந்த x 
வ௯ைய ௚யற்஼க்கலாம், எனேவ யாராவௌ சரி பாொ என்பௌ 30 ூழரி ைச௑க்ஶ சமம் என்௥ 
எ௱தலாம், அௌ 6-க்ஶ ேமல் ைப ஆஶம்.

தைலவழ் ஐ 6 க்ஶ  cos x 
ேமல் உள்ள ைப௞டன் சமன் ெசய்ய௵ம்  ஆ௣ற்ஶ ேமல் ைப௜ன் காாக்ஶ சமம், இௌ ௛ன்௥க்ஶ x 
ேமல் இரண்ூன் வரக்்க௛லத்ொற்ஶச ்சமம் என்பௌ ௔ரசச்ைன என்னெவன்றால், ௛ன்௣ன் ேமல் 
இரண்ூன் வரக்்க௛லம் ஒன்௣௧௠ந்ௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶக் க௯க்ஶம் இைடெவளிையச ்ேசரந்்தௌ 
அல்ல, அப்பூயானால் நாம் என்ன ெசய்வௌ இங்ேக உணர ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால் , x 
ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் இைட௜ல் இ௠ந்தால், காஸ் தைலவழ் ெசயல்பாட்ூன் 
வைரபடத்ொ௧௠ந்ௌ , இன் தைலவழ் ைபக்ஶ இரண்டாக ைபக்ஶ இைடேய இ௠க்ஶம் என்பைத x 
நீங்கள் காணலாம், ஆனால் ஼க்கல் என்னெவன்றால், ைசன் தைலவழ்  பாொ எனேவ காஸ் தைலவழ் 

என்பௌ பாொ௜ன் ைசன் தைலவழ் பாொ என்௥ நாங்கள் ெசான்னௌ உங்க௬க்ஶ நிைன௳௠ந்தால், x 
இந்த காஸ் தைலவழ் ஐ ஼ன் தைலவழ் பாொக்ஶ சமன் ெசய்வொல் உள்ள ஼க்கல் என்னெவன்றால், x 
ைசன் தைலவழ் பாொ எப்ேபாௌேம இைடெவளி க௯த்தல் ைபக்ஶ ெசாந்தமானௌ  இரண்௄ ௚தல் 
௔ளஸ் ைப இரண்௄ மற்௥ம் ைசன் தைலவழ் வரம்பானௌ ைமனஸ் ைப ௅ ௔ளஸ் ைப இரண்௄ 
ஆஶம், அேதசமயம் என்பௌ ைமனஸ் ஒன்௥ ௚தல் ௗஜ்௷யம் வைர௜லான இைடெவளி௜ல் x 
இ௠ந்தால், காஸ் தைலவழ் மற்ெறா௠ இைடெவளி ைபக்ஶ இரண்டாக இ௠க்ஶம்.x 

மற்௥ம் இந்த இைடெவளி மற்௥ம் ொ ஶ௣ தைலவழ் வரம்௖ ெதாஶப்௖ ஒன்௥க்ெகான்௥   pi 
௔ரத்ொேயகமானௌ, எனேவ இந்த இரண்ூன் ஶ௥க்ஶெவட௄் ௗஜ்ய ெதாஶப்பாஶம் , எனேவ இந்த 
இைடெவளி௜ல் 
இல்லாத இன் மொப்ைபப் ெபற்றொல் ஼க்க௧ல் ௚ூவைடழேறாம், எனேவ நாங்கள் இைதப் x 
ேபாலேவ எொரெ்காள்ேவாம்  நாம் எொரெ்காள்ளக்ஷூய ௔ரசச்ைன௜ன் அூப்பைட வூவமானௌ, 
இதன் ோர௵் என்னெவன்றால், 

ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் இைட௜ல் இ௠ந்தால், காஸ் தைலவழ் ோட்டாவால் நான் x x, 
ஶ௣க்ஶம் காஸ் தைலவழ் நிசச்யமாக இரண்௄ மற்௥ம் ைபக்ஶ இைடேய இ௠க்ஶம்.x 

மற்௥ம் அதற்ஶப் பொலாக, காஸ் இன்ெவரஸ்் பாொ௜ன் ைசன் இன்ெவரஸ்் என்௥ ெசால்௧௳ட௄், pi 
அௌ சாத்ொய௘ல்ைல, ஏெனன்றால் பாொ௜ன் ைசன் இன்ெவரஸ்் இந்த ெதாஶப்௔ல் ேசராௌ,
 அதனால் காஸ் தைலவழ் என்பௌ ஼ன் இன்ெவரஸ்் பாொக்ஶ சமமாக இ௠க்க ௚ூயாௌ, ஆனால் x 
நாம் அந்த ைசைனப் பாரக்்ழேறாம்.
  ைப ைமனஸ் ோட்டா௳ன் ைப ைமனஸ் ோட்டா௵ம் ைசன் ோட்டா௵ம் ஒன்௥தான் , எனேவ 
ைப ைமனஸ் ோட்டாைவத் ேதரந்்ெத௄த்ததற்ஶக் காரணம் , காஸ் தைலவழ் க்ஶ சமமான ோட்டா x 
இந்த இைடெவளிையச ்ேசரந்்ததாக இ௠ந்தால், ைபையப் பாரப்்ேபாம்.
 ோட்டா இந்த இைடெவளிையச ்ேசரந்்தௌ என்றால், ைப ைமனஸ் ோட்டா என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ 
ைபக்ஶ இரண்டாக இ௠க்ஶம் இைடெவளிையச ்
ேசரந்்தௌ, 
எனேவ இந்த இைடெவளி ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்டாக இ௠க்ஶம்.
 
இந்த பாவம் ோட்டா உண்ைம௜ல் காஸ் இன்ெவரஸ்் இன் ைசன் என்௥ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், அௌ x 
஼க்க௧ல் இ௠க்க இந்த மொப்௖ பாொயாக ெகா௄க்கப்படட்ௌ, எனேவ நம்௘டம் இ௠ப்பௌ ைப 
ைமனஸ் ோட்டா௳ன் ைசன் பாொக்ஶ சமம் ௔ன்னர ்ெவளிப்பைடயாக ைப ைமனஸ் ோட்டா ைசன் 
இன்ெவரஸ்ஓக்ஶ சமம் என்௥ ெசால்லலாம்,
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 அதனால் இங்ழ௠ந்ௌ நாம் இந்த வரிைய ௚ூக்க ௚ூ௞ம், ஏெனனில் இந்த ைப ைமனஸ் ோட்டா 
ைசன் தைலவழ் வரம்௔ற்ஶ ெசாந்தமானௌ, எனேவ ைப ைமனஸ் ோட்டா ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ 
ெசாந்தமானௌ.
 
இரண்௄ என்பௌ ைசன் தைலவழ் வரம்௔ன் ௌைணக்ஶ௱ ஆஶம்  இந்த அூப்பைட௜ல் ௔ன்னர ் 
இதன் ெபா௠ள் என்னெவன்றால் , ோட்டா இன் காஸ் தைலவழாக இ௠ப்பதால், நாம் ெப௥வௌ ைப x 
ைமனஸ் காஸ் தைலவழ் என்பௌ பாொ௜ன் ைசன் தைலவழ் நிசச்யமாக பாொ௜ன் ைசன் x 
இன்ெவரஸ்் ைப 6 ஆல் சமம் எனேவ காஸ் தைலவழ் ைப ைமனஸ் ைபைய 6 ஆல் ெப௥ழேறாம்.x 
  6 க்ஶ ேமல் 5 எனேவ என்பௌ இப்ேபாௌ இடௌ மற்௥ம் வலௌ ௖றம் இரண்ூ௩ம் உள்ள pi , x cos 
ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் ஐப் ைப ஆல் காஸ் க்ஶ சமமாகப் ெப௥ழேறாம் , இௌ ஆ௥க்ஶ ேமல் x 
ைமனஸ் காஸ் ைபக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.
 இரண்௄க்ஶ ேமல் ௛ன்௣ன் ைமனஸ் வரக்்க௛லத்ொற்ஶச ்சமம் எனேவ இ௥ொயாக நாம் ஐப் x 
ெப௥ழேறாம், இௌ ௛ன்௥க்ஶ ேமல் இரண்ூன் ைமனஸ் வரக்்க௛லத்ைத இந்த இைடெவளி௜ல் 
ைமனஸ் ஒன்௥ ௚தல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசாந்தமானௌ, எனேவ இௌேவ சரியான ோர௵் எனேவ 
௚க்ழயமானௌ இங்ேக ௚க்ழயப் ௖ள்ளியாக இ௠ந்தௌ.
 நாம் ேநரூயாக ஐ பாவத்ொன் தைலவழ் பாொக்ஶ சமமாக மாற்ற ah, cos inverse x 
௚யற்஼த்தால், ஼க்க௧ல் ஼க்ஶேவாம், ஏெனன்றால் பாொ௜ன் தைலவழ் ைசன் தைலவழ் ah sine 
வரம்ைபச ்ேசரந்்தௌ, இௌ க்ஶ 2 ஷட்டல் ஆல் 2 ஆஶம்.x pi 

இன் எொரம்ைற தைலவழ் க்ஶ ெசாந்தமானௌ அல்ல  வரம்௖ ௘க௵ம் ௚க்ழயமாக  x cos th e 
இ௠ந்தால், நாம் ெசய்தால், இைத இப்பூச ்சமன் ெசய்தால், நிசச்யமாக, இங்ேக நீங்கள் ெப௥ம் x 
இன் மொப்௖, 
ஒன்௥ ௚தல் ௗஜ்௷யம் வைர௜லான இைடெவளி௜ல் இ௠க்கப் ேபாவொல்ைல, எனேவ இைத 
அ௄த்தொல் ௚ைறப்ப௄த்தலாம்.
 ஸ்ைல௄ நான் இைத ௚ைறப்ப௄த்த ௚யற்஼த்ேதன், எனேவ ௚க்ழயமான ௔ரசச்ைன 
என்னெவன்றால், என்பௌ வூவத்ொன் f 
௚க்ேகாண௳யல் சார௖் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், இௌ நாம் வைரய௥த்ௌள்ள இந்த ஆ௥ 
௚க்ேகாண௳யல் சார௖்களில் ஏேத௑ம் ஒன்றாக இ௠க்கலாம், எனேவ ெபாௌவாக ௚க்ேகாண௳யல் 
சார௖்க்ஶ ஒ௠ ெடாைமன் மற்௥ம் வரம்௖ உள்ளௌ.b 
 இந்த ஆ௥ ௚க்ேகாண௳யல் சார௖்களில் ஒவ்ெவான்௣ன் தைலவைழ௞ம் வைரய௥த்ேதாம், எனேவ 
தைலவழ் சார௖் தைலவழ் ெவளிப்பைடயாக ெடாைமன் ெதாஶப்௖ சார௔்ன் வரம்௖ f f 
ெதாஶப்ைபப் ேபாலேவ இ௠க்ஶம், எனேவ தைலவழ் ெடாைமன்  அைம மற்௥ம் வரம்௖த் f b 
ெதாஶப்௖ மற்ெறா௠ ெதாஶப்பாக இ௠க்ஶம் இௌ நிசச்யமாக ஒ௠ ெதாஶப்௔ன் ௌைணக்ஶ௱வாக c 
இ௠க்க ேவண்௄ம் , இௌ ெசயல்பாட்ூன் களமாஶம், எனேவ ெபாௌவான ௔ரசச்ைன f 
என்னெவன்றால், இந்த சமன்பாட்ைட நாம் எங்ேக ோரக்்க ேவண்௄ம் என்௥ ஷ௣னால் என்௥ 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
 நாம் ோட்டாைவக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ இன் மொப்௖ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ , ேம௩ம் x 
ோட்டாைவக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ ோட்டா௳ன் க்ஶ சமம் என்௥ இப்ேபாௌ நாம் f x 
ஏற்கனேவ ோட்டா தைலவழ் வரம்௔ற்ஶ ெசாந்தமானௌ என்௥ ெசான்ேனாம், ௔ன்னர ்ோர௵் ௘க௵ம் f 
எளிதானௌ அதன் ோர௵் இன் தைலவழ் க்ஶ சமமான ோட்டா, ஏெனனில் இன் தைலவழ் x f x f 
தைலவழ் வரம்ைபச ்ேசரந்்தௌ, இௌ ஆஶம், எனேவ ோட்டா அைனத்ௌம் நிசச்யமாகச ்ேசரந்்ததாக c 
இ௠க்ஶம், எனேவ ோட்டா க்ஶ ெசாந்தமானதாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ ெசான்னால், இந்த ோர௵் c 
ொ௠ப்ொகரமாக இ௠க்ஶம்.
  இந்தத் தைடயானௌ , தைலவழ் வரம்௖ வரம்ைபச ்ேசரந்்ததாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ஆனால் க்ஶ f x 
சமமான அேத ௔ரசச்ைன ோட்டாைவக் ெகாண்ூ௠ப்பதாகச ்ெசான்னால், நாம் ோட்டாைவக் f 
கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், ஆனால் அதன் மொப்ைபக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம் என்௥ அௌ ஷ௥ழறௌ.

தைலவழ் வரம்௔ல் ேசராத ோட்டா, இப்ேபாௌ ோட்டாைவ எவ்வா௥ கண்௄௔ூப்பௌ என்பௌ ேகள்௳ f 
என்னெவன்றால், ோட்டா௳ற்ஶ சமமாக இ௠க்க ௚ூயாௌ என்பௌ ெதளிவாழறௌ.
 தைலவழ் அௌ ெதட் என்பௌ ெதளிவாழறௌ  என்பௌ இன் தைலவழ் சமமாக இல்ைல, a x f 
ஏெனனில் இன் தைலவழ் எப்ேபாௌம் ெதாஶப்௔ற்ஶச ்ெசாந்தமானதாக இ௠க்ஶம், x c 
அேதசமயம் ோட்டா ெதாஶப்௔ற்ஶச ்ெசாந்தமானதாக இ௠க்கக்ஷடாௌ என்பௌ ெதளிவாக இங்ேக c 
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ஶ௣ப்௔டப்பட்௄ள்ளௌ, அப்பூயானால் நாம் எப்பூ ோட்டாைவக் கண்௄௔ூப்பௌ? ைசன் 
ெசயல்பாட்ூற்ஶ ெபாௌவாக இந்த ஼க்கைல ோரக்்க ௚யற்஼த்ௌள்ேளாம், எனேவ ைசன் 
ெசயல்பாட்ூற்ஶ ெடாைமன் மற்௥ம் வரம்௖ இங்ேக எ௱தப்பட௄்ள்ளௌ மற்௥ம் ைசன் தைலவழ் 
ெசயல்பாட்ூற்ஶ ெடாைமன் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ ஒன்௥ வரம்பானௌ ைமனஸ் ைப ைப ௅ ௔ளஸ் ைப 
ஆஶம்  இரண்௄ மற்௥ம் நாம் இங்ேக இந்த சமன்பாடை்ட ோரக்்க ேவண்௄ம் என்௥ ஷ௥ேவாம், 
எனேவ நாம் ோட்டாைவ கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், அதாவௌ க்ஶ சமமான பாவம் ோட்டா xx 
நிசச்யமாக ைமனஸ் ஒன்௥ ௚தல் ௔ளஸ் ஒன் வைர இ௠க்ஶம், எனேவ நாம் ோட்டாைவக் 
கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், ஆனால் நமக்ஶத் தரப்ப௄வௌ ோட்டாவாஶம்.
 இந்த வரம்௔ற்ஶ ெசாந்தமானௌ, எனேவ என்பௌ ஼ல ௚௱ எண் ஆஶம், எனேவ இைதத்தான் m 
கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம் என்௥ ேகடக்ப்ப௄ழேறாம் , இந்த வரம்௔ல் ைமனஸ் ைப 2 ௚தல் m pi m 

௔ளஸ் ைப 2 வைர இந்த இைடெவளி௜ல் உள்ள ஒ௠ ோட்டாைவக் கண்௄௔ூக்ஶம்பூ pi 
ேகடக்ப்ப௄ழேறாம்.
 பாவம் ோட்டா என்பௌ க்ஶ சமம் எனேவ அைத எப்பூ கண்௄௔ூப்பௌ எனேவ இௌ இல்ைல  x 
௘க௵ம் கூனமானௌ நிசச்யமாக நாம் ஒ௠ ஒற்ைறப்பைட ௙ையக் ஷட க௠த்ொல் ெகாள்ள 
ேவண்௄ம், எனேவ இந்த சமன்பாடை்ட ைசன் ோட்டா க்ஶ சமம் என்௥ எ௱தத் ெதாடங்ஶழேறாம், x 
ேம௩ம் ோட்டா இந்த இைடெவளிையச ்ேசரந்்தௌ என்௥ நாங்கள் ஷ௥ழேறாம், ஆனால் ஼க்கல் 
நிசச்யமாக இ௠ந்தால் என்றால்  நாம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமான இன் ஼றப்௖ வழக்ைக m 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், அதன் அூப்பைட௜ல் இங்ஶள்ள இந்தக் கட௄்ப்பா௄ ோட்டாைவ ைமனஸ் 
ைப இரண்ூ௧௠ந்ௌ ௔ளஸ் ைப இரண்டாகக் ஶ௣க்ழறௌ , இௌ ைசன் இன்ெவர௻்ன் வரம்பாஶம்.
 ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான ோர௵் ௘க௵ம் எளிதானௌ ோட்டா ைசன் தைலவழ் க்ஶ சமம் எனேவ இௌ x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான க்ஶ சமமான ோர௵், ஏெனனில் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான க்ஶ சமமான m m 
இந்த ெதாஶப்௖, ோட்டாைவ வரிக்ஶ கட௄்ப்ப௄த்ௌம் இந்த ெதாஶப்௖ அூப்பைட௜ல் ைசன் தைலவழ் 
வரம்பாக மா௥ம் ஆனால் என்ன  என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக இல்லா௳ட்டால் , ௙ சமம் m 
ஒன்௥ம் இல்ைல ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமானௌம் இன்௑ம் ஏதாவௌ ெசய்ய ேவண்ூ௜௠க்ஶம், m 
எனேவ நாம் ௙ண்௄ம் க்ஶ சமமான என்௥ ெதாடங்ஶழேறாம், ேம௩ம் ோட்டா x sin theta m pi 

க்ஶ ெசாந்தமானௌ என்௥ ஷறப்ப௄ழறௌ  இரண்௄ ூ  ஓம் ைப ௔ளஸ் ைப இரண்டால் minus pi 
௛ூய இைடெவளி ஆனால் நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், ோட்டா ைமனஸ் எம் ைப என்பௌ ோட்டா 
இந்த இைடெவளிையச ்ேசரந்்தௌ என்றால், ோட்டா ைமனஸ் எம் ைப என்பௌ இரண்௄ ைமனஸ் ைப 
இரண்ூல் இ௠ந்ௌ ௔ளஸ் ைப இரண்டாகக் ெகாண்ட இைடெவளிையச ்ேசரந்்தௌ மற்௥ம் இந்த 
இைடெவளி அூப்பைட௜ல் ைசன் தைலவழ் வரம்௖த் ெதாஶப்௖ இப்ேபாௌ ோட்டா ைமனஸ் எம் 
ைப௜ன் ைசனின் மொப்௖ என்ன என்பைதப் பாரப்்ேபாம், இௌ ைசன் காஸ் ௔ ைமனஸ் காஸ் எ 
ைசன் ௔க்ஶ சமம் ஆனால் ைப௜ன் ௚௱ எண் மடங்ஶகளின் ைசன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் என்௥ 
பாரப்்ேபாம்.
  எனேவ இைதத்தான் நாம் ெப௥ழேறாம் , ேம௩ம் இன் இந்த ஐ இன் சக்ொக்ஶ ைமனஸ் m pi cos m 
ஒன்௥ என்௥ எ௱தலாம், எனேவ இௌ இ௥ொயாக ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம், ைடம்ஸ் ஼ன் ோட்டா m 
சக்ொக்ஶ சமம், இௌ உண்ைம௜ல் நமக்ஶ நல்ல ெசய்ொ என்பதால் ஼ன் ோட்டா க்ஶ சமம் என்பதால்,x 

ெப௠க்கல் இன் சக்ொக்ஶ ைமனஸ் ஒன்௥ என்௥ எ௱தலாம், எனேவ இைத இரண்௄ m x 
நிகழ்௵களாகப் ௔ரிக்கலாம் ஒன்௥ என்பௌ சமமாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ, என்பௌ சமமாக இ௠க்ஶம் m m 
ேபாௌ, 
இந்த சமன்பா௄ ோட்டா ைமன௻ன் ைசனாக மா௥ம்.

க்ஶ சமம், ௔ன்னர ்நீங்கள் இங்ேக பாரத்்தால் இந்த ோட்டா ைமனஸ் நான்   m pi x mp  
ெவளிப்பைடயாக ைசன் இன்ெவரஸ்் வரம்ைபச ்ேசரந்்தவன், எனேவ இந்த சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ 
ோட்டா ைமனஸ் எம் ைப இன் ைசன் இன்ெவரஸ்ஓக்ஶச ்சமம் என்௥ ேநரூயாக எ௱தலாம், x 
இொ௧௠ந்ௌ ோட்டா எம் ைப மற்௥ம் எக்ஸ் இன் ைசன் தைலவழ் சமம் என்௥ ௚ூ௵ ெசய்யலாம்.

என்றால் ஷட இௌ தான் ோர௵் எனேவ ஒற்ைறப்பைட ௳ஷயத்ொல் இௌ ஒற்ைறப்பைட க்ஶ   m m m 
ஒத்ததாக இ௠க்ஶம் என்பைத நாம் பாரக்்கப் ேபாவௌ 
ோட்டா ைமனஸ் இன் ைசன் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமமான சக்ொ மடங்ஶ இன் ைமனஸ் m pi m x  x 
ஆஶம் , ேம௩ம் இந்த ோட்டா ைமனஸ் என்பௌ ைசன் தைலவழ் வரம்௔ற்ஶ ெசாந்தமானௌ m pi 
என்பைத நாங்கள் ஏற்கனேவ அ௣ேவாம், எனேவ இந்த அ௣க்ைக௜௧௠ந்ௌ ோட்டா ைமனஸ் m pi 
என்பௌ ைமனஸ் இன் ைசன் இன்ெவரஸ்ஓக்ஶ சமம் என்௥ ேநரூயாகக் ஷறலாம் ஆனால் ைசன் x 
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தைலவழ் ஒ௠  ஒற்ைறப்பைட ெசயல்பா௄ எனேவ இௌ ைசன் தைலவழ் இன் ைமனஸஓக்ஶச ்சமம், x 
இொ௧௠ந்ௌ என்பௌ ஒற்ைறப்பைட ோட்டா ைமனஸ் ைசன் தைலவழ் க்ஶ சமம் என்௥ m m pi x 
௚ூ௵ ெசய்ழேறாம், எனேவ இந்த ௚௱ ௳ஷயத்ைத௞ம் ௔ன்வ௠ம் ஸ்ைலூல் ா௠க்கமாகக் 
ஷறலாம், எனேவ அூப்பைட ௔ரசச்ைன  கண்௄௔ூக்க ஒ௠ இந்த இைடெவளி௜ல் உள்ள ோட்டா m 

என்பௌ ஼ல ௚௱ எண் மற்௥ம் இந்த pi minus pi to two to m pi plus pi by two, m 
ோட்டாைவ இந்த இைடெவளி௜ல் நாம் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம் மற்௥ம் ோட்டா ஼ன் ோட்டா ஼ல 
மொப்௔ன் ஼ல மொப்௖க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் எனேவ  அதற்கான ெபாௌவான ோர௵் x 
என்னெவன்றால் , என்பௌ சமமாக இ௠ந்தால், ோட்டா சமம் ௔ளஸ் ஼ன் தைலவழ் m m pi x , m 
ஒற்ைறப்பைட என்றால் அௌ ைமனஸ் பாவம் தைலவழ் இேத வைகயான சமன்பா௄கள் m pi f ah 
மற்ற ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄க௬க்ஶம் ெபறப்படலாம்.
 ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைர௜ல் நாங்கள் நி௥த்ொ௜௠ந்த ௔ரசச்ைன அல்லௌ அைடயாளத்ொற்ஶ, 
உங்க௬க்ஶ நிைன௳௠ந்தால் , ப்ளஸ் டான் தைலவழ் இன் டான் தைலவழ், ஏதாவௌ ஒன்௣ன் x y 
டான் தைலவழ் என்௥ எ௱த ௚ூ௞மா என்௥ பாரக்்க ௚யற்஼த்ேதாம், எனேவ இங்ேக ௳ைரவானௌ  
derivation
 so tan of a ah tan of a plus b is tan a plus tan b is equals tan a plus tan b over 
one minus tan a tan b is now here is equal to tan inverse of x and b equal to tan 

௔றஶ  இௌ ஒ௠ மற்௥ம் இௌ என்௥ நான் ௘க௵ம் கசப்பாேனன் inverse of y 
என்பௌ ஒ௠ ப்ளஸ் என்பௌ டான் என்பௌ ஒ௠ ைமனஸ் டான் ஒ௠ ௚ைற b b a plus tan b tan b 

ஆல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் நிசச்யமாக டானின் தைலவழ் என்பௌ டானின் தைலவழ் க்ஶ x x y 
சமம் எனேவ இைதத்தான் நாம் இ௥ொ௜ல் ெப௥ழேறாம்  நாம் ெப௥வௌ இன் டான் x 
தைலவழ்களின் ஷட௄்த்ெதாைக மற்௥ம் என்பௌ ஒ௠ க௯த்தல் க்ஶ ேமல் ௔ளஸ் க்ஶ சமம் y xy x y 
எனேவ இந்த அ௣க்ைகைய இங்ேக ைவத்ொ௠க்ழேறாம் ஆனால் இௌ டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் x 
தைலவழ் டான் தைலவழ் ௔ளஸ் சமம் என்பைத உணரத்்ௌழறௌ  ஒ௠ ைமனஸ் க்ஶ ேமல் y x y xy 
இௌ எப்ேபாௌம் உண்ைமதான் பொல் இல்ைல என்பௌ மற்௥ம் இன் மொப்௖கைளப் ெபா௥த்தௌ, x y 
ஏெனனில் டான் தைலவழ் ெசயல்பாட்ூன் வரம்௖ ெதாஶப்௖ ைமனஸ் ஆல் 2 2 ௔ளஸ் ைப pi 
இரண்டாக இ௠க்ஶம் என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.

மற்௥ம் ஆழயைவ டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் தைலவழ் இௌ டான் தைலவழ் வரம்௔ல்   x y x y, 
ேசர௳ல்ைல என்றால், இந்த சமத்ௌவத்ைத நாம் இங்ேக 
ெகாண்ூ௠க்க ௚ூயாௌ, அௌதான் ௔ரசச்ைன எனேவ அ௄த்த ஼ல ஸ்ைல௄களில் நான் ௔ன்வ௠ம் 
௚ூைவப் ெப௥ேவன்.
 இங்ேக ஒ௠ நல்ல அட்டவைண உள்ளௌ, எனேவ ெப௠க்கல் வௌ ஶைறவாக இ௠ந்தால்  ஒ௠ 1 x y 
௔றஶ, டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் தைலவழ் என்பௌ ஒ௠ ைமனஸ் க்ஶ ேமல் ஆ டான் x y xy
தைலவழ் ௔ளஸ் க்ஶ சரியாகச ்சமம் என்பௌ உண்ைமதான், ஆனால் இௌ ஒன்௥க்ஶக் x y xy 
ஶைறவாக இ௠ந்தால் மட௄்ேம இதற்ஶச ்சமம் ஆனால் மற்ற நிகழ்௵க௬க்ஶ  மற்ற சமயங்களில் x 
மற்௥ம் இரண்௄ம் ேநரம்ைறயாக௵ம் , ஒன்௥க்ஶ அொகமாக௵ம் இ௠ந்தால், இந்த y xy 
ெவளிப்பாட்ூற்ஶ நாம் ஒ௠ ஐ ேசரக்்க ேவண்௄ம், எனேவ மற்௥ம் இரண்௄ம் எொரம்ைறயாக pi x y 
இ௠ந்தா௩ம், தயாரிப்௖ இன்௑ம் இ௠ந்தால், ம௥௖றம் இைதப் ெப௥ேவாம்  ஒன்௥க்ஶ ேமல் ஒ௠ 
ைமனஸ் ைப ேசரக்்ழேறாம், எனேவ இந்த ௛ன்௥ நிபந்தைனகைளக் காட்ட நமக்ஶ ஒ௠ ஼௣ய ௚ூ௵
ேதைவப்ப௄ம் , இௌ ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைர௜ல் ஏற்கனேவ பாரத்்த ஒன்௥ , ஆனால் நான் இன்௑ம் 
௚ந்ைதய ௳ரி௵ைரகளில் இ௠ந்ௌ அைத இங்ேக எ௱த நிைனத்ேதன்.
 
இந்த இரண்௄ பண்௖கைள௞ம் பாரத்்தால் ஒன்௥ , எந்த உண்ைமயான இந்த டான் தைலவழ் x 
மற்௥ம் கட்ூல் தைலவழ் என்பௌ எப்ேபாௌம் 2 ஆல் ைப ஆஶம் , ேம௩ம் ேநரம்ைறயாக x x 
இ௠ந்தால், ௙ௌ டான் தைலவழ் 1 என்பௌ காட் தைலவழ் க்ஶ சமம் எனேவ இப்ேபாௌ நாம் x x 
என்றால் இந்த இரண்௄ அ௣க்ைககைள௞ம் ௖ள்ளி௳வரம் இரண்ைட௞ம் இைணக்க ௚யற்஼க்க௵ம்  
ஶ௣ப்௖கள் எனேவ எொரம்ைற அல்லாததற்ஶ நாம் இந்த கட்ூல் தைலவழ் க்ஶ பொலாக க்ஶ x x x 
ேமல் டான் தைலவழ் ஒன்௥ மாற்றப்ப௄ழறௌ என்௥ எ௱தலாம், 
எனேவ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட சமன்பாட்ைடப் ெப௥ழேறாம் , அதாவௌ அைனத்ௌ அல்லாத டான் x 
தைலவழ் ௔ளஸ் டான்  தைலவழ் ஒன்௥ க்ஶ ேமல் எப்ேபாௌம் இரண்டால் ஆழறௌ, ௔றஶ x x pi ah 
இந்த ௚௱ப் ெபா௠ைள௞ம் க௯த்தல் ஶ௣யால் ெப௠க்ழனால் ைமனஸ் டான் தைலவழ் ைமனஸ் x 
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டான் தைலவழ் ஒன்௥ க்ஶ ேமல் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகம் ஆனால் டான் தைலவழ் x x x 
என்பதால் இரண்டால் க௯த்தல்  ெசயல்பா௄ என்பௌ ஒற்ைறப்பைட ெசயல்பா௄ ஆஶம்.
  0 க்ஶம் ஶைறவானௌ.
 எனேவ இப்ேபாௌ இந்த சமன்பாட்ூல் ைமனஸ் எல்லா இடங்களி௩ம் இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம்,x 
எனேவ ைமனஸ் க்ஶ சமமான மற்ெறா௠ மா௣ ஐப் பயன்ப௄த்ொனால் , அைதேய டான் x y 
தைலவழ் ௔ளஸ் டான் தைலவழ் ஒன்௥ க்ஶ ேமல் ைமனஸ் ைப என்௥ எ௱தலாம்.y y 
 அைனத்ௌ எொரம்ைற க்ஶம் இரண்டால் நாம் ஒ௠ேவைள இைத௞ம் , இந்த இரண்௄ y j  
சமன்பா௄கைள௞ம் நாம் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், அைதத் த௳ர, இரண்௄ ைமனஸ் ைப இரண்டால் n 
ைப ஐக் ெகாண்ூ௠ப்பைதத் த௳ர 

ெப௠க்கல் இன் பலன் ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ இன் ேகைஸ எ௄த்ௌக் , x y ah xy 
ெகாள்ேவாம்.
 எனேவ ெப௠க்கல் ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ மற்௥ம் இரண்௄ம் x y x y 
ேநரம்ைறயாக இ௠ப்பதால் மற்௥ம் இரண்௄ம் ேநரம்ைற டான் தைலவழ் ஆனௌ 0 ௚தல் x y x pi 
வைர 2 வைர உள்ள இைடெவளிையச ்ேசரந்்ததாக இ௠க்ஶம்.
 
நாம் இன் ேநரம்ைற மொப்௖கைளப் பாரக்்ழேறாம், எனேவ இன் இந்த மொப்௖க௬க்ஶ x x 
, ெசங்ஶத்ௌ அச஼்ன் ேநரம்ைற பக்கத்ொல் 
டான் தைலவழ் மொப்௖கைள எ௄த்ௌக்ெகாள்வைதக் காண்ழேறாம்.x 
  ௗஜ்௷யம் ௔ன்னர ்டான் தைலவழ் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்௄ ஆல் இந்த x 
இைடெவளிையச ்ேசரந்்தௌ மற்௥ம் டான் தைலவழ் க்ஶம் இௌேவ ெபா௠ந்ௌம், எனேவ டான் y 
தைலவழ் க்ஶம் இௌ ெபா௠ந்ௌம், ஏெனனில் ேநரம்ைற ேநரம் க௯த்தல் ஆனௌ y y y 
ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்டாக இ௠க்ஶம் ஆனால் எங்களிடம் இௌ௵ம் உள்ளௌ  ௛ன்றாவௌ 
நிபந்தைன ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாக உள்ளௌ, எனேவ அூப்பைட௜ல் ஶைறவாக உள்ளௌ என்௥ xy y 
அரத்்தம்  ஒன்௥க்ஶ ேமல் ஆனால் இரண்௄ம் மற்௥ம் இரண்௄ம் ேநரம்ைறயாக x ah y x 
இ௠ப்பதால் மற்௥ம் ஆழயைவ ேநரம்ைறயாக இ௠ப்பதால், இந்த ௳ஷயத்ைத இங்ேக x y 
ைவத்ொ௠க்ழேறாம், எனேவ இந்த வைள௳ன் ேநரம்ைற அச஼்ல் மட௄்ேம கவனம் ெச௩த்த x 
௚யற்஼ப்ேபாம், இப்ேபாௌ நீங்கள் அைத ேநரம்ைற பக்கத்ொல் பாரக்்ழ௤ரக்ள்  ழைடமட்ட அச஼்ல் 
டான் தைலவழ் இன் வைரபடம் ஏகேபாகமாக அொகரித்ௌ வ௠ழறௌ , எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ டான் x 
தைலவழ் டான் தைலவழ் ஒன்௥க்ஶ ேமல் டான் தைலவழ் என்௥ ெசால்லலாம் இப்ேபாௌ நாம் y 
இ௠௖ற௚ம் டான் தைலவழ் ஐ ேசரக்்ழேறாம்.x 
 
எனேவ நாம் ெப௥வௌ நிசச்யமாக இங்ேக ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ மற்௥ம் டான் தைலவழ் x 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ என்பைத௞ம் நாங்கள் அ௣ேவாம், ஏெனனில் மற்௥ம் இரண்௄ம் x y x 
மற்௥ம் இரண்௄ம் இப்ேபாௌ இந்த சமன்பாட்ூற்ஶ ஆ பா஼டூ்வ் ஆஶம்.y 
 எல்லா இடங்களி௩ம் டான் தைலவழ் ஐச ்ேசர,்x 
 அதனால் நாம் ெப௥வௌ டான் தைலவழ் மற்௥ம் ௗஜ்யம் டான் தைலவழ் டான் தைலவழ் x x x 
மற்௥ம் டான் தைலவழ் ஃைப ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ மற்௥ம் இௌ டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் x 
தைலவழ் ஒன்௥க்ஶ ேமல் மற்௥ம் நிசச்யமாக டான் தைலவழ் இங்ேக ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட x x  
ெபரியௌ எனேவ நாம் என்ன ெசய்ழேறாம்  ௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் இ௠ந்ௌ அைனத்ௌ aw, x 
ேநரம்ைற டான் தைலவழ் மற்௥ம் டான் தைலவழ் ஒன்௥ உண்ைம௜ல் இரண்௄க்ஶ சமம் , x x pi 
எனேவ மற்௥ம் இந்த நிபந்தைனைய ௗரத்்ொ ெசய்தால், டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் x y x 
தைலவழ் என்பைத நாம் ெதளிவாகக் காண்ழேறாம்.y 
 இங்ேக ேநரம்ைற மற்௥ம் இௌ ஐ ௳ட 2 ஆல் ஶைறவாக உள்ளௌ.pi 
 எனேவ மற்௥ம் இந்த நிபந்தைனைய ௗரத்்ொ ெசய்௞ம் ேபாௌ டான் தைலவழ் மற்௥ம் டான் x y x 
தைலவழ் இன் மொப்௖ டான் தைலவழ் வரம்௔ற்ஶ ெசாந்தமானௌ , எனேவ அைவ வரம்ைபச ்y 
ேசரந்்தைவ என்பதால் டான் தைலவழ் ெதாஶப்௖ என்ன நடக்ஶம் என்றால், டான் தைலவழ் ௔ளஸ் x 
டான் தைலவழ் இதற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் நிசச்யமாக ஆ , மற்ற நிபந்தைன என்னெவன்றால் , y xy 
ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாக இ௠ந்தால் மற்௥ம் மற்௥ம் இரண்௄ம் எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால், இௌ௵ம் x y 

ஆக இ௠க்கலாம்  மற்௥ம் எொரம்ைறயாக இ௠ப்பதால் இன்ெவரஸ்் மற்௥ம் டான் ah x y tan x 
தைலவழ் ஆழய இரண்௄ம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ இரண்டாகக் க௯த்தல் என்ற இைடெவளிையச ்y pi 
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ேசரந்்ததாக இ௠க்ஶம்.
 ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்ைட௞ம் எொரம்ைறயாகப் பயன்ப௄த்த௵ம், எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ x beca  x y 
இந்த நிைலையப் ெப௥ழேறாம், ௔ன்னர ்இந்த நிைல௜ல் இ௠ந்ௌ எனேவ இப்ேபாௌ நாம் ah, 
அூப்பைட௜ல் ழைடமட்ட அச஼்ன் எொரம்ைறப் பக்கத்ொல் இ௠க்ழேறாம், எனேவ நாம் 
ெப௥ழேறாம் ப௱ப்௖ தைலவழ் டான் தைலவழ் ஒன்ைற ௳ட அொகமாக உள்ளௌ, ஏெனனில்  y 
இங்ேக இந்த வைரபடத்ொல் இ௠ந்ௌ பாரக்்கக்ஷூயௌ ேபால் உடன் டான் தைலவழ் ெசயல்பா௄ x 
ஏகேபாகமாக அொகரித்ௌ வ௠ழறௌ , ஏெனனில் என்பௌ மற்௥ம் இொ௧௠ந்ௌ இ௠௖ற௚ம் டான் x ah 
தைலவழ் ஐ ேசரத்்தால் இௌ நிசச்யமாக ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக இ௠க்ஶம் மற்௥ம் டான் x 
தைலவழ் ௞ம் ஶைறவாக இ௠க்ஶம்.x 
  ௗஜ்௷யம் எனேவ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட சமத்ௌவ௘ன்ைமக்ஶ டான் தைலவழ் ஐ ேசரத்்தால் நாம் x ah 
ெப௥வௌ டான் தைலவழ் டான் தைலவழ் ஐ ௳ட ெபரியௌ  x x 
எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ நாம் இப்ேபாௌ ௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் பாரத்்ேதாம் , அைனத்ௌ எொரம்ைற டான் x 
தைலவழ் ௔ளஸ் டான் தைலவழ் ஒன்௥ ௙ௌ ைமனஸ் ைப இரண்௄க்ஶ சமம் எனேவ மற்௥ம் x x x y
இந்த ௛ன்ைற௞ம் ொ௠ப்ொப்ப௄த்ொனால்.
 நிபந்தைனகள் ௔ன்னர ்டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் தைலவழ் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் க௯த்தல் x y 
ைபக்ஶம் இைட௜ல் உள்ளௌ மற்௥ம் இந்த இைடெவளி ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் மன்னிக்க௵ம், மற்௥ம் x y
இந்த நிபந்தைனைய ௗரத்்ொ ெசய்தால், டான் தைலவழ் மற்௥ம் டான் தைலவழ் என்பௌ 2 ௚தல் x y 
0 வைர௜லான இைடெவளி க௯த்தல் ைபக்ஶ ெசாந்தமானௌ.z 
 டான் தைலவழ் வரம்௖ ெதாஶப்௔ன் ௌைணக்ஶ௱ ஆஶம், எனேவ இந்த வழக்ழற்ஶம் ஷட இந்த 
வழக்ஶ இந்த வழக்ழன் ௌைணக்ஶ௱ ஆஶம், 
எனேவ இௌ இரண்௄ வழக்ஶ ௛ன்௥, எனேவ வழக்ஶ ஒன்௥ மற்௥ம் வழக்ஶ ௛ன்௥ இரண்௄ம் இந்த 
ஶ௣ப்௔ட்ட வழக்ைகச ்ேசரந்்தைவ, ஏெனனில் நீங்கள் வழக்ைக நிைன௳ல் ைவத்ொ௠ந்தால் 1 xy 1 
ஐ ௳ட ஶைறவாக இ௠ந்தௌ, ஆனால் நாம் இப்ேபாௌ ௳வாொத்த மற்௥ம் ேநரம்ைற மற்௥ம் x y 
வழக்ஶ 3 இரண்௄ம் ஒன்௥க்ஶ ஶைறவானௌ, ஆனால் இங்ேக மற்௥ம் இரண்௄ம் x y 
எொரம்ைறயானைவ, எனேவ இந்த இரண்௄ நிகழ்௵க௬ம் இங்ேக மற்௥ம் இரண்௄ நிகழ்௵களி௩ம் 
உள்ளன.
 டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் தைலவழ் என்பௌ ைமனஸ் ைப ௅ ைப ௅ ௔ளஸ் ைப ௅ைவச ்x y 
ேசரந்்தௌ என்௥ நாங்கள் காட்ூயௌ, இௌ டான் தைலவழ் வரம்௔ன் ெதாஶப்பாக இ௠க்ஶம், எனேவ 
இௌ இன்௑ம் ஒ௠ வழக்ஶக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.

என்றால் எஞ்஼௜௠க்ஶம் நாம் இப்ேபாௌ பாரத்்த எங்கள் அட்டவைணக்ஶ ொ௠ம்௔ச ்ெசல்௩ங்கள், w 
எனேவ உண்ைம௜ல் இந்த ஶைறவான நிபந்தைனைய ௛ன்றாகப் ௔ரித்ேதாம், அூப்பைட௜ல் xy 
௚த௧ல் இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ நிபந்தைனகளாகப் ௔ரித்ேதாம், எனேவ ஒ௠ நிபந்தைன 
என்னெவன்றால் , ஒன்௥க்ஶக் ஶைற௵ ஆனால் அௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ எனேவ இௌ  xy 
நாம் இப்ேபாௌ பாரத்்த வழக்ஶ ஒன்௥ மற்௥ம் ௛ன்௥ வழக்ஶகள் அூப்பைட௜ல் இந்த ௌைண ah 
நிபந்தைனக்ஶ உட்பட்டௌ , ௔ன்னர ் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான மற்ெறா௠ நிபந்தைன xy 
உள்ளௌ, எனேவ இைத௞ம் இந்த நிபந்தைனைய௞ம் ஒன்றாக எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் இ௥ொயாக 
இந்த நிபந்தைனைய இப்ேபாௌ ெப௥ழேறாம்.
  இந்த நிைல௜ல் நாம் ஏற்கனேவ வழக்ஶ 1 மற்௥ம் வழக்ஶ 3 ஐக் காட்ூ௞ள்ேளாம், இப்ேபாௌ xy 
ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ டான் தைலவழ் மற்௥ம் டான் தைலவழ் இதற்ஶ சமம் என்பைதக்x y 
காட்டப் ேபாழேறாம், எனேவ அௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் அைத 
நி௡௔க்ஶம்  இந்த நிைலக்ஶ ஒ௠ டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் தைலவழ் என்பௌ ஒ௠ xy x y 
ைமனஸ் க்ஶ ேமல் ௔ளஸ் இன் டான் இன்ெவரஸ்ஓக்ஶ சமம், எனேவ இைத ேகஸ் ஃைபவ் xy x y 
என்௥ ெபயரிட௄்ள்ேளாம், எனேவ இைத நான் ேகஸ் ஐந்தாக எ௱ௌழேறன் எனேவ எப்ேபாௌ  
மற்௥ம்  இௌ ௘க௵ம் எளிதானௌ, ஏெனனில் மற்௥ம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ ஒ௠ x y 
சந்தரப்்பம் என்னெவன்றால், என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ஐ ௳ட ௗஜ்௷யத்ைத x y 
௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம் y 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமானைத ௳ட , வழக்ஶ ஐந்ௌ ஏெனனில் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் ஶைறவாகa, x 
இ௠ப்பதால், டான் தைலவழ் ஆனௌ , இரண்௄ ௚தல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶக் க௯த்தல் என்ற x pi 
இைடெவளிக்ஶம், டான் தைலவழ் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ க்ஶம் இரண்டாவதாக௵ம் y pi 
௔ன்னர ்நிசச்யமாக இ௠க்ஶம்.
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 இொ௧௠ந்ௌ டான் தைலவழ் உடன் டான் தைலவழ் ஐச ்ேசரப்்பதால், டான் தைலவழ் ௔ளஸ் x y x 
டான் தைலவழ் இைடெவளி௜ல் ைமனஸ் ைப இரண்ூ௧௠ந்ௌ ௔ளஸ் ைப இரண்டாக இ௠க்ஶம், y 
எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் டான் என்௥ பாரப்்பௌ ௘க௵ம் எளிதானௌ.
 தைலவழ் ப்ளஸ் டான் தைலவழ் என்பௌ டான் தைலவழ் வரம்பாஶம்  x y 
இரண்௄ ௗஜ்௷யத்தால் ைமனஸ் ைபக்ஶ ெசாந்தமானௌ, எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் ஷட நீங்கள்  
டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் தைலவழ் டான் தைலவழ் வரம்ைபச ்ேசரந்்தௌ x y 
என்௥ பாரப்்௕ரக்ள், ஏெனன்றால் நீங்கள் பாரத்்தால் 0 ௚தல் ைப 2 மற்௥ம் ைமனஸ் ைப 2 ௚தல் 0 
வைர ெதரி௞ம் இந்த இரண்ைட௞ம் நாம் ௚க்ழயமாக இந்த ெதாஶப்௖டன் இைணக்க ேவண்௄ம் 
மற்௥ம் ௟னியன் ௌல்௧யமாக டான் தைலவழ் வரம்௔ன் ெதாஶப்பாஶம், ேம௩ம் இந்த 
௳ஷயத்ொ௩ம் அேத ௳ஷயம் நடக்ழறௌ, எனேவ அூப்பைட௜ல் ௚தல் வரிைசைய இங்ேக 
காட்ூ௞ள்ேளாம், எனேவ இௌ வழக்ஶ ஐந்ௌ எனேவ இௌ௵ம் இௌ௵ம் ஒன்௥ேசரவ்ௌ ஆ இந்த நிைல 

ஒன்௥க்ஶக் ஶைற௵ எனேவ நாம் காட்ூயௌ என்னெவன்றால் , மற்௥ம் இன் பலன் xy x y 
ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவாக இ௠ந்தால் டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் தைலவழ் என்பௌ டான் தைலவழ்x y 
வரம்ைபச ்ேசரந்்தௌ.
 எனேவ இௌ இந்த ெவளிப்பாட்ூற்ஶச ்சமமானௌ, மற்ற இரண்௄ நிகழ்௵க௬ம் ௘க௵ம் 
கூனமானைவ அல்ல, எனேவ ஒன்௥க்ஶ அொகமாக௵ம், மற்௥ம் இரண்௄ம் xy x y 
ேநரம்ைறயாக௵ம் இ௠க்ஶம் ஒ௠ சந்தரப்்பம், எனேவ இந்த வழக்ழல் டான் தைலவழ் x 
ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்டாக இ௠க்ஶம்.
  டான் தைலவழ் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்டாக இ௠க்ஶம்  ௙ண்௄ம் இரண்௄ம் y 
ேநரம்ைறயாக இ௠ப்பதா௩ம், 1ஐ ௳ட அொகமாக இ௠ப்பதா௩ம், க்ஶ ேமல் 1ஐ ௳ட அொகமாக xy x y 
இ௠ப்பதால், டான் தைலவழ் ஒ௠ ச௧ப்பான ௚ைற௜ல் அொகரிக்ஶம் ெசயல்பா௄ என்பதால், 
இங்ழ௠ந்ௌ டான் தைலவழ் க்ஶ ேமல் உள்ள டான் தைலவழ் ௳ட அொகமாக உள்ளௌ என்ற y , x
அ௣க்ைகையப் ெப௥ழேறாம்.
 ௔ன்னர ்நாம் ௚ன்௖ ெசய்தௌ ேபால் இ௠௖ற௚ம் டான் தைலவழ் ஐ ேசரப்்ேபாம், இைதேய நாம் x 
ெப௥ழேறாம், எனேவ வலௌ ௖றத்ொல் ௙ண்௄ம் டான் தைலவழ் உடன் டான் தைலவழ் ஒன்௥டன் x 
டான் தைலவழ் டான் தைலவழ் மற்௥ம் டான் தைலவழ் ஒன்௥ ழைடக்ஶம்  க்ஶ ேமல், x x x 
ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ இதன் மொப்௖ இரண்௄ ைபக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் , எனேவ நாம் 
பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், இங்ேக டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் தைலவழ் உண்ைம௜ல் ஐ x y pi 
௳ட அொகமாக உள்ளௌ.
  இரண்௄ ைபைய ௳ட , எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் நம்௘டம் இ௠ப்பௌ என்னெவன்றால், நான் 
ோட்டாைவ டான் இன்ெவரஸ்் ௔ளஸ் டான் இன்ெவரஸ்் என்௥ ெசால்ழேறனா என்௥ பாரப்்ேபாம், x y 
எனேவ இௌ வழக்ஶ எண் இரண்௄க்கானௌ, எனேவ நம்௘டம் இ௠ப்பௌ ைப இரண்ைட ௳ட ெபரியௌ  
ஆனால் நிசச்யமாக இந்த ோட்டா இ௠க்க ேவண்௄ம்  ஐ ௳ட ஶைறவாக ஏெனனில் டான் தைலவழ்pi 

மற்௥ம் டான் தைலவழ் இரண்௄ம் 0 ௚தல் வைர 2 ஆஶம், எனேவ டான் தைலவழ் ௔ளஸ் x y pi x 
டான் தைலவழ் இன் ௘கப்ெபரிய ேநரம்ைற மொப்௖ ஆல் 2 ஷட்டல் இரண்டாக மட௄்ேம y pi pi 
இ௠க்க ௚ூ௞ம், இௌ ஆஶம்.pi 

ோட்டா ைபைய ௳ட ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் இரண்ூற்ஶ,  ah 
ோட்டா இரண்௄ ைபக்ஶ இைடெவளி ைபக்ஶ ெசாந்தமானௌ, இப்ேபாௌ ௔ரசச்ைன என்னெவன்றால், 
நிசச்யமாக இந்த ோட்டா௳ன் ஆ டான் என்பௌ ௔ளஸ் க்ஶ ஒ௠ க௯த்தல் சமம்  எனேவ இந்த x y xy 
௳ரி௵ைர௜ல் உள்ள டான் தைலவழ் ெசயல்பா௄கள் பற்௣ய நமௌ ௚தல் ஸ்ைலூல் இ௠ந்ௌ இௌ 
௔ன்ெதாடரழ்றௌ, எனேவ அூப்பைட ஼க்கல் ௙ண்௄ம் நமக்ஶ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ ோட்டா
ைப 2 ௚தல் ைப மற்௥ம் அேத ேநரத்ொல் இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ.
  1 க௯த்தல் க்ஶ ேமல் டான் ோட்டா ௔ளஸ் க்ஶ சமம் என்ற சமன்பா௄ இந்த நிபந்தைனைய xy x y 
ௗரத்்ொ ெசய்ய ேவண்௄ம், 
எனேவ இைத ௙ண்௄ம் நிைன௳ல் ைவத்ௌக் ெகாண்டால் 
, ௚தல் ஼ல ஸ்ைல௄களில் நாங்கள் ௳வாொத்த வைக௜ன் ஼க்கல் ோட்டா௳ன் என்௥ இங்ேக f 
உள்ளௌ.

என்பௌ ஼ல   f z
க்ஶ சமமான டான் ெசயல்பா௄ ஆஶம்  அூப்பைட௜ல் இந்த மொப்௖ மற்௥ம் நமக்ஶத் ேதைவ, so z 

ஆனால் ௔ரசச்ைன என்னெவன்றால், இந்த ோட்டாைவச ்சாரந்்தௌ இல்ைல, எனேவ ோட்டா f 
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தைலவழ் வரம்௔ற்ஶச ்ெசாந்தமானௌ அல்ல, எனேவ இங்ேக ஷட நாம் ோட்டா உண்ைம௜ல் ௚தல்ah 
வைர௜லான இைடெவளி ைபக்ஶ இரண்டாகச ்ேசரந்்தௌ என்பைதக் காண்ழேறாம்.pi 

 
இன்ெவரஸ்் வரம்௔ல் இல்லாத ைபக்ஶ, ஆ டான் தைலவழ் வரம்பானௌ உண்ைம௜ல் ைமனஸ் ைபf 

௅ ைப ௅ ௔ளஸ் ைப ௅ ைப ஆஶம், எனேவ இௌ தான் ௚தல் ஼ல ஸ்ைல௄களில் நாம் ௳வாொத்த 
௔ரசச்ைன௜ன் மாொரி௜ன் வைக மற்௥ம்  தைலவழ் ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄கைள நீங்கள் 
ைகயா௬ம் ேபாெதல்லாம் நீங்கள் சந்ொப்௕ரக்ள் அல்லௌ இௌேபான்ற ௔ரசச்ைனகைள நீங்கள் 
ெதாடரந்்ௌ பாரப்்௕ரக்ள், 
எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் நாம் ெசய்௞ம் தந்ொரம் ௚த௧ல் நாம் பாரக்்ழேறாம், ஏெனனில் இௌ டான் 
தைலவழ் ெசயல்பாட்ூன் வரம்௖ இல்ைல.
 நாம் ஏதாவௌ ெசய்ய ேவண்௄ம்,
 அதனால் ோட்டா௳ல் ஼ல ெசயல்பா௄கள் இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ நாம் ெசய்வௌ இந்த ோட்டாைவ 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், உண்ைம௜ல் அொ௧௠ந்ௌ ைபையக் க௯க்ழேறாம், எனேவ அொ௧௠ந்ௌ 
ைபையக் க௯த்தால், ோட்டா ைபைய இரண்டாகச ்ேசரந்்தௌ.
 ைபக்ஶ என்ன நடக்ஶம் என்றால், ோட்டா ைமனஸ் 
ைப இரண்௄ ௚தல் ௗஜ்௷யம் வைர௜லான ைமனஸ் ைப இைடெவளிக்ஶ ெசாந்தமானௌ, ேம௩ம் 
நமக்ஶத் ெதரிந்தௌ என்னெவன்றால், ைமனஸ் ைப இரண்ூ௧௠ந்ௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்
ெசாந்தமானௌ, எனேவ இந்த இைடெவளியானௌ டான் தைலவழ் வரம்௔ன் ௌைணக்ஶ௱ மற்௥ம் 
இந்த ோட்டா௳௧௠ந்ௌ ைபையக் க௯ப்பதற்கான காரணம் இ௠மடங்காக இ௠ப்பதற்கான காரணம், 
௚தல் காரணம் என்னெவன்றால், நான் ஒ௠ ௖ொய ேகாணமான ோட்டா ைமனஸ் ைபையப் 
ெப௥ழேறன், இௌ இதற்ஶச ்ெசாந்தமானௌ, எனேவ இந்த இைடெவளி டான் தைலவழ் வரம்௔ன் 
ௌைணக்ஶ௱ ஆஶம் 
.
 ைபையக் க௯ப்பதற்கான காரணம் ௙ண்௄ம் இரண்௄ மடங்ஶ ஆஶம்  டான் ோட்டா௵ம் ஒன்௥ 
ைமனஸ் க்ஶ ேமல் ௔ளஸ் க்ஶ சமம் என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், அதனால்தான் ோட்டா௳௧௠ந்ௌxy x y 
க௯க்க இந்த ேகாண ைபைய நாம் ேதர௵் ெசய்ததற்கான மற்ற காரணம் இௌதான் , இ௥ொ௜ல் இந்த
சமன்பாட்ூல் நாம் இ௠ப்பௌ என்னெவன்றால் 
ஒ௠ ஆங்ழன் ெதா௄ேகா௄ உள்ளௌ  இந்த ேகாணம் ஒ௠ க௯த்தல் க்ஶ ேமல் இந்த மொப்௖ le xy x 
௔ளஸ் க்ஶ சமமான டான் தைலவழ் வரம்ைபச ்ேசரந்்தௌ எனேவ இப்ேபாௌ ோட்டா ைமனஸ் ைப y 
என்பௌ ௔ளஸ் இன் டான் தைலவழ்க்ஶ சமம் என்௥ எளிதாக எ௱தலாம் .x y 
  ஒ௠ க௯த்தல் க்ஶ ேமல் ைப ௔ளஸ் டான் தைலவழ் ௔ளஸ் க்ஶ சமமான ோட்டா xy x y 
இங்ேக அட்டவைண௜ல் சரியாக எ௱தப்பட௄்ள்ளௌ , எனேவ இௌ ஆ ேகஸ் எண் இரண்௄, எனேவ x 
மற்௥ம் இரண்௄ம் ேநரம்ைறயாக௵ம் அொகமாக௵ம் இ௠ந்தால்  ஒ௠ ௔ன் டான் தைலவழ் y xy x 
௔ளஸ் டான் தைலவழ் ஒ௠ க௯த்தல் க்ஶ ேமல் ௔ளஸ் இன் ௔ளஸ் டான் தைலவழ் y xy x y pi 
சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ அைதத்தான் இப்ேபாௌ நாங்கள் நி௡௔த்ௌள்ேளாம், ேம௩ம் காலத்ொன் 
நலன் க௠ொ நாங்கள் ௚ன்ேனாக்ழ ெசல்ல மாட்ேடாம்  இந்த கைட஼ அ௣க்ைக ஆனால் நாம் ேகஸ் 
௅ ெசய்தைதப் ேபாலேவ இைத௞ம் ெசய்ய ௚ூ௞ம், ௔ன்னர ்டான் இன்ெவரஸ்் ௔ளஸ் இ௧௠ந்ௌ x y 
நிசச்யமாக 2 டான் தைலவ௱க்கான ெவளிப்பா௄கைளப் ெப௥வௌ ௘க௵ம் எளிதானௌ, ஏெனனில் 
நாம் 2 ௚ைற டான் தைலவழ் எ௱தலாம்.
 டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் இன்௳  மற்௥ம் க்ஶ சமமான உடன் x erse x x y tan inverse x 

ஃபார௚்லாைவப் பயன்ப௄த்தலாம், இைதத்தான் நாங்கள் ெபறப் plus tan inverse y 
ேபாழேறாம், எனேவ நீங்கள் இைத ௙ண்௄ம் சரிபாரக்்க ஒ௠ ஼௣ய ப௜ற்஼யாக இ௠க்ஶம்.
 டான் தைலவழ் ப்ளஸ் டான் தைலவழ் இ௧௠ந்ௌ டான் தைலவழ் க௯த்தல் டான் தைலவழ் x y x y 
க்கான ெவளிப்பாடை்டப் ெப௥வௌ எளிௌ , நான் ௳ைரவாக அதன் வ௯யாகச ்ெசல்ேவன், எனேவ 
டான் தைலவழ் க௯த்தல் டான் தைலவழ் ஐ டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் தைலவழ் என்௥ x y x 
எ௱தலாம்.
 ைமனஸ் மற்௥ம் அௌதான் டான் தைலவழ் ெசயல்பா௄ ஒற்ைறப்பைட ெசயல்பா௄ என்பதால் y 
இப்ேபாௌ நாம் அைத மற்௥ம் ைமனஸ் ஆழய இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ மா௣களின் டான் x y 
தைலவழ்களின் ஷட௄்த்ெதாைகயாக எ௱ொ௞ள்ேளாம், 
எனேவ இைதப் பயன்ப௄த்த ௚ூ௞ம்.
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அந்த ேட௔ைளப் பயன்ப௄த்ொனால் நமக்ஶ ௚ன்௖ ழைடத்த ௚ூ௵ என்னெவன்றால், இந்த ௛ன்௥ 
நிபந்தைனக௬ம் நமக்ஶ இ௠ந்தன, எனேவ ௚தல் நிபந்தைன மடங்ஶ க௯த்தல் ஒன்ைற ௳ட x y 
ஶைறவாக உள்ளௌ, எனேவ அந்த அட்டவைணைய ௘க ௳ைரவாக உங்க௬க்ஶக் காட௄்ழேறன், 
எனேவ இௌ ௘க௵ம் எளிைமயானௌ.
 இந்த ெமாத்தத்ொல் ெசய்ய ேவண்ூயௌ தான்  அட்டவைண எல்லா இடங்களி௩ம் இந்த ஐ y 
ைமனஸ் ஆல் மாற்ற ேவண்௄ம் , ௔ன்னர ்டான் இன்ெவரஸ்் ைமனஸ் டான் இன்ெவரஸ்் y x y 
க்கான ெவளிப்பாடை்டப் ெப௥ேவாம், அைதத்தான் நாங்கள் இங்ேக ெசய்ௌள்ேளாம், எனேவ அந்த 
அட்டவைண௜ல் ஐ ைமனஸ் என்௥ மாற்௣னால் இௌதான் நீங்கள் எனேவ ௚ைற க௯த்தல் y y x y 
ஆக ௚ன்னதாகேவ நாம் ஐ ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவாகக் ெகாண்ூ௠ந்ேதாம், ஆனால் ஐ ைமனஸ் xy y y
என்௥ மாற்௥ேவாம், எனேவ மடங்ஶ ைமனஸ் ஐக் காட்ூ௩ம் ஶைறவாகப் ெப௥ேவாம் x y 
௔ன்னர ்நாம் ௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் டான் தைலவழ் ௔ளஸ் என்௥ ைவத்ொ௠ந்ேதாம், ஆனால் x y y 
க்ஶ பொலாக ைமனஸ் என்௥ எ௱ௌழேறாம், எனேவ ஒ௠ ைமனஸ் க்ஶ ேமல் ஷட்டல் ைமனஸ் y xy x 

ெப௥ேவாம் இப்ேபாௌ நம்௘டம் இ௠ப்பௌ 1 ைமனஸ் ௚ைற க௯த்தல் மற்௥ம் அைதேய மற்ற y x y 
நிபந்தைனக௬க்ஶ நாம் ெதாடரந்்ௌ ெசய்ய ேவண்௄ம், எனேவ இ௥ொயாக நாம் ெப௥ழேறாம், 
எனேவ இந்த ௛ன்௥ நிபந்தைனக௬க்கான வரிைசகள் மற்௥ம் டான் தைலவழ் க௯த்தல் டான் x 
மொப்௖கள் நிபந்தைன ெபா௥த்ௌ தைலவழ் மற்௥ம் இரண்டா௩ம் sa y  x y 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்தப்பட௄் இௌவைர மற்௥ம் ஆழய இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ மா௣களின் டான் x y 
தைலவழ் எவ்வா௥ ேசரப்்பௌ என்பைத மட௄்ேம பாரத்்ேதாம், ஆனால் நிசச்யமாக இந்த 
௳ஷயங்கைளப் ெபாௌைமப்ப௄த்தலாம் உதாரணமாக நாம் ைசன் இன்ெவரஸ்் ௔ளஸ் காஸ் x 
கணக்ழட ேவண்௄ம் என்௥ ஷறலாம்.
 தைலவழ் மற்௥ம் அைத எப்பூ ெசய்வௌ என்பௌ ஒ௠ ௚ைறயாக இ௠க்கலாம், அதாவௌ, ஏதாவௌ y 
ஒன்௣ன் ைசன் இன்ெவரஸ்் இ௧௠ந்ௌ டான் தைலவழாக மாற்௥ம் ித்ொரங்கைள நாம் x 
ெவளிப்பைடயாகக் கண்ட௣ய ௚ூ௞ம் மற்௥ம் ௙ண்௄ம் காஸ் தைலவழ் இ௧௠ந்ௌ டான் y 
தைலவழாக மாற்றலாம், எனேவ அூப்பைட௜ல் இைவ இரண்ைட௞ம் மாற்௥ேவாம்.
 
இரண்௄ மா௣களின் டான் இன்ெவர௻்ல் உள்ள ௳ொ௚ைறகள் மற்௥ம் இரண்௄ மா௣களின் டான் 
தைலவழ் எவ்வா௥ ேசரப்்பௌ என்பைத ௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் இ௠ந்ௌ நாம் ஏற்கனேவ 
அ௣ந்ொ௠ப்பதால், 
ஆ என்௥ ெப௥ேவாம், இந்த ௚௱ ௳ஷயத்ைத௞ம் ஒ௠ மா௣௜ன் டான் தைலவழாகப் ெபறலாம்.
 அௌ நமக்ஶ உதவ ேவண்௄ம்,
 அதனால் ௔ரசச்ைன என்னெவன்றால், அைதச ்ெசய்வதற்ஶ 
டானில் இ௠ந்ௌ ைசன் இன்ெவர௻்ல் இ௠ந்ௌ டான் இன்ெவரஸ்ாக௵ம், அதற்ஶ ேநரம்ாறாக௵ம், 
௔ன்னர ்காஸ் இன்ெவர௻்௧௠ந்ௌ டான் இன்ெவரஸ்ாக௵ம் , ௔ன்னர ்டான் இன்ெவர௻்௧௠ந்ௌ 
ேகாவாக௵ம் ஼ல மாற்௥ ஃபார௚்லாக்கள் ேதைவப்ப௄ம்.
  கள் தைலவழ் எனேவ ௔ன்வ௠ம் ஸ்ைல௄களில் ௳ைரவாக ஆ அவற்ைறக் கடந்ௌ ெசல்ல 
௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ ைசன் இன்ெவரஸ்் மற்௥ம் டான் இன்ெவரஸ்் வழக்ைக எ௄த்ௌக் 
ெகாள்ேவாம், 
எனேவ இங்ேக ேகள்௳ என்னெவன்றால், நாம் இன் மொப்ைபக் ெகாண்௄ள்ேளாம் என்பௌ x ah 
ெதளிவாகக் க௯த்தல் இைடேய உள்ளௌ  ஒன்௥ மற்௥ம் ௔ளஸ் ஒன் ௔ன்னர ் இன் தைலவழ் டான் x 
தைலவழாக இ௠ப்பைதப் பாரக்்க ேவண்௄ம், எனேவ இந்த ேகள்௳க்ஶ௣ைய இங்ேக கண்௄௔ூக்க 
௳௠ம்௖ழேறாம், எனேவ ோட்டா என்பௌ பாவம் தைலவழ் க்ஶ சமம் என்௥ ெசால்லலாம், ௔ன்னர ்x 
நிசச்யமாக ோட்டா வரம்௔ற்ஶ ெசாந்தமானௌ ைசன் இன்ெவர௻்ன் ெதாஶப்௖ இௌ ைமனஸ் ைப ௅ 
ைப ௅ ௔ளஸ் ைப ௅ மற்௥ம் ௔ன்னர ்இந்த அ௣யப்படாத ௳ஷயத்ைத இங்ேக கண்௄௔ூக்க 
௳௠ம்௖வதால், உண்ைம௜ல் ைசன் இன்ெவரஸ்் இன் டாைனக் கண்௄௔ூப்பொல் நாங்கள் x 
ஆரவ்மாக உள்ேளாம், ஏெனனில் நீங்கள் இந்த சமன்பாடை்ட இங்ேக பாரத்்தால், நான் எ௄த்ௌக் 
ெகாண்டால்  இ௠௖ற௚ம் உள்ள ேடன்ெஜன்ட் ெசயல்பா௄ நான் ெப௥வௌ ைசன் இன்ெவரஸ்் டான் x 
ஆஶம் .

ஆனால் இங்ழ௠ந்ௌ   tan of theta tan of t  heta is sin theta over cos theta sine 
உண்ைம௜ல் க்ஶ சமம் மற்௥ம் கண்௄௔ூக்க எளிதானௌ, ஏெனனில் இந்த theta x cos theta 
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௳ஷயத்ொல் ோட்டா ைமனஸ் ௚தல் எப்ேபாௌம் இ௠க்ஶம்.pi by two plus pi by two cos theta 
 பா஼டூ்வ் அௌ எப்ேபாௌம் ேநரம்ைறயாகேவ இ௠க்ஶம் , எனேவ காஸ் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா என்பௌ 
ஒ௠ ைமனஸ் ஼ன் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா ஼ன் ோட்டா என்பௌ என்ற இந்த ஃபார௚்லாைவ நாம் x 
ஏற்கனேவ அ௣ந்ொ௠க்ழேறாம், எனேவ காஸ் ஸ்ெகாயர ்ோட்டாைவ ஒ௠ க௯த்தல் சௌரமாக x 
எ௱தலாம்.
 ஒ௠ க௯த்தல் சௌரத்ொன் ேநரம்ைற வரக்்க ௛லத்ொற்ஶச ்சமம், ஏெனனில் ோட்டா இந்த x 
இைடெவளி௜ல் இ௠க்ஶம் ேபாௌ காஸ் ோட்டா ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம் என்௥ 
நமக்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ 
ஒ௠ ைமனஸ் சௌரத்ொல் ஒ௠ ஓவரின் ேநரம்ைற வரக்்க ௛லத்ைத எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், x 
அைதேய நாம் உள்ளி௄ழேறாம்.
 எனேவ ோட்டா௳ன் டான் என்பௌ ஒ௠ க௯த்தல் சௌரத்ொன் ௛லத்ொன் க்ஶ சமம் என்பைத x x 
நாங்கள் இ௥ொயாகப் ெப௥ழேறாம்  , எனேவ நீங்கள் அைதச ்ாத்தமாக எ௱த ௳௠ம்௔னால், அைத 
நாம் ஒ௠ ைமனஸ் சௌரத்ொன் ௛லத்ொன் ேமல் க்ஶ சமம் இன்ெவரஸ்் என்௥ எ௱தலாம்.x x x x 
 
ஏெனனில்  இப்ேபாௌ இந்த ஶ௣ைய நீங்கள் பாரத்்தால், தைலவழ் ைசன் தைலவழ் இந்த x x 
இைடெவளிக்ஶ ெசாந்தமானௌ, ேம௩ம் இந்த இைடெவளி௞ம் டான் தைலவழ் வரம்பாக இ௠க்ஶம்.
  டான் தைலவழ் எனேவ ெவளிப்பைடயாக இந்த ோட்டா 
ஒ௠ க௯த்தல் சௌரத்ொன் ௛லத்ொன் இன் டான் தைலவழ்க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இங்ேக x x 
உள்ள இந்த ேகள்௳க்ஶ௣ ௌல்௧யமாக ஒ௠ க௯த்தல் சௌரத்ொன் ேமல் ௛லத்ொற்ஶ சமமாக x x 
இ௠க்ஶம்.
 நாம் தைலவழாகச ்ெசய்ய ேவண்௄ம், அதாவௌ , உண்ைமயான எண்க௬க்ஶச ்ெசாந்தமான x ah 
இன் ஼ல மொப்௖கள் நமக்ஶக் ெகா௄க்கப்படட்ால், ௔ன்னர ்இந்தக் ேகள்௳ையக் ேகடழ்ேறாம் .
 
இந்த அ௣யப்படாத மா௣௜ன் ைசன் இன்ெவரஸ்ஓக்ஶச ்சமம், எனேவ ௙ண்௄ம் நாம் ௚ன்௖ 
ெசய்தைதப் ேபாலேவ ௙ண்௄ம் ெதாடங்ஶழேறாம், டான் தைலவழ் ஐ ோட்டாவால் ஶ௣ப்ேபாம், x 
௔ன்னர ்ோட்டா என்பௌ டான் தைலவழ் வரம்ைபச ்ேசரந்்தௌ.

ொறந்த இைடெவளி௜ல் ைமனஸ் ைப௜ல் இ௠ந்ௌ ௔ளஸ் ைப இரண்ூ௧௠ந்ௌ ௔ளஸ் ைப ௅  e 
ஆக௵ம், ௔ன்னர ்஼ன் ோட்டாைவ ெசகண்ட் ோட்டா௳ன் ேமல் டான் ோட்டா என்௥ம் எ௱தலாம், 
ஏெனனில் ெசகண்ட் ோட்டா என்பௌ காஸ் ோட்டா௵க்ஶ ேமல் ஒன்௥, இௌ டான் ோட்டா௵க்ஶச ்சமம்.
 ோட்டா எனேவ ஒன் ௔ளஸ் டான் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா ெநாூ ஸ்ெகாயர ்ோட்டா என்௥ எங்க௬க்ஶத் 
ெதரி௞ம், எனேவ இைதத்தான் இங்ேக இந்த பூக்ஶ பயன்ப௄த்ொ௞ள்ேளாம், எனேவ ோட்டா இப்பூ 
வைரய௥க்கப்படட்தால் எ௱தலாம் , உண்ைம௜ல் டான் டா௑க்ஶ சமம் என்பௌ ெதளிவாழறௌ x 
ோட்டா எனேவ இந்த டான் ோட்டாைவ இங்ேக ஆல் மாற்௥ேவாம் , ௔ன்னர ்டான் ஸ்ெகாயர ்x 
ோட்டாைவ சௌரத்தால் மாற்௥ேவாம், நிசச்யமாக ஆஹா, இந்த வரக்்க ேவர ்இங்ேக ேநரம்ைற x 
வரக்்க ௛லமானௌ, ோட்டா ைமனஸ் ைப 2 ஆல் ஷட்டல் ைப ஆஶம்  2 மற்௥ம் எனேவ cos theta 
ோட்டா௳ன் இந்த இைடெவளி௜ல் அைனத்ௌ ோட்டா௳ற்ஶம் சாதகமானௌ , எனேவ secant ah 

ேநரம்ைறயாக இ௠ப்பதால் , 1 ஷட்டல் சௌரத்ொன் ேநரம்ைற வரக்்க ௛லத்ைத secant theta x 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம், இ௥ொயாக நம்௘டம் இ௠ப்பௌ ோட்டா௳ன் ைசன் ஆஶம்.
 ோட்டா என்பௌ டான் தைலவழ் என்பௌ இதற்ஶச ்சமம், எனேவ இைத நாம் உண்ைம௜ல் ைசன் x 
ஆஃப் டான் இன்ெவரஸ்் சமம் ஓவர ்௡ட் ஆஃப் ஒன் ௔ளஸ் ஸ்ெகாயர ்என்௥ எ௱தலாம் x x x 
ஆனால் இந்த ஆங்ழள் டான் இன்ெவரஸ்் ஆனௌ ைமனஸ் ைப ஆல் 2 ௚தல் ௔ளஸ் ைப ஆல் 2 x 
வைர இ௠க்ஶம்.
 ைசன் இன்ெவர௻்ன் வரம்௖த் ெதாஶப்௖ இௌ உண்ைம௜ல் ைசன் தைலவழ் வரம்௖த் ெதாஶப்௔ன் 
ௌைணக்ஶ௱வாஶம், எனேவ இந்த அ௣க்ைக௜௧௠ந்ௌ டான் தைலவழ் என்பௌ ஒ௠ ஷட்டல் x x 
சௌரத்ொன் ௡டூ்ன் ேமல் உள்ள இன் ைசன் தைலவழ்க்ஶ சமம் என்பைத இங்ேக ௔ன்பற்௥ழறௌ.x 
 இங்ேக ஶ௣ தைலவழ் ெசயல்பாட்ூன் வாதத்ொன் உள்ேள ெபரிய ேகள்௳க்ஶ௣ உண்ைம௜ல் ஒ௠ 
௔ளஸ் சௌரத்ொன் ௛லத்ொன் க்ஶ சமம் என்பௌ x x 
ஒ௠ ஼௣ய உதாரணம் இந்த ித்ொரத்ொன் ௚க்ழயத்ௌவத்ைத உணர உத௵ம்.
 ைசன் தைலவழ் மொப்ைப ௛ன்௥க்ஶ ேமல் ௛ன்௥ மற்௥ம் இந்த மற்ற உண்ைமயான எண்ணின் 
தைலவழ் மொப்ைபக் கணக்ழட, இௌ இரண்௄ ௛ன்௥ மடங்ஶ ஒ௠ ைமனஸ் வரக்்க ௛லத்ொன் ஆ 
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ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ ேமல் எட்ூன் வரக்்க௛லத்ைத நி௡௔த்ேதாம், எனேவ இந்த ித்ொரத்ைத நாம் 
நி௡௔த்ௌள்ேளாம் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்ழேறாம் இன் தைலவழ் ஒ௠ ைமனஸ் சௌரத்ொன் x x 
௛லத்ொன் ேமல் இன் டான் தைலவழ் சமம் எனேவ உடன் ௛ன்௥க்ஶ ேமல் ஒன்௥க்ஶ சமம் x x 
மற்௥ம் நீங்கள் இந்த ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ொனால், நாம் ெப௥வௌ ௛ன்௥க்ஶ ேமல் ஒன்௣ன் 
ைசன் தைலவழ் டான் டான் தைலவழ் சமம் ௛ன்௥க்ஶ ேமல் ஒன்௥ ைமனஸ் ஒன்றால் ஒன்பொனால் 
வஶக்கப்ப௄வதால், ௛ன்௣ன் ேமல் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் ஒன்௥ ஒன்பொனால் வஶக்கப்ப௄ழறௌ , 
௔ன்னர ்இௌ எட்ூல் ஒன்௣ன் சௌர௛லத்ொன் டான் தைலவழ் சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ ௛ன்௣ன் 
ேமல் உள்ள ைசன் தைலவழ் உண்ைம௜ல் டான் தைலவழ் ஆஶம் எட்ூன் ஒன்௥க்ஶ ேமல் 
வரக்்க௛லத்ொன் மற்௥ம் இௌேவ ேநரம்ைற வரக்்க௛லமாஶம்.
 நாம் ொ௠ம்௔ச ்ெசன்றால் , ேநரம்ைற வரக்்க௛லத்ைத இங்ஶ எ௄த்ௌள்ேளாம் என்பைத நீங்கள் 
நிைன௳ல் ெகாள்ழ௤ரக்ள் , அேதேபான்௥ மற்ற காலத்ௌக்ஶம் அந்த ைசன் தைலவழ் 
இரண்ூ௧௠ந்ௌ ௛ன்௥ ௚ைற ஒ௠ க௯த்தல் என்௥ எ௱தலாம்.
  எட்ூன் ஒன்௥க்ஶ ேமல் வரக்்க௛லம் டான் தைலவழ் சமம் எனேவ இௌ எனேவ 2 ஆல் 3 ௚ைற 1 x 
க௯த்தல் 1 வரக்்க ௛லத்ொன் ேமல் 8 இன் வரக்்க ௛லத்ைத 1 க௯த்தல் இந்த ெபா௠ளின் வரக்்கத்ைத 
4 ஆல் 9 ெப௠க்கல் 1 க௯த்தல்  1 வரக்்க௛லத்தால்  8 ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் அௌ தைலவழ் 2 ஆக 1 
க௯த்தல் ௡ட் 8 ஆக எளிைமப்ப௄த்தப்படலாம், எனேவ நாம் இந்த 3 ஐ வரக்்க௛லத்ொற்ஶக் வேழ 
எ௄ப்ேபாம், அௌ இங்ேக ஶ௣ப்௔ட்ட காலத்ொன் வரக்்கத்ொன் 9 ைமனஸ் 4 மடங்ஶ ஆஶம், இௌ ஒன்௥ 
ஷட்டல் ஒன்௥ ஆஶம் எட்௄ ைமனஸ் 
௅ எட்ூல் ஸ்ெகாயர ்௡ட் மற்௥ம் அைத அ௄த்த ஸ்ைலூற்ஶ எ௄த்ௌச ்ெசன்றால் , 2 ௚ைற 1 
க௯த்தல் 1 இன் வரக்்க ௛லத்ொன் 8 இன் வரக்்க௛லத்ொன் டான் தைலவழ் சமமாக இ௠க்ஶம்  .
  8 இன் வரக்்க௛லம், இௌ 2 மடங்ஶ 1 க௯த்தல் இன் டான் தைலவழ்க்ஶ சமம், எனேவ நாம் 
உண்ைம௜ல் ஒ௠ வழ்நிைல௜ன் வரக்்க௛லத்ைத எ௄த்ௌ, நாம் என்ன ெப௥ழேறாம் என்பைதப் 
பாரக்்கலாம், இைத இரண்௄ ௚ைற ஒன்௥ க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶ ேமல் எட௄்க்ஶ ேமல் வரக்்க௛லமாக 
எ௱தலாம்.
 ஒன்பைத இரண்ூன் வரக்்க௛லம் ஷட்டல் எட்ூன் வரக்்க௛லம் மற்௥ம் அௌ இரண்௄க்ஶ 
ேநரம்ாறாக இரண்௄க்ஶ சமம்  எட்ூன் வரக்்க௛லம், அௌ எட்டாக இ௠க்ஶம்  ெப௠க்கல் எட்ூன் t 
வரக்்க௛லம் எனேவ இௌ மற்ற காலத்ொற்கானௌ எனேவ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட ெசால் இங்ேக இரண்௄ 
௛ன்௥ மடங்ஶ தைலவழ் இௌ இந்த ெபா௠ளின் டான் தைலவழ் சமம் எனேவ இப்ேபாௌ நாம் ெசய்ய 
ேவண்௄ம் எனேவ நாம் ௚ன்௖ அந்த ைசைன பாரத்்ேதாம்.
  ஒன்௣ற்ஶ ேமல் ௛ன்௣ன் தைலவழ், ஒன்௣ன் ேமல் ௡ட் எட௄்க்ஶ ேநரம்ாறாகக் கணக்ழடப்பட்டௌ, 
ேம௩ம் இந்த ௳ஷயத்ொற்ஶ மற்ெறா௠ ெவளிப்பா௄ ழைடத்தௌ, எனேவ இப்ேபாௌ இரண்ைட௞ம் 
ேசரக்்ஶம் நிைல௜ல் இ௠க்க ேவண்௄ம், இ௥ொயாக நம்௘டம் இ௠ப்பௌ அந்த ைசன் இன்ெவரஸ்்  
1க்ஶ ேமல் 3 ஷட்டல் ைசன் தைலவழ் 2 ஆல் 3 ெப௠க்கல் 1 க௯த்தல் 1 ேமல் வரக்்க௛லத்ொன் 8 ஆனௌ
டான் தைலவழ் 1 ேமல் வரக்்க ௛லத்ொன் 8 மற்௥ம் டான் தைலவழ் சமம் எனேவ இந்த 
ெவளிப்பாட்ூல் நாம் இந்த 4 ஐ ரத்ௌ ெசய்யலாம் மற்௥ம் 4 இன் வரக்்க ௛லத்ைத எ௄த்ௌக் 
ெகாள்ளலாம் இங்ேக நாம் 8 ைமனஸ் 1 இன் வரக்்க௛லத்ைத 9 இன் வரக்்க௛லத்ௌடன் ஷட்டல் 
எட்ூன் இரண்௄ மடங்ஶ வரக்்க௛லத்ைதப் ெப௥ழேறாம், எனேவ இப்ேபாௌ நாம் ௚க்ழயமாகச ்
ெசய்ொ௠ப்பௌ என்னெவன்றால் , இரண்௄ ைசன் தைலவழ்களின் ஷட௄்த்ெதாைகைய இரண்௄ டான்
தைலவழ்களின் ஷட௄்த்ெதாைகயாக மாற்௣௞ள்ேளாம்.
 
டான் தைலவழ் ௔ளஸ் டான் தைலவழ் ஐப் பயன்ப௄த்த௵ம்  எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் x yf ormula 
நீங்கள் சரிபாரக்்கலாம் மற்௥ம் நான் இப்ேபாௌ ெசய்யமாட்ேடன், எனேவ எங்களிடம் இந்த x 
மொப்௖க்ஶ சமம் மற்௥ம் இந்த மொப்௖க்ஶ சமம் மற்௥ம் இந்த மற்௥ம் இந்த ஆழயவற்௣ன் y x y 
தயாரிப்௖ 1 ஐ ௳ட ஶைறவாக உள்ளதா என்பைத நீங்கள் சரிபாரக்்கலாம்.

 அதனால் நான் இந்த ஃபார௚்லா tan inverse x plus tan inverse yi tan inverse x plus y 
ஐ 1 க௯த்தல் ஐப் பயன்ப௄த்தலாம், ஏெனனில் இந்த ௚ைற ெப௠க்கல் என்பௌ 1 ஐ ௳டக் x xy x y 
ஶைறவாக இ௠ப்பதால், அௌ ௘க௵ம் எளிதாழ௳௄ம் ஏெனனில் நாம் அைத 8 இன் வரக்்க௛லத்ொல் 1
இன் டான் தைலவழாக எ௱தலாம், 8 ஷட்டல் ௡ட் எட௄் ைமனஸ் ஒன்ைற ஒன்பதன் ௛லம் இரண்௄ 
௔ளஸ் இரண்௄ ௡ட் எட௄் ஒ௠ க௯த்தல் மற்௥ம் ௔ன்னர ்எட்ூன் வரக்்க ௛லத்ொல் ஒன்௥, அௌ 
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எ௱பத்ொ இரண்௄ ஷட்டல் இரண்ூன் ைமனஸ் ௡ட்டாக மா௥ம்.
  எட௄் ௚ைற௞ம் பொனா௥ மடங்ஶ வரக்்க௛ல௚ம், ேம௩ம் எளிைமப்ப௄த்தப்படட் ௔றஶ, இங்ேக 
உள்ள அைனத்ௌம் ஒன்றாக இ௠க்ஶம், எனேவ எண் மற்௥ம் வஶ ஒேர மாொரியாக இ௠க்ஶம், இௌ ஒ௠
எளிதான ப௜ற்஼யாக ௳ட௄்௳௄ம், எனேவ இௌ ஒன்௣ன் தைலவழாக மா௥ம் இல் நான்ஶ ைபக்ஶ t 
சமம் அவரௌ ௳ரி௵ைர௜ல் நாம் ௚க்ழயமாக இந்த தைலவழ் ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄க௬க்ஶ
இைடேய இன்௑ம்  ஼ல உற௵கைளப் ெபற்ேறாம்.
 இந்த ௳ரி௵ைர௜ல் நாம் பாரத்்த மற்ெறா௠ ௘க ௚க்ழயமான ௳ஷயம் என்னெவன்றால் , க்ஶ x 
சமமான எஃப் ோட்டா இ௠ந்தால், அொல் என்பௌ ஼ல ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄ ஆனால் f 
ோட்டா௳ல் இ௠க்கக்ஷடாௌ என்௥ கட௄்ப்ப௄த்தப்படட் நிகழ்௵கைள எவ்வா௥ ைகயாள்வௌ 
என்பைத நாங்கள் காண்௔த்ேதாம்.

தைலவழ் வரம்௖ ெதாஶப்௖ நன்௣  f 
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