
 ʩुǿम िũकोणिमतीय फंƕɌवरील ितस̴या ʩाƥानात आपले ˢागत आहे मागील लेƁरमȯे आʉी काही उलट िũकोणिमतीय 
फंƕɌमधील काही ओळख आिण संबंध या ʩाƥानात पािहʞा तसेच ते पुढेही चालू ठेवू आिण आशा आहे की आʉी पुढील 
ʩाƥानांमȯे ते पूणŊ कŝ.
  येथे काही नवीन संबंध िमळवǻाआधी आपण सम˟ा 
हाताळणार आहोत ही एक सामाɊ सम˟ा आहे जी आपʞाला या संपूणŊ ʩाƥानामȯे भेडसावणार आहे आिण उलट िũकोणिमतीय 
फंƕɌशी संबंिधत सम˟ा सोडवताना सम˟ा सोडवताना देखील असू शकते , उदाहरणाथŊ येथे आपण असे ʉणूया की आपण  वजा 
एक आिण शूɊ मधील चे मूʞ शोधǻास सांिगतले जाते जसे की ची बरोबर अधाŊ आहे ʉणून x cos inverse x sine 
कोणीतरी हा मागŊ वापŝन पाš शकेल ʉणून कोणीतरी असे िलš शकेल की अधाŊ OK 
30 अंशांǉा साइन बरोबर आहे जो पेƗा जाˑ आहे आिण नंतर  ला वरील 6 बरोबर समान करा .pi 6 cos inverse x pi 

 ȑामुळे तुʉी िलš शकता ʉणून आिण नंतर घेतʞास येथे तुʉाला िमळेल.cos inverse x pi by six cos 
बरोबर ची ओʬर िसƛ जे तीन पेƗा दोनǉा वगŊमूळाǉा बरोबरीचे आहे सम˟ा अशी आहे की तीन पेƗा दोनचे   x pi cos 

वगŊमूळ 
अंतराल वजा एक ते शूɊाशी संबंिधत नाही तर अशा पįरİ̾थतीत आपण काय करावे? येथे हे लƗात घेतले पािहजे की जर उणे एक x 
आिण शूɊ दरʄान असेल तर ʩुǿम फंƕनǉा आलेखावŝन तुʉी पाš शकता की चा ʩुǿम हा cos x cos pi by two 

ǉा मȯांतराचा असेल पण नंतर सम˟ा अशी आहे की अधाŊ ʉणून जर तुʉाला आठवत असेल to pi sine inverse of  
की आʉी ʉटले आहे की हा आहेcos inverse x is equal to pi by six sine inverse of sine 
 ȑामुळे या ला ʩुǿम अȯाŊशी समीकरण करǻात सम˟ा अशी आहे की अधाŊ हाcos inverse x sin sine inverse 
नेहमी मȯांतर वजा चा असेल  दोन ते अिधक बाय दोन आिण ते असे की साइन ʩुǿमाचा ŵेणी संच वजा बाय दोन pi by pi pi 
ते अिधक बाय दोन आहे तर जर हा अंतराल वजा एक ते शूɊ असेल तर कॉस ʩुǿम हा दुस-या अंतराल बाय दोनचा pi x x pi 
असेल  आिण आपण पाहतो की हे मȯांतर आिण द ʩुǿम िचɎाचा ŵेणी संच पर˙र अनɊ आहेत ʉणून या दोघांचा छेदनिबंदू हाpi 
शूɊ संच आहे आिण ʉणून आपʞाला या सम˟ेचा सामना करावा लागतो की आपʞाला चे मूʞ िमळाले आहे जे या मȯांतरात येत x 
नाही ʉणून आपʞाला सारखाच सामना करावा लागेल .ah 
  आपʞाला भेडसावणा̴ या सम˟ेचा मूळ नमुना ʉणजे यावरील उपाय ʉणजे पुɎा उदाहरणाकडे परत जाणे ʉणजे ˙ʼपणे जर x 
उणे एक आिण शूɊ दरʄान असेल तर कॉस ʩुǿम जो मी थीटाȪारे दशŊिवतो तो िनिʮतपणे पाई बाय दोन आिण मȯे असेल.x 

आिण नंतर जाǻाऐवजी आिण सरळ ʉणू की ʩुǿम हा अȯाŊचा ʩुǿम आहे जो शƐ नाही कारण अȯाŊचा   pi cos sine 
ʩुǿम या संचाचा नसतोsine 

 ȑामुळे हा ʩुǿम अȯाŊ बरोबर असू शकत नाही पण नंतर आपण ती पाहतो.cos inverse x sin sine 
  पाई वजा थीटा ही सायन थीटा सारखीच आहे आिण ʉणून आपण ही वजा थीटा िनवडǻाचे कारण असे कŝ शकतो कारण जर pi 
थीटा कॉस ʩुǿम या मȯांतराशी संबंिधत असेल तर आपʞाला तो िदसेल  वजा थीटा जर थीटा या मȯांतराशी संबंिधत असेल x pi 
तर उणे थीटा हे अंतराल शूɊ ते बाय दोनचे असेल आिण हे मȯांतर शूɊ ते बाय दोन असे आता आपʞाला साइन pi pi pi 
इनʬसŊǉा ŵेणी संचाशी संबंिधत आहे 
ʉणून ही मूळ युƅी आहे पूणŊ करायचे आहे आिण अथाŊतच आʉाला मािहत आहे की ही ŮȑƗात sin theta cos inverse 

ची आहे आिण ती Ůॉɰेममȯे िदली जाते हे मूʞ अधő िदले जातेx sine 
 ȑामुळे आपʞाकडे जे आहे ते ǉा बरोबरीचे आहे आिण मग साहिजकच आपण ʉणू शकतो की उणे pi minus theta pi 
थीटा बरोबरीǉा साइन ʩुǿमाǉा िन̱ʄा कारणाˑव,
 ȑामुळे येथून आपण ही ओळ केवळ कारण सांगू शकतो कारण ही उणे थीटा साइन ʩुǿमाǉा ŵेणीǉा संचाशी संबंिधत आहे pi 
ʉणून उणे थीटा शूɊ ते ǉा ŵेणीशी संबंिधत आहे.pi pi by 
  दोन जो साइन ʩुǿमाǉा ŵेणी संचाचा उपसंच आहे साइन ʩुǿमाचा ŵेणी संच वजा बाय दोन ते बाय दोन होता, कारण pi pi pi
वजा थीटा साइन ʩुǿमाǉा ŵेणी संचाशी संबंिधत आहे हे येथून आपण िमळवू शकतो.
 आिण हे मुळात मग  याचा अथŊ असा आहे की थीटा चा ʩुǿम असʞामुळे आपʞाला जे िमळेल ते उणे ʩुǿम x cos pi cos 

ʉणजे िन̱ʄाचे साइन ʩुǿम अथाŊत अȯाŊचे ʩुǿम आिण ʉणून आपʞाला ʩुǿम बरोबर x sine pi by 6 cos x pi 
वजा िमळतो.pi by 6 
  6 ǉा वर 5 आिण ʉणून आता बरोबर आहे जर आपण डाʩा आिण उजʩा दोɎी बाजूने घेतʞास आपʞाला pi x cos x 
बरोबर पाच बाय िसƛ िमळेल जे सहा वरील वजा समान होईल.cos pi cos pi 
 तीन ओʬर दोनचे वजा वगŊमूळ समान ʉणून शेवटी आपʞाला तीन ओʬर दोनचे वजा वगŊमूळ समान िमळते जे वजा एक ते शूɊ x 
या मȯांतराशी संबंिधत आहे ʉणून हे योƶ समाधान आहे ʉणून येथे मुƥ मुȞा हा होता की जर आपण ʩुǿम ला cos x sin 
ʩुǿम अȯाŊ ǉा बरोबरीने बदलǻाचा Ůयȉ केला तर आपʞाला अडचण येते कारण अȯाŊचा ʩुǿम साइन ʩुǿमाǉाah sine 
ŵेणीशी संबंिधत आहे जी वजा अिधक आहे तर साठी चा नकाराȏक ʩुǿम ǉा pi by 2 pi by 2 x x cos th 
मालकीचा नाही  ची ŵेणी इतकी मूलत: जर आपण केली तर जर आपण असे समीकरण केले तर िनिʮतपणे चे मूʞ तुʉाला e x 
येथे िमळणारे मȯांतर वजा एक ते शूɊ मȯे येणार नाही
 ȑामुळे पुढील गोʼी आपण औपचाįरक कŝ शकतो.
 ˠाइड मी हे औपचाįरक करǻाचा Ůयȉ केला आहे ʉणून आवʴक सम˟ा अशी आहे की समजा हे फॉमŊचे िũकोणिमतीय f 
फंƕन आहे ते या सहा िũकोणिमतीय फंƕɌपैकी कोणतेही असू शकते जे आʉी पįरभािषत केले आहे ʉणून सवŊसाधारणपणे 
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िũकोणिमतीय फंƕनला डोमेन आिण ŵेणी असते आिण  मग आपण या सहा िũकोणिमतीय फंƕɌपैकी Ůȑेकाचा ʩुǿम a b 
पįरभािषत कŝ लागलो,
 ȑामुळे ʩुǿम फंƕन ʩुǿम अथाŊतच डोमेन सेट फंƕनǉा ŵेणी सेट सारखाच असेल जो आहेf f b 
 ȑामुळे ʩुǿमाचे डोमेन  संच आिण ŵेणी संच हा दुसरा संच असेल जो अथाŊतच सेटचा उपसंच असावा जो फंƕनचे f b c f 
डोमेन आहे ʉणून सामाɊ सम˟ा अशी आहे की समजा आपʞाला हे समीकरण सोडवायचे आहे असे ʉटले तर  आपʞाला थीटा 
शोधायचा आहे ʉणजे चे मूʞ िदले आहे आिण आपʞाला थीटा शोधायचा आहे ʉणजे थीटाचे ǉा बरोबरीचे आहे आता x f x x 
आपण आधीच सांिगतले आहे की थीटा ʩुǿमाǉा ŵेणीǉा संचाशी संबंिधत आहे तर उपाय खूप सोपे आहे ȑाचे समाधान आहे  f 
फƅ थीटा ǉा ʩुǿमाǉा समान आहे कारण चा ʩुǿम ʩुǿमाǉा ŵेणीǉा संचाशी संबंिधत असेल जो आहे x f x f f c 
ʉणून सवŊ िनिʮतपणे संबंिधत असेल ʉणून जर आपण असे ʉणतो की चा आहे तर हे समाधान समाधानी होईल theta theta c 
थीटा हा ʩुǿमाǉा ŵेणीǉा ŵेणीशी संबंिधत असणे आवʴक आहे परंतु जर आपण असे ʉणू की आपʞाला ǉा समान f x f 
थीटा समान सम˟ा आहे तर आपʞाला थीटा शोधणे आवʴक आहे परंतु असे ʉटले आहे की आपʞाला ȑाचे मूʞ शोधǻाची 
आवʴकता आहे  थीटा जी ʩुǿमाǉा ŵेणी संचाशी संबंिधत नाही तर Ůʲ असा आहे की आता थीटा कसा शोधायचा हे ˙ʼपणे f 
थीटा समान असू शकत नाही ʉणून या Ůकरणात जेथे आपण असे ʉटले आहे की थीटा ǉा ŵेणी संचाशी संबंिधत नाही  उलट हे ˙ʼf 
आहे की ते  हे ǉा ʩुǿमाǉा बरोबरीचे नाही कारण चा ʩुǿम नेहमी ǉा संचाचा असेल तर येथे ˙ʼपणे नमूद a x f x f c 
केले आहे की थीटा ǉा संचाचा नसावा, मग अशा पįरİ̾थतीत आपण थीटा कसा शोधू शकतोc 
 ȑामुळे साइन फंƕनसाठी सवŊसाधारणपणे ही सम˟ा सोडवǻाचा Ůयȉ केला आहे,i  
 ȑामुळे साइन फंƕनसाठी डोमेन आिण रŐज येथे िलिहʞाŮमाणे आहे आिण साइन इनʬसŊ फंƕनसाठी डोमेन वजा एक ते एक ŵेणी 
वजा बाय दोन ते अिधक बाय आहे  दोन आिण आपण असे ʉणू की आपʞाला हे समीकरण येथे सोडवायचे आहे ʉणून pi pi 
आपʞाला थीटा शोधायचा आहे की िसन थीटा ǉा बरोबरीचा आहे अथाŊतच वजा एक ते अिधक एकचा आहे ʉणून आपʞाला थीटाxx 
शोधणे आवʴक आहे परंतु आपʞाला जे िदले आहे ते थीटा आहे या ŵेणीशी संबंिधत आहे ʉणून जेथे हा काही पूणाōक आहे,m 
 ȑामुळे आपʞाला हे शोधǻास सांिगतले जाते, जे वजा ते अिधक या अंतराने अशा Ůकारे m pi pi by 2 m pi pi by 2 
या ŵेणीशी संबंिधत असलेली थीटा शोधǻास सांिगतले जाते.
  तो ǉा बरोबरीचा आहे, तर आपण ते कसे शोधू शकतो ʉणून हे नाही  खूप कठीण आहे अथाŊतच आपʞाला एक sin theta x 
िवषम देखील िवचारात घेणे आवʴक आहे ʉणून आपण असे ʉणू की जर असे असेल तर आपण m sine theta equals x 
हे समीकरण िलšन सुŜवात कŝ आिण आपʞाला असे ʉटले जाते की या मȯांतराशी संबंिधत आहे परंतु सम˟ा ही आहे कीtheta 
जर  आपण शूɊ बरोबर ची ˙ेशल केस घेतो मग इथे मुळात ही बंधने उणे बाय टू ते अिधक बाय टू ǉा संबंिधत थीटामȯे m pi pi 
भाषांतįरत केली जातात आिण हा साइन ʩुǿमाचा ŵेणी संच आहे आिण ʉणून ǉा िवशेष केससाठी शूɊाǉा बरोबरीचे सोʞूशन m 
खूप सोपे आहे थीटा बरोबरीचे साइन ʩुǿम ʉणून हे साठीचे सोʞूशन आहे शूɊ बरोबर साठी कारण साठी शूɊ बरोबर x m m m 
हा संच िजथे आपण थीटा ला रेषेपयōत मयाŊिदत करत आहोत तो अिनवायŊपणे साइन ʩुǿमाचा ŵेणी संच होईल पण काय  जर m 
शूɊाǉा बरोबरीचे नसेल तर समान शूɊाǉा समान शूɊाǉा बरोबरीने आणखी काहीतरी करावे लागेल ʉणून आपण पुɎा m m x 
ǉा बरोबरीǉा ने सुŜवात करतो आिण आपʞाला असे ʉटले जाते की वजा चा आहे  दोनsin theta theta m pi pi by 
टी  पण आपण पाहतो की उणे जर याom pi plus pi by two the closed interval theta m pi theta 
मȯांतराशी संबंिधत असेल तर उणे मȯांतर वजा आिण हे मȯांतर theta m pi pi by two to plus pi by two 
मुळात साइन ʩुǿमाचा ŵेणी संच आता आपण वजा ǉा चे मूʞ काय आहे ते पाš theta m pi sine 
आिण आपण पाš की हे उणे ǉा बरोबरीचे आहे पण ǉा पूणाōक गुणाकाराची sine a cos b cos a sine b pi sine 
शूɊ आहे  तर हेच आपʞाला िमळते आिण चा कॉस ǉा पॉवरला वजा एक ʉणून िलिहता येतो ʉणून हे शेवटी वजा एक ते m pi m 
पॉवर गुणा ǉा समान आहे जे आपʞासाठी खरोखर चांगली बातमी आहे कारण आपण ते गुिणले ǉा बळावरm sin theta m x 
वजा एक असे देखील िलš शकतो कारण ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून आपण याला दोन Ůकरणांमȯे िवभागू शकतो sin theta x 
एक ʉणजे जेʬा सम असेल तेʬा सम असेल तेʬा हे समीकरण अिनवायŊपणे वजा ची बनते  बरोबरी m m theta sine m pi x
आिण नंतर जर तुʉी इथे पाहाल तर ही थीटा वजा मी ˙ʼपणे साइन ʩुǿमाǉा ŵेणी संचाशी संबंिधत आहे आिण ʉणून या mp  
समीकरणावŝन आपण थेट िलš शकतो की थीटा वजा हा ǉा ʩुǿमाǉा बरोबरीचा आहे िजथून आपण असा m pi x sine 
िनʺषŊ काढू शकतो की अिधक ǉा ʩुǿमाǉा बरोबरीचा आहे ʉणून या Ůकरणात  जेथे सम आहे theta m pi x sine m 
तो हा उपाय आहे आिण मग िवषम ǉा बाबतीत ते िवषम साठी सारखेच असणार आहे आपण काय पाहणार आहोत ते ʉणजे m m 

वजा ची वजा एक ची घात गुिणले चे फƅ वजा आहे आिण आपʞाला आधीच मािहत आहे की ही theta m pi sine m x  x 
थीटा वजा हा साइन ʩुǿमाǉा ŵेणी संचाशी संबंिधत आहे आिण ʉणून या िवधानावŝन आपण थेट असे ʉणू शकतो की थीटा m pi 
वजा हा वजा ǉा साइन ʩुǿमाǉा समान आहे परंतु साइन ʩुǿम आहे  िवषम कायŊ आिण ʉणून हे साइन ʩुǿम m pi x an x
ǉा वजा बरोबर आहे िजथून आपण शेवटी असा िनʺषŊ काढू शकतो की जेʬा िवषम थीटा वजा साइन ʩुǿम ǉा m m pi x 
बरोबरीचा असतो तेʬा ही संपूणŊ गोʼ येथे खालील ˠाइड Ůमाणे सारांिशत केली जाऊ शकते ʉणून मूळ सम˟ा होती  शोधǻासाठी या
मȯांतरातील थीटा उणे बाय दोन ते अिधक Ȫारे दोन जेथे काही पूणाōक आहे आिण आपʞाला या m pi pi m pi pi m 
मȯांतरात ही थीटा शोधायची आहे आिण थीटा असा असावा की काही मूʞ ǉा काही मूʞाǉा समान असेल  sin theta x 
ȑासाठी सामाɊ उपाय ʉणजे जर सम असेल तर थीटा समान असेल अिधक ʩुǿम िवषम असेल तर m m pi sin x m m pi
वजा पाप ʩुǿम आहे तȖम Ůकारची समीकरणे इतर िũकोणिमतीय फंƕɌसाठी देखील काढता येतात.f ah 
 आधीǉा लेƁरमȯे आʉी िजथे थांबलो होतो ȑा सम˟ेसाठी िकंवा ओळखीबȞल, जर तुʉाला आठवत असेल की आʉी चा टॅन x 
ʩुǿम आिण चा टॅन ʩुǿम हे एखाȨा गोʼीचे टॅन ʩुǿम असे िलिहता येईल का हे पाहǻाचा Ůयȉ करत आहोत, ʉणून येथे एक y 
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ūुत आहे  ʩुȋȅी ʉणून ǉा आʉाला मािहत आहे की अिधक चा बरोबर अिधक वर एक tan a b ah tan tan a tan b 
वजा आता या सूũात मी ǉा ʩुǿम आिण बरोबर ǉा ʩुǿमाऐवजी बदलले तर  हे मला tan a tan b x tan b y tan 
खूप टॅन िमळते आहे हे एक आिण हे आहे  आहे ʉणून चा आहे ला भािगले एक b a plus b tan tan a plus tan b 
वजा गुिणले आिण अथाŊतच चा टॅन ʩुǿम टॅनचा टॅन ʩुǿम बरोबर आहे आिण ʉणूनच शेवटी tan a tan b tan x x y 
आपʞाला हेच िमळते आपʞाला ǉा ʩुǿमांǉा बेरजेचे िमळते आिण हे फƅ अिधक वर एक वजा x tan tan y x y xy 
ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून आपʞाकडे हे िवधान येथे आहे परंतु याचा अथŊ असा होतो की ʩुǿम अिधक ʩुǿम tan x tan y 
समान टॅन ʩुǿम अिधक एक वजा वर हे नेहमीच खरे असते उȅर नाही ते आिण ǉा मूʞांवर अवलंबून असते x y  xy x y 
कारण आपʞाला मािहत आहे की टॅन ʩुǿम फंƕनचा ŵेणी संच वजा अिधक आहेpi by 2 2 pi by two 
 ȑामुळे जर  आिण असे आहेत की टॅन ʩुǿम अिधक ʩुǿम जर ते टॅन ʩुǿमाǉा ŵेणी संचाशी संबंिधत नसेल x y x tan y 
तर ही समानता येथे असू शकत नाही 
ȑामुळे ही सम˟ा आहे ʉणून पुढील काही ˠाइड्समȯे मी पुढील पįरणाम Ůाɑ करेन.
 येथे एक छान तƅा आहे ʉणून जर आपण दाखवू की गुिणले कमी ʩा असʞास  तर हे खरे आहे की ʩुǿम x y an 1 tan x 
अिधक ʩुǿम बरोबर ʩुǿम अिधक वर एक वजा आहे पण ʉणून हे फƅ जर एकापेƗा कमी tan y ah tan x y xy xy 
असेल तर हे समान आहे परंतु इतर Ůकरणांसाठी  इतर Ůकरणे जर आिण दोɎी सकाराȏक असतील आिण एकापेƗा जाˑ x y xy 
असेल तर ȑा बाबतीत आपʞाला या अिभʩƅीमȯे जोडावे लागेल, तर दुसरीकडे आिण दोɎी ऋण असʞास आपʞाला pi x y 
हे िमळेल  एकापेƗा जाˑ आʉी वजा जोडतोpi 
 ȑामुळे या तीन अटी दाखवǻासाठी आʉाला एक छोटासा िनकाल लागेल जो आʉी आधीǉा लेƁरमȯे पािहला आहे पण तरीही मी ते
इथे िलिहǻाचा िवचार केला आहे
 ȑामुळे आमǉा मागील लेƁसŊमधून हे दोɎी गुणधमŊ पािहले तर एक ʉणजे कोणȑाही वाˑिवक साठी ही टॅन ʩुǿम आिण कॉट x 
ʩुǿम ची बेरीज Ȫारे नेहमी 2 असते आिण हे देखील की जर सकाराȏक असेल तर टॅन ʩुǿम 1 ओʬर कॉट ʩुǿम x pi x x 

Ůमाणेच असेल तर आता जर आपण ही दोɎी िवधाने दोɎी ːेटमŐट एकũ करǻाचा Ůयȉ करा  ʉणून मग आपण िलš x ements 
शकतो की नॉन-ऋणाȏक साठी आपण फƅ या ची जागा येथे ʩुǿम ने बदलली आहे x cot inverse x tan x 
ȑामुळे आपʞाला हे िविशʼ समीकरण िमळेल जे सवŊ गैर-ऋणाȏक टॅन साठी उलट अिधक आहे.x x tan 
  ʩुǿम एक ओʬर हा नेहमी दोन ने असतो आिण मग आह जर तुʉी या संपूणŊ गोʼीला वजा िचɎाने गुणाकार केला तर x pi 
आʉाला वजा टॅन ʩुǿम वजा टॅन ʩुǿम एक ओʬर ʉणजे शूɊापेƗा मोǬा सवŊ साठी वजा पाई दोन आहे परंतु टॅन ʩˑx x x 
असʞाने  फंƕन हे एक िवषम फंƕन आहे Ǜाला आपण टॅन ʩुǿम ʉणजे वजा चे टॅन ʩुǿम िलš शकतो आिण या x x ah 
पदासाठी सारखेच आहे, तर मग आपʞाला हेच िमळते परंतु पेƗा मोठी İ̾थती देखील उणे ʉणून िलिहता येते.x 0 x 
 0 पेƗा कमी.
 तर आता आपण पाहतो की या समीकरणात आपʞाला सवŊũ उणे आहे ʉणून आपण ʉणतो की जर आपण वजा ǉा समान x x y 
ʬेįरएबल वापरला तर तीच गोʼ ʩुǿम अिधक ʩुǿम एक ओʬर आहे वजा आहे.tan y tan y pi 
 सवŊ नकाराȏक साठी दोन Ȫारेy 
 ȑामुळे आपण कदािचत कŝ  आपण हे आिण ही दोन समीकरणे वापरत आहोत जी अगदी सारखी िदसतात ȑािशवाय येथे j 
आपʞाजवळ बाय दोन वजा बाय दोन आहे तर आपण चा घेऊ या जेʬा गुिणले चे गुणाकार pi n pi ah xy ah x y ah 
पेƗा कमी असेल ʉणून जेʬा गुणाकार एकापेƗा कमी असतो परंतु आिण दोɎी धनाȏक असतात तेʬा आिण दोɎीx y x y x y 
धनाȏक असʞामुळे हे 0 ते बाय 2 ǉा मȯांतराचे असतील आिण ते टॅन ʩुǿम ǉा या आलेखावŝन ˙ʼ होते.x pi x 
 आपण फƅ ची सकाराȏक मूʞे पाहतो ʉणून ǉा या मूʞांसाठी आपण पाहतो की टॅन ʩुǿम ही उɷा अƗाǉा x x x 
सकाराȏक बाजूची मूʞे घेत आहे ʉणून आपण असे कारण आहे की जेʬा टॅन ʩुǿम जेʬा पेƗा मोठा असतो  शूɊ नंतर टॅन x 
ʩुǿम हा शूɊ ते पाई बाय दोन या अंतराशी संबंिधत असेल आिण तेच टॅन ʩुǿम साठी खरे आहे तर ʩुǿम कारण x y tan y 

सकाराȏक वेळ आहे वजा देखील शूɊ ते बाय दोनचा असेल परंतु आपʞाकडे हे देखील आहे  ितसरी अट की y y pi xy 
एकापेƗा कमी आहे ʉणजे मुळात कमी आहे  पेƗा एक वर पण दोɎी आिण एक ओवर दोɎी सकाराȏक आहेत y x ah y x 
कारण आिण सकाराȏक आहेत ʉणून आपʞाकडे ही गोʼ येथे आहे ʉणून आपण या वŢǉा फƅ सकाराȏक अƗावर x y x 
लƗ कŐ िūत करǻाचा Ůयȉ कŝ आता तुʉाला ते सकाराȏक बाजूने िदसते  Ɨैितज अƗाǉा टॅन ʩुǿम चा आलेख x 
मोनोटोिनकरीȑा वाढत आहे आिण ʉणून येथून आपण असे ʉणू शकतो की टॅन ʩुǿम हा टॅन ʩुǿम पेƗा कमी आहे आता y x 
आपण दोɎी बाजंूना टॅन ʩुǿम जोडतो ʉणजे आपʞाला जे िमळेल ते आहे आिण अथाŊतच तर मग आपʞाला जे िमळेल ते अथाŊतचx 
येथे शूɊापेƗा मोठे िचɎ आहे आिण आपʞाला हे देखील मािहत आहे की टॅन ʩुǿम शूɊापेƗा मोठा आहे कारण आिण x x y 
दोɎी आहेत आिण हे दोɎी आहेत आिण आता आपण येथे या समीकरणासाठी सकाराȏक आहोत  टॅन ʩुǿम सवŊũ जोडाx y x x 
ʉणजे आपʞाला टॅन ʩुǿम अिधक शूɊ ʉणजे टॅन ʩुǿम टॅन ʩुǿम अिधक टॅन ʩुǿम पेƗा कमी आहे आिण x x x phi 
ते टॅन ʩुǿम अिधक टॅन ʩुǿम पेƗा कमी आहे आिण अथाŊतच टॅन ʩुǿम पेƗा कमी आहे.x x x 
  येथे शूɊापेƗा मोठे आहे ʉणून आपण काय आहोत  मागील ˠाइडमधील असे आहे की सवŊ पॉिझिटʬ टॅन ʩुǿम अिधकaw x x 
टॅन ʩुǿम एक ओʬर वाˑिवकपणे बाय दोनǉा बरोबरीचे आहे आिण ʉणून आपण ˙ʼपणे पाहतो की जर आिण ही x pi x y 
İ̾थती पूणŊ करतात तर ʩुǿम अिधक ʩुǿम जे आहे येथे धन आहे आिण ते 2 बाय पाई पेƗा कमी आहे.tan x tan y 

 ȑामुळे मूलत : यासाठी जेʬा आिण ही İ̾थती पूणŊ करतात तेʬा ʩुǿम अिधक ʩुǿम चे मूʞ x y tan x tan y 
ʩुǿमाǉा ŵेणीǉा संचाशी संबंिधत असते आिण ʉणून ते ŵेणीशी संबंिधत असʞामुळे टॅन ʩुǿमाचा संच काय होईल ते tan 
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ʉणजे टॅन ʩुǿम अिधक टॅन ʩुǿम x y 
हे अथाŊतच ǉा बरोबरीचे असेल, दुसरी अट अशी आहे की जर एकापेƗा कमी असेल आिण आिण दोɎी ऋण असतील ah xy x y 
आिण हे मȯे देखील असू शकते  या केसमȯे देखील चा पįरणाम अगदी सारखाच आहे की ʩुǿम आिण ah ah tan x tan 
ʩुǿम कारण आिण ऋणाȏक आहेत दोɎी अंतराल वजा दोन ते शूɊ पयōत असतील आिण या Ůकरणात येथून पुढे y x y pi ah 
काय होईल ते पेƗा मोठे आहे एक ओʬर आिण दोɎी ऋण वापरा ʉणून येथून आपʞाला ही İ̾थती िमळते y x beca  x y 
आिण नंतर या İ̾थतीतून Ůाɑ होते कारणah 
 ȑामुळे आता आपण मुळात Ɨैितज अƗाǉा नकाराȏक बाजूस आहोत
 ȑामुळे आपʞाला टॅन ʩुǿम हे टॅन ʩुǿम एकापेƗा मोठे वर आहे कारण  टॅन ʩुǿम फंƕन सह मोनोटोिनकरीȑा y x x 
वाढत आहे जसे की येथे या आलेखावŝन पािहले जाऊ शकते आिण कारण हा आह आहे आिण ȑानंतर जर आपण दोɎी बाजंूना टॅन x 
ʩुǿम जोडʞास हे अथाŊतच शूɊापेƗा कमी आहे आिण टॅन ʩुǿम पेƗा कमी आहे.x x 
  शूɊ ʉणून जर आपण या िविशʼ असमानतेमȯे ʩुǿम जोडले तर आपʞाला ʩुǿम ʩुǿम tan x ah tan x tan x 
अिधक ʩुǿम ʩुǿम अिधक ʩुǿम एक पेƗा मोठा आहे आिण हे ʩुǿम ˙ʼपणे ऋण tan y tan x tan x tan x 
आहे तर येथून आपण हे देखील पाहतो की आता मागील ˠाईडवर आपण पािहले की सवŊ ऋण टॅन ʩुǿम अिधक टॅन x x 
ʩुǿमासाठी एक ओʬर हे वजा बाय दोन इतके आहे आिण ʉणून ते पुढे आले आहे की जर आिण या ितघांना पूणŊ केले x pi x y 
तर अटी नंतर टॅन ʩुǿम अिधक टॅन ʩुǿम हे शूɊ आिण वजा दोन ǉा दरʄान असते आिण हे अंतर शूɊ आिण Ɨमˢ x y pi 
जर आिण ही İ̾थती पूणŊ करत असेल तर ʩुǿम अिधक ʩुǿम हे अंतराल वजा ते 0 ǉा x y tan x tan y z pi 2 
दरʄान आहे जे टॅन ʩुǿमाǉा ŵेणी संचाचा एक उपसंच आहे ʉणून या केससाठी देखील ʉणून हा केस देखील या केसचा उपसंच 
आहे ʉणून मूलत: दोɎी ʉणून हे केस तीन आहे ʉणून केस एक आिण केस तीन दोɎी या िविशʼ केसशी संबंिधत आहेत कारण तुʉाला
केस आठवत असेल तर 1 देखील पेƗा कमी होता परंतु आिण दोɎी सकाराȏक आिण केस 3 Ǜाची आपण आȅाच चचाŊ xy 1 x y 
केली आहे ती देखील एकापेƗा कमी आहे परंतु येथे आिण दोɎी नकाराȏक आहेत ʉणून ही दोɎी Ůकरणे येथे या İ̾थतीशी xy x y 
संबंिधत आहेत आिण दोɎी Ůकरणांमȯे आपण  पािहले की आʉी दाखवले की टॅन ʩुǿम अिधक टॅन ʩुǿम हे अंतराल वजा x y 

बाय दोन ते अिधक बाय टू चे आहे जे टॅन ʩुǿमाचा ŵेणी संच आहे आिण ʉणून हे याǉा बरोबरीचे असेलpi pi 
 ȑामुळे आणखी एक केस जे  राहते जर आʉी आȅाच पािहलेʞा आमǉा टेबलवर परत जा ʉणून आʉी या ची अटीपेƗा कमीw xy 
तीनमȯे िवभागणी केली आहे मुळात आʉी Ůथम दोन िभɄ İ̾थतीमंȯे िवभागले आहे ʉणून एक अट अशी आहे की एकापेƗा कमीxy 
आहे परंतु तो शूɊापेƗा मोठा आहे ʉणून हे  केस एक आिण केस Ūी जी आपण आȅाच पािहली आहेत ती मुळात या अह उप 
कंिडशनसाठी आहेत आिण नंतर आणखी एक अट आहे जी आहे शूɊ पेƗा कमी आहे, जर आपण या आिण या İ̾थतीचे एकũीकरणxy 
केले तर आपʞाला शेवटी आता ही अट िमळेल .
  ही İ̾थती आपण याआधीच केस 1 आिण केस 3 दाखवली आहे आता आपण हे दाखवणार आहोत की ʩुǿम अिधक tan x tan 
ʩुǿम हे देखील समान आहे जेʬा पॉिझिटʬ नसतो, जर ते शूɊापेƗा कमी असेल तर ते िसȠ होईल.y xy 
 या İ̾थतीसाठी एका टॅनपेƗा कमी ʩुǿम अिधक ʩुǿम समान आहे अिधक ǉा ʩुǿम एक वजा xy x tan y x y tan 

वर ʉणून आʉी ȑास केस पाच असे नाव िदले आहे ʉणून xy 
मी िलहीन ʉणून मी येथे केस पाच ʉणून िलहीन तेʬा  आिण  हे अगदी सोपे आहे कारण जेʬा आिण नॉन पॉिझिटʬ असतात x y 
तेʬा एक केस ʉणजे हे शूɊ ǉा बरोबरीने मोठे असते शूɊ पेƗा मोठे असते तर दुसरे ʉणजे हे शूɊाǉा बरोबरीने मोठे x y y x 
असते पण कमी असते  शूɊाǉा बरोबरीǉा पेƗा , तर केस पाच साठी हे शूɊापेƗा कमी आहे कारण आपण पाहतो की टॅन y a x 
ʩुǿम हा अंतराल वजा दोन ते शूɊ आिण टॅन ʩुǿम हा शूɊ ते बाय दोनचा असेल आिण नंतर नſीच यावŝन x pi y pi 
आपण टॅन ʩुǿम बरोबर टॅन ʩुǿम जोडतो आिण हे असे होते की टॅन ʩुǿम अिधक टॅन ʩुǿम हे मȯांतर वजा x y x y pi 
बाय टू ते अिधक बाय टू असेलpi 
 ȑामुळे हे पाहणे अगदी सोपे आहे की या केससाठी ʩुǿम अिधक ʩुǿम हा टॅन ʩुǿमाचा ŵेणी संच आहे tan  x tan y 
आिण पुɎा जेʬा शूɊाǉा बरोबरीने मोठा असतो आिण शूɊापेƗा कमी असतो तेʬा शूɊ ते ah x y tan inverse x pi 
बाय दोन टॅन ʩुǿम ǉा मालकीचा असेल दोन शूɊाने उणे पाई ǉा मालकीचे असेलy 
 ȑामुळे या Ůकरणात देखील आपण  टॅन ʩुǿम अिधक टॅन ʩुǿम हे टॅन ʩुǿमाǉा ŵेणी संचाचे असेल आिण ते असे आहे कीx y 
जर तुʉाला 0 ते बाय 2 आिण उणे बाय 2 ते 0 हे मािहत असेल तर आʉी जेʬा आʉी जोडतो तेʬा तुʉी तुʉाला घेतो.pi pi 
 या दोघांना आपण या संचासोबत मूलत: या संचाचा युिनयन ƽायचा आहे 
आिण युिनयन हा तंतोतंत टॅन ʩुǿमाचा ŵेणी संच आहे आिण या Ůकरणातही तेच घडत आहे, ʉणून मूलत: आपण येथे पिहली पंƅी 
दशŊिवली आहे,
 ȑामुळे ही केस पाच होती.
 तर हे आिण हे या İ̾थतीचे एकũीकरण एकापेƗा कमी आहे ʉणून आपण जे दाखवले आहे ते असे की जर आिण चा ah xy x y 
गुणाकार एकापेƗा कमी असेल तर ʩुǿम अिधक ʩुǿम हा टॅन ʩुǿमाǉा ŵेणी संचाशी संबंिधत आहे.tan x tan y ah 
 आिण ʉणून येथे या अिभʩƅीǉा बरोबरीचे आहे इतर दोन Ůकरणे देखील फार कठीण नाहीत ʉणून एक केस अशी आहे िजथे xy 
एकापेƗा मोठा आहे आिण आिण दोɎी धनाȏक आहेत ʉणून या Ůकरणात ʩुǿम शूɊ ते बाय दोन ǉा असेल  x y tan x pi 

ʩुǿम हा शूɊ ते बाय दोनचा असेल  पुɎा कारण ते दोɎी सकाराȏक आहेत आिण कारण पेƗा मोठा आहे tan y pi xy 1 
आिण आमǉाकडे पेƗा पेƗा जाˑ आहे, ʉणून ʩुǿम हे एक नीरसपणे वाढणारे कायŊ असʞाने येथून आपʞाला हे x y 1 tan 
िवधान िमळते की ʩुǿम हा एक ओʬर ǉा टॅन ʩुǿमापेƗा मोठा आहे.tan y x 
 आिण नंतर जसे आपण आधी केले होते तसे आपण दोɎी बाजंूना टॅन ʩुǿम जोडू आिण हेच आपʞाला उजʩा बाजूला पुɎा टॅन x 
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ʩुǿम बरोबर टॅन ʩुǿम बरोबर टॅन ʩुǿम अिधक टॅन ʩुǿम एक िमळेल.x x x 
वर जे आपण दाखवले होते की जेʬा सकाराȏक असते तेʬा याचे मूʞ ǉा बरोबरीचे असते आिण ʉणून  x x pi by two 

आपण पाहतो की या पįरİ̾थतीसाठी येथे ʩुǿम अिधक ʩुǿम ŮȑƗात पेƗा दोन बाय दोन मोठा आहे.ah tan x tan y pi 
  पेƗा पेƗा दोन आिण ʉणून या केससाठी आपʞाकडे काय आहे ते पाš या, मी िथटा टॅन ʩुǿम अिधक टॅन ʩुǿम pi ah x y 
असे ʉणतो तर हे केस Ţमांक दोनसाठी आहे तर आपʞाकडे जे आहे ते पाई बाय दोनपेƗा मोठे आहे  पण अथाŊतच ही थीटा असणे 
आवʴक आहे  पेƗा कमी कारण ʩुǿम आिण ʩुǿम दोɎी 0 ते चे आहेतpi tan x tan y pi by 2 
 ȑामुळे ʩुǿम अिधक ʩुǿम चे सवाŊत मोठे धनाȏक मूʞ फƅ अिधक असू tan x tan y pi by 2 pi by two 
शकते जे इतके ˙ʼ आहे  हा पेƗा कमी असणे आवʴक आहे ʉणून शेवटी या दोन केससाठी आपʞाकडे pi ah theta pi 
काय आहे ते ʉणजे हा मȯांतर चा आहे आता सम˟ा अशी आहे की या चे theta pi by two pi to pi theta ah 

हे अिधक वर एक वजा समान आहे  तर या लेƁरमधील ʩुǿम फंƕɌवरील आपʞा पिहʞा ˠाईडवŝन tan x y xy tan 
हे पुढे आले आहे,
 ȑामुळे मूळ सम˟ा पुɎा अशी आहे की आपʞाला िदलेली आहे, ʉणून हे आपʞाला िदले गेले आहे की थीटा 2 ते आिण ȑाच pi 
वेळी इंटरʬल मधील असणे आवʴक आहे.pi 
 टॅन थीटा हे समीकरण अिधक पेƗा 1 वजा आहे हे समीकरण पूणŊ करǻासाठी वेळ आहे, जर तुʉाला हे पुɎा आठवत x y xy 
असेल तर ही सम˟ा आहे Ǜाची आʉी पिहʞा काही ˠाइड्समȯे चचाŊ करत होतो की तुमǉाकडे थीटाचा आहे ʉणून येथे  हे f f 

फंƕन काही इतके आहे  मुळात हे मूʞ आहे आिण आपʞाला आवʴक आहे परंतु सम˟ा अशी आहे की ही थीटा tan z z 
संबंिधत नाही ʉणून थीटा ʩुǿमाǉा ŵेणीǉा संचाशी संबंिधत नाही, ʉणून येथेही आपण असे ʉणत आहोत की थीटा ŮȑƗात f ah
ते मधील अंतराल ǉा दोन बाय दोनशी संबंिधत आहे.pi pi 
 टू जो ʩुǿमाचा ŵेणी संच नाही, ʩुǿमाचा ŵेणी संच ŮȑƗात वजा pi f ah tan pi by two to plus pi by two
आहे,
 ȑामुळे या सम˟ेǉा पॅटनŊचा नेमका Ůकार आहे Ǜाची आपण पिहʞा काही ˠाइड्समȯे चचाŊ करत होतो आिण  जेʬा तुʉी ʩˑ 
िũकोणिमतीय फंƕɌचा सामना कराल तेʬा तु̱ हाला या Ůकारची सम˟ा येतच राहील िकंवा तु̱ हाला या Ůकारची सम˟ा येतच राहाल ,
या Ůकरणात आपण जी युƅी करतो ती सवŊŮथम आपण पाहतो की हा टॅन ʩुǿम फंƕनचा ŵेणी संच नाही.
 आपʞाला काहीतरी करǻाची गरज आहे जेणेकŜन थीटा वर काही ऑपरेशन केले जावे जेणेकŜन आपʞाजवळ मुळातच आहे ʉणून 
आपण काय करतो आपण ही थीटा घेतो आिण आपण ŮȑƗात ȑातून वजा करतोpi 
 ȑामुळे जर आपण ȑातून वजा केला तर कारण चा दोन ने होतो करǻासाठी काय होईल ते ʉणजे pi theta pi pi theta 
उणे हा मȯांतर वजा चा असेल आिण आपʞाला मािहत आहे की pi pi by two to zero minus pi by two to 

हा ˙ʼपणे संबंिधत आहे ʉणून हा मȯांतर टॅन ʩुǿमाǉा ŵेणी संचाचा उपसंच आहे आिण  कारणzero 
 ȑामुळे या थीटामधून वजा करǻाचे कारण दुɔट आहे , पिहले कारण ʉणजे मला एक नवीन कोन थीटा वजा िमळतो जो pi pi 
याǉा मालकीचा आहे ʉणून हा मȯांतर टॅन ʩुǿमाǉा ŵेणी संचाचा उपसंच आहे 
.

वजा करǻाचे कारण पुɎा दोन पट आहे पिहले कारण ʉणजे मला एक नवीन कोन थीटा वजा िमळतो जो टॅन ʩुǿमाǉा  pi pi 
ŵेणी संचाशी संबंिधत आहे दुसरे ʉणजे मला मािहत आहे की टॅन फंƕन सह िनयतकािलक आहेpi 
 ȑामुळे वजा चा टॅन  टॅन थीटा सारखेच आहे जे आपʞाला मािहत आहे की अिधक पेƗा एक वजा बरोबर theta pi x y xy 
आहे, ʉणून आपण थीटामधून वजा करǻासाठी हा कोन िनवडǻाचे दुसरे कारण आहे, ʉणून शेवटी या समीकरणात आपʞाला pi 
जे आहे ते येथे आहे अंगाची ˙िशŊका आहे  जेथे हा कोन टॅन ʩुǿमाǉा ŵेणीǉा संचाशी संबंिधत आहे या मूʞाǉा अिधक le x y 
वरील एक वजा आिण ʉणून आता आपण सहजपणे िलš शकतो की थीटा वजा हा अिधक ǉा ʩुǿमाǉा xy pi x y tan 
बरोबरीचा आहे 
आिण नंतर पासून  येथे हे खालीलŮमाणे आहे की थीटा समान ʩुǿम अिधक वर एक उणे वर आहे pi plus tan x y xy 
आिण तेच येथे टेबलमȯे िलिहले आहे 
की हे केस Ţमांक दोन आहे ʉणून जर आिण दोɎी सकाराȏक असतील आिण पेƗा जाˑ असेल तर  एक नंतर ah x y xy tan
ʩुǿम अिधक ʩुǿम समान असेल अिधक ʩुǿम अिधक पेƗा एक वजा ʉणजे हेच x tan y pi tan of x y xy, 
आपण आȅाच िसȠ केले होते आिण काळाǉा िहतासाठी आपण पुराʩाǉा पुढे जाणार नाही.
  हे शेवटचे िवधान पण ते देखील अगदी ȑाच Ůकारे केले जाऊ शकते ǛाŮमाणे आपण केस दोन केले आिण नंतर अथाŊतच टॅन ʩुǿम 

अिधक वŝन अिभʩƅी काढणे खूप सोपे आहे उदाहरणाथŊ 2 कारण आपण 2 वेळा x y tan inverse tan inverse 
िलš शकतो टॅन ʩुǿम अिधक टॅन इनʬ ʉणून  आिण नंतर आपण अिधक x erse x tan inverse x tan inverse

सूũ वापŝ शकतो बरोबर बरोबर आिण ȑा बाबतीत आपʞाला हेच िमळणार आहे जेणेकŜन आपʞाला हे पुɎा सȑािपत y y x 
करǻासाठी थोडासा ʩायाम होईल.

ʩुǿम अिधक ʩुǿम वŝन ʩुǿम वजा ʩुǿम साठी अिभʩƅी िमळवणे सोपे आहे   tan x tan y tan x tan y 
आिण मी ȕरीत ȑातून जाईन ʉणून ʩुǿम वजा ʩुǿम हे ʩुǿम अिधक ʩुǿम असे tan x tan y tan x tan y 
िलिहले जाऊ शकते वजा आिण ते असे आहे कारण ʩुǿम फंƕन हे िवषम फंƕन आहे आिण नंतर आपण आता हे िलहले y tan 
आहे ही गोʼ दोन िभɄ ʬेįरएबʤ आिण ǉा ʩुǿमांची बेरीज ʉणून आपण वापŝ शकतो  पįरणाम असा ah x minus y tan 
की जर आपण ते सारणी वापरतो तर आपण जे पाहतो ते असे की आपʞात या तीन अटी होȑा एक ʉणजे पिहली अट गुिणले वजा x y
एक पेƗा कमी आहे, ʉणून मी तुʉाला ते टेबल खूप लवकर दाखवतो
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 ȑामुळे ते अगदी सोपे आहे.
 या संपूणŊ मȯे फƅ एवढेच करायचे आहे  सारणी सवŊũ आपʞाला या ला उणे ने बदलायचे आहे आिण नंतर आपʞाला y y tan 
ʩुǿम वजा ʩुǿम साठी अिभʩƅी िमळेल, ʉणून आपण येथे तेच केले आहे, जर आपण ȑा तƆामȯे ǉा जागी x tan y y 
वजा ने केले तर ते असे होईल ʉणून गुिणले वजा िमळवा ʉणून पूवŎ आपʞाकडे एकापेƗा कमी होता पण आपण ǉाy x y xy y 
जागी वजा घेतोy 
 ȑामुळे आपʞाला गुिणले वजा एकापेƗा कमी िमळतो Ǜाला िलिहता येते तीच İ̾थती वजा एक पेƗा मोठी असʞामुळे x y x xy 
समान रीतीने िलिहता येते  आिण नंतर आपʞाकडे आधीǉा ˠाईडवर टॅन ʩुǿम अिधक होता पण नंतर ǉा ऐवजी आपण x y y 
उणे िलšy 
 ȑामुळे आपʞाला अिधक वजा वर एक वजा िमळतो ते आधी होते पण कारण ǉा जागी वजा पाच होते आपʞाकडे x y xy y 
आता 1 उणे गुिणले वजा आहे आिण तीच गोʼ आपʞाला इतर अटीसंाठी करत राहायची आहे आिण शेवटी आपʞाला िमळतेx y 
 ȑामुळे या तीन पįरİ̾थतीǉंा पंƅी आहेत आिण टॅन ʩुǿम वजा टॅनची मूʞे आहेत.x 
  ʩुǿम İ̾थतीनुसार आिण या दोɎीȪंारे समाधानी आȅापयōत आपण फƅ y sa  x y 

आिण या दोन िभɄ चलांचे टॅन ʩुǿम कसे जोडायचे ते पािहले आहे परंतु अथाŊतच या गोʼी सामाɊीकृत केʞा जाऊ शकतात x y 
उदाहरणाथŊ आपण असे ʉणू की आपʞाला साइन ʩुǿम अिधक ची गणना करायची आहे  ʩुǿम आिण आपण ते कसे x cos y 
कŝ शकतो
 ȑामुळे एक पȠत अशी असू शकते की आपण साईन ʩुǿम ते ʩुǿम एखाȨा गोʼीचे व पुɎा x tan cos inverse y 
पासून ʩुǿमापयōत ŝपांतर सूũे शोधू शकतो ʉणून आपण हे दोɎी ŝपांतįरत कŝ शकतो.tan 
 येथे दोन अɊ ʬेįरएबʤǉा इन टॅन ʩुǿम आिण नंतर 
दोन ʬेįरएबʤचे टॅन ʩुǿम कसे जोडायचे हे मागील ˠाइडवŝन आपʞाला आधीच मािहत असʞामुळे आपʞाला िमळेल, ah 
आपण ही संपूणŊ गोʼ एका ʬेįरएबलǉा ʩुǿम ʉणून िमळवू शकतो tan 
आिण नंतर ते आʉाला मदत करेल ʉणून सम˟ा अशी आहे की ते करǻासाठी आʉाला पासून ʩुǿमातून tan sine tan 
ʩुǿमात आिण ȑाउलट आिण नंतर ʩुǿम ते ʩुǿम आिण नंतर ʩुǿमातून मȯे काही ŝपांतरण सूũांची cos tan tan co 
आवʴकता आहे.

ʩुǿम ʉणून पुढील ˠाईड्समȯे आपण ȕरीत वर जाǻाचा Ůयȉ कŝ, ʉणून आपण साइन ʩुǿम आिण   s ah tan 
ʩुǿमाची केस घेऊ, 
तर येथे Ůʲ असा आहे की आपʞाकडे चे मूʞ आहे जे उणे दरʄान उह आहे.x ah 
 एक आिण अिधक एक आिण नंतर आपʞाला चा ʩुǿम हे ʩुǿमाǉा बरोबर आहे हे पहायचे आहे ʉणून x ah sine tan 
आपʞाला येथे हे ŮʲिचɎ शोधायचे आहे, ʉणून आपण असे ʉणू की थीटा हे पाप ʩुǿम ǉा बरोबरीचे आहे तर ˙ʼपणे x theta
ŵेणीशी संबंिधत आहे साइन ʩुǿमाचा संच जो उणे बाय दोन ते अिधक बाय दोन आहे आिण नंतर आपʞाला ही अǒात गोʼ pi pi 
इथे शोधायची असʞाने आपʞाला ŮȑƗात साइन ʩुǿम चा टॅन शोधǻात रस आहे कारण जर तुʉाला हे समीकरण येथे िदसले x 
तर मी ते घेतले तर  दोɎी बाजंूǉा ˙िशŊकेचे फंƕन मला जे िमळेल ते सायन ʩुǿम चे टॅन आहे जर मी दोɎी बाजंूचा टॅन घेतला तरx 

बरोबर आहे ही अǒात गोʼ येथे आहे आिण सायन ʩुǿम हे थीटा Ȫारे दशŊिवलेले असʞाने शेवटी आपʞाला शोधायचे आहे ah x 
थेटाचा टॅन पण टीचा टॅन  इथून आपण पाहतो की ŮȑƗात heta is sin theta over cos theta sine theta x
ǉा बरोबरीचे आहे आिण हे शोधणे सोपे आहे कारण या Ůकरणात कारण वजा cos theta theta pi by two to plus 

नेहमी असेल सकाराȏक हे नेहमीच सकाराȏक असेल आिण ʉणूनच आिण हे देखील की आपʞाला pi by two cos theta 
हे सूũ आधीच मािहत आहे की कॉस ˍेअर थीटा एक वजा िसन ˍेअर थीटा िसन थीटा आहे ʉणून आपण कॉस ˍेअर थीटा एक x 
वजा ˍेअर ʉणून िलš शकतो आिण नंतर अथाŊतच कॉस थीटा एक वजा चौरसाǉा धनाȏक वगŊमूळाǉा बरोबरीचे आहे कारण x x 
आपʞाला मािहत आहे की जेʬा थीटा या मȯांतराशी संबंिधत असतो तेʬा थीटा शूɊापेƗा मोठा असतो ʉणून आपण वजा x 
चौरसाǉा एका ओʬरचे धनाȏक वगŊमूळ घेतो आिण तेच आपण घालतो  येथे ʉणून शेवटी आपʞाला हे समजले की थीटाचा टॅन एक 
वजा चौरसाǉा ओʬर ŝटǉा बरोबरीचा आहे आिण जर तुʉाला ते ˢǅपणे िलहायचे असेल तर आʉी ते टॅन ऑफ x x sin 
ʩुǿम बरोबर एक वजा वगाŊǉा मुळावर बरोबर िलš शकतो आिण  कारण  आता हे जर तुʉाला हे िचɎ ʩुǿम x x x x x 
साइन ʩुǿम िदसले तर ˙ʼपणे या मȯांतराचे असेल आिण हे मȯांतर देखील टॅन ʩुǿमाचा ŵेणी संच असेल ʉणून आपʞाकडे x 
काही कोन थीटाचा टॅन या मूʞाǉा बरोबरीचा आहे आिण ही थीटा ŵेणी संचाशी संबंिधत आहे  टॅन ʩुǿमाचे आिण ʉणून हे पाहणे 
अगदी सोपे आहे की हे थीटा 
एक वजा चौरसाǉा पेƗा जाˑ मूळǉा टॅन ʩुǿमाǉा बरोबरीचे असेलx x 
 ȑामुळे येथे हे ŮʲिचɎ एक वजा चौरसाǉा ओʬर ŝटǉा बरोबर आहे आिण नंतर  आपʞाला उलट देखील करावे लागेल जे x x 
ʉणजे समजा आपʞाला वाˑिवक संƥांशी संबंिधत चे काही मूʞ िदले आिण मग आपʞाला हा Ůʲ िवचारला जाईल कीah x ah 
िचɎाǉा ʩˑ कायाŊचा हा युİƅवाद शोधा की टॅन ʩुǿम आहे या अǒात ʬेįरएबलǉा साइन ʩुǿमाǉा बरोबरीने येथे पुɎा x 
आपण पूवŎ केलेʞा रीतीने सुŜवात 
कŝ या आपण ʩुǿम थीटा Ȫारे दशŊवू या नंतर ˙ʼपणे हा टॅन ʩुǿमाǉा ŵेणी संचाशी संबंिधत आहे जो tan x theta th 
आहे.

ओपन इंटरʬल वजा वŝन आिण नंतर ला   e pi by two plus pi by two sin theta tan theta over 
असे िलिहले जाऊ शकते कारण हा एक ओʬर कॉस थीटा आहे जो एक अिधक टॅन secant theta secant theta 

ˍेअरǉा वगŊमूळावर ǉा समान आहे थीटा ʉणून आपʞाला ही ओळख मािहत आहे की वन ɘस टॅन ˍेअर tan tan theta 
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थीटा ʉणजे सेकंद ˍेअर थीटा, ʉणून आपण येथे या पायरीसाठी हे वापरले आहे, मग आपण िलš शकतो कारण थीटा अशी ʩाƥा 
केली आहे हे उघड आहे की ŮȑƗात टॅन टॅनǉा समान आहे थीटा ʉणून आपण या टॅन थीटाला येथे ने बदलू आिण नंतर टॅन x x 
ˍेअर थीटा ˍेअरने बदलला जाईल हे ˙ʼ आहे की हे वगŊमूळ येथे धनाȏक वगŊमूळ आहे कारण जेʬा थीटा मȯांतर वजा x pi 

ते अिधक Ȫारे संबंिधत आहे  2 आिण ʉणून हा या मȯांतरातील सवŊ by 2 pi cos theta theta of the secant 
साठी धनाȏक आहे आिण ʉणून धनाȏक असʞाने आपण 1 अिधक वगाŊचे धनाȏक वगŊमूळ theta ah secant theta x 

घेऊ
 ȑामुळे शेवटी आपʞाजवळ ची आहे िजथे  थीटा टॅन ʩुǿम याǉा बरोबर आहे ʉणून आपण ŮȑƗात ते टॅन Theta sine x 
ʩुǿम ची सायन ʉणून िलš शकतो एक अिधक चौरसाǉा मुळावर बरोबर आहे पण हा कोन टॅन ʩुǿम हा वजा x x x x x pi

ते अिधक चा आहे जो देखील आहे ʩुǿमाचा ŵेणी संच आहे ʉणून हा ŮȑƗात साइन ʩुǿमाǉा ŵेणी by 2 pi by 2 sine 
संचाचा एक उपसंच आहे आिण ʉणून या िवधानावŝन असे िदसून येते की टॅन ʩुǿम हा एक अिधक चौरसाǉा मुळावर ǉा x x x 
साइन ʩुǿमाǉा बरोबरीचा आहे.
  येथे मोठे ŮʲिचɎ या िचɎाǉा आƶुŊमŐटमȯे इनʬसŊ फंƕन एक ɘस ˍेअरǉा ओʬर ŝटǉा बरोबरीचे आहे , थोडेसे x x 
उदाहरण आपʞाला या सूũाचे महȇ लƗात घेǻास मदत करेल जे आपण आȅाच काढले आहे, ʉणून आपण असे ʉणू की आपʞाला 
िवचारले आहे  या दुस̴या वाˑिवक संƥेǉा एक पेƗा तीन अिधक ʩुǿमाǉा साइन ʩुǿमाचे मूʞ मोजǻासाठी जे दोन बाय sin 
तीन गुिणले एक वजा वगŊमूळ एक वजा एक पेƗा जाˑ आठचे वगŊमूळ आहे, जर आपʞाला आठवत असेल तर आपण हे सूũ िसȠ ah 
केले आहे की साइन चा ʩुǿम एक वजा चौरसाǉा वरील चा ʩुǿम आहे  ʉणजे बरोबर एक षटके तीन आिण जर x x x x x 
तुʉी हे सूũ वापराल तर आपʞाला एक षटक तीनचा ʩुǿम ǉा ʩुǿमाǉा बरोबर िमळेल.sine tan tan 
 एक षटक तीन भािगले एक वजा एक ǉा वगŊमूळ एक वजा नऊ कारण एक पेƗा तीन पूणŊ वगŊ एक Ȫारे नऊ आहे आिण मग हे आठ ǉा
वगŊमूळ एक ǉा टॅन ʩुǿम असेल
 ȑामुळे एक पेƗा तीन चे साइन ʩुǿम ŮȑƗात टॅन ʩुǿम आहे आठǉा वगŊमूळाǉा एका ओʬरचे आिण हे धनाȏक वगŊमूळ आहे 
जर आपण मागे गेलो तर आपʞाला आठवते की आपण येथे धनाȏक वगŊमूळ घेतले होते आिण ȑाचŮमाणे दुस̴ या पदासाठी देखील 
आपण दोन बाय तीन गुणा एक वजा हे साइन ʩुǿम िलš शकतो.
  एक ओʬर ˍेअर ŝट आठ ʉणजे टॅन ʩुǿम ʉणजे हे ʉणजे 2 बाय 3 गुिणले 1 वजा 1 8 चे वगŊमूळ भािगले धनाȏक वगŊमूळ x 
1 वजा या गोʼीचा वगŊ जो 4 बाय 9 गुिणले 1 वजा असेल  1 वगŊमूळानुसार  8 संपूणŊ वगाŊचा 
आिण तो 1 वजामूळ 8 मȯे ʩुǿम 2 टॅन करǻासाठी सरलीकृत केला जाऊ शकतो, ʉणून आपण हे 3 वगŊमूळमȯे खाली घेऊ 
जेणेकŝन येथे या िविशʼ पदाǉा वगाŊǉा 9 वजा 4 पट होईल जे येथे एक अिधक एक असेल  आठ वजा दोन ʉणजे आठǉा वगŊमूळाने 
आिण ते जर आपण पुढǉा ˠाइडवर घेतले तर टॅन ʩुǿम 2 गुिणले 1 वजा 1 बाय 8 चे वगŊमूळ 
5 ǉा वगŊमूळाǉा बरोबर आिण नंतर वजा अधाŊ आिण नंतर अिधक 8 बाय  8 चे वगŊमूळ जे 2 गुिणले 1 वजा ǉा टॅन ʩुǿमाǉा 
बरोबरीचे आहे
 ȑामुळे आपण खालीचे वगŊमूळ घेऊ शकतो आिण आपʞाला काय चांगले िमळते ते पाš शकतो हे आठ ओʬरǉा वगŊमूळाǉा दोन 
गुणा एक वजा एक असे देखील िलिहता येईल 
नऊचे वगŊमूळ बाइ दोन अिधक आठचे वगŊमूळ आिण ते दोनचे तन ʩुǿम आहे आठचे वगŊमूळ वजा एक चे वगŊमूळ,
 ȑामुळे आपण आठचे वगŊमूळ भाजकावर घेतो येथे आपʞाला छȅीस अिधक आठ पट िमळते आठचे वगŊमूळ ʉणजे ते आठ होईल t 
गुिणले वगŊमूळ आठ ʉणजे हे असे आहे ʉणून हे दुस̴ या पदासाठी आहे ʉणून ही िविशʼ संǒा येथे दोन बाय तीन पटीचा साइन ʩुǿम 
हा या गोʼीǉा टॅन ʩुǿमाǉा बरोबरीचा आहे आिण मग आता आपʞाला असे करावे लागेल ʉणून आपण आधी ती साइन पािहली 
आहे  एक ओʬर तीनचा ʩुǿम हा एक ओʬर ŝट आठचा टॅन ʩुǿम ʉणून मोजला गेला आिण आʉाला या गोʼीसाठी आणखी एक
अिभʩƅी िमळाली जी येथे आहे
 ȑामुळे आता आपण ȑा दोɎी जोडǻाǉा İ̾थतीत असायला हवे
 ȑामुळे शेवटी आपʞाजवळ जे आहे ते ʉणजे साइन ʩुǿम  1 ओʬर 3 अिधक साइन ʩुǿम 2 बाय 3 गुिणले 1 वजा 1 8 ǉा 
वगŊमूळावर 1 टॅन ʩुǿम 1 ओʬर 8 ǉा वगŊमूळ अिधक टॅन ʩुǿम आहे ʉणून या अिभʩƅीमȯे आपण हे 4 रȞ कŝ शकतो 
आिण आपण 4 चे वगŊमूळ घेऊ शकतो.
 येथे आपʞाला 8 वजा 1 चे वगŊमूळ Ȫारे 9 चे वगŊमूळ अिधक 8 ǉा दोन पट वगŊमूळ िमळते
 ȑामुळे आता आपण मूलत: दोन साइन ʩुǿमांची बेरीज दोन टॅन ʩुǿमांǉा बेरजेत ŝपांतįरत केली आहे 
आिण मग आपण  टॅन ʩुǿम अिधक टॅन ʩुǿम वापरा  ʉणून या Ůकरणात आपण काय तपासू शकतो आिण मी x yf ormula 
आता करणार नाही ते ʉणजे आपʞाकडे या मूʞाǉा बरोबरीचे आिण या मूʞाǉा बरोबरीचे आहे आिण आपण तपासू शकता x y 
की या आिण या चे उȋादन 1 पेƗा कमी आहे.x y 
 ʉणजे मी ʩुǿम अिधक ʩुǿम हे सूũ वापŝ शकतो ʩुǿम अिधक बाय 1 वजा हे असे tan x tan yi tan x y x xy 
आहे कारण या वेळी जे गुिणले आहे ते 1 पेƗा कमी आहे आिण नंतर ते खूप सोपे होते  कारण मग आपण ते 1 चे तन ʩुǿम असे x y 
िलš शकतो 8 ǉा वगŊमूळाचे 8 अिधक मूळ आठ वजा एक Ȫारे नऊǉा मूळ अिधक दोन मूळ आठ वर एक वजा आिण नंतर एकाचे 
वगŊमूळ आठ असे िलš शकतो
 ȑामुळे ते बहाȅर अिधक दोनचे वजामूळ होईल.
  आठचे गुिणले अिधक सोळा गुिणले वगŊमूळ आिण हा आह पुढील सरलीकरणावर आह येथे जे काही आहे ते ŮȑƗात एक असेल
 ȑामुळे अंश आिण भाजक एकच असतील आिण ते आह सोडा हा सोपा ʩायाम ʉणून एकाचा उलटा टॅन होईल.
 जे ǉा बरोबरीने चार ʉणजे मȯे  ȑाǉा ʩाƥानात आʉी pi t 
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या ʩˑ िũकोणिमतीय फंƕɌमधील आणखी काही संबंध मूलत: िमळवले आिण िवशेषत: आʉी टॅन ʩुǿम अिधक टॅन ʩुǿम x y
आिण साइन ʩुǿम आिण टॅन ʩुǿम यांǉातील ŝपांतरणाǉा सूũावर चचाŊ केली
 ȑामुळे पुढील वगाŊत आपण आणखी काही सूũे पाš.ah 
  आिण काही सम˟ांचाही िवचार करा ही आणखी एक महȇाची गोʼ जी आपण या ʩाƥानात देखील पािहली ती ʉणजे आपण f 
थीटा ǉा बरोबरीǉा असलेʞा Ůकरणांना कसे सामोरे जावे हे दाखवले जेथे हे काही िũकोणिमतीय फंƕन आहे परंतु थीटा मȯे x f 
नसणे बंधनकारक आहे.

चा संच उलटा धɊवाद  f range 
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