
 വിപരീത ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന׹െളുׯറിتു׺ മൂؗാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം , 
കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിെല ചില വിപരീത ْതിേകാണമിതി ഫംഗ്ഷനുകൾ തأിലുت ചില 
ഐഡന്റിئികളും ബؖ׹ളും ഞ׹ൾ ക؇ു , ഈ ْപഭാഷണ؋ിലും അത് തുടരും, തുടർؗുت 
ْപഭാഷണ׹ളിൽ ഞ׹ൾ  ഇവിെട ചില പുതിയ ബؖ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ു തുടؗു׹തിന് മു്آ 
ْപٍ׹٠ൾ ഏെئടുׯാൻ േപാകുؗു  എؗത് ഈ ْപഭാഷണ؋ിലുടനീളം നأൾ അഭിമുഖീകരിׯാൻ 
േപാകുؗ ഒരു െപാതു ْപٍ٠മാണ് , കൂടാെത വിപരീത ْതിേകാണമിതി ഫംഗ്ഷനുകളുമായി ബؖെؚ؂ 
ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിؗുׯതിനുت ْപٍ٠ം പരിഹരിؗുׯതിനിടയിലായിരിׯാം , ഉദാഹരണ؋ിന് 
ഇവിെട നമു്ׯ പറയാം ൈമനസ് ഒؗിനും പൂജّ؋ിനും ഇടയിലുت ന്െറ മൂലّം കെ؇؋ാൻ x 
ആവശّെؚടുؗു , അതായത് േകാസ് വിപരീത ന്െറ പകുതി തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആർെ׸ׯിലും x 
ഈ വഴി പരീײിׯാം, 
അ׹െന ആെര׸ിലും എഴുതാം, ശരി പകുതി 30 ഡിْഗി ൈസനിനു തുലّമാണ്, അതായത് 6-ന് 
മുകളിലുت ൈപ. െന 6-ന് മുകളിലുت യുമായി തുലّമാുׯക. cos inverse x pi-
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ എؗത് എؗത് ആറ് െകാ؇് എഴുതാം , തുടർ്ؗ ഇവിെട cos inverse x pi 
നി׹ൾ്ׯ ര؇് വശ׹ളിലും എടുׯാം. ആറിനു േമെല ൈപയുെട േകാസിന് തുലّമാണ്, അത് cos x 
മൂؗിന് മുകളിൽ ര؇ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് എؗതാണ് ْപശ് നം, ര؇ിന് മുകളിലുت 
മൂؗിന്െറ വർ״മൂലം ഒؗിൽ നി്ؗ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈമനസ് െചؗുإ ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚടുؗിب 
എؗതാണ്, അതിനാൽ അ؋രെമാരു സാഹചരّ؋ിൽ നأൾ എؓുെചുإം. ഇവിെട മനشിലാേׯ؇ത് 

ൈമനസ് ഒؗിനും പൂജّ؋ിനും ഇടയിലാെണ׸ിൽ, വിപരീത ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫിൽ നി്ؗ , x cos x 
ന്െറ വിപരീതം മുതൽ വെരയുت ഇടേവള യിൽ ഉൾെؚടുെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ cos pi pi pi 
കഴിയും, എؗാൽ ْപٍ٠ം ൈസൻ വിപരീതമാണ്  പകുതി , േകാസ് ഇൻേവٌ٧് എؗത് പകുതിയുെട ൈസൻx 
വിപരീതമാണ് എ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁ത് നി׹ൾ ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ, ൈസൻ ഇൻേവٌ٧് എؗത് x 
പകുതിയുെട വിപരീതമാണ് , അതിനാൽ ഈ േകാസ് വിപരീത െന വിപരീത പകുതിയിേല്ׯ x 
തുലّമാؗുׯതിെല ْപٍ٠ം ൈസൻ വിപരീത പകുതി എبായ്േؚാഴും ൈമനസ് ൈപയുെട ഇടേവളയിൽ 
ആയിരിുׯം  ര؇് മുതൽ ؛സ് ൈപ വെര ര؇് ആണ്, ൈസൻ വിപരീത േْശണി ൈമനസ് ൈപ ര؇് 
മുതൽ ؛സ് ൈപ വെര ര؇് ആണ്, എؗാൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ പൂജّം വെരയുت x 
ഇടേവളയിലാെണ׸ിൽ ഇൻേവٌ٧് മെئാരു ഇടേവള ൽ ര؇് ഞ׹ൾ കാണുؗു ഈ cos x pi- pi 
ഇടേവളയും വിപരീത ചി؋صിന്െറ േْശണി പരസ് പരം വّതّസ് തമാണ്, അതിനാൽ ഇവ ര؇ിന്െറയും 
വിഭജനം നൾ  െസئാണ്, അതിനാൽ ഈ ഇടേവളയിൽ ഇبാ؋ ന്െറ മൂലّം നമു്ׯ ലഭി׺താണ് x 
ْപശ് ന؋ിൽ കലാശിؗുׯത്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അഭിമുഖീകരിുׯം .  നأൾ അഭിമുഖീകരിؗുׯ 
ْപٍ؋٠ിന്െറ അടിرാന പാേئൺ, ഇതിനുت പരിഹാരം, വീ؇ും ഉദാഹരണ؋ിേല്ׯ മടؗു׹ത് , x 
ൈമനസ് ഒؗിനും പൂജّ؋ിനും ഇടയിലാെണ׸ിൽ, ഞാൻ തീئ െകാ؇് സൂചിؚിؗുׯ വിപരീത cos x 
തീർ׺യായും ൈപയ് ്ׯ ര؇ിനും ഇടയിലായിരിുׯം. ൈപ എؗതിനുപകരം, േകാസ് ഇൻേവٌ٧് 
പകുതിയുെട ൈസൻ വിപരീതമാണ്, അത് സാധّമب, കാരണം പകുതിയുെട ൈസൻ വിപരീതം ഈ 
ഗണ؋ിൽ ഉൾെؚടിب, അതിനാൽ േകാസ് വിപരീതം എؗത് പാപ؋ിന്െറ വിപരീത പകുതി്ׯ x 
തുലّമാകിب, പേײ ഞ׹ൾ ആ ൈസൻ കാണുؗു  ൈപ ൈമനസ് തീئയുെട ൈപ ൈമനസ് തീئയും 
ൈസൻ തീئയും തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ൈപ ൈമനസ് തീئ തിരെ؁ടു؋തിന്െറ 
കാരണം, േകാസ് ഇൻേവഴ് സ് ന് തുലّമായ തീئ ഈ ഇടേവളയുേടതാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ ആ ൈപ x 
കാണാനാകും  തീئ ഈ ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚ؂ാൽ ൈമനസ് തീئ, ൈപ ൈമനസ് തീئ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ 
ൈപ ൈബ ര؇ിേലتുׯ ഇടേവളയിൽ െപടുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ ലഭിؗുׯ ഈ ഇടേവള 
പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപ ര؇ിേല്ׯ വരുؗത് ൈസൻ വിപരീത േْശണിയിൽ െപ؂താണ്, അതിനാൽ 
ഇതാണ് അടിرാന തْؓം  െചേإ؇ത് , തീർ׺യായും ഓ, ഈ പാപം തീئ യഥാർ،؋ിൽ േകാസ് 
ഇൻേവഴ് സ് ന്െറ ൈസൻ ആെണؗും അത് ْപശ് ന؋ിൽ ആയിരിׯാൻ നൽകിയതാെണؗും ഈ x 
മൂലّം പകുതിയായി നൽകെؚടുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉتത് ൈപ ൈമനസ് തീئയുെട ൈസൻ 
പകുതിയാണ് ൈപ ൈമനസ് തീئ  ൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് േْശണിയിൽ െപ؂താണ് എؗതിനാൽ ൈപ 
ൈമനസ് തീئ ൈപ ൈമനസ് തീئ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിേലتുׯതാണ് എؗതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ 
നമു്ׯ ഈ വരി അവസാനിؚിׯാൻ കഴിയും .  ര؇് എؗത് ൈസൻ വിപരീത േْശണിയുെട ഒരു 
ഉപഗണമാണ്  പിെؗ ഇത് അടിرാനപരമായി തീئ ന്െറ വിപരീതം ആയതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് x 

ൈമനസ് േകാസ് ഇൻേവഴ് സ് ആണ് , അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് പകുതിയുെട ൈസൻ pi 
വിപരീതമാണ്.  6-േനׯാൾ 5 ൈപ , അതിനാൽ എؗത് ഇേؚാൾ ഇടതുവശു؋ം വലതുവശു؋ം ഉت x 
േകാസ് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ അ؀് ൈപ ൈബ സി٧عിന്െറ േകാസിന് തുലّമാണ്, ഇത് x 
ആറിന് മുകളിൽ ൈമനസ് േകാസ് ൈപയ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം . ര؇ിൽ മൂ്ؗ എؗതിന്െറ ൈമനസ് 
സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒടുവിൽ നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ, ഇത് ര؇ിൽ മൂ്ؗ എؗതിന്െറ x 
ൈമനസ് വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, അത് ഈ ഇടേവളയിൽ െപടുؗു, ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ പൂജّം വെര, 
ഇതാണ് ശരിയായ പരിഹാരം, അതിനാൽ ْപധാനം ഇവിെട ْപധാന കാരّം അതായിരുؗു. നأൾ േനരി؂് 

എؗത് പകുതിയുെട എؗതിന് തുലّമായി പകരം വയ്ׯാൻ ah, cos inverse x sin inverse 
ْശമി׺ാൽ, നأൾ ഒരു ْപٍ؋٠ിൽ അകെؚടും, കാരണം പകുതിയുെട വിപരീതം ൈസൻ ah sine 
വിപരീത േْശണിയിൽ െപടുؗു, അത് ൈമനസ് ؛സ് െകാ؇് ആണ്. ന്െറ െനഗئീവ് pi 2 pi by 2 x x 

വിപരീതം ൽ ഉൾെؚടുؗിب  േറ؀് വളെര ْപധാനമാണ്, നأൾ cos th- e 
അ׹െന െചᅃٝാൽ, നأൾ ഇത് തുലّമാുׯകയാെണ׸ിൽ , നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ലഭിؗുׯ ന്െറ മൂലّം x 
ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ പൂജّം വെരയുت ഇടേവളയിൽ കിടׯാൻ േപാകുؗിب, അതിനാൽ നമു്ׯ 
അടു؋തിൽ ഇത് ഔപചാരികമാׯാം  ൈسഡ് ഞാൻ ഇത് ഔപചാരികമാׯാൻ ْശമിു׺, അതിനാൽ 
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ْപധാന ْപٍ٠ം എഫ് എؗത് േഫാമിന്െറ ഒരു ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനാെണ്ؗ കരുതുക, ഇത് ഞ׹ൾ 
നിർവചി׺ിരിؗുׯ ഈ ആറ് ْതിേകാണമിതി ഫംഗ്ഷനുകളിൽ ഏെത׸ിലും ആയിരിׯാം, അതിനാൽ 
െപാതുെവ ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷന് ഒരു െഡാെമയ് നും േْശണിയും ഉ؇്. പിؗീട് ഞ׹ൾ ഈ ആറ് b 
ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകളിൽ ഓേരാؗിന്െറയും വിപരീതം നിർവചിׯാൻ േപായി, അതിനാൽ 
വിപരീത ഫംഗ്ഷൻ എഫ് വിപരീതമായി െഡാെമയ് ൻ െസ്ئ എഫ് ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി െസئിന് 
തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ എഫ് വിപരീത؋ിന്െറ െഡാെമയ് ൻ  െസ്ئ ബി , േْശണി െസ്ئ മെئാരു 
െസ്ئ ആയിരിുׯം, അത് തീർ׺യായും എഫ് ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്നായ െസئിന്െറ ഒരു ഉപെസ്ئ c 
ആയിരിׯണം, അതിനാൽ െപാതുവായ ْപശ് നം, ഈ സമവാകّം എവിെടയാണ് പരിഹരിേׯ؇ത് എ്ؗ 
നأൾ പറ؁ാൽ എ്ؗ കരുതുക. നമു്ׯ തീئ കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ന്െറ മൂലّം x 
നൽകിയിരിുؗുׯ , ഞ׹ൾ തീئ കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ തീئയുെട ന് തുലّമാണ് , തീئ f x 
എഫ് വിപരീത േْശണിയിൽ െപ؂താെണ്ؗ ഞ׹ൾ ഇതിനകം പറ؁ുകഴി؁ു, അേؚാൾ പരിഹാരം 
വളെര എളുؚമാണ് അതിന്െറ പരിഹാരം ഇതാണ് ന്െറ വിപരീത؋ിന് തുലّമായ തീئ, കാരണം x f x 
ന്െറ വിപരീതം ആയ വിപരീത േْശണിയിൽ ഉൾെؚടും, അതിനാൽ തീئ എبാം തീർ׺യായും c f 
അതിൽ ഉൾെؚടും. ഈ പരിമിതി , എഫ് വിപരീത േْശണിയുെട േْശണിയിൽ ഉൾെؚടണം, എؗാൽ ന് x 
തുലّമായ എഫ് തീئയുെട അേത ْപശ് നം നമു്ׯ ഉെ؇്ؗ പറയുകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ തീئ 
കെ؇േ؋؇തു؇്, പേײ അത് പറയുേآാൾ അതിന്െറ മൂലّം കെ؇േ؋؇തു؇്. എഫ ്വിപരീത 
േْശണിയിൽ ഉൾെؚടാ؋ തീئ അേؚാൾ എ׹െനയാണ് തീئെയ കെ؇ു؋ക എؗതാണ് േചാദّം 
വിപരീതമാണ് അത് അത് വّװമാണ്  എؗത് ന്െറ വിപരീത؋ിന് തുലّമب, കാരണം ന്െറ a x f x f 
വിപരീതം എبായ്േؚാഴും ഗണ؋ിൽ െപടും, എؗാൽ തീئ എؗ ഗണ؋ിൽ െപടരുത് എ്ؗ ഇവിെട c c 
വّװമായി സൂചിؚി׺ിരിുؗുׯ, 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഞ׹ൾ എ׹െനയാണ് തീئെയ കെ؇ؗു؋ത്, 
അ׹െന ൈസൻ ഫംഗ് ഷനു േവ؇ി െപാതുവായി ഈ ْപശ് നം പരിഹരിׯാൻ ْശമിു׺, അതിനാൽ i  
ൈസൻ ഫംഗ് ഷനു േവ؇ി െഡാെമയ് നും േْശണിയും ഇവിെട എഴുതിയിരിؗുׯത് േപാെലയാണ് , 
ൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് ഫംഗ് ഷനു േവ؇ി െഡാെമയ് ൻ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ഒ്ؗ വെര േْശണി ൈമനസ് 
ൈപ ൈബ ടു ؛സ് ൈപ ആണ്  ര؇് , നമു്ׯ ഇവിെട ഈ സമവാകّം പരിഹരിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ 
നമു്ׯ തീئ കെ؇؋ണം, അതായത് ന് തുലّമായ സിന് തീئ തീർ׺യായും ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ؛സ്xx 
വ؉ിൽ ഉൾെؚടുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ തീئ കെ؇؋ണം, പേײ നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് 
തീئയാണ് ഈ േْശണിയിൽ െപ؂താണ്, അതിനാൽ എؗത് കുറ്׺ പൂർ؉സംഖّ ആയതിനാൽ, ഇതാണ് m 
കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗത് , ഈ േْശണിയിെല ൈമനസ് ൈപ 2 മുതൽ ؛സ് m pi m pi 

വെര ഈ ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚടുؗ ഒരു തീئ കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു. പാപം തീئpi 2 
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അത് എ׹െന കെ؇ു؋ം , x 

അ׹െനയب  വളെര ബുؑിമു؂ാണ്, തീർ׺യായും നമു്ׯ ഒരു വിചിْതമായ േപാലും m 
പരിഗണിേׯ؇തു؇് , 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഈ സമവാകّം എഴുതാൻ തുട׹ാം സമം തീئ ഈ sine theta x , 
ഇടേവളയിൽ െപ؂താെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, പേײ ْപٍ٠ം തീർ׺യായും എ׸ിൽ എ׸ിൽ  പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായ ന്െറ ْപേതّക േകസ് ഞ׹ൾ എടുുؗുׯ, തുടർ്ؗ ഇവിെടയുت ഈ പരിമിതി ൈമനസ് m 
ൈപയുെട തീئെയ ര؇് െകാ؇് ؛സ് ൈപ ര؇ിേല്ׯ വിവർ؋നം െചുؗുإ , ഇത് ൈസൻ വിപരീത 
േْശണിയാണ് , അതിനാൽ ന്െറ ْപേതّക േകസിന് ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ പരിഹാരം വളെര m 
എളുؚമാണ് തീئ, ൈസൻ വിപരീതം ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ x m 
എؗതിനുت പരിഹാരമാണ്, കാരണം പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ന് ഈ െസ്ئ, തീئെയ വരിയിേല്ׯ m 
പരിമിതെؚടുؗു؋ ഈ െസ്ئ ْപധാനമായും ൈസൻ വിപരീത േْശണിയായി മാറും, പേײ എؓാണ്  m 
പൂജّ؋ിന് തുലّമെ׸بിൽ, എؗതിന് തുലّമെ׸بിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഒؗിന് കൂടുതൽ m m 
എെؓ׸ിലും െചേإ؇ി വരും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ വീ؇ും ന് തുലّമായ ഉപേയാഗി്׺ x sin theta 
ആരംഭിുؗുׯ, കൂടാെത തീئ ൈമനസ് ൽ െപടുؗു എ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു  ര؇് ടി  m pi pi- om pi 
 ഈ pi m pi ئൈമനസ് ആണ് തീ ئൾ കാണുؗത് തീأഇടേവള എؗാൽ ന സ് ര؇് അട؁؛
ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚടുؗെത׸ിൽ തീئ ൈമനസ് എؗത് ഇടേവള ൈമനസ് ൈപ ര؇് മുതൽ ؛സ് m pi 

ര؇് വെരയുت ഇടേവളയിൽ െപടുؗു , ഈ ഇടേവള അടിرാനപരമായി ൈസൻ വിപരീത േْശണി pi 
െസ്ئ ഇേؚാൾ നമു്ׯ തീئ ൈമനസ് എം ൈപയുെട ൈസനിന്െറ മൂലّം എؓാെണ്ؗ േനാׯാം, ഇത് 
ൈസൻ എ േകാസ് ബി ൈമനസ് േകാസ് എ ൈസൻ ബി്ׯ തുലّമാെണؗും ൈപയുെട ഒരു പൂർ؉ 
ഗുണിത؋ിന്െറ ൈസൻ പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണؗും കാണാം.  അതിനാൽ ഇതാണ് നമു്ׯ ലഭിؗുׯത്
, എം ൈപയുെട ഈ േകാസ് ന്െറ ശװിയിൽ ൈമനസ് വ؉ായി എഴുതാം, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് m 
വ؉ിന്െറ പവർ ൈടംസ് സിന് തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് യഥാർ،؋ിൽ നമു്ׯ m 
സേؓാഷവാർ؋യാണ്, കാരണം നമു്ׯ ഇത് തവണ ന്െറ ശװിയിേല്ׯ ൈമനസ് ഒؗായി m x 
എഴുതാം, കാരണം ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതിെന ര؇ായി വിഭജിׯാം, sin theta x m 
ആെണ׸ിൽ , ആെണ׸ിൽ, ഈ സമവാകّം തീئ ൈമനസിന്െറ ൈസൻ ആയി മാറുؗു. ന് m m pi x 
തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ നി׹ൾ ഇവിെട കാണുകയാെണ׸ിൽ ഈ തീئ ൈമനസ് ഞാൻ വّװമായും mp  
ൈസൻ വിപരീത േْശണിയിൽ െപടുؗു, അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ തീئ ൈമനസ് 
എം ൈപ ന്െറ ൈസൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ േനരി؂് എഴുതാം എؗിട്؋ ഇത് ഇര؂ിയാണ് , x m 
അതിനാൽ ഒئ മീئറിന്െറ കാരّ؋ിൽ ഇത് ഒئ മീئറിന് സമാനമായിരിുׯം, നأൾ കാണാൻ േപാകുؗത്
തീئ ൈമനസ് എം ൈപയുെട ൈസൻ ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ് , പവർ തവണ ന്െറ ൈമനസ് m x  x 
ആണ് , ഈ തീئ ൈമനസ് ൈസൻ വിപരീത േْശണിയിൽ െപ؂താെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, m pi 
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അതിനാൽ ഈ ْപُാٝവനയിൽ നി്ؗ തീئ ൈമനസ് ൈമനസ് ന്െറ ൈസൻ വിപരീത؋ിന് m pi x 
തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ േനരി؂് പറയാൻ കഴിയും, എؗാൽ ൈസൻ വിപരീതം ഒരു  വിചിْതമായ 
ഫംഗ് ഷൻ, അതിനാൽ ഇത് ൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് ന്െറ ൈമനസിന് തുലّമാണ്, അവിെട നി്ؗ ഞ׹ൾ x 
അവസാനം നിഗമനം െചുؗുإ, ഒ؋ئവണ തീئ ൈമനസ് ൈസൻ വിപരീത ന് തുലّമാണ്, m m pi x 
അതിനാൽ ഈ മുഴുവൻ കാരّവും ഇനിؚറയുؗ ൈسഡിെല േപാെല ഇവിെട സംْഗഹിׯാം, അതിനാൽ 
അടിرാന ْപٍ٠ം ഇതായിരുؗു  ഒരു കെ؇؋ാൻ ഈ ഇടേവളയിെല തീئ ൈമനസ് ൈപ ര؇ിൽ m pi 
നി്ؗ ؛സ് െകാ؇് ര؇്, ഇവിെട എؗത് ചില പൂർ؉സംഖّയാണ് , ഈ ഇടേവളയിൽ ഈ തീئ m pi pi m 
കെ؇؋ണം , തീئ 
അ׹െന ആയിരിׯണം, ചില മൂലّ׹ളുെട ചില മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ് sin theta x 
അ׹െന  അതിനുت െപാതുവായ പരിഹാരം ആെണ׸ിൽ, തീئ തുലّമാണ് ؛സ് വിപരീതംm m pi sin 

ഒئയാെണ׸ിൽ അത് ൈമനസ് പാപം വിപരീതമാണ് സമാന തര؋ിലുت x , m m pi f ah 
സമവാകّ׹ൾ മ്ئ ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന׹ൾുׯം ഉരു؋ിരി؁ു വരാം .  മുآെ؋ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ നിർ؋ിയിരുؗ ْപശ് ന؋ിേലേׯാ ഐഡന്റിئിയിേലേׯാ ആയതിനാൽ , y 
യുെട ടാൻ വിപരീതമായ ؛സ് ടാൻ വിപരീതം എെؓ׸ിലുെമാؗിന്െറ ടാൻ വിപരീതമായി x 
എഴുതാേമാ എ്ؗ േനാׯാൻ ഞ׹ൾ ْശമി׺തായി നി׹ൾ ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ, ഇവിെട ഒരു 
ْദുതഗതിയു؇്  derivation so tan of a ah tan is equals tan a plus tan b is equals tan aplus

ഇേؚാൾ ഇവിെട ഈ േഫാർമുലയിൽ ഞാൻ ന്െറ ടാൻ tan b on one minus tan a tan b y 
വിപരീതമായ ന്െറയും ന്െറ ടാൻ വിപരീതവും പകരം വയ്ുׯകയാെണ׸ിൽ ഇതാണ് എനി്ׯ x b 
വളെര ടാൻ ലഭിؗുׯത് ഇതും ഇതും ആണ് ഒരു ؛സ് ബിയുെട ടാൻ ആണ് ടാൻ എ ؛സ് ടാൻ ബി ഒരു 
ൈമനസ് ടാൻ എ ൈടംസ് ടാൻ ബി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ടാൻ ഇൻേവٌ٧് ടാൻ ഇൻേവٌ٧് ടാനിന്െറ ടാൻ x x x 
വിപരീതം തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഇതാണ് നമു്ׯ ആതّؓികമായി ലഭിؗുׯത്  നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് y 

ന്െറ ടാൻ വിപരീത׹ളുെട ആെകു؋കയുെട ടാൻ ആണ്, കൂടാെത എؗത് ഒരു ൈമനസ് യ് ്ׯ x y xy 
മുകളിലു؛ تസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഇവിെട ഈ ْപُാٝവനയു؇്, പേײ ഇത് x y 
അർ،മാؗുׯത് ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീതം ടാൻ വിപരീതം ؛സ് തുലّമാണ്  ഒരു x y x y 
ൈമനസ് എؗതിൽ കൂടുതൽ ഇത് എبായ്േؚാഴും ശരിയാണ്, ഇب എؗതാണ് ഉ؋രം, ഇത് xy x, y 
എؗിവയുെട മൂലّ׹െള ആْശയി׺ിരിുؗുׯ, കാരണം ടാൻ വിപരീത ഫംഗ്ഷന്െറ േْശണി െസ്ئ 
ൈമനസ് ൈപ ൈബ 2 2 ؛സ് ൈപ ൈബ ര؇് ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം.  ഉം ഉം x y 
അ؋ര؋ിലുتതാണ് ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീതം അത് ടാൻ വിപരീത േْശണിയിൽ x y 
ഉൾെؚടുؗിെ׸بിൽ, നമു്ׯ ഇവിെട ഈ സമതٔം ഉ؇ാകിب , അതാണ് ْപٍ٠ം, അതിനാൽ അടു؋ കുറ്׺ 
ൈسഡുകളിൽ ഞാൻ ഇനിؚറയുؗ ഫലം േനടും. ഇവിെട ഒരു നب പ؂ികയു؇്, അതിനാൽ മട്׹ x y 
ആെണ׸ിൽ കുറവാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിുׯം  അേؚാൾ, ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ th a 1 x 
വിപരീതം എؗത് ഒരു ൈമനസ് യ് ്ׯ മുകളിലുت വിപരീത ؛സ് യ് ്ׯ കൃതّമായി y xy ah tan x y 
തുലّമാണ്, എؗാൽ ഇത് ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിൽ മാْതേമ ഇതിന് തുലّമാകൂ, എؗാൽ മ്ئ xy 
സؕർഭ׹ളിൽ ഇത്  മ്ئ സؕർഭ׹ളിൽ ഉം ഉം േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ ഒؗിെനׯാൾ x y xy 
വലുതാെണ׸ിൽ ഈ എ٧്ْعപഷനിേല്ׯ നأൾ ഒരു േചർേׯ؇ി വരും, അതിനാൽ ഉം ഉം pi x y 
െനഗئീവ് ആെണ׸ിലും ഉൽؚؗം നിحലമാെണ׸ിൽ നമു്ׯ മറുവശ്؋ ലഭിؗുׯത് ഇതാണ്  ഒؗിൽ 
കൂടുതൽ ഞ׹ൾ ഒരു ൈമനസ് ൈപ േചർുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ മൂ്ؗ വّവرകൾ കാണിؗുׯതിന് 
ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു െചറിയ ഫലം ആവശّമാണ്, അത് ഞ׹ൾ മുآെ؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഇതിനകം 
ക؇താണ്, പേײ ഞ׹ൾׯിത് മുآെ؋ ْപഭാഷണ׹ളിൽ നി്ؗ ഇവിെട എഴുതാൻ ഞാൻ ഇേؚാഴും 
വിചാരിു׺. ഈ ര؇് ഗുണ׹ളും കാണുേآാൾ ഒ്ؗ , ഏെതാരു റിയലിനും ഈ ടാൻ വിപരീതവും x 
ക؂ിലിന് വിപരീതവും എؗതിന്െറ ആെകു؋ക എേؚാഴും ആണ് , കൂടാെത േപാസിئീവ് x pi x 
ആെണ׸ിൽ ന് േമലുت ടാൻ വിപരീതം 1 എؗത് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ x cot inverse x 
നأൾ എ׸ിൽ ഈ ര؇് ْപُാٝവനകളും زാുئം സംേയാജിؚിׯാൻ ْശമിുׯക  അേؚാൾ നമു്ׯ ements 
എഴുതാം, േനാൺ-െനഗئീവിനു േവ؇ി നأൾ ഈ ക؂ിലിന്െറ വിപരീതം എؗതിന് പകരം ന് x x x-
മുകളിൽ ടാൻ വിപരീതം ഒ്ؗ െകാ؇് മാئിرാപിുؗുׯ, അേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ْപേതّക സമവാകّം 
ലഭിുׯം , അതായത് എبാ േനാൺ-െനഗئീവ് ടാനും വിപരീതം ؛സ് ടാൻ  വിപരീതം ഒؗിന് മീെത x x x 
എؗത് എേؚാഴും ൈപ ആണ് , തുടർ്ؗ നി׹ൾ ഈ മുഴുവൻ കാരّെ؋യും ഒരു ൈമനസ് ചി؋صാൽ 
ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതം ൈമനസ് ടാൻ വിപരീതം ലഭിുׯം ഫംഗ് ഷൻ എؗത് x x 
ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ് ഷനാണ്, നമു്ׯ ൈമനസ് എؗതിന്െറ ൈമനസ് ഇൻേവഴ് സ് എؗത് ൈമനസ് x 
എക് സിന്െറ ടാൻ വിപരീതമാണ്, കൂടാെത ഇവിെട ഈ പദ؋ിനും സമാനമാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് 
നമു്ׯ ലഭിؗുׯത്, പേ0 ײ-േനׯാൾ എؗ അവرെയ ൈമനസ് എؗും എഴുതാം. 0-ൽ കുറവ്. x x 
അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ നമു്ׯ എبായിടു؋ം ൈമനസ് ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, x 
അതിനാൽ ൈമനസ് ന് തുലّമായ മെئാരു േവരിയബിൾ ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ അേത കാരّം x y 
തെؗ ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീതമായി എഴുതാം ൈമനസ് ൈപ. എبാ െനഗئീവ് യ് ുׯം y y 
ര؇ായി, അതിനാൽ നأൾ മിׯവാറും ആയിരിുׯം നأൾ ഇവിെട ര؇് ൈമനസ് ൈപ ര؇് j n 
െകാ؇് ൈപ ഉ؇് എؗെതാഴി׺ാൽ ഇതും ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ x 
മട്׹ ന്െറ ഗുണനം ഒؗിൽ കുറവായിരിുׯേآാൾ യുെട േകസ് എടുׯാം. അതിനാൽ y ah xy x 
തവണ ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിലും ഉം ഉം േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ ഉം ഉം േപാസിئീവ് y x y x y 
ആയതിനാൽ വിപരീതം മുതൽ വെര 2 വെരയുت ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚടും , അത് ടാൻ വിപരീത x 0 pi 

ന്െറ ഈ ْഗാഫിൽ നി്ؗ വّװമാണ്. നأൾ ന്െറ േപാസിئീവ് മൂലّ׹ൾׯായി േനാുؗുׯ, x x 
അതിനാൽ ന്െറ ഈ മൂലّ׹ൾׯായി ടാൻ വിപരീത ആണ് ലംബ അ؋ײിന്െറ േപാസിئീവ് x x 
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വശ്؋ മൂലّ׹ൾ എടുؗുׯത് എ്ؗ നമു്ׯ കാണാം, അതിനാൽ വലുതായിരിുׯേآാൾ x 
വിപരീതമായി ടാൻ െചുإേآാൾ  പൂജّം പിെؗ ടാൻ വിപരീതം പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിേലتുׯ x 
ഈ ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚടും , ടാൻ വിപരീതം യ് ്ׯ ഇത് ശരിയാണ്, അതിനാൽ ടാൻ വിപരീത യ് ്ׯ y y 
ഇത് ശരിയാണ്, കാരണം േപാസിئീവ് സമയം ൈമനസ് യും പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിൽ െപടും, y y 
പേײ ഞ׹ൾ്ׯ ഇതും ഉ؇്  മൂؗാമെ؋ വّവر ഒؗിൽ കുറവാണ്, അതിനാൽ xy 
അടിرാനപരമായി അർ،മാؗുׯത് കുറവാണ് എؗാണ്  ഒؗിന് മുകളിൽ എؗതിലുപരി , y x ah y
ഉം യും േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ ഉം ഉം േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട ഈ കാരّം x x y 
ഉ؇്, അതിനാൽ ഈ വْക؋ിന്െറ േപാസിئീവ് അു׺ത؇ിൽ മാْതം ْശؑ േകْؕീകരിׯാൻ ഞ׹ൾ x 
ْശമിുׯം. തിരحീന അു׺ത؇ിന്െറ ടാൻ വിപരീത ന്െറ ْഗാഫ് ഏകതാനമായി വർؑിുؗുׯ , x 
അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ പറയാൻ കഴിയും ടാൻ വിപരീതം ന് മുകളിലുت ടാൻ y x 
വിപരീതേׯ؋ാൾ കുറവാണ് ഇേؚാൾ നأൾ ര؇് വശ׹ളിലും ടാൻ വിപരീത േചർുؗുׯ, x 
അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് തീർ׺യായും അേؚാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് തീർ׺യായും ഇവിെട 
പൂജّേׯ؋ാൾ വലിയ ഒരു ചിصമാണ് , കൂടാെത ടാൻ വിപരീതം പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാെണؗും x 
ഞ׹ൾׯറിയാം, കാരണം ഉം ഉം ആണ്, ഇേؚാൾ ഈ സമവാകّ؋ിന് േപാസിئീവ് ആണ്  x y x y 
എبായിടു؋ം ടാൻ വിപരീതം േചർുׯക, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ടാൻ വിപരീതമാണ് ؛സ് x x 
പൂജّം ടാൻ വിപരീതമാണ് എؗത് ടാൻ വിപരീത ؛സ് ടാൻ വിപരീത ൈഫേയׯാൾ കുറവാണ്, അത്x x 
ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീത ൈഫേയׯാൾ കുറവാണ്, അത് ന് മുകളിലുت ടാൻ വിപരീതം x x x
  ാൾ വലുതാണ്, xׯ؋യായും ടാൻ വിപരീതം ഇവിെട പൂജّേ׺സ് ടാൻ വിപരീതമായി ഒ്ؗ , തീർ؛
അതിനാൽ നأൾ എؓാണ് മുآെ؋ ൈسഡിൽ നിؗുت എبാ േപാസിئീവ് ടാൻ വിപരീതം aw, x x 
 ിൽ ന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഉം ഉം ഈ x x pi x y؋،യഥാർ تസ് ടാൻ വിപരീതം ന് മുകളിലു؛
അവرെയ തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ׸ിൽ, ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീതം ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ x y 
വّװമായി കാണുؗു. ഇവിെട േപാസിئീവ് ആണ്, ഇത് െയׯാൾ 2-ൽ കുറവാണ് . ഉം ഉം ഈ pi- x y 
അവرെയ തൃلിٝെؚടുു؋േآാൾ , ടാൻ വിപരീത ؛സ് ടാൻ വിപരീത യുെട മൂലّം ടാൻ വിപരീത x y 
േْശണിയിൽ െപടുؗു, അതിനാൽ അവ േْശണിയിൽ െപടുؗതിനാൽ  ടാൻ വിപരീത ഗണ؋ിൽ 
എؓാണ് സംഭവിുׯക, ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീത തീർ׺യായും ഇതിന് തുലّമായിരിുׯം , x y 
മ്ئ വّവر , ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിൽ ഉം ഉം െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ ഇതും ആയിരിׯാം  xy x y ah 
ഈ േകസും ഫലം വളെര സാമّമുتതാണ്, കാരണം ഉം ഉം െനഗئീവ് ആയതിനാൽ ടാൻ ah x y 
വിപരീതം ഉം വിപരീത ഉം ര؇് മുതൽ പൂജّം വെരയുت ഇടേവള ൈമനസ് ൈപയിൽ x tan y 
ഉൾെؚടും.  െബׯയിൽ ഒ്ؗ  ഉം ഉം ര؇ും െനഗئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ ഈ x x y 
അവرയും തുടർ്ؗ ഈ അവرയിൽ നി്ؗ ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ ah 
അടിرാനപരമായി തിരحീന അ؋ײിന്െറ െനഗئീവ് വശ؋ാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ടാൻ 
വിപരീതം ലഭിുؗുׯ , ന് വിപരീതമായി ടാൻ വിപരീതേׯ؋ാൾ വലുതാണ് കാരണം  ഇവിെട ഈ x y, 
ْഗാഫിൽ നി്ؗ കാണാൻ കഴിയുؗത് േപാെല ടാൻ വിപരീത ഫംഗ് ഷൻ േനാെടാؚം ഏകതാനമായി x-
വർؑിുؗുׯ , കാരണം എؗത് ആണ്, തുടർ്ؗ ഇതിൽ നി്ؗ ഇരുവശ׹ളിലും x ah tan inverse x 
േചർ؋ാൽ തീർ׺യായും ഇത് പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവാണ്, കൂടാെത ലും കുറവാണ്.  tan inverse x 
പൂജّം അതിനാൽ ഈ ْപേതّക അസമതٔ؋ിേല്ׯ ടാൻ വിപരീതം േചർ؋ാൽ നമു്ׯ x ah 
ലഭിؗുׯത് ടാൻ വിപരീത ആണ് ടാൻ വിപരീതേׯ؋ാൾ വലുതാണ് ؛സ് ടാൻ വിപരീതം ടാൻ x x y 
വിപരീതേׯ؋ാൾ വലുതാണ് ؛സ് ടാൻ വിപരീതം ന് മുകളിലാണ് , ഈ ടാൻ വിപരീതം x x x 
വّװമായും െനഗئീവ് ആണ് അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ നأൾ ഇേؚാൾ മുآെ؋ ൈسഡിൽ കാണുؗത്
എبാ െനഗئീവ് ടാൻ ഇൻേവഴ് സ് ؛സ് ടാൻ ഇൻേവഴ് സ് ഒ്ؗ ഓവർ എؗത് ൈമനസ് ൈപ ൈബ ടു x x x 
ടു തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഉം ഉം ഈ മൂ്ؗ തൃപ് തിെؚടുു؋കയാെണ׸ിൽ അത് പിؓുടരുؗു x y 
വّവرകൾ അേؚാൾ ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീതം പൂജّ؋ിനും ൈമനസ് ൈപുׯം x y 
ഇടയിൽ കിടുؗുׯ , ഈ ഇടേവള പൂജّം, ײമിׯണം, ഉം ഉം ഈ അവرെയ x y 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ׸ിൽ, ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീത മുതൽ 0 വെരയുت ഇടേവള x y 2 z 
ൈമനസ് ൈപയിൽ െപടുؗു.  ഇത് ടാൻ വിപരീത േْശണിയുെട ഒരു ഉപഗണമാണ്, അതിനാൽ ഈ 
േകസിന് േപാലും ഈ േകസ് ഈ േകസിന്െറ ഒരു ഉപഗണമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ര؇് േകസ് ആണ്, 
അതിനാൽ േകസ് ഒ്ؗ , േകസ് മൂ്ؗ എؗിവ ഈ ْപേതّക േകസിൽ െപടുؗു, കാരണം നി׹ൾ േകസ് 
ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ  1-ലും 1-േനׯാൾ കുറവായിരുؗു, എؗാൽ നأൾ ഇേؚാൾ ചർ׺ െചᅃٝ xy x, y 
േപാസിئീവ്, േകസ് 3 എؗിവയും ഒؗിൽ കുറവാണ്, എؗാൽ ഇവിെട ഉം ഉം െനഗئീവ് xy x y 
ആയതിനാൽ ഈ ര؇് േകസുകളും ഇവിെടയും ര؇് സാഹചരّ׹ളിലും ഞ׹ൾ ഈ അവرയിലാണ്. 
ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീതം എؗത് ടാൻ വിപരീത؋ിന്െറ േْശണി െസئായതിനാൽ ര؇് x y 
മുതൽ ؛സ് ൈപ ൈബ ടു വെരയുت ഇടേവള ൈമനസ് ൈപയിൽ െപടുؗതാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിു׺ , 
അതിനാൽ ഇത് ഇതിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഒരു േകസ് കൂടി  എ׸ിൽ അവേശഷിുؗുׯ  ഇ w 
ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ക؇ ഞ׹ളുെട േടബിളിേല്ׯ മടു׹ക, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ െല അവرെയ xy 
മൂؗായി വിഭജിു׺, അടിرാനപരമായി ഞ׹ൾ ആദّം ര؇് വّതُّ ٝഅവرകളായി വിഭജിു׺, 
അതിനാൽ ഒരു വّവر ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിലും ഇത് പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഇത്  xy 
നأൾ ഇേؚാൾ ക؇ േകസ് ഒ്ؗ, േകസ് മൂ്ؗ എؗിവ അടിرാനപരമായി ഈ ആഹ് ഉപ വّവرയ്്ׯ 
േവ؇ിയുتതാണ് , തുടർ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ മെئാരു അവرയു؇്, അതിനാൽ ഇതിന്െറയും xy 
ഈ അവرയുെടയും യൂണിയൻ എടു؋ാൽ ഒടുവിൽ നമു്ׯ ഈ അവر ലഭിുؗുׯ.  ഈ അവر 
ഞ׹ൾ ഇതിനകം തെؗ േകസ് 1 ഉം േകസ് 3 ഉം കാണി׺ി؂ു؇്, േപാസിئീവ് അبാ؋േؚാൾ ടാൻ xy 
വിപരീത ؛സ് ടാൻ വിപരീത ഇതിന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഇത് x y 
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പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ അത് െതളിയിുׯം  ഈ അവرയ്്ׯ ഒരു ടാൻ വിപരീത؋ിൽ കുറവ് xy 
 ിന് x y xy x y؋സ് യുെട ടാൻ വിപരീത؛ മുകളിൽ ׯ് സ് ടാൻ വിപരീതം എؗത് ഒരു ൈമനസ് യ്؛

തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതിെന േകസ് അ؀് എ്ؗ നാമകരണം െചയ് തു, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് 
എഴുതാം അതിനാൽ ഞാൻ ഇവിെട േകസ് അ؀് ആയി എഴുതാം. ഒؚം  ഇത് വളെര എളുؚമാണ്, കാരണം 

ഉം ഉം േപാസിئീവ് അبാ؋തിനാൽ ഒരു േകസ് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ പൂജّേׯ؋ാൾ യ് ്ׯ x y x y 
തുലّമാണ് എؗതാണ്. പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിനാൽ , േകസ് അ؀് ന് പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിനാൽ a 

എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിനാൽ ടാൻ വിപരീത ഇടേവള ൈമനസ് ൈപ ര؇് മുതൽ x x 
പൂജّ؋ിലും ടാൻ വിപരീതം പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിലും െപടും , തുടർ്ؗ തീർ׺യായും ഇതിൽ y 
നി്ؗ ടാൻ വിപരീതം ടാൻ വിപരീതം എؗിവ േചർؗുׯതിനാൽ, ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ x, y x 
വിപരീത ഇടേവള ൈമനസ് ൈപ ര؇ിൽ നി്ؗ ؛സ് ൈപ ര؇ിൽ െപടും, അതിനാൽ ഈ േകസിൽ y 
ടാൻ എ്ؗ കാണാൻ വളെര എളുؚമാണ്. വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീത ഇതിേലതാണ് ടാൻ വിപരീത x y 
േْശണി െസുئം വീ؇ും പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതും പൂജّ؋ിന് ah y 
തുലّമായിരിുׯേآാൾ വിപരീതം പൂജّവും ൈപയും ര؇് ടാൻ വിപരീതമായി ആയിരിുׯം x y 
ൈമനസ് ൈപയിൽ ര؇് പൂജّ؋ിൽ ഉൾെؚടും, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ േപാലും നി׹ൾ  ടാൻ 
വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീതം ടാൻ വിപരീത േْശണിയിൽ ഉൾെؚടുെമ്ؗ നി׹ൾ കാണും, x y 
കാരണം നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ 0 മുതൽ വെര 2 വെരയും ൈമനസ് ൈപ 2 മുതൽ 0 വെരയും pi 
അറിയാം, ഞ׹ൾ േചർുׯേآാൾ നി׹ൾ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ഇവ ര؇ും നأൾ ْപധാനമായും ഈ 
െസുئമായി ഈ െസئിന്െറ യൂണിയൻ എടുേׯ؇തു؇് , യൂണിയൻ കൃതّമായി ടാൻ വിപരീത 
േْശണിയാണ് , ഈ േകസിലും ഇതുതെؗയാണ് സംഭവിؗുׯത്, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി ഞ׹ൾ
ഇവിെട ആദّ വരി കാണി׺ിരിുؗുׯ അതിനാൽ ഇത് േകസ് അ؀ായിരുؗു അതിനാൽ ഇതും ഇതും 
കൂടിേ׺രുؗത് ആഹ് ഈ അവر ഒؗിൽ കുറവാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ കാണി׺ത് xy x, y 
എؗിവയുെട ഗുണനം ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിൽ ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീതം ടാൻ വിപരീത x y 
േْശണിയിൽ െപടുؗു. അതിനാൽ ഇവിെട ഈ പദْപേയാഗ؋ിന് തുലّമാണ് മ്ئ ര؇് േകസുകളും വളെര 
ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, അതിനാൽ ഒؗിൽ വലുതും ഉം ഉം േപാസിئീവ് ആയതും ഒരു േകസ് xy x y 
ആണ്, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ടാൻ വിപരീതം പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിൽ നി്ؗ ര؇ിൽ x 
െപടും.  ടാൻ വിപരീതം പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിൽ നി്ؗ ര؇ിൽ ഉൾെؚടും  വീ؇ും ഇവ ര؇ും y 
േപാസിئീവ് ആയതിനാലും േനׯാൾ വലുതായതിനാലും നമു1 ്ׯ ന് േനׯാൾ കൂടുതലാണ്, xy 1 x- y 
അതിനാൽ ടാൻ വിപരീതം ഏകതാനമായി വർധിؗുׯ ഫംഗ് ഷൻ ആയതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ 
ഈ ْപُാٝവന ലഭിുؗുׯ, ടാൻ വിപരീതം ഒؗിന് േമലുت ടാൻ വിപരീതേׯ؋ാൾ വലുതാണ്. പിؗീട്y 
നأൾ മു്آ െചᅃٝതുേപാെല ഇരുവശു؋ം ടാൻ വിപരീതം േചർുׯം , ഇതാണ് നമു്ׯ ലഭിؗുׯത്, x 
വലതുവശ്؋ നമു്ׯ വീ؇ും ടാൻ ഇൻെവർസ് ലഭിുׯം, ടാൻ വിപരീതം ന് മുകളിൽ, േപാസിئീവ്x x- x 
ആയിരിുׯേآാൾ ഇതിന്െറ മൂലّം ര؇് െകാ؇് ൈപ്ׯ തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിു׺, അതിനാൽ 
നأൾ കാണുؗത് ഈ സാഹചരّ؋ിന് ഇവിെട ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീതം ah x y 
യഥാർ،؋ിൽ െയׯാൾ വലുതാണ്.  െയׯാൾ ര؇ാണ് , അതിനാൽ ഈ േകസിൽ നമു്ׯ pi- pi-
എؓാണ് ഉتത്, തീئ ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീതം ആെണ്ؗ ഞാൻ പറ؁ാൽ നമു്ׯ x y 
േനാׯാം, അതിനാൽ ഇത് േകസ് നآർ ര؇ിന് േവ؇ിയുتതാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉتത് ൽ pi-
ര؇ിേനׯാൾ വലുതാണ്  എؗാൽ തീർ׺യായും ഇത് തീئ ആയിരിׯണം  ൈപേയׯാൾ കുറവ് 
കാരണം ടാൻ വിപരീതം ടാൻ വിപരീതം എؗിവ ര؇ും 0 മുതൽ വെര 2 ആണ്, അതിനാൽ ടാൻ x, y pi 
വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീത യുെട ഏئവും വലിയ േപാസിئീവ് മൂലّം ؛സ് ര؇ായി x y pi 2 pi 
മാْതേമ ആകാൻ കഴിയൂ, അത് ആണ്. തീئ ൈപേയׯാൾ കുറവായിരിׯണം, അതിനാൽ pi ah 
ആതّؓികമായി ഈ േകസിൽ ര؇് നമു്ׯ ഉتത്, തീئ ൈപ ടു ടു ൈബ ഇന്റർെവൽ ൈപയുേടതാണ് 
എؗതാണ് ഇേؚാൾ ْപٍ٠ം. തീർ׺യായും ഈ തീئയുെട ആഹ് ടാൻ ഒരു ൈമനസിൽ ؛സ് യ്്ׯ x y 
തുലّമാണ് എؗതാണ്.  അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണ؋ിെല ടാൻ വിപരീത xy 
ْപവർ؋ന׹െളുׯറിتു׺ ഞ׹ളുെട ആദّ ൈسഡിൽ നിؗാണ് ഇത് പിؓുടരുؗത്, അതിനാൽ 
അടിرാന ْപٍ٠ം വീ؇ും നമു്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ എؗതാണ്, അതിനാൽ തീ2 ئ മുതൽ pi 
വെരയുت ഇടേവള ൈപയിൽ ഉൾെؚടണം എ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ. ടാൻ തീ1 ئ ൈമനസ് xy
യ് ്ׯ മുകളിൽ ؛സ് യ്്ׯ തുലّമാണ് എؗ ഈ സമവാകّം ഈ അവرെയ തൃلിٝെؚടു؋ണം, x y 
അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് വീ؇ും ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ ആദّെ؋ കുറ്׺ ൈسഡുകളിൽ ഞ׹ൾ ചർ׺ 
െചᅃٝ തര؋ിലുت ْപശ് നമാണ് തീئയുെട എഫ് ഉتതിനാൽ ഇവിെട  എؗത് ചില ന് f z so z 
തുലّമായ ടാൻ ഫംഗ്ഷനാണ്  അടിرാനപരമായി ഈ മൂലّം ആവശّമാണ്, പേײ ْപٍ٠ം ഈ തീئ 
ഉൾെؚടുؗിب എؗതാണ്, അതിനാൽ തീئ എഫ് വിപരീത േْശണിയിൽ ഉൾെؚടുؗിب, അതിനാൽ 
ഇവിെട േപാലും നأൾ പറയുؗു, തീئ യഥാർ،؋ിൽ മുതൽ വെരയുت ഇടേവള ah pi 
ൈപയിേലتുׯ ര؇ാണ്. വിപരീത േْശണിയിെല െസبئാ؋ വിപരീത f pi to pi, ah tan 
േْശണിയുെട െസ്ئ യഥാർ،؋ിൽ ൈമനസ് ര؇ു മുതൽ ؛സ് ര؇ു വെര ആണ്, അതിനാൽ pi pi 
ഇതാണ് ആദّെ؋ കുറ്׺ ൈسഡുകളിൽ ഞ׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝ ْപٍ؋٠ിന്െറ പാേئൺ. നി׹ൾ വിപരീത 
ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകൾ ൈകകാരّം െചുإേآാെഴبാം നി׹ൾ അഭിമുഖീകരിؗുׯത് തുടരും 
അെ׸بിൽ ഇ؋ര؋ിലുت ْപശ് ന׹ൾ നി׹ൾ തുടർؗും കാണും, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ 
ഞ׹ൾ െചؗുإ തْؓമാണ് ഞ׹ൾ ആദّം കാണുؗത്, കാരണം ഇത് ടാൻ വിപരീത 
ْപവർ؋ന؋ിന്െറ േْശണി െസبئ തീئയിൽ ചില ْപവർ؋ന׹ൾ നട؋ാൻ നമു്ׯ എെؓ׸ിലും 
െചേإ؇തു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ അടിرാനപരമായി ഉ؇്, അതിനാൽ നأൾ െചؗുإത് ഈ തീئ 
എടുുׯകയും അതിൽ നി്ؗ ൈപ കുറയ്ുׯകയും െചുؗുإ, അതിനാൽ അതിൽ നി്ؗ ൈപ കുറ׺ാൽ 
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തീئ ൈപയുെട ര؇ിൽ െപ؂താണ്. ൈപയിേല്ׯ എؓാണ് സംഭവിുׯക, തീئ ൈമനസ് ൈപ ര؇് 
മുതൽ പൂജّം വെരയുت ൈമനസ് ൈപയുെട ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚടും , നമുׯറിയാവുؗത്, ൈമനസ് 
ൈപ ര؇് മുതൽ പൂജّം വെരയുേടതാണ്, അതിനാൽ ഈ ഇടേവള ടാൻ വിപരീത േْശണിയുെട ഒരു 
ഉപവിഭാഗമാണ് . ഈ തീئയിൽ നി്ؗ ൈപ കുറയ്ؗുׯതിനുت കാരണം ര؇ിര؂ിയാണ് , ആദّ കാരണം 
എനി്ׯ ഒരു പുതിയ ആംഗിൾ തീئ ൈമനസ് ൈപ ലഭിുؗുׯ എؗതാണ് .  ൈപ കുറയ്ؗുׯതിനുت 
കാരണം വീ؇ും ഇര؂ിയാണ്  ഒരു ൈമനസ് യ് ്ׯ മുകളിൽ ؛സ് യ് ്ׯ തുലّമാെണ്ؗ xy x y 
നമുׯറിയാവുؗ ടാൻ തീئയ് ്ׯ സമാനമാണ്, അതിനാൽ തീئയിൽ നി്ؗ കുറയ്ׯാൻ ഞ׹ൾ ഈ 
ആംഗിൾ ൈപ തിരെ؁ടു؋തിന്െറ മെئാരു കാരണം ഇതാണ്, അതിനാൽ അവസാനം ഈ 
സമവാകّ؋ിൽ നമുتുׯത് ഇതാണ് ഒരു ആംഗിന്െറ ُ١ർശനമു؇് ഒരു ൈമനസ് യ് ്ׯ മുകളിലുتxy 
ഈ മൂലّ؋ിന് ؛സ് എؗതിന് തുലّമായ ടാൻ വിപരീത േْശണിയിൽ ഈ ആംഗിൾ ഉൾെؚടുؗു, x y 
അതിനാൽ തീئ ൈമനസ് ൈപ ഒരു ൈമനസ് യ് ്ׯ മീെത ؛സ് യുെട ടാൻ വിപരീത؋ിന് xy x y 
തുലّമാെണ്ؗ ഇേؚാൾ നമു്ׯ എളുؚ؋ിൽ എഴുതാം .  ഇവിെട തീئ തുലّമായ ൈപ ؛സ് ടാൻ 
വിപരീതം ؛സ് ഒരു ൈമനസ് യ് ്ׯ മുകളിലാണ്, അതാണ് ഇവിെട പ؂ികയിൽ കൃതّമായി x y xy 
എഴുതിയിരിؗുׯത്, അതിനാൽ ഇത് േകസ് നآർ ര؇് ആയിരുؗു, അതിനാൽ ഉം ഉം ah x y 
േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ എؗതിേനׯാൾ വലുതാണ്  ഒ്ؗ പിെؗ ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ xy x 
വിപരീതം എؗത് ഒരു ൈമനസ് യിൽ ؛സ് യുെട ൈപ ؛സ് ടാൻ വിപരീത؋ിന് y xy x y 
തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ അതാണ് ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ െതളിയി׺ത് , സമയ؋ിന്െറ താൽؚരّം 
കാരണം ഞ׹ൾ െതളിവുമായി മുേؗാ؂് േപാകിب  ഈ അവസാന ْപُാٝവന, പേײ ഞ׹ൾ േകസ് ര؇് 
െചᅃٝതിന് സമാനമായ രീതിയിൽ ഇത് െചإാം , തുടർ്ؗ ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ൽ നി്ؗ തീർ׺യായും x y 
2 ടാൻ വിപരീത പദْപേയാഗ׹ൾ േനടുؗത് വളെര എളുؚമാണ്, കാരണം നമു്2 ׯ തവണ ടാൻ വിപരീതം
എഴുതാം ടാൻ വിപരീതമായി ؛സ് ടാൻ ഇൻവി  തുടർ്ؗ നമു്ׯ ടാൻ ഇൻെവർസ് ؛സ് ടാൻx erse x , x 
ഇൻേവٌ٧് േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ ന് തുലّമായി ഉപേയാഗിׯാം , ഇതാണ് ആ സാഹചരّ؋ിൽ y y x 
ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിׯാൻ േപാകുؗത്, അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും പരിേശാധിׯാൻ നി׹ൾ്ׯ 
അടിرാനപരമായി ഒരു െചറിയ വّായാമമായിരിുׯം ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീതം x y 
എؗതിൽ നി്ؗ ടാൻ വിപരീതം ൈമനസ് ടാൻ വിപരീത എؗതിന്െറ പദْപേയാഗം ലഭിؗുׯത് x y 
എളുؚമാണ് , ഞാൻ േവഗ؋ിൽ അതിലൂെട കടؗുേപാകും അതിനാൽ ടാൻ വിപരീതം ൈമനസ് ടാൻ x 
വിപരീതം എؗത് ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീതമായി എഴുതാം  ൈമനസ് ഉം അതും കാരണംy x y 
ടാൻ വിപരീത ഫംഗ് ഷൻ ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ് ഷനാണ്, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ഇത് 
എഴുതിയിരിുؗുׯ, ഇത് ര؇് വّതُّ ٝേവരിയബിളുകളായ ൈമനസ് എؗിവയുെട ടാൻ x, y 
വിപരീത׹ളുെട ആെകു؋കയാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ഉപേയാഗിׯാൻ കഴിയണം.  ആ േടബിൾ 
ഉപേയാഗി׺ാൽ നമു്ׯ േനരെ؋ ലഭി׺ ഫലം, നമു്ׯ ഈ മൂ്ؗ വّവرകൾ ഉ؇ായിരുؗു എؗതാണ്, 
അതിനാൽ ആദّെ؋ വّവر ഒؗിൽ നി്ؗ മട്׹ ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ആ പ؂ിക x y 
വളെര േവഗം കാണിു׺തരാം, അതിനാൽ ഇത് വളെര ലളിതമാണ്.  ആെക െചേإ؇ത് ഇْതമാْതം  പ؂ിക 
എبായിടു؋ം ഈ എؗത് ൈമനസ് െകാ؇് മാئിرാപിേׯ؇തു؇് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ടാൻ y y 
വിപരീത ൈമനസ് ടാൻ വിപരീത എؗതിന്െറ പദْപേയാഗം ലഭിുׯം, അതാണ് ഞ׹ൾ ഇവിെട x y 
െചᅃٝിരിؗുׯത്, അതിനാൽ നി׹ൾ െയ ൈമനസ് ഉപേയാഗി്׺ ആ പ؂ികയിൽ മാئിرാപി׺ാൽ y y 
ഇതാണ് നി׹ൾ അْതയും തവണ ൈമനസ് േനടുക, അതിനാൽ േനരെ؋ ഞ׹ൾ്ׯ ഒؗിൽ x y xy 
കുറവായിരുؗു, പേײ ഞ׹ൾ മാئി ൈമനസ് െകാ؇് മാئി, അതിനാൽ നമു്ׯ എഴുതാവുؗ y y 
ഒؗിൽ നി്ؗ മട്׹ ൈമനസ് ലഭിുׯം അതിനു േശഷം നമു്ׯ മുآെ؋ ൈسഡ് ടാൻ x y 
വിപരീതമായി ؛സ് ആയിരുؗു, എؗാൽ ന് പകരം ൈമനസ് എ്ؗ എഴുതുؗു, അതിനാൽ x y y y 
നമു്ׯ ഒരു ൈമനസ് യിൽ നി്ؗ ؛സ് ൈമനസ് ലഭിുׯം, എؗാൽ എؗത് ൈമനസ് അ؀് xy x y y 
ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിؗുׯതിനാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഉتത് 1 ൈമനസ് മട്׹ ൈമനസ് ആണ്, മ്ئx y 
വّവرകൾׯായി നأൾ തുടർؗും െചേإ؇ത് അേത കാരّം , അതിനാൽ അവസാനം നമു്ׯ 
ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇവ മൂ്ؗ വّവرകൾׯായുت നിരകളും ടാൻ വിപരീത ൈമനസ് ടാനിന്െറ x 
മൂലّ׹ളുമാണ് വّവرെയ ആْശയി്׺ വിപരീതം എؗീ ര؇് േവരിയബിളുകൾ എؗീ y  x, y x, y 
ര؇് വّതُّ ٝേവരിയബിളുകളുെട ടാൻ വിപരീതം േചർؗുׯത് എ׹െനെയ്ؗ ഞ׹ൾ ഇതുവെര 
ക؇ി؂ു؇് , എؗാൽ തീർ׺യായും ഈ കാരّ׹ൾ സാമാനّവൽׯരിׯാം, ഉദാഹരണ؋ിന് , നമു്ׯ 
ൈസൻ വിപരീതം ؛സ് േകാസ് കണׯാׯണെമ്ؗ പറയാം.  വിപരീതം അത് എ׹െന െചإാം, x y , 
ഒരു രീതിയായിരിׯാം, നമു്ׯ പരിവർ؋ന സൂْതവാകّ׹ൾ ൽ നി്ؗ ടാൻ sine inverse x-
വിപരീതമായി കെ؇؋ാനാകും. ഇവിെട നിബؖനകൾ മ്ئ ര؇് േവരിയബിളുകളുെട ടാൻ 
വിപരീത׹ളിേലുׯം പിؗീട് ര؇് േവരിയബിളുകളുെട ടാൻ വിപരീതം എ׹െന േചർׯാെമ്ؗ 
മുآെ؋ ൈسഡിൽ നി്ؗ നമു്ׯ അറിയാവുؗതിനാൽ നമു്ׯ ആഹ് ലഭിുׯം, ഇത് മുഴുവൻ ഒരു 
േവരിയബിളിന്െറ വിപരീതമായി ലഭിുׯം അത് ഞ׹െള സഹായിുׯം, അതിനാൽ ْപٍ٠ം എെؓؗാൽ, 
അത് െചؗുإതിന് നമു്ׯ ടാനിൽ നി്ؗ ൈസൻ ഇൻേവഴ് സിൽ നി്ؗ ടാൻ വിപരീത؋ിേലുׯം 
തിരിു׺ം പിെؗ േകാസ് ഇൻേവഴ് സിൽ നി്ؗ ടാൻ ഇൻേവഴ് സിേലുׯം പിؗീട് ടാൻ ഇൻേവഴ് സിൽ നി്ؗ 
േകായിേലുׯം ചില പരിവർ؋ന സൂْതവാകّ׹ൾ ആവശّമാണ്. ഇനിؚറയുؗ ൈسഡുകളിൽ 
ഞ׹ൾ അവെയ മറികടׯാൻ ْശമിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈസൻ ഇൻേവഴ് സ്, ടാൻ ഇൻേവഴ് സ് 
എؗിവയുെട കാരّം എടുׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട േചാദّം നമു്ׯ മൂലّമു؇് എؗതാണ്, അത് x ah 
വّװമായും ൈമനസിന് ഇടയിലാണ്.  ഒؗും ؛സ് വ؉ും പിെؗ നമു്ׯ കാണണം ന്െറ x ah sine 

േചാദّചിصം ഇവിെട നമു്ׯ inverse is equal to tan inverse of what so we want to find this 
പറയാം, അതിനാൽ തീئ പാപ؋ിന്െറ വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ് എ്ؗ പറയാം അേؚാൾ തീئ x 
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പരിധിയിൽ െപ؂താണ് ൈമനസ് ൈപ ര؇് മുതൽ ؛സ് ൈപ ര؇് വെരയുت ൈസൻ വിപരീത 
ഗണമാണ്, തുടർ്ؗ ഈ അ׾ാതമായ കാരّം ഇവിെട കെ؇؋ണെമؗതിനാൽ ഞ׹ൾ 
യഥാർ،؋ിൽ ൈസൻ വിപരീത ന്െറ ടാൻ കെ؇؋ാൻ താൽؚരّെؚടുؗു, കാരണം നി׹ൾ ഈ x 
സമവാകّം ഇവിെട കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ  ഇരുവശു؋മുت ടാൻെജന്റ് 
ഫംഗ് ഷൻ എനി്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈസൻ ഇൻേവഴ് സിന്െറ ടാൻ ആണ് ടാൻ ഓഫ് തീئ എؗാൽ ടാൻ x. 
ഓഫ് ടി  ഇവിെട നി്ؗ, യഥാർ،؋ിൽ ന് heta is sin theta over cos theta sine theta x-
തുലّമാെണؗും കെ؇؋ാൻ എളുؚമാെണؗും ഞ׹ൾ ഇതിനകം കാണുؗു, കാരണം ഈ cos theta 
സാഹചരّ؋ിൽ തീئ ൈമനസ് ൽ ര؇് , ؛സ് ൽ ര؇് ആയിരിുׯം. േപാസിئീവ് അത് pi- pi- cos theta 
എبായ് േؚാഴും േപാസിئീവ് ആയിരിുׯം , അതിനാൽ േകാസ് സ് കٔയർ തീئ ഒരു ൈമനസ് സിൻ 
സ് കٔയർ തീئ സിന് തീئയാണ് എؗ ഈ േഫാർമുല നമു്ׯ േനരെ؋ തെؗ അറിയാം, അതിനാൽ x 
നമു്ׯ േകാസ് സ് കٔയർ തീئെയ ഒരു ൈമനസ് എക് സ് സ് കٔയർ ആയും പിؗീട് േകാസ് തീئയായും 
എഴുതാം. ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ േപാസിئീവ് സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ്, കാരണം തീئ ഈ x 
ഇടേവളയിൽ േചരുേآാൾ േകാസ് തീئ പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ ഒؗിന്െറ േപാസിئീവ് വർ״മൂലമാണ് എടുؗുׯത് , അതാണ് x 
ഞ׹ൾ ഇടുؗത് അതിനാൽ തീئയുെട ടാൻ ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ ന്െറ റൂ؂ിന് x x-
തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ ഒടുവിൽ ലഭിുؗുׯ , അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് വൃ؋ിയായി എഴുതണെമ׸ിൽ,
നമു്ׯ അത് ടാൻ ഓഫ് സിൻ വിപരീതമായി എഴുതാം ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ റൂ؂ിന് ന് x x x 
മുകളിൽ കാരണം  ഇേؚാൾ നി׹ൾ ഈ ചിصം കാണുകയാെണ׸ിൽ വിപരീതം ൈസൻ വിപരീതം x x 
വّװമായും ഈ ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚടും , ഈ ഇടേവളയും ടാൻ വിപരീത േْശണിയുെട െസئാണ്, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ചില ആംഗിൾ തീئയുെട ടാൻ ഈ മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഈ തീئ േْശണി 
െസئിന്േറതാണ്  ടാൻ വിപരീതമാണ്, അതിനാൽ ഈ തീئ ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ റൂ؂ിന്െറ x x 
ന്െറ ടാൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാകുെമ്ؗ കാണാൻ വളെര എളുؚമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെടയുت ഈ 
േചാദّചിصം കൃതّമായി ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ ന് മുകളിൽ റൂ؂ിന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ  x x 
നأൾ റിേവഴ് സും െചإണം, അതായത് യഥാർ، സംഖّകളുേടതായ ന്െറ കുറ്׺ മൂലّം നമു്ׯ x ah 
നൽകിയാൽ, ഈ േചാദّം നേأാട് േചാദിുؗുׯ , വിപരീത ചി؋صിന്െറ ഈ വാദം കെ؇ുؗു؋, 
അതായത് ടാൻ വിപരീതം ആണ്. ഈ അ׾ാത േവരിയബിളിന്െറ ൈസൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ്,x 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ േനരെ؋ െചᅃٝതുേപാെല തെؗ വീ؇ും ആരംഭിുؗുׯ, നമു്ׯ ടാൻ വിപരീത x 
െന തീئ െകാ؇് സൂചിؚിׯാം, തുടർ്ؗ തീئ ടാൻ വിപരീത േْശണിയിൽ െപടുؗു, അത് ആണ്  ഇ th 
ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ൈമനസ് ൈപയിൽ നി്ؗ ര؇ിൽ നി്ؗ ؛സ് ൈപ ര؇ിേല്ׯ, തുടർ്ؗ സിൻ 
തീئെയ െസׯന്റ് തീئയ്്ׯ മുകളിൽ ടാൻ തീئ എ്ؗ എഴുതാം, കാരണം െസׯന്റ് തീئ ഒരു േകാസ് 
തീئയ്്ׯ മുകളിലാണ്, ഇത് ടാൻ തീئയ്്ׯ തുലّമാണ് തീئ അതിനാൽ വൺ ؛സ് ടാൻ സ്കٔയർ തീئ 
െസׯൻറ് സ്കٔയർ തീئയാെണ്ؗ ഈ ഐഡന്റിئി ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഈ ഘ؋؂ിനായി 
ഞ׹ൾ ഇവിെട ഉപേയാഗി׺ത് ഇതാണ്, അതിനാൽ തീئ ഇ׹െന നിർവചി׺ിരിؗുׯതിനാൽ നമു്ׯ 
എഴുതാം , ഇത് യഥാർ،؋ിൽ ടാൻ ടാൻ തുലّമാെണ്ؗ വّװമാണ് തീئ അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ടാൻ 
തീئെയ ഇവിെട െകാ؇് മാئിرാപിുؗുׯ , തുടർ്ؗ ടാൻ സ്കٔയർ തീئയ്്ׯ പകരം സ്കٔയർ x x 
ലഭിുׯം, ആഹ് ഈ സ്കٔയർ റൂ؂് ഇവിെട േപാസിئീവ് സ്കٔയർ റൂ؂് ആണ്, കാരണം തീئ ഇടേവള 
ൈമനസ് ൈപയിൽ നി്ؗ 2 മുതൽ ؛സ് ൈപ വെരയാകുേآാൾ  2 േകാസ് തീئയും അതിനാൽ െസׯന്റ് 
ഓഫ് തീئയും ഈ ഇടേവളയിെല എبാ തീئയ്ുׯം േപാസിئീവ് ആണ് , അതിനാൽ ആഹ് െസׯന്റ് തീئ 
േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ ഞ׹ൾ 1 ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ േപാസിئീവ് സ്കٔയർ റൂ؂് എടുുׯം, x 
അതിനാൽ ഒടുവിൽ നമു്ׯ ഉتത് തീئയുെട ൈസൻ ആണ്  ഇതിന് theta is tan inverse x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് യഥാർ،؋ിൽ എ്ؗ എഴുതാം ൈസൻ sine of tan inverse x  
വിപരീത؋ിന്െറ േْശണി െസ്ئ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് യഥാർ،؋ിൽ ൈസൻ വിപരീത േْശണിയുെട 
ഒരു ഉപഗണമാണ്, അതിനാൽ ഈ ْപُാٝവനയിൽ നി്ؗ ഇവിെട ഇത് പിؓുടരുؗു, ടാൻ വിപരീതം x 
എؗത് ഒരു ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ റൂ؂ിന് മീെത ന്െറ ൈസൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ x x 
ഇത് വിപരീത ഫംഗ് ഷന്െറ ആർഗّുെമന്റിനുتിെല വലിയ േചാദّചിصം യഥാർ،؋ിൽ വൺ ؛സ് x 
സ് കٔയറിന്െറ റൂ؂ിന്െറ ന് തുലّമാണ് ൈസൻ വിപരീത؋ിന്െറ മൂലّം കണׯാׯാൻ, ഈ മെئാരു x-
യഥാർ، സംഖّയുെട വിപരീതം കൂടാെത ഈ മെئാരു യഥാർ، സംഖّയുെട പാപം വിപരീത മൂലّം 
കണׯാׯാൻ, ഇത് ര؇് മൂ്ؗ തവണ ഒരു ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂് ആണ് ന്െറ വിപരീതം ഒരു ൈമനസ് x 

ചതുര؋ിന്െറ റൂ؂ിന് മുകളിൽ ന്െറ ടാൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ െകാ؇് ഒؗിന് x x x 
മുകളിൽ ഒؗിന് തുലّമാണ് , നി׹ൾ ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ അവസാനം 
ലഭിؗുׯത് ഒؗിന് മുകളിലുت മൂؗിന്െറ വിപരീതം ടാൻ ടാൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ് ഒؗിെന 
മൂؗിെന ഒؗിന്െറ വർ״മൂലّം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ഒآത് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒؗിന് 
മുകളിൽ ഒؗിന് പൂർ؉ ചതുരം ഒ്ؗ െകാ؇് ഒآത് ആണ് , തുടർ്ؗ ഇത് എ؂ിന്െറ ഒؗിന്െറ 
വർ״മൂല؋ിന്െറ ടാൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഒؗിന്െറ മൂؗിന്െറ ൈസൻ 
വിപരീതം യഥാർ،؋ിൽ ടാൻ വിപരീതമാണ് എ؂ിന്െറ ഒؗിന് േമെലയുت സ്കٔയർ റൂ؂് ആണ്, 
ഞ׹ൾ പിേؗാ؂് േപായാൽ േപാസിئീവ് സ്കٔയർ റൂ؂് ഇതാണ്, ഞ׹ൾ ഇവിെട േപാസിئീവ് സ്കٔയർ റൂ؂്
എടു؋തായി നി׹ൾ ഓർുؗുׯ , അതുേപാെല തെؗ മെئാരു േടമിലും നമു്ׯ ആ ൈസൻ വിപരീതം 
ര؇് മൂ്ؗ തവണ ഒ്ؗ ൈമനസ് എ്ؗ എഴുതാം.  എ؂ിന്െറ ഒരു വർ״മൂലّം ടാൻ വിപരീത؋ിന് 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് അതിനാൽ 2 െകാ؇് 3 തവണ 1 ൈമനസ് 1 ആണ് 8 ന്െറ വർ״മൂല؋ിന് x 
മുകളിൽ 1 ന്െറ േപാസിئീവ് സ്കٔയർ റൂ؂് ൈമനസ് ഈ വُٝു വിന്െറ വർ״ം 4 െകാ؇് 9 തവണ 1 
ൈമനസ് ആയിരിുׯം  1 സ്കٔയർ റൂ؂് ْപകാരം  8 മുഴുവൻ ചതുരവും , അത് വിപരീതം 2 ആׯി 1 
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ൈമനസ് റൂ؂് 8 ആׯി ലളിതമാׯാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ 3 വർ״മൂല؋ിേല്ׯ എടുുׯം, 
അ׹െന ഇവിെട ഈ ْപേതّക പദ؋ിന്െറ വർ؋״ിന്െറ 9 ൈമനസ് 4 മട്׹ ആകും , അത് ഇവിെട ഒ്ؗ
കൂടിേ׺രുؗതാണ് .  എ؂് ൈമനസ് ര؇് , എ؂ിന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂്, അടു؋ ൈسഡിേല്ׯ അത് 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ,  തവണ  ൈമനസ്  ന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂്  ന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂ിന് 2 1 1 8
തുലّമായിരിുׯം, േസാ  ന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂് , തുടർ്ؗ ൈമനസ് പകുതി , തുടർ്ؗ ؛സ്  ന്െറ 5 8  8
സ്കٔയർ റൂ؂് 2 തവണ 1 ൈമനസിന്െറ ടാൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ 
യഥാർ،؋ിൽ ഒരു ഡൗണിന്െറ വർ״മൂലّം എടു്؋ നമു്ׯ എؓാണ് ലഭിؗുׯെത്ؗ േനാׯാം, ഇത് 
എ؂് ഓവറിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് മുകളിൽ ര؇് തവണ ഒ്ؗ ൈമനസ് ആയി എഴുതാം .  ഒൻപതിന്െറ 
വർ״മൂലّം ര؇ിന്െറ വർ״മൂലവും എ؂ിന്െറ വർ״മൂലവും തുലّമാണ്, അത് ര؇ിന്െറ ടാൻ 
വിപരീതമായി ര؇ിന്െറ വർ״മൂല؋ിേല്ׯ എ؂് ൈമനസ് ഒؗിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ നമു്ׯ എ؂ിന്െറ വർ״മൂലെ؋ ഡിേനാമിേനئറിേല്ׯ എടുുؗുׯ ഇവിെട നമു്ׯ 
മുؚ؋ിയാറും എ؂് തവണയും ലഭിുׯം എ؂ിന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂്, അത് എ؂് ആയിരിുׯം എ؂ിന്െറ 
വർ״മൂലّം മട്׹, അതിനാൽ ഇത് മെئാരു പദ؋ിനുتതാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട ഈ ْപേതّക പദം t 
ര؇് മൂ്ؗ മട്׹ ൈസൻ വിപരീതം ഇത് ഈ വُٝു വിന്െറ ടാൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ 
ഇേؚാൾ നأൾ െചإണം, അതിനാൽ നأൾ േനരെ؋ ആ ൈസൻ ക؇ു.  ഒؗിന് മുകളിലുت മൂؗിന്െറ
വിപരീതം ഒؗിന് മുകളിലുت റൂ؂് എ؂ിന്െറ വിപരീതമായി കണׯാׯി , ഈ കാരّ؋ിന് ഞ׹ൾ്ׯ 
മെئാരു പദْപേയാഗം ലഭിു׺, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഇവ ര؇ും േചർേׯ؇ അവرയിലായിരിׯണം, 
അതിനാൽ ഒടുവിൽ നമു്ׯ ഉتത് ആ ൈസൻ വിപരീതമാണ്  1 ഓവർ 3 ؛സ് ൈസൻ വിപരീതം 2 ന്െറ 3
തവണ 1 ൈമനസ് 1 ന്െറ 8 ന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് ടാൻ വിപരീതം 1 ന് 8 ന്െറ വർ״മൂലവും ടാൻ
വിപരീതവും, അതിനാൽ ഈ പദْപേയാഗ؋ിൽ നമു്ׯ ഈ 4 റؐാׯാം , നമു്4 ׯ ന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂് 
എടുׯാം ഇവിെട നമു്8 ׯ ൈമനസ് 1 ന്െറ വർ״മൂലവും 9 ന്െറ വർ״മൂലവും എ؂ിന്െറ ര؇് ഇര؂ി 
വർ״മൂലവും ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ ْപധാനമായും െചᅃٝത് ര؇് ൈസൻ 
വിപരീത׹ളുെട ആെകു؋ക ര؇് ടാൻ വിപരീത׹ളുെട ആെകു؋കയാׯി മാുئക എؗതാണ്. ടാൻ 
വിപരീതം ؛സ് ടാൻ വിപരീത ഉപേയാഗിുׯക  അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ x yf ormula 
നി׹ൾ്ׯ പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും, ഞാൻ ഇേؚാൾ െചإിب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഈ മൂലّ؋ിന് x 
തുലّവും ഈ മൂലّ؋ിന് തുലّവുമാണ്, കൂടാെത ഈ ന്െറയും ഈ യുെടയും ഉൽؚؗം 1-ൽ y x y 
കുറവാേണാ എ്ؗ നി׹ൾ്ׯ പരിേശാധിׯാം. അതിനാൽ എനി്ׯ ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ടാൻ x 
വിപരീതമായി ഉപേയാഗിׯാം എؗാണ് ഇതിനർ،ം ടാൻ വിപരീതം ؛സ് ൈമനസ് ഈ x y 1 x xy 
േഫാർമുല ഉപേയാഗിׯാം, കാരണം ഈ തവണ മട്׹ ൽ കുറവാണ് , തുടർ്ؗ ഇത് വളെര x y 1 
എളുؚമാണ്  കാരണം, നമു്ׯ അതിെന 1 ന്െറ വിപരീതമായി 8-ന്െറ 8 ؛സ് റൂ؂് എ؂് ൈമനസ് ഒ്ؗ 
െകാ؇് ഒآത് ؛സ് ര؇് റൂ؂് എ؂് ഒരു ൈമനസിന് മുകളിൽ എഴുതാം , തുടർ്ؗ എ؂ിന്െറ വർ״മൂലّം 
ഒؗായി എഴുതാം, 
അ׹െന അത് എഴുപ؋ി ര؇് ؛സ് ര؇ിന്െറ ൈമനസ് റൂ؂ായി മാറുؗു.  എ؂ിന്െറ പതിനാറ് മട്׹ 
വർ״മൂലവും ഈ ആഹ് കൂടുതൽ ലളിതമാׯിയാൽ ഇവിെട ഉتിലുتെതبാം ഒؗായിരിുׯം , 
അതിനാൽ നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും ഒؗുതെؗയായിരിുׯം , അത് എളുؚമുت വّായാമമായി 
അവേശഷിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ഒؗിന്െറ വിപരീതമായി മാറും യിൽ നാല് െകാ؇് ൈപ്ׯ t 
തുലّമാണ് അേؐഹ؋ിന്െറ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഈ വിപരീത ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകൾ തأിൽ 
ഞ׹ൾ കുറ്׺ കൂടി ബؖ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ു , ْപേതّകമായി ഞ׹ൾ ടാൻ ഇൻേവഴ് സ് ؛സ് ടാൻ x 
ഇൻേവഴ് സ് ൈവ എؗതിന്െറ േഫാർമുലയും ൈസൻ ഇൻേവഴ് സും ടാൻ ഇൻേവഴ് സും തأിലുت 
പരിവർ؋നെ؋ കുറിു׺ം ചർ׺ െചയ് തു. ചില ْപശ് ന׹ൾ കൂടി ഏെئടുുׯക , ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ 
നأൾ ക؇ മെئാരു ْപധാന കാരّം, ന് തുലّമായ എഫ് തീئ ഉت സؕർഭ׹ൾ എ׹െന ൈകകാരّം x 
െചإണെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിു׺തؗു, ഇവിെട എؗത് ചില ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനാെണ׸ിലും f 
തീئയിൽ ഇെ്ؗب പരിമിതെؚടു؋ിയിരിുؗുׯ. എഫ് വിപരീത േْശണി െസ്ئ നؕി 
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