
  िपछले ʩाƥान मŐ ʩुǿम िũकोणिमतीय कायŘ पर तीसरे ʩाƥान मŐ आपका ˢागत है हमने इस ʩाƥान मŐ कुछ ʩुǿम 
िũकोणिमतीय कायŘ के बीच कुछ पहचान और संबंध भी ऐसा करना जारी रखŐगे और उʃीद है िक इसे समाɑ कर दŐ गे और बाद के 
ʩाƥानो ंमŐ हम  सम˟ाएँ उठाने जा रहे हœ इससे पहले िक हम 
कुछ नए संबंध Ůाɑ करना शुŝ करŐ  यहाँ एक सामाɊ सम˟ा है िजसका हम इस पूरे ʩाƥान मŐ सामना करने जा रहे हœ और यह भी हो
सकता है िक उलटा िũकोणिमतीय कायŘ से संबंिधत सम˟ाओ ंको हल करते समय, उदाहरण के िलए यहाँ हम कहते हœ िक हम  शूɊ से 
एक और शूɊ के बीच का मान ǒात करने के िलए कहा जाता है जैसे िक कॉस ʩुǿम की साइन आधी के बराबर होती है,x x 
 इसिलए कोई इस मागŊ को आजमा सकता है तािक कोई यह कह सके िक ठीक आधा 
30 िडŤी की साइन के बराबर है जो िक 6 से अिधक पाई है और िफर  6 से अिधक पाई के साथ कॉस ʩुǿम की बराबरी करŐ ।x 

 इसिलए आप िलख सकते हœ Ɛोिंक ʩुǿम x
 इसिलए से छह है और िफर दोनो ंपƗो ंपर लेने पर आपको Ůाɑ होगा  बराबर पीआई बटा िसƛ जो बराबर है तीन बटा pi cos x 
दो का वगŊमूल सम˟ा यह है िक तीन बटा दो का वगŊमूल 
शूɊ से एक से शूɊ तक के अंतराल से संबंिधत नही ंहै तो ऐसी İ̾थित मŐ हम Ɛा करŐ  यहां यह महसूस िकया जाना चािहए िक यिद x 
शूɊ से एक और शूɊ के बीच है तो कॉस ʩुǿम फ़ंƕन के Ťाफ से आप देख सकते हœ िक का कॉस ʩुǿम अंतराल से दो से x pi 

तक होगा लेिकन िफर सम˟ा यह है िक साइन इनवसŊ का  आधा तो अगर आपको याद है िक हमने कहा था िक कॉस ʩुǿम pi x 
बराबर पीआई बटा छह है, तो आधा का Ǜा ʩुǿम है,
 इसिलए इस कॉस ʩुǿम को पाप ʩुǿम आधा के बराबर करने मŐ सम˟ा यह है िक साइन ʩुǿम आधा हमेशा अंतराल माइनस x 
पीआई से संबंिधत होगा  टू से ɘस पीआई बटा टू और ऐसा
 इसिलए है Ɛोिंक साइन इनवसŊ का रŐज सेट माइनस पीआई बटा टू ɘस ɘस पाई बटा टू है जबिक अगर एƛ इंटरवल माइनस वन टू 
जीरो मŐ है तो कॉस इनवसŊ एƛ दूसरे इंटरवल पीआई से टू टू से संबंिधत होगा  पाई और हम देखते हœ िक यह अंतराल और साइन इनवसŊ 
का रŐज सेट पार˙įरक ŝप से अनɊ है,
 इसिलए इन दोनो ंका Ůितǅेदन शूɊ सेट है और
 इसिलए हम इस सम˟ा के साथ समाɑ होते हœ िक हमŐ का मान िमला है जो इस अंतराल मŐ नही ंहै ,x 
 इसिलए हम का सामना करŐ गे ।ah 
  सम˟ा का मूल पैटनŊ िजसका हम सामना कर सकते हœ, इसका समाधान यह है िक िफर से उदाहरण पर वापस जाना ˙ʼ ŝप से यिद 

शूɊ से एक और शूɊ के बीच है तो उलटा िजसे मœ थीटा Ȫारा िनŝिपत करता šं वह िनिʮत ŝप से बटा दो के बीच x cos x pi 
होगा और  पाई और िफर जाने के बजाय और सीधे यह कहते Šए िक कॉस ʩुǿम आधे का साइन ʩुǿम है जो संभव नही ंहै Ɛोिंक 
आधे का साइन ʩुǿम इस सेट से संबंिधत नही ंहोगा
 इसिलए कॉस ʩुǿम पाप ʩुǿम आधा के बराबर नही ंहो सकता है लेिकन िफर हम उस साइन को देखते हœ  पीआई माइनस थीटा x 
साइन थीटा के समान है और
 इसिलए हम इस कारण से पीआई माइनस थीटा के इस िवकʙ को ले सकते हœ Ɛोिंक अगर थीटा बराबर कॉस ʩुǿम एƛ इस 
अंतराल से संबंिधत है तो हम देखŐगे िक पीआई  माइनस थीटा अगर थीटा इस अंतराल से संबंिधत है तो पीआई माइनस थीटा अंतराल 
शूɊ से पीआई बटा दो से संबंिधत है और यह अंतराल शूɊ से पीआई दो अब जो हमŐ िमलता है वह साइन इनवसŊ के रŐज सेट से संबंिधत 
है, 
इसिलए यह मूल चाल है  िकया जाना है और िनिʮत ŝप से आह हम जानते हœ िक
 इसिलए यह पाप थीटा वाˑव मŐ कॉस ʩुǿम की साइन है और यह सम˟ा मŐ िदया गया है, यह मान आधा होने के िलए िदया गया है,x 
 इसिलए हमारे पास पीआई माइनस थीटा के बराबर आधा है और िफर ˙ʼ ŝप से हम कह सकते हœ िक पीआई माइनस थीटा आधे से 
Ǜा ʩुǿम के बराबर है,
 इसिलए यहां से हम इस लाइन को केवल
 इसिलए समाɑ कर सकते हœ Ɛोिंक यह पीआई माइनस थीटा साइन इनवसŊ के रŐज सेट से संबंिधत है,
 इसिलए पीआई माइनस थीटा शूɊ से पीआई से संबंिधत है  दो जो साइन इनवसŊ के रŐज सेट का एक सबसेट है, साइन इनवसŊ का रŐज 
सेट माइनस पीआई टू टू टू पाई बाय टू था
 इसिलए इस तȚ के कारण िक पीआई माइनस थीटा साइन इनवसŊ के रŐज सेट से संबंिधत है, यहां से हम इसे Ůाɑ कर सकते हœ और यह
मूल ŝप से तब  इसका मतलब यह है िक चंूिक थीटा का कॉस ʩुǿम हैx 
 इसिलए हमŐ जो िमलता है वह है माइनस कॉस ʩुǿम आधा का साइन ʩुǿम है, आधा का साइन ʩुǿम बटा 6 है pi x , pi 
और
 इसिलए हमŐ कॉस ʩुǿम बराबर माइनस बटा 6 िमलता है जो िक है  5 पाई बटा 6 औरx pi pi 
 इसिलए एƛ अब के बराबर है यिद हम कॉस को बाएं और दाएं दोनो ंतरफ लेते हœ तो हमŐ एƛ बराबर कॉस फाइव पीआई बटा िसƛ 
िमलता है जो माइनस कॉस पीआई बटा िसƛ के बराबर होगा जो िक है तीन बटा दो का माइनस वगŊमूल के बराबर, तो अंत मŐ हमŐ x 
बराबर माइनस Ūी बटा टू का वगŊमूल िमलता है जो इस अंतराल माइनस वन टू जीरो से संबंिधत है,
 इसिलए यह सही समाधान है
 इसिलए आवʴक मुƥ िबंदु यह था िक यिद हम सीधे तौर पर कोस ʩुǿम को पाप ʩुǿम के बराबर आधे के ŝप मŐ Ůित̾थािपत x 
करने का Ůयास करते हœ तो हम एक सम˟ा मŐ पड़ जाते हœ Ɛोिंक आधे का आह साइन ʩुǿम साइन इनवसŊ की सीमा से संबंिधत है जो
िक माइनस पीआई बटा 2 ɘस पाई बटा 2 है जबिक एƛ के िलए का ऋणाȏक ʩुǿम x cos th .
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 से संबंिधत नही ंहै  ई रŐज इतनी अिनवायŊ ŝप से अगर हम अगर हम करते हœ तो हम इसे इस तरह से बराबर करते हœ तो िनिʮत ŝप से 
एƛ का मान जो आपको यहां िमलता है वह अंतराल शूɊ से शूɊ मŐ झठू नही ंहोने वाला है,
 इसिलए हम इस बात को अगले मŐ औपचाįरक ŝप दे सकते हœ ˠाइड मœने इसे औपचाįरक ŝप देने की कोिशश की है,
 इसिलए आवʴक सम˟ा यह है िक मान लीिजए िक फॉमŊ का एक िũकोणिमतीय कायŊ है , यह इन छह िũकोणिमतीय कायŘ मŐ से f 
कोई भी हो सकता है िजसे हमने सामाɊ ŝप से पįरभािषत िकया है तािक िũकोणिमतीय फ़ंƕन मŐ एक डोमेन ए और ŵेणी बी हो और  
िफर हम इन छह िũकोणिमतीय कायŘ मŐ से Ůȑेक के ʩुǿम को पįरभािषत करने के िलए आगे बढ़े,
 इसिलए ʩुǿम फ़ंƕन ʩुǿम ˙ʼ ŝप से डोमेन सेट फ़ंƕन के रŐज सेट के समान होने वाला है जो िक हैf f b 
 इसिलए का डोमेन उलटा है  सेट बी और रŐज सेट एक और सेट सी होगा जो िनिʮत ŝप से सेट ए का सबसेट होना चािहए जो िक f 
फ़ंƕन एफ का डोमेन है
 इसिलए सामाɊ सम˟ा यह है िक मान लीिजए िक अगर हमŐ कहा जाता है िक हमŐ इस समीकरण को हल करना है जहां  हमŐ थीटा को 
खोजना है
 इसिलए का मान िदया गया है और हमŐ थीटा को खोजना है तािक थीटा का बराबर हो, अब हम पहले ही कह चुके हœ िक थीटा x f x 

के ʩुǿम सेट से संबंिधत है, तो समाधान बŠत आसान है इसका समाधान है  बस थीटा के बराबर का ʩुǿम Ɛोिंक का f f x x 
ʩुǿम ʩुǿम के ŵेणी सेट से संबंिधत होगा जो िक हैf f c 

 इसिलए थीटा सभी िनिʮत ŝप से संबंिधत होगें यिद हम कहते हœ िक थीटा को से संबंिधत होना है तो यह समाधान संतुʼ करता है  यहc 
बाधा है िक थीटा को एफ उलटा के रŐज सेट की सीमा से संबंिधत होना चािहए, लेिकन अगर हम कहते हœ िक हमŐ एक ही सम˟ा है एफ 
थीटा एƛ के बराबर है तो हमŐ थीटा को खोजना होगा लेिकन यह कहा जाता है िक हमŐ इसका मूʞ खोजने की जŝरत है  थीटा जो एफ 
ʩुǿम के रŐज सेट से संबंिधत नही ंहै, तो सवाल यह है िक अब हम थीटा कैसे पाते हœ जािहर है िक थीटा इस मामले मŐ इस मामले मŐ 
बराबर नही ंहो सकता है जहां हमŐ कहा जाता है िक थीटा एफ के रŐज सेट से संबंिधत नही ंहै  इसके िवपरीत यह ˙ʼ है िक  के a, x f
ʩुǿम के बराबर नही ंहै Ɛोिंक का ʩुǿम हमेशा समुǄय से संबंिधत x f c 
होगा जबिक ˙ʼ ŝप से यहाँ ˙ʼ ŝप से उʟेख िकया गया है िक थीटा समुǄय से संबंिधत नही ंहोना चािहए, तो हम ऐसे मामले मŐ c 
थीटा कैसे खोजŐगे साइन फ़ंƕन के िलए सामाɊ ŝप से इस सम˟ा को हल करने का Ůयास िकया है,I  
 इसिलए साइन फ़ंƕन के िलए डोमेन और रŐज यहां िलखी गई है और साइन इनवसŊ फ़ंƕन के िलए डोमेन माइनस वन टू वन है रŐज 
माइनस पीआई बटा टू ɘस ɘस पाई बाय  दो और हम कहते हœ िक हमŐ इस समीकरण को यहां हल करना है,
 इसिलए हमŐ थीटा को इस तरह खोजना होगा िक के बराबर पाप थीटा िनिʮत ŝप से माइनस वन से ɘस वन तक हो,xx 
 इसिलए हमŐ थीटा को खोजना होगा लेिकन हमŐ जो िदया गया है वह थीटा है इस ŵेणी से संबंिधत है,
 इसिलए जहां एम कुछ पूणाōक है,
 इसिलए हमŐ यह खोजने के िलए कहा जाता है िक हमŐ एक थीटा खोजने के िलए कहा जाता है जो इस ŵेणी से संबंिधत है एम पीआई घटा 
पीआई 2 से एम पीआई ɘस पीआई 2 इस अंतराल पर इस तरह से  वह पाप थीटा के बराबर है तो हम इसे कैसे खोजŐगे तो यह नही ंहैx 
 बŠत किठन िनिʮत ŝप से हमŐ एक िवषम मी पर भी िवचार करने की आवʴकता है,
 इसिलए हम कहते हœ िक यिद ऐसा है तो हम इस समीकरण को िलखना शुŝ करते हœ साइन थीटा बराबर और हमŐ कहा जाता है िक x 
थीटा इस अंतराल से संबंिधत है लेिकन सम˟ा यह है िक िनिʮत ŝप से यिद  हम एम के बराबर शूɊ के िवशेष मामले को लेते हœ तो यह 
मूल ŝप से यहां पर यह बाधा Ɛा है जो थीटा से माइनस पीआई से दो से ɘस पीआई से दो तक अनुवाद करती है और यह साइन इनवसŊ
का रŐज सेट है और
 इसिलए एम के िवशेष मामले के िलए शूɊ के बराबर समाधान बŠत आसान है थीटा साइन इनवसŊ एƛ के बराबर है
 इसिलए यह एम बराबर शूɊ के िलए समाधान है Ɛोिंक एम के बराबर शूɊ के िलए यह सेट जहां हम थीटा को लाइन के िलए बाȯ कर
रहे हœ अिनवायŊ ŝप से साइन इनवसŊ का रŐज सेट बन जाएगा लेिकन Ɛा  अगर एम शूɊ के बराबर नही ंहै तो उस İ̾थित मŐ जहां एम 
बराबर शूɊ एम शूɊ के बराबर शूɊ के बराबर कुछ और करना होगा,
 इसिलए हम िफर से एƛ के बराबर पाप थीटा से शुŝ करते हœ और हमŐ कहा जाता है िक थीटा एम पीआई माइनस पीआई से संबंिधत है
 दो टू  ओम पीआई ɘस पीआई दो बंद अंतराल से लेिकन हम जो देखते हœ वह यह है िक थीटा माइनस एम पीआई अगर थीटा इस 
अंतराल से संबंिधत है तो थीटा माइनस एम पीआई अंतराल माइनस पीआई टू टू ɘस पीआई बटा टू से संबंिधत है और यह अंतराल मूल 
ŝप से है साइन इनवसŊ का रŐज सेट अब देखते हœ िक थीटा माइनस एम पीआई की साइन का मूʞ Ɛा है 
और हम देखŐगे िक यह साइन ए कॉस बी माइनस कॉस ए साइन बी के बराबर है लेिकन पीआई के एक पूणाōक गुणज की साइन शूɊ के 
बराबर है  तो यह वही है जो हमŐ िमल रहा है और एम पीआई के इस कॉस को माइनस वन टू घात एम के ŝप मŐ िलखा जा सकता है,
 इसिलए यह अंत मŐ माइनस वन के बराबर है जो िक एम गुना पाप थीटा है जो वाˑव मŐ हमारे िलए अǅी खबर है Ɛोिंक हम इसे 
माइनस वन के ŝप मŐ गुणा के घात के ŝप मŐ भी िलख सकते हœ Ɛोिंक थीटा के बराबर है,m x sin x 
 इसिलए हम इसे दो İ̾थितयो ंमŐ िवभािजत कर सकते हœ, एक तब है जब सम हो तो जब सम हो तो यह समीकरण अिनवायŊ ŝप से m m 
थीटा माइनस की साइन हो जाती है एम पीआई एƛ के बराबर है और िफर यिद आप यहां यह थीटा माइनस एमपी .
 देखते हœ मœ ˙ʼ ŝप से साइन इनवसŊ के रŐज सेट से संबंिधत šं और
 इसिलए इस समीकरण से हम सीधे िलख सकते हœ िक थीटा माइनस एम पीआई एƛ के साइन इनवसŊ के बराबर है जहां से हम यह 
िनʺषŊ िनकाल सकते हœ िक थीटा एम पीआई ɘस साइन इनवसŊ के बराबर है,
 इसिलए मामले मŐ  जहाँ सम है तो यह समाधान है और िफर िवषम के मामले मŐ यह िवषम के िलए समान होगा जो हम देखने m m m 
जा रहे हœ वह यह है िक थीटा माइनस की साइन माइनस एक से घात गुना के बराबर है  बस एƛ का माइनस है और हम m pi m x 
पहले से ही जानते हœ िक यह थीटा माइनस एम पीआई साइन इनवसŊ के रŐज सेट से संबंिधत है और
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 इसिलए इस ːेटमŐट से हम सीधे कह सकते हœ िक थीटा माइनस एम पीआई माइनस एƛ के साइन इनवसŊ के बराबर है लेिकन साइन 
इनवसŊ एक है  िवषम कायŊ और
 इसिलए यह साइन इनवसŊ एƛ के माइनस के बराबर है, जहां से हम अंत मŐ यह िनʺषŊ िनकालते हœ िक जब एम िवषम थीटा एम पीआई 
माइनस साइन इनवसŊ एƛ के बराबर होता है, तो इस पूरी चीज को िनɻिलİखत ˠाइड मŐ संƗेप मŐ Ůˑुत िकया जा सकता है,
 इसिलए मूल सम˟ा थी  खोजने के िलए इस अंतराल मŐ थीटा माइनस बटा टू जमा बटा टू जहाँ कुछ m pi pi m pi pi m 
पूणाōक है और हमŐ इस थीटा को इस अंतराल मŐ खोजना होगा और थीटा ऐसा होना चािहए िक थीटा कुछ मान के कुछ मान के sin x 
बराबर हो  इसके िलए सामाɊ समाधान यह है िक यिद सम है तो थीटा बराबर ɘस ʩुǿम यिद िवषम है तो m m pi sin x m 
यह माइनस ʩुǿम है इसी तरह के समीकरण अɊ िũकोणिमतीय कायŘ के िलए भी Ůाɑ िकए जा सकते हœ, अबm pi sin f ah 
हम आगे बढ़ते हœ सम˟ा के िलए या उस पहचान के िलए जहां हम िपछले ʩाƥान मŐ Ŝके थे,
 इसिलए यिद आपको याद है तो हम यह देखने की कोिशश कर रहे थे िक Ɛा के तन ʩुǿम के तन ʩुǿम को िकसी चीज़ के x y 
तन ʩुǿम के ŝप मŐ िलखा जा सकता है,
 इसिलए यहाँ एक ȕįरत है  ʩुȋिȅ
 इसिलए हम जानते हœ िक ए ɘस बी का एह टैन टैन ए ɘस टैन बी के ऊपर एक माइनस टैन ए टैन बी अब इस फॉमूŊले मŐ है यिद मœ 
एƛ के बराबर टैन ʩुǿम और बी के बराबर टैन ʩुǿम वाई के बराबर करता šं तो  यह वही है जो मुझे इतना तन िमलता है िक यह 
एक है और यह  बी है तो ए ɘस बी का टैन ए ɘस टैन बी एक माइनस टैन ए टाइʈ टैन बी से िवभािजत होता है और िनिʮत ŝप से टैन
उलटा एƛ टैन का एƛ टैन उलटा वाई बराबर वाई होता है और
 इसिलए हमŐ अंततः  यही िमलता है  हमŐ और के टैन ʩुǿमो ंके योग का टैन िमलता है, जो एक माइनस पर ɘस के x y xy x y 
बराबर होता है, 
इसिलए हमारे पास यह कथन है, लेिकन Ɛा इसका मतलब यह है िक टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम टैन ʩुǿम ɘस के x y x y 
बराबर है  एक माइनस से अिधक यह हमेशा सȑ है उȅर नही ंहै यह और के मानो ंपर िनभŊर करता है Ɛोिंक हम जानते हœ xy x y 
िक टैन ʩुǿम फ़ंƕन का रŐज सेट रŐज सेट माइनस बटा 2 2 ɘस बटा टू हैpi pi 
 इसिलए यिद  और ऐसे हœ िक टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम यिद यह टैन ʩुǿम के रŐज सेट से संबंिधत नही ंहै तो हमारे x y x y 
यहां यह समानता नही ंहो सकती है
 इसिलए यह सम˟ा है
 इसिलए अगली कुछ ˠाइड्स मŐ मœ िनɻिलİखत पįरणाम Ůाɑ कŝंगा  यहां एक अǅी तािलका है,
 इसिलए यिद हम यह िदखाएंगे िक यिद गुणा कम है तो  एक 1 तो यह सच है िक तन Ůितलोम जोड़ तन Ůितलोम एक ऋण x y x y 

पर आह तन Ůितलोम जोड़ के ठीक बराबर है लेिकनxy x y 
 इसिलए यह इसके बराबर है यिद एक से कम है लेिकन अɊ मामलो ंके िलए तो  अɊ मामलो ंमŐ यिद और दोनो ंधनाȏक हœ xy x y 
और एक से अिधक है तो उस İ̾थित मŐ हमŐ इस ʩंजक मŐ एक जोड़ना होगा,xy pi 
 इसिलए दूसरी ओर हमŐ यही िमलता है यिद और दोनो ंऋणाȏक हœ लेिकन उȋाद İ̾थर है  एक से अिधक हम एक माइनस x y 
पीआई जोड़ते हœ,
 इसिलए इन तीन İ̾थितयो ंको िदखाने के िलए हमŐ एक छोटे से पįरणाम की आवʴकता होगी, जो िक कुछ ऐसा है िजसे हमने िपछले 
ʩाƥान मŐ देखा है , लेिकन मœने अभी भी इसे यहां िलखने के बारे मŐ सोचा है,
 इसिलए िपछले ʩाƥान से हमारे पास है इन दोनो ंगुणो ंको देखा तो एक यह था िक िकसी भी वाˑिवक के िलए तन Ůितलोम और x 
खाट Ůितलोम का योग हमेशा 2 से होता है और यह भी िक यिद धनाȏक है तो तन Ůितलोम 1 बटा खाट Ůितलोम केx pi x x, x 
समान है,
 इसिलए अब यिद हम  इन दोनो ंकथनो ंको िमलाने का Ůयास करŐ  दोनो ं तो हम िलख सकते हœ िक गैर-ऋणाȏक के िलए हम stat x 
बस इस खाट Ůितलोम को यहाँ पर Ůित̾थािपत कर देते हœ, इसे के ऊपर ʩुǿम एक से बदल िदया जाता है, x x tan 
इसिलए हमŐ यह िवशेष समीकरण Ůाɑ होता है जो िक सभी गैर-ऋणाȏक तन ʩुǿम जमा तन के िलए होता है  ʩुǿम एक x x 
ओवर हमेशा दो से होता है और िफर आह यिद आप इस पूरी चीज़ को एक ऋण िच˥ से गुणा करते हœ तो हमŐ माइनस टैन x pi 
ʩुǿम माइनस टैन ʩुǿम एक ओवर शूɊ से अिधक सभी के िलए माइनस दो से िमलता है, लेिकन चंूिक टैन ʩुǿम  x x x pi 
फंƕन एक अजीब फंƕन है िजसे हम टैन का माइनस िलख सकते हœ ʩुǿम माइनस का टैन ʩुǿम है और इस टमŊ के x , x 
िलए भी यही है, तो यह वही है जो हमŐ िमल रहा है, लेिकन 0 से अिधक की İ̾थित को माइनस के ŝप मŐ भी िलखा जा सकता है।x 
 0 से कम।
 तो अब हम देखते हœ िक इस समीकरण मŐ हमारे पास हर जगह माइनस हैx 
 इसिलए हम कहते हœ िक अगर हम माइनस एƛ के बराबर एक और वेįरएबल का उपयोग करते हœ तो वही चीज़ टैन ʩुǿम y y 
ɘस टैन ʩुǿम एक ओवर माइनस पीआई के ŝप मŐ िलखा जा सकता है।y 
 सभी नकाराȏक के िलए दो से तो हम शायद इसे और इन दो समीकरणो ंका उपयोग करना चािहए y j  
जो बŠत समान िदखते हœ िसवाय इसके िक हमारे पास बटा दो घटा बटा दो यहाँ है तो आइए का मामला लŐ, जब pi n pi ah xy x
गुणा का गुणनफल एक से कम हैy ah 
 इसिलए जब गुणा एक से कम है, लेिकन और दोनो ंसकाराȏक हœ,x y x y 
 इसिलए और दोनो ंसकाराȏक टैन हœ।x y 
 
हम िसफŊ  एƛ के सकाराȏक मूʞो ंको देखते हœ,
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 इसिलए एƛ के इन मूʞो ंके िलए हम देखते हœ िक तन उलटा एƛ ऊȰाŊधर अƗ के सकाराȏक पƗ पर मान ले रहा है,
 इसिलए हम
 इसिलए जब एƛ से अिधक होने पर तन उलटा होता है  शूɊ तो तन ʩुǿम इस अंतराल से शूɊ से पीआई तक दो से संबंिधत होगाx 
और यह तन ʩुǿम के िलए भी सच हैy 
 इसिलए तन Ůितलोम Ɛोिंक सकाराȏक समय है शूɊ से भी शूɊ से बटा दो का होगा लेिकन हमारे पास यह भी है  y y y pi 
तीसरी शतŊ है िक एक से कम है तो मूल ŝप से इसका मतलब है िक कम है  एक से अिधक लेिकन दोनो ं और एक xy y x ah y 

सकाराȏक हœ Ɛोिंक और सकाराȏक हœover x x y 
 इसिलए हमारे पास यह बात है
 इसिलए हम केवल इस वŢ के सकाराȏक अƗ पर ȯान कŐ िūत करने का Ůयास करŐ गे, अब आप सकाराȏक पƗ पर देखते हœ x 
Ɨैितज अƗ पर टैन ʩुǿम का Ťाफ नीरस ŝप से बढ़ रहा है औरx 
 इसिलए यहाँ से हम कह सकते हœ िक टैन ʩुǿम टैन ʩुǿम एक से अिधक से कम है, अब हम दोनो ंपƗो ंपर टैन ʩुǿम y, x x 
जोड़ते हœ,
 इसिलए हमŐ जो िमलता है वह है और िनिʮत ŝप से तो िफर हमŐ जो िमलता है वह िनिʮत ŝप से हमारे यहाँ शूɊ से अिधक का िच˥ है 
और हम यह भी जानते हœ िक तन Ůितलोम शूɊ से बड़ा है Ɛोिंक और दोनो ं और दोनो ंहœ, इस समीकरण के िलए अब x x y x y 
सकाराȏक हœ यहाँ हम करŐ गे  हर जगह टैन ʩुǿम जोड़Ő , तो हमŐ जो िमलेगा वह है टैन ʩुǿम ɘस ज़ीरो टैन ʩुǿम है, टैन x x x 
ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम फाई से कम है और वह टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम एक ओवर एƛ और िनिʮत ŝप से टैन ʩुǿम x x 

से कम है  यहाँ शूɊ से बड़ा है तो हम Ɛा देखते हœ िपछली ˠाइड से पता चलता है िक सभी धनाȏक तन Ůितलोम जोड़ तन x x x 
Ůितलोम एक बटा वाˑव मŐ बटा दो के बराबर है औरx pi 
 इसिलए हम ˙ʼ ŝप से देखते हœ िक यिद और इस शतŊ को पूरा करते हœ तो तन Ůितलोम जोड़ तन Ůितलोम जो िक है यहाँ x y x y 
धनाȏक है और यह से 2 से कम है।pi 

 इसिलए अिनवायŊ ŝप से इसके िलए जब और इस शतŊ को पूरा करते हœ तो ʩुǿम जोड़ ʩुǿम का मान x y tan x tan y 
ʩुǿम के ŵेणी समुǄय से संबंिधत है औरtan 

 इसिलए Ɛोिंक वे ŵेणी से संबंिधत हœ टैन ʩुǿम का सेट Ɛा होगा िक टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम इसके बराबर होगा बेशक x y 
आह दूसरी शतŊ यह है िक यिद एक से कम है और और दोनो ंनकाराȏक हœ और यह के िलए भी हो सकता है  यह xy x y ah 
मामला भी आह पįरणाम बŠत समान है िक टैन ʩुǿम और तन ʩुǿम Ɛोिंक और ऋणाȏक हœ, दोनो ंअंतराल माइनस x y x y 

से दो से शूɊ तक होगें और इस मामले मŐ यहाँ से जो अनुसरण करेगा वह से बड़ा है एक ओवर एƛ और वाईpi ah y x beca  
दोनो ंका उपयोग नकाराȏक है
 इसिलए यहां से हमŐ यह İ̾थित िमलती है और िफर इस İ̾थित से आह Ɛोिंक
 इसिलए अब हम मूल ŝप से Ɨैितज अƗ के नकाराȏक पƗ पर हœ
 इसिलए हमŐ टैन ʩुǿम िमलता है, जो एƛ के ऊपर एक से अिधक है Ɛोिंक  टैन ʩुǿम फ़ंƕन के साथ नीरस ŝप से बढ़ y x 
रहा है जैसा िक इस Ťाफ से देखा जा सकता है और Ɛोिंक है और िफर इसमŐ से यिद हम दोनो ंपƗो ंमŐ टैन ʩुǿम जोड़ते हœ x ah x 
तो यह िनिʮत ŝप से शूɊ से कम है और टैन ʩुǿम भी इससे कम है  शूɊx 
 इसिलए यिद हम इस िवशेष असमानता मŐ टैन ʩुǿम जोड़ते हœ, तो हमŐ जो िमलता है वह है टैन ʩुǿम टैन ʩुǿम x ah x, x 
ɘस टैन ʩुǿम से अिधक है, टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम एक से अिधक और यह टैन ʩुǿम ˙ʼ ŝप से नकाराȏक है x x x 
तो यहाँ से हम यह भी देखते हœ िक अब िपछली ˠाइड मŐ हमने देखा िक सभी ऋणाȏक तन ʩुǿम जोड़ तन ʩुǿम एक बटा x x x
बराबर माइनस बटा दो के बराबर है औरpi 
 इसिलए यह इस Ůकार है िक यिद और इन तीनो ंको संतुʼ करते हœ İ̾थितयाँ तो टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम शूɊ और x y x y 
माइनस बटा दो के बीच İ̾थत है और यह अंतराल शूɊ है और Ɨमा करŐ  यिद और इस शतŊ को पूरा करते हœ तो टैन ʩुǿम pi x y x
ɘस टैन ʩुǿम अंतराल घटा बटा 2 से 0 के अंतगŊत आता है जो  इस मामले के िलए भी टैन ʩुǿम के रŐज सेट का एक y z pi 
सबसेट है,
 इसिलए यह मामला भी इस मामले का एक सबसेट है,
 इसिलए अिनवायŊ ŝप से दोनों
 इसिलए यह मामला तीन है
 इसिलए मामला एक और मामला तीन दोनो ंइस िवशेष मामले से संबंिधत हœ Ɛोिंक यिद आपको मामला याद है  1 भी से कम थाxy 1 
लेिकन और दोनो ंधनाȏक और केस 3 िजसकी हमने अभी चचाŊ की वह भी एक से कम है लेिकन यहाँ और दोनो ंx y xy x y 
नकाराȏक हœ
 इसिलए ये दोनो ंमामले यहाँ इस İ̾थित से संबंिधत हœ और दोनो ंही मामलो ंमŐ हम  देखा िक हमने िदखाया िक टैन ʩुǿम ɘस टैन x 
ʩुǿम अंतराल माइनस पाई बटा टू टू ɘस पीआई बटा टू है जो टैन ʩुǿम का रŐज सेट होता है औरy 
 इसिलए यह इसके बराबर होगा
 इसिलए एक और मामला जो  रहता है अगर ई अपनी तािलका पर वापस जाएं िजसे हमने अभी देखा हैw  
 इसिलए हमने वाˑव मŐ इस कम से कम तीन मŐ िवभािजत िकया है मूल ŝप से हमने पहले दो अलग-अलग İ̾थितयो ंमŐ िवभािजत xy 
िकया है,
 इसिलए एक शतŊ यह है िक एक से कम है लेिकन यह शूɊ से बड़ा हैxy 
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 इसिलए यह  केस एक और केस तीन जो हमने अभी देखा है , मूल ŝप से इस एह सब कंडीशन के िलए हœ और िफर एक और कंडीशन 
है जो है जो ज़ीरो के बराबर से कम हैxy 
 इसिलए यिद हम इस और इस कंडीशन का िमलन लेते हœ तो हमŐ आİखरकार यह कंडीशन िमल जाती है  यह İ̾थित हम पहले ही केस 1 
और केस 3 िदखा चुके हœ, अब हम यह िदखाने जा रहे हœ िक टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम इसके बराबर है, जब गैर x y xy 
सकाराȏक है,
 इसिलए यिद यह शूɊ के बराबर से कम है तो यह सािबत होगा िक  इस İ̾थित के िलए कम से कम एक टैन ʩुǿम ɘस टैन xy x 
ʩुǿम एक घटा से अिधक ɘस के टैन ʩुǿम के बराबर है,y xy x y 
 इसिलए हमने इसे केस फाइव नाम िदया है
 इसिलए मœ इसे िलखंूगा
 इसिलए मœ यहां केस फाइव के ŝप मŐ िलखंूगा तािक जब  तथा  यह काफी आसान है Ɛोिंक जब और गैर धनाȏक होते हœ तो एकx y 
मामला यह है िक शूɊ के बराबर से कम है शूɊ से अिधक शूɊ के बराबर से बड़ा है दूसरा िवपरीत है शूɊ के बराबर से x y y x 
बड़ा है लेिकन कम है  शूɊ के बराबर हैy 
 इसिलए İ̾थित पांच के िलए Ɛोिंक शूɊ के बराबर से कम है, हम देखते हœ िक तन Ůितलोम अंतराल माइनस बटा टू टू a x x pi 
ज़ीरो का होगा और टैन ʩुǿम शूɊ से बटा दो और िफर िनिʮत ŝप से होगा चँूिक हम इसमŐ से टैन ʩुǿम को टैन ʩुǿमy pi x 

के साथ जोड़ते हœ और यह इस Ůकार है िक टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम अंतराल माइनस बटा टू टू ɘस ɘस पाई ब टू y x y pi 
टू से संबंिधत होगा,
 इसिलए यह देखना बŠत आसान है िक इस मामले के िलए टैन  ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम इसका होगा टैन का रŐज सेट उलटा औरx y 
िफर आह जब शूɊ के बराबर से अिधक है और शूɊ टैन के बराबर से कम है ʩुǿम शूɊ से बटा दो टैन ʩुǿम से x y x pi y 
संबंिधत होगा माइनस पाई बटा टू ज़ीरो का होगा तो इस मामले मŐ भी आप  देखŐगे िक टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम टैन ʩुǿम x y, 
के रŐज सेट से संबंिधत होगा और ऐसा
 इसिलए है Ɛोिंक यिद आप देखते हœ िक आप 0 से पीआई को 2 से जानते हœ और माइनस पीआई 2 से 0 तक हœ यिद आप आपको लेते हœ
जब हम जोड़ते हœ इन दोनो ंको हमŐ अिनवायŊ ŝप से इस सेट के साथ इस सेट का संघ लेना होगा और संघ ठीक तन ʩुǿम का रŐज सेट 
है और इस मामले मŐ भी यही हो रहा है
 इसिलए अिनवायŊ ŝप से हमने पहली पंİƅ को यहां िदखाया है
 इसिलए यह मामला पांच था तो इस का िमलन और यह है यह İ̾थित एक से कम है तो हमने जो िदखाया है वह यह है िक यिद xy x 
और का गुणनफल एक से कम है तो ʩुǿम जोड़ ʩुǿम ŵेणी टैन ʩुǿम के सेट से संबंिधत है औरy tan x tan y ah 
 इसिलए यह इस अिभʩİƅ के बराबर है यहां अɊ दो मामले भी बŠत किठन नही ंहœ
 इसिलए एक मामला है जहां एक से बड़ा है और दोनो ं और सकाराȏक हœxy x y 
 इसिलए इस मामले मŐ तन Ůितलोम शूɊ से बटा दो से संबंिधत होगा ʩुǿम शूɊ से बटा दो का होगा  िफर से x pi tan y pi 
Ɛोिंक वे दोनो ंसकाराȏक हœ और Ɛोिंक से बड़ा है , हमारे पास से अिधक है,xy 1 y 1 x 
 इसिलए चंूिक तन ʩुǿम एक नीरस ŝप से बढ़ता Šआ कायŊ है,
 इसिलए हमŐ यह कथन िमलता है िक तन Ůितलोम एक से अिधक के तन ʩुǿम से बड़ा है और िफर जैसा िक हमने पहले िकया y x 
था, हम दोनो ंतरफ टैन ʩुǿम जोड़ दŐ गे और यह वही है जो हमŐ दािहने हाथ की ओर िमल रहा है, हम िफर से टैन इनवसŊ एƛ के x 
साथ टैन इनवटŊ एक के साथ टैन इनवसŊ टैन ʩुǿम एƛ ɘस टैन इनवसŊ वन Ůाɑ करते हœ।

के ऊपर जो हमने िदखाया था िक जब धनाȏक होता है तो इसका मान बटा दो के बराबर होता है और  x x pi 
 इसिलए हम जो देखते हœ वह यह है िक इस पįर̊ʴ के िलए यहाँ टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम वाˑव मŐ से दो गुणा ah x y pi 
अिधक है  पीआई से दो और
 इसिलए आह इस मामले के िलए हमारे पास Ɛा है तो आइए देखŐ िक Ɛा मœ कहता šं िक थीटा टैन उलटा एƛ ɘस टैन उलटा वाई है 
तो यह केस नंबर दो के िलए है तो हमारे पास यह है िक यह पीआई से दो से बड़ा है  लेिकन िनिʮत ŝप से यह थीटा होना चािहए  पाई से 
कम Ɛोिंक Ɛोिंक तन Ůितलोम और तन Ůितलोम दोनो ं0 से बटा 2 से संबंिधत हœ,x y pi 
 इसिलए तन Ůितलोम जमा तन Ůितलोम का सबसे बड़ा धनाȏक मान केवल बटा 2 जोड़ बटा दो हो सकता है जो x y pi pi pi 
है तो ˙ʼ ŝप से यह  आह थीटा को पीआई से कम होना चािहए,
 इसिलए अंततः  इस मामले के िलए दो हमारे पास यह है िक थीटा अंतराल पीआई से दो से पीआई से संबंिधत है, अब सम˟ा यह है िक 
िनिʮत ŝप से इस थीटा का आह तन एक शूɊ से अिधक एƛ ɘस वाई के बराबर है तो यह इस ʩाƥान मŐ तन ʩुǿम कायŘ xy 
पर हमारी पहली ˠाइड से अनुसरण करता है,
 इसिलए मूल सम˟ा िफर से है िक हमŐ िदया गया है
 इसिलए यह िदया गया है िक थीटा अंतराल पीआई से 2 से पीआई तक और उसी पर होना चािहए  समय यह इस शतŊ को संतुʼ करना 
चािहए िक टैन थीटा बराबर है जमा बटा 1 घटा x y xy
 इसिलए यिद आपको यह िफर से याद है तो उस Ůकार की सम˟ा है िजस पर हम पहली कुछ ˠाइड्स मŐ चचाŊ कर रहे थे िक आपके 
पास थीटा का है तो यहाँ  कुछ के बराबर टैन फ़ंƕन हैf f z 
 इसिलए मूल ŝप से यह मान है और हमŐ इसकी आवʴकता है, लेिकन सम˟ा यह है िक यह थीटा संबंिधत नही ंहैz  
 इसिलए थीटा ʩुǿम के ŵेणी सेट से संबंिधत नही ंहै,f 
 इसिलए यहां भी हम कहते हœ िक हम देखते हœ िक थीटा वाˑव मŐ से से अंतराल तक दो से संबंिधत है  टू पीआई जो एफ ah pi pi 
का रŐज सेट नही ंहै, आह टैन ʩुǿम का रŐज सेट वाˑव मŐ माइनस पीआई टू टू ɘस पीआई बटा टू है
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 इसिलए यह ठीक उसी Ůकार की सम˟ा है िजस पर हम पहले कुछ ˠाइड्स मŐ चचाŊ कर रहे थे और  आप सामना करते रहŐगे या आप 
इस Ůकार की सम˟ा को देखते रहŐगे जब आप जब भी आप उलटा िũकोणिमतीय कायŘ से िनपटते हœ तो इस मामले मŐ हम जो चाल करते
हœ वह सबसे पहले हम देखते हœ िक चंूिक यह टैन उलटा फ़ंƕन का रŐज सेट नही ंहै हमŐ कुछ ऐसा करने की ज़ŝरत है तािक थीटा पर 
कुछ ऑपरेशन हो तािक हमारे पास मूल ŝप से ऐसा हो तो हम Ɛा करते हœ िक हम इस थीटा को लेते हœ और हम वाˑव मŐ इसमŐ से 
पीआई घटाते हœ,
 इसिलए यिद हम इसमŐ से पीआई घटाते हœ तो थीटा दो से पीआई से संबंिधत है िपय करने के िलए Ɛा होगा िक थीटा माइनस पाई 
इंटरवल माइनस पाई बाय टू टू जीरो का होगा और हम जो जानते हœ वह यह है िक माइनस पाई बाय टू टू जीरो ˙ʼ ŝप से संबंिधत है
 इसिलए यह अंतराल टैन ʩुǿम के रŐज सेट का एक सबसेट है और  कारण है िक इस थीटा से पीआई को घटाने का कारण दुगना है 
पहला कारण यह है िक मुझे एक नया कोण थीटा माइनस पीआई िमलता है जो इससे संबंिधत है
 इसिलए यह अंतराल टैन ʩुǿम के रŐज सेट का एक सबसेट है ,
 इसिलए पाई को घटाने का कारण िफर से दो गुना है पहला कारण यह है िक मुझे एक नया कोण थीटा माइनस पीआई िमलता है जो टैन 
ʩुǿम के रŐज सेट से संबंिधत है , दूसरा यह है िक मुझे पता है िक टैन फ़ंƕन पी के साथ आविधक है
 इसिलए थीटा माइनस पीआई का टैन  टैन थीटा के समान है िजसे हम जानते हœ िक एक ऋण पर जमा के बराबर है,xy x y 
 इसिलए दूसरा कारण है िक हमने थीटा से घटाए जाने के िलए इस कोण को चुना है,pi 
 इसिलए अंत मŐ इस समीकरण मŐ हमारे पास यह है िक हम एक कोण की ˙शŊरेखा है  जहां यह कोण एक ऋण पर इस मान le xy x
जमा के बराबर टैन ʩुǿम के ŵेणी सेट से संबंिधत है औरy 
 इसिलए अब हम आसानी से िलख सकते हœ िक थीटा माइनस एक घटा पर ɘस के टैन ʩुǿम के बराबर है और िफरpi  xy x y 
से  यहाँ यह इस Ůकार है िक थीटा बराबर पाई ɘस टैन ʩुǿम ɘस एक ऋण से अिधक है और यहाँ तािलका मŐ ठीक यही x y xy 
िलखा गया था िक 
इसिलए यह केस नंबर दो थाah 
 इसिलए यिद और दोनो ंसकाराȏक हœ और इससे बड़ा है  एक तो तन ʩुǿम जोड़ तन ʩुǿम एक ऋण के x y xy x y, xy 
ऊपर जोड़ का जोड़ तन ʩुǿम के बराबर होगा,x y pi 
 इसिलए हमने अभी-अभी सािबत िकया है और समय के िहत मŐ हम Ůमाण के साथ आगे नही ंबढ़Ő गे  यह अंितम कथन है लेिकन यह ठीक
उसी तरह से भी िकया जा सकता है जैसे हमने केस दो िकया था और िफर िनिʮत ŝप से टैन ʩुǿम ɘस से अिभʩİƅ Ůाɑ x y 
करना बŠत आसान है , उदाहरण के िलए 2 टैन ʩुǿम Ɛोिंक हम 2 गुना टैन ʩुǿम िलख सकते हœ टैन ʩुǿम ɘस टैन इनवॉइसx 
के ŝप मŐ  और िफर हम के बराबर के साथ टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम फॉमूŊला का उपयोग कर सकते हœ erse x y x x y 
और यह वही है जो हम उस मामले मŐ Ůाɑ करने जा रहे हœ तािक आप मूल ŝप से इसे िफर से सȑािपत करने के िलए थोड़ा अɷास कर
सकŐ ।
 टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम से टैन ʩुǿम माइनस टैन ʩुǿम के िलए अिभʩİƅ Ůाɑ करना आसान है और मœ जʗी x y x y 
से इसके माȯम से जाऊंगा
 इसिलए टैन ʩुǿम माइनस टैन ʩुǿम को टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम के ŝप मŐ िलखा जा सकता है माइनस और x y x y 
ऐसा
 इसिलए है Ɛोिंक टैन ʩुǿम फ़ंƕन एक िवषम फ़ंƕन है और िफर हम अब ऐसा करते हœ िक हमने इसे दो अलग-अलग चर और x 
माइनस के टैन ʩुǿमो ंके योग के ŝप मŐ िलखा है, y 
इसिलए हमŐ अपने उपयोग करने मŐ सƗम होना चािहए  पįरणाम जो हमारे पास पहले था अगर हम उस तािलका का उपयोग करते हœ तो 
हम जो देखते हœ वह यह है िक हमारे पास ये तीन İ̾थितयां थी ंएक तो पहली शतŊ गुना घटा एक से कम है तो मœ आपको उस x y 
तािलका को बŠत जʗी िदखाता šं
 इसिलए यह बŠत आसान है हम Ɛा  बस इतना करना है िक इस पूरे मŐ  तािलका मŐ हर जगह हमŐ बस इस को माइनस से बदलनाy y 
होगा और िफर हमŐ टैन ʩुǿम माइनस टैन ʩुǿम के िलए ʩंजक िमलेगा,x y 
 इसिलए हमने यहाँ ऐसा िकया है,
 इसिलए यिद आप उस तािलका मŐ को माइनस से Ůित̾थािपत करते हœ, तो आप यही हœ इतना गुना माइनस Ůाɑ करŐy y x y 
 इसिलए पहले हमारे पास एक से कम था लेिकन हम को माइनस से बदल देते हœxy y y 
 इसिलए हमŐ गुना माइनस एक से कम िमलता है िजसे िलखा जा सकता है उसी İ̾थित को समान ŝप से िलखा जा सकता है x y x 
Ɛोिंक माइनस एक से बड़ा है  और िफर हमारे पास िपछली ˠाइड टैन ʩुǿम ɘस था, लेिकन िफर के बजाय हम xy x y y 
माइनस िलखते हœ,y 
 इसिलए हमŐ एक माइनस पर ɘस माइनस िमलता है, जो हमारे पास पहले था, लेिकन Ɛोिंक को माइनस पांच से बदल xy x y y 
िदया जाता है अब हमारे पास 1 माइनस गुना माइनस है और वही काम जो हमŐ अɊ İ̾थितयो ंके िलए करते रहना है औरx y 
 इसिलए अंत मŐ हम अंत मŐ Ůाɑ करते हœ
 इसिलए ये तीनो ंİ̾थितयो ंके िलए पंİƅयाँ हœ और टैन ʩुǿम माइनस टैन के िलए मान हœ  ʩुǿम İ̾थित के आधार पर x y sa  x 
और दोनो ंसे संतुʼ होकर अब तक हमने केवल यह देखा है िक कैसे दो अलग-अलग चर और के टैन ʩुǿम को जोड़ा जाता y x y 
है, लेिकन िनिʮत ŝप से इन चीजो ंको सामाɊीकृत िकया जा सकता है, उदाहरण के िलए हम कहते हœ िक हम साइन इनवसŊ ɘस x 
कॉस की गणना करना चाहते हœ।
 ʩुǿम और हम इसे कैसे करते हœ,y 
 इसिलए एक िविध यह हो सकती है िक हम ˙ʼ ŝप से साइन इनवसŊ एƛ से टैन ʩुǿम से िकसी चीज़ के ŝपांतरण फ़ामुŊलो ंका पता 

Pru
tor
@
IIT
K



लगा सकते हœ और िफर से कॉस इनवसŊ से टैन ʩुǿम से कुछ के िलए अिनवायŊ ŝप से हम इन दोनो ंको पįरवितŊत करते हœ।y 
 
दो अɊ चरो ंके तन ʩुǿमो ंके िलए यहां शɨ और िफर चंूिक हम िपछली ˠाइड से पहले से ही जानते हœ िक दो चर के तन Ůितलोम 
को कैसे जोड़ा जाए, हम आह Ůाɑ करŐ गे, हम इस पूरी चीज को एक चर के तन ʩुǿम के ŝप मŐ Ůाɑ कर सकते हœ 
और िफर इससे हमŐ मदद िमलनी चािहए
 इसिलए सम˟ा यह है िक ऐसा करने के िलए हमŐ कुछ ŝपांतरण सूũो ंकी आवʴकता होगी तन से साइन इनवसŊ से टैन उलटा और 
इसके िवपरीत और िफर कॉस इनवसŊ से टैन ʩुǿम और िफर टैन इनवसŊ से सह  ʩुǿमs 
 इसिलए िनɻिलİखत ˠाइड्स मŐ हम जʗी से उन पर जाने की कोिशश करŐ गे तो आइए हम साइन इनवसŊ और टैन ʩुǿम के मामले 
को लेते हœ, 
इसिलए यहाँ सवाल यह है िक हमारे पास का मान है जो ˙ʼ ŝप से उह के बीच मŐ है  एक और ɘस वन और िफर हम देखना x ah 
चाहते हœ िक एƛ का एह साइन ʩुǿम तन के बराबर है,
 इसिलए हम यहां इस Ůʲ िच˥ को खोजना चाहते हœ, तो आइए हम कहŐ िक थीटा पाप ʩुǿम के बराबर है, तो ˙ʼ ŝप से थीटा ŵेणीx 
से संबंिधत है साइन ʩुǿम का सेट जो माइनस पीआई टू टू ɘस पीआई बाय टू है और िफर चंूिक हम इस अǒात चीज को यहां ढंूढना 
चाहते हœ, हम वाˑव मŐ साइन इनवसŊ एƛ के टैन को खोजने मŐ Ŝिच रखते हœ Ɛोिंक यिद आप यहां इस समीकरण को देखते हœ तो मœ 
लेता šं  दोनो ंपƗो ंपर टŐगŐट फ़ंƕन जो मुझे Ůाɑ होगा वह साइन इनवसŊ का टैन है यिद मœ दोनो ंतरफ टैन लेता šं तो यह अǒात चीज़x 
के बराबर है और चंूिक साइन इनवसŊ एƛ को थीटा Ȫारा दशाŊया गया है, हम अंततः  खोजना चाहते हœ थीटा का तन लेिकन टी का तन यहां
से हम पहले से ही देखते हœ िक साइन थीटा वाˑव मŐ के बराबर है और कॉस थीटा का पता लगाना आसान है Ɛोिंक इस मामले मŐ x 
Ɛोिंक थीटा माइनस पाई बटा टू टू ɘस पीआई बटा टू कॉस थीटा हमेशा रहेगा सकाराȏक यह हमेशा सकाराȏक रहेगा और
 इसिलए और यह भी िक हम पहले से ही इस सूũ को जानते हœ िक कॉस ˍायर थीटा एक माइनस पाप ˍायर थीटा पाप थीटा के बराबर
है x
 इसिलए हम कॉस ˍायर थीटा को एक माइनस एƛ ˍायर के ŝप मŐ िलख सकते हœ और िफर िनिʮत ŝप से कॉस थीटा एक ऋण x
वगŊ के धनाȏक वगŊमूल के बराबर है Ɛोिंक हम जानते हœ िक जब थीटा इस अंतराल से संबंिधत होता है तो थीटा शूɊ से अिधक होता है
 इसिलए हम 
एक ऋण वगŊ के एक ओवर का धनाȏक वगŊमूल लेते हœ और यही हम डालते हœ  यहाँx 
 इसिलए हम अंत मŐ Ůाɑ करते हœ िक थीटा का टैन एक माइनस वगŊ की जड़ पर के बराबर होता है औरx x 
 इसिलए यिद आप इसे साफ-सुथरा िलखना चाहते हœ तो हम इसे टैन ऑफ़ िसन ʩुǿम के बराबर एक माइनस वगŊ के मूल के x x x 
बराबर िलख सकते हœ और  चंूिक  अब यह यिद आप इस िचɎ को ʩुǿम साइन ʩुǿम देखते हœ, तो यह ˙ʼ ŝप से इस x x 
अंतराल से संबंिधत होगा और यह अंतराल भी टैन ʩुǿम का ŵेणी सेट होता है,
 इसिलए हमारे पास कुछ कोणो ंका टैन हैटा इस मान के बराबर है और यह थीटा ŵेणी सेट से संबंिधत है  तन ʩुǿम का और
 इसिलए यह देखना बŠत आसान है िक ˙ʼ ŝप से यह थीटा 
एक ऋण वगŊ की जड़ के ऊपर के तन ʩुǿम के बराबर होगा,x x 
 इसिलए यहाँ पर यह Ůʲ िच˥ एक ऋण वगŊ के के बराबर के बराबर है और िफर  हमŐ यह करना होगा िक हमŐ इसका उʐा x x x 
भी करना होगा जो िक मान लीिजए िक अगर हमŐ वाˑिवक संƥाओ ंसे संबंिधत का कुछ मान िदया जाता है और िफर हमसे यहx ah 
Ůʲ पूछा जाता है िक साइन इनवसŊ फंƕन के इस तकŊ  को खोजŐ जैसे िक टैन ʩुǿम है x 
यहाँ इस अǒात चर के साइन ʩुǿम के बराबर है,
 इसिलए हम िफर से उसी तरह से शुŝ करते हœ जैसे हमने पहले िकया था , हम थीटा Ȫारा टैन ʩुǿम को िनŝिपत करते हœ, तो ˙ʼx 
ŝप से थीटा टैन ʩुǿम के रŐज सेट से संबंिधत है जो िक वŐ है  ई ओपन इंटरवल माइनस पाई बटा टू ɘस पाई बटा टू और िफर साइन 
थीटा को टैन थीटा ओवर सेकŐ ट थीटा के ŝप मŐ िलखा जा सकता है Ɛोिंक सेकŐ ट थीटा एक ओवर कॉस थीटा है जो एक ɘस टैन ˍायर
के वगŊमूल पर टैन टैन थीटा के बराबर है थीटा तो हम इस पहचान को जानते हœ िक एक ɘस टैन ˍायर थीटा सेकŐ ड ˍायर थीटा है
 इसिलए हमने यहां इस चरण के िलए उपयोग िकया है,
 इसिलए हम िलख सकते हœ Ɛोिंक थीटा को इस तरह पįरभािषत िकया गया है, यह ˙ʼ है िक एƛ वाˑव मŐ तन तन के बराबर है थीटा
 इसिलए हम इस टैन थीटा को यहां से बदल देते हœ और िफर टैन ˍायर थीटा को वगŊ से बदल िदया जाएगा जािहर है िक यह x x 
वगŊमूल यहां सकाराȏक वगŊमूल है, इसका कारण यह है िक जब थीटा अंतराल माइनस पीआई से 2 से ɘस पीआई से संबंिधत है  2 कॉस
थीटा और
 इसिलए थीटा का सेकŐ ट इस अंतराल मŐ सभी थीटा के िलए सकाराȏक है और
 इसिलए चंूिक आह सेकŐ ड थीटा सकाराȏक है
 इसिलए हम 1 ɘस वगŊ का सकाराȏक वगŊमूल लŐगे,x 
 इसिलए अंत मŐ हमारे पास थीटा की साइन है जहां  थीटा टैन ʩुǿम इसके बराबर हैx 
 इसिलए हम वाˑव मŐ इसे टैन की Ǜा के ŝप मŐ िलख सकते हœ Ůितलोम बराबर एक ɘस वगŊ के मूल के ऊपर है लेिकन यह x x x 
कोण टैन ʩुǿम माइनस बटा 2 से ɘस बटा 2 है जो िक भी है  साइन ʩुǿम का रŐज सेट ऐसा हैx pi pi 
 इसिलए यह वाˑव मŐ साइन इनवसŊ के रŐज सेट का एक सबसेट है और
 इसिलए इस कथन से यह इस Ůकार है िक टैन ʩुǿम एक ɘस वगŊ के ŝट पर के साइन ʩुǿम के बराबर है,x x x 
 इसिलए यह  साइन इनवसŊ फ़ंƕन के तकŊ  के अंदर यहां बड़ा Ůʲ िच˥ वाˑव मŐ एक ɘस वगŊ के के बराबर है, एक छोटा सा x x 
उदाहरण हमŐ इस सूũ के महȕ को समझने मŐ मदद करेगा िजसे हमने अभी Ůाɑ िकया है, तो आइए हम कहŐ िक हमसे पूछा जाता है  
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इस अɊ वाˑिवक संƥा के एक से तीन गुना अिधक पाप ʩुǿम के साइन ʩुǿम के मूʞ की गणना करने के िलए, 
जो आह का दो गुणा एक घटा वगŊमूल आठ के वगŊमूल से एक घटा है,
 इसिलए यिद हमŐ याद है तो हमने इस सूũ को सािबत कर िदया है िक साइन का ʩुǿम एक माइनस वगŊ x x 
के के ऊपर के ʩुǿम के बराबर होता है,x x 
 इसिलए के बराबर एक बटा तीन के साथ और यिद आप इस सूũ का उपयोग करते हœ तो हमŐ जो िमलेगा वह है साइन ʩुǿम एक x 
बटा तीन के बराबर है टैन टैन ʩुǿम एक बटा तीन को एक बटा नौ के वगŊमूल से िवभािजत िकया जाता है Ɛोिंक तीन से अिधक पूरा 
वगŊ एक बटा नौ होता है और िफर यह एक के तन ʩुǿम के बराबर होगा आठ का वगŊमूल
 इसिलए एक से अिधक तीन का साइन ʩुǿम वाˑव मŐ तन ʩुǿम होता है आठ के एक से अिधक वगŊमूल का और यह धनाȏक 
वगŊमूल है यिद हम पीछे जाते हœ तो आपको याद आता है िक हमने यहाँ धनाȏक वगŊमूल िलया था और इसी तरह दूसरे पद के िलए भी हम
उस साइन को दो गुणा तीन गुना एक ऋण के िलए िलख सकते हœ  आठ का एक बटा वगŊमूल तन के ʩुǿम के बराबर होता है
 इसिलए यह है तो 2 गुणा 3 गुना 1 घटा 1 8 के वगŊमूल से िवभािजत 1 के धनाȏक वगŊमूल से िवभािजत इस वˑु का वगŊ जो 4 गुणा 9x 
गुना 1 घटा होगा  1 वगŊमूल से  8 पूणŊ वगŊ का और िजसे सरल िकया जा सकता है, उलटा 2 गुणा 1 घटा मूल 8 तो हम इस 3 को नीचे 
वगŊमूल मŐ ले जाएंगे तािक 
इस िवशेष पद के वगŊ का 9 घटा 4 गुना हो जाए जो िक एक ɘस एक होगा  आठ घटा दो बटा आठ का वगŊमूल और अगर हम इसे 
अगली ˠाइड पर ले जाते हœ तो यह बराबर होगा टैन ʩुǿम 2 गुणा 1 घटा 1 बटा 8 का वगŊमूल 5 के वगŊमूल के ऊपर और िफर घटा 
आधा और िफर जमा 8 ब  8 का वगŊमूल जो 2 गुना 1 घटा के तन के ʩुǿम के बराबर है,
 इसिलए हम वाˑव मŐ एक नीचे का वगŊमूल ले सकते हœ और देख सकते हœ िक हमŐ इतना अǅा Ɛा िमलता है इसे दो गुना एक घटा एक 
आठ से अिधक के वगŊमूल के ŝप मŐ भी िलखा जा सकता है नौ बटा दो का वगŊमूल आठ का वगŊमूल और वह है तन के बराबर दो गुणा 
आठ का वगŊमूल घटा एक बटा वगŊमूल का
 इसिलए हम आठ के वगŊमूल को हर मŐ ले जाते हœ यहां हमŐ छȅीस जमा आठ गुना िमलता है आठ का वगŊमूल तो वह होगा आठ  आठ का 

गुना वगŊमूल तो ऐसा है िक यह दूसरे पद के िलए हैt 
 इसिलए यह िवशेष शɨ यहाँ साइन इनवसŊ टू बाय Ūी गुना यह इस चीज़ के टैन ʩुǿम के बराबर है और िफर अब हमŐ ऐसा करना होगा
हमने पहले उस साइन को देखा  एक बटा तीन के ʩुǿम की गणना एक बटा जड़ आठ के तन के ʩुǿम के ŝप मŐ की गई थी और 
हमŐ इस बात के िलए एक और अिभʩİƅ िमली है जो िक यहाँ है
 इसिलए अब हमŐ उन दोनो ंको जोड़ने की İ̾थित मŐ होना चािहए तािक अंत मŐ हमारे पास वह साइन ʩुǿम हो  1 बटा 3 जोड़ 2 का 3 
गुना 1 घटा 1 घटा 8 के वगŊमूल के ऊपर टैन ʩुǿम 1 8 के वगŊमूल से अिधक तन ʩुǿम
 इसिलए इस अिभʩİƅ मŐ हम इस 4 को रȞ कर सकते हœ, हम 4 का वगŊमूल ले सकते हœ  यहाँ तो हमŐ 8 माइनस 1 का वगŊमूल 9 का 
वगŊमूल और आठ का दो गुना वगŊमूल िमलता है, तो अब हमने अिनवायŊ ŝप से Ɛा िकया है िक हमने दो साइन ʩुǿमो ंके योग को दो 
तन ʩुǿमो ंके योग मŐ बदल िदया है और िफर हम  टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम x yf .
 का उपयोग करŐ   ऑरमुला तो इस मामले मŐ हम Ɛा जांच सकते हœ और मœ अब ऐसा नही ंकŝंगा,
 इसिलए हमारे पास इस मान के बराबर और इस मान के बराबर है और आप जांच सकते हœ िक इस और इस का गुणन 1 सेx y x y 
कम है तो इसका मतलब है िक मœ टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम के िलए उपयोग कर सकता šं इस सूũ का उपयोग कर सकता šं टैन x 
उलटा एƛ ɘस वाई बाय 1 माइनस एƛ ऐसाxy 
 इसिलए है Ɛोिंक इस बार यह गुना से कम है और िफर यह बŠत आसान हो जाता है  Ɛोिंक तब हम इसे टैन ʩुǿम 1 के x y 1 
वगŊमूल बटा 8 जमा मूल आठ घटा एक को नौ के मूल से जोड़ दो मूल आठ को एक ऋण से अिधक और िफर एक को आठ के वगŊमूल के 
ŝप मŐ िलख सकते हœ,
 इसिलए यह बहȅर जमा दो का ऋणमूल बन जाता है  बार तो ɘस सोलह गुना आठ का वगŊमूल और यह आह आगे सरलीकरण पर आह
जो कुछ भी अंदर है वह वाˑव मŐ एक होगा
 इसिलए अंश और हर समान होगें और वह एक आसान अɷास के ŝप मŐ छोड़ िदया गया है
 इसिलए यह एक के तन के िवपरीत हो जाएगा जो बटा चार के बराबर है तो pi t .
 मŐ  उनके ʩाƥान मŐ हमने अिनवायŊ ŝप से इन ʩुǿम िũकोणिमतीय कायŘ के बीच कुछ और संबंधो ंको Ůाɑ िकया और िवशेष ŝप 
से हमने टैन ʩुǿम ɘस टैन ʩुǿम के सूũ और साइन इनवसŊ और टैन ʩुǿम के बीच ŝपांतरण पर चचाŊ की,x y 
 इसिलए अगली कƗा मŐ हम कुछ अɊ आह सूũ देखŐगे  और कुछ सम˟ाओ ंको भी उठाएं एक और बŠत महȕपूणŊ बात जो हमने इस 
ʩाƥान मŐ भी देखी वह यह है िक हमने िदखाया िक उन मामलो ंसे कैसे िनपटŐ जहां हमारे पास के बराबर थीटा है जहां कुछ x f f 
िũकोणिमतीय कायŊ है लेिकन थीटा मŐ नही ंहोने के िलए िववश है एफ उलटा का रŐज सेट धɊवाद Pru
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