
ङߕదܽ ఉప࠴   సంࡹ࢑ ࡹమ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾనऱ߯ ङߕండవ ఉపࡓ  छࣃ ړߖࣃ గతం, ఈ ఉపߕङ సంࡹ  ܼంܐం݋ 
ఇనछ ࡛झ  ఇనछ ࡛झ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  వంܽ ऴߦథࠫక ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾనऱ ࠪࡹ࢑లࡹ ऴߦథࠫߖڒऒ  x cos x x࠭࠲ 
రछߖ ۨంۧ࠭.
ల మధङ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ఈ ࠭࠲  ऒߖڜ  ࡍڷ  फంࡱߩ మ࠾ࡍ సంబం߄లࢣ ߘऴఘ ڒࡎङ అధङ ڴ ߵ యనం 
ऒߕޔࠓయۯ ࠭ ఇకए డ ࡅ ߤ࠳ݨకए  పܽदక మߘ࠭ ࠭࠲ ࠾ࡍపܽ ఉపߕङ సంࡹ చࡍऐ ంۨన ࠴తफం ఆࡏ 
ఒకए ޒऴప ߖ ݭ࠼ఈ సऱ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ߅ࡍల ప ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ फࣃۨࣇ ࡍࣃ ࠭ ఇߩओ ङߕఆ߯ ఈ ఉప ݡ సంࡹ 
ఆࣣ ఇకए ޶ం࠭ ۯంࠚరంߦమనం ऴ ݞږ డ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ  మࡹ࢑ ߤ࣌ ࠾ࡍమం మధङ  గందరړߖࡿڿ x x 
ङࡃరڷ ङ޳࢑ ޴మం ࡮ۧ  ఇకए ڕबలࡏ డ ఒక ۨనऒ  ࣛచऐ  ,޴క ఉంࡍ
దయࣄۯ ఈ ࡓంݢ ఒ࡮ښ ఉండవࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ 
ఉ޳హరణڕ సࠪనం ڕࣆޓం޳ం  ߕࣆऒ ఇనछ ߤ࣌ ړ ࡛झ ऒߕࣆ   x ޙ࠼అ ,ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ
ऒߕࣆ ߘߩ࢙ ݟڕ ऒߕࣆ ߤ࣌ మంࡹ࢑ ߤ࣌ సࠪనం ړ भ޳ށగ ߖమం అࡹ࢑  ం  అ޴ߝ వߤ అߤ࣌ ߤߦ x x h 
ऒߕࣆ ޴ఇ ,ࡗ܋ ߯ ఒకܽ ߖరछ ۨంచబడ޶ࡶ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࡓంݢ ఒ࡮ښ ఉండవ࢑ ߖవࡍంచړߖݞ ఇ޴ 
ఒక మంۨ ఉ޳హరణ, మࡖక ࢑షయం ఇకए డ ࠳న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ కएࡅ మంࡹ࢑ ߤܼ   ऴప߄న ࡱ࢑వߘ 
కھߘనడం.
కएࡅ ݡ࠮   ओߩఇ ݋ࡐ  ऒߖఅ ޴ߝఅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ߤܼ ,ࣆࡱޘ ڕమన ݡ  ࢐సफవ సంఖङ ల ߖ ߤ࠳ݨ కڵ࡯ 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ప߅ࡍ అ࠳ ޴ߝన࣒ 2 ࠑ మ2 ࠑ ࠾ࡍ మధङ  ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ङޙఈ ऴప ߖఅ ࡽ క pi pi 
ఉ޳హరణ ڝసం ఇకए డ ࠳న࣒ ޜ ݋ࡐ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.ah x 
 ݡ࠮  
 ࠾ࡍసࠪనం మ ړޓऴ ݋ࡐ న࣒࠳ ݡ࠮ ߯ న࣒࠳ బܽदڒ ݡ࠮ ߯ న࣒࠳ అం݄ ߤܼ లڶऴݟ న࣒ అర࢙࠳
పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ࡹమంࡌ࢑ ఈ ݡ࠮ ߯ న࣒࠳   యగల࠭ۯ బܽद మనంڒ ޴ఉంܿం ݡంࡓ ߯ 
న࣒ వర࠳ ݡ࠮ ठ࠮లం ࡅకए  మంࡹ࢑ ߤܼ 
 ࢑షయం ఏࠫటం݄ నࣄఉండవల ڴऴగతफ܉ ఆࣣ మనం ߤవ ݟऴ࢐యం ߖసࠪనం అ ړ߯ న࣒࠳ కం݄ ݡ࠮
छ޳  ߧ 2 ߤܼ ߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ3 ݋ࡐ న࣒࠳ ݞږ 3 ࠑ ߯ న࣒࠳ ߯ , కएࡅ న࣒࠳ ݞږ 3 ࡌ  squ  3 
కएࡅ ޓऴ ݋ࡐ న࣒࠳ ޙ࠼అ ݋ࡐ  pi ޓऴ ࠑ ݡంࡓ కం݄޶ఎం ޶ఉండ ڴసࠪనం ړߖ޵ మంࡹ࢑ ߤܼ 
అࡹ࢑ ߤܼ ޴ߝమ ఫంࣾࡅ ߤకए  పۮ ڕ ݋࣊ ߅ࡍం޴నڒ ޶ڒ ޴బܽद మనం ఈ ࢑షయంڜ ࡹంۮం ܉ऴగతफڴ 
ఉం࡯ݞ.
 ఇకए డ మనం అధङ యనం ۯయ࠴ ࡃࠓదܽ రకం ࡍڷ फంߩ ఉంڒ ޴బܽद మనం ఈ ࢘ࡍయߖ ࡽࠋ కڵ࡯ x 
ఉߕऒ మߩۮ ߖओ नܘऱڝ ޴ం, ఇ޳ంڕ  ఇంటࡓछ పऱ࣒ ݟంߘ ߤన࣒ వ࠳ ࡽ  వࡹ ߤ ఉంܿం޴ మߤ࣌ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ  x 
కएࡅ  ఏࠫ݇ ߤ࣌ 
ఇߩओ भ޳۫ ݡ ం  ߤ࣌ ࠭࠲ ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾڝ ߤసం ۨవࡵ ࡍకऐ రछߖ ࡹ ࡛ ۨంۨన ऱܿڴ, ఏ  ڝऱܘन  ఇంటࡓछ  x ࡽ
పऱ࣒ ݟంߘ ߤన࣒ వ࠳  వۮ ړ ߤం޴నߕ޼ , ప߅ࡍ మߘ ߤ࠳ݨ ࠾ࡍంݟ ah 
ఇߩओ ఇనछ ߤ࣌ ڕܼޓ ݡ ࡛झ  సࠪనం అߩۮ ߖओ  ం.x޳ంڕ
ࡍߖ బܽद ఈڒ ܼޓ ޴మ ఇࡹ࢑   भషद ڝ ܼޓऱܘन  ఇంటࡓछ పऱ࣒ ݀ ݀ ࠑ న࣒࠳ ࡽ  x PI ޴ంޔ޶ంۮ ړ݀ ࠑ ߯ 
ఎం޶కం݄ ఈ ࣌న࣒ ఫంࣾߤ ప࠳ ߅ࡍన࣒ ߯ ࠑ ݀ ݀ పऱ࣒ ఇకए ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ݀ ࠑ ߯  డ ߘంݟ ఇߩओ ݡ
వࡍ फంపܑ޳भ ం అߖ మనࡓ  ࣆࡱޘ ڕంݟంܽ߯ ఆࣣ ࡏڷफ  ࣌ݭझ ఇకए ࣎ ࠆఆ ߤ࣌ బܽदڒ  డ ڒబܽद ఇ࠻ ޴ంࡽڵ 
ఇనछ ߤ࣌ ࡛झ  అం݄ మనం ߖߖ޵ ఈ ޳ ܼޓछ फࣃۨࣇ ࡌ  బܽद xڒ ࠭
ఇనछ ߤ࣌ ࠆఆ ߤ࣌ ࡛झ ओߧۮ మనం ߗڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړܼޓ ࠆఆ ߤ࣌  నߩओ ओߧۮ ޴అ ݡ నߩओ ఇకए ݡ డ x 
మనం ߧۮओ నߩओ ఇనछ ߤ࣌  ݡ ࡛झ  అڕܼޓ ޴ߝ సࠪనం ڒబܽद ߖ޵ అర बం ఏࠫܽ, ڒబܽद ࠴ ࠭࠲దܽ x 
ఉపߕङ సంߤ࣌ ࡹ ఇనछ ࡛झ రछߖ ߖ  ۨంۨన ऱܿࡌ࢑ ,ڴమంࡹ ఏڝ ߕ޼సం ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ పऱ࣒x ݟంߘ ߤన࣒ వ࠳  x 
వߤ అࢢ࢑ ޴ߝషद ࡱ࢑వ ࢢ࢑ ޳ࡶషद ڝణం అߦۮ ߖओ ࠭ ప࠳ ߅ࡍన࣒ ߯ ࡓంߘ ݡంݟ పऱ࣒  అం݄ ah ݡంࡓ ߯ 
కएࡅ ణంڝ ఆ ܼޓ ఇనछ ߤ࣌ ࠭࠲ బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ ߤ࣌  ࡛झ  ఫంࣾߖ ߤ ఈ ࢑ధంߖ ڴరछ ۨంۧ࠭ x
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ ओ߮ۮ ߖసࠪనం అ ڕܼޓ   ࣾణం ߘంݟ  ఇకए డ అ޴ సछ యంۧలకంߤࣄ ڴ x 
ङߕదܽ ఉప࠴ మనం ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆࡍసߘఅ ߖసࠪనం అ ړ ܼޓ సంߤ࣌ ࡹ ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾߖ ߤ x
రछߖ ۨంۨన ߄࢑నం ߘంݟ అߘసࣆࡍफం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࣋द࠱ ݋ంߘ ݋ ఈ ࣋द࠱ ݋ంޜ ݋ కߧ࡯నߩओ  ah ݡ
మనڕ లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄ ఇړ ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ అకए డ  ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ కएࡅ  ఇనछ ߤ࣌ ࡛ࠂ  ࡛झ x ړ  x 
సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ మన࠴ ڕదܽ ఫ࡯తం ఉంڒ ޴బܽद ڝऱܘन  ఇంటࡓछ పऱ࣒ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡽ  వࡹ ߤ ఏߕ޼

ऒ࡯మన ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం, అ ړ తంښమ సంࡹ࢑ పߦ సంڝ ऒߖఅ ޴फంࣆޓ ࡍ޳  ంܽړ సంబం߅ంۨన x x x y 
ఇతర ऴపశऒ కएࡅ ߤ࣌ , ڕ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ ऒߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  యవ۪ऐۯ ڥߖత ߝంటࢗ  , y y
ఉ޳హరణڕ మనం 6 కం݄ ߯ړ సࠪన࠳న ڕࣆޓ ߖంܼ࠭, ڝ ߖ޵సం y
6 కం݄ ఎڕए వ ࣌ݟ 30 ߤऴࡱڶ ఉంܿం޴.
  ఇ޴ సړߖڴ సࠪనం మߤ࣌ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴߘ ࠆڴంݟ సగం ࡅకए ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  

 ߯ ఉనऒ ఈకछ ړ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ߯  झڡࣄ ݀ ࡽ  ఓవ࡛ ఈ ࣋द࠱ ݋ంߖ ݋జߗڒ ࠲ మనం 6 y 
ం݄ ఈకछڕࣆޓ ओߩۮ ߖఅ  ࡽ  సࠪనం y ߤ࣌ ల߯ ݡంࡓ కం݄ ݡ࠮ ,߯ ݡంࡓ ంܽ߯ݟ࠮ ం޳ంڕ
 ڴޓऴ ݋ࡐ ߯ޓऴ ݋ࡐ ߤ࣌ ల߯ ݡంࡓ ంܽ߯ݟ࠮ బܽदڒ ࡱڶऴݟ ఒక ఇర࢙ ߯ ݡంࡓ ంܽ߯ݟ࠮ బܽदڒ
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ఉంܿం޴, అࡅ ࢙ ߤ࣌ ڼ࡮కए ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ .޴ఉంܿం ڴ߯ ݡంࡓ 
 
࢐సफړߖ࢐ ఈڒछ  అ࠼న ࡓంݡ కం݄ ࡅ ݡ࠮ ݋ࡐకए  l to pi over three  ޴ఉంܿం ڴమంࡹ࢑ ߤ࣌ 
ङޙఈ ऴప ڕహరణ޳ఉ ࡹహరణ޳ఈ ఉ ڴబܽद సహజంڒ క ఉ޳హరణ3 ࠑ ࡹ అߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ ah y 2 pi 
కएࡅ ߗڒ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ࠪऴత࠲ sine y pi by 3 
.
ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  పߘ ߅ࡍంݟ అߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴  ఫంࣾࡹ࢑ ߤమ ఫంࣾߤ ప࠳ ߅ࡍన࣒ ߘ 2 ࠑంݟ ah pi 
 ప ऱ࣒ కएࡅ ߤ࣌ వలऱ޶అం , ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ 2 ࠑ   ఏࡅ ߤ࣌ ړߖࠪࡹ࢑ ߤ࣌ ߕ޼కए  pi y y y ߤ࣌ 
ఇనछ ࡛झ పऱ࣒ ݡంࡓ ݡంࡓ ړ߯ న࣒࠳ ݟంߘ  .࡯޳ంۮ ړ߯ 
ఇనछ ߤ࣌ ޴ఇ ݡంࡓ   ࡛झ  ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴ݋࣊ ށࢩ 
మڒ ࠾ࡍబܽद ఈ ऴۮ ڕ ݋࣊ ށࢩం޴నటऱۮ ޙ࠼ం޴న޴ అ࠭࠲ ޙ࠼ ఇߩओ y y y ߤ࣌ ޙ࠼అ ,࠭ޑߩ۫ ݡ
కएࡅ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ సओ ޙయక߱ۯ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ ఈ ऴۮ ڕ ݋࣊ ށࢩం޴న޴ అߩओ y ݡ y 

అߤ࣌ ޴ߝ ఇనछ ࡛झ ఇనछ ߤ࣌ సంڝ ߕ޼కం݄ ఏ޶ఎం ޶ڒ సࠪనం ړ ߤࣄ  ࡛झ y y 2 ړ߯ న࣒࠳ ߤ࣌  y y 
పऱ࣒ ݟంߘ ధङࣃ ޴అ ޙందక߱ۮ ڕ ݋࣊ ఈ ࠾ࡍమ ࡯޳ంۮ ړ ړ߯  ం ޶ڒ  మߦ ࠾ࡍపం ࡹ࢑మ ߦపం 2 y y 

సࠪనం అ࠭࠲ ߖ ఇߩओ ఇనछ ߤ࣌  ࠭ޑߩ۫ సంڝ ߕ޼ఏ ݡ ࡛झ  పړ ݋࣊ ߅ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ y y belon g pi
పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ छ޳ ݡంࡓ  కएࡅ ߤ࣌ సంڝ ߕ޼న ఏ޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ࡌ  pi y y ߤ࣌ 
మం ఖۨऐࡹ࢑ తంړ ڴ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࣌ࡅ ߤకए వ࡛झ ߤఇ ߤ࣌  y ڼ࡮ంۨ, అࠚరంߦऴ ޜ  y 
ఉండߖవछ ంړ  ݟ సࠪనం అߩओ సओ ݡ షदంڴ అߤ࣌ ޴ߝ ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴۮ ړށࢩం޴న޴, ఇ࠳ ޴న࣒ x x 

పऱ࣒ ݟంߘ 2 ࠑ ࡍߖ ఆ߯ మనం ఈ , ޴ఉంܿం ڕవర 2 ࠑ  भషद సࠬకరణం ࡅకए  pi pi ߘफࡏڷ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ 
ఇనछ ߤ࣌ ࠆఆ ߤ࣌ ఆ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ ࡛झ y x ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߤ࣌ ޴ߝఅ ߤ࣌ 
ఇపओ ڕమన ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ఇనछ ߤ࣌ ࠆఆ ߤ࣌ ߕ޼ఏ , ࣆࡱޘ ښܽ ࡛झ  అߖऒ z z z z ړ సంڝ 
సࠪనం అం݄ ࡅకए एڕఒకܽ కం݄ త ݭ࠵  వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ࠭  z 
ࡍߖ भషद ఫ࡯తం ఈ సࠬకరణంޜ ࡹ సࠪనం ࣌ڒ ߤబܽद ڴ ߖߖ޵ ࠭࠲ పࡍగࣃށफ ࠭ మ࠾ࡍ ah z s y z 
అం޶వలऱ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ బܽद ఇకएڒ సࠪనం ړ ߤ࣌ ߩ࢙ వలऱ ఈ ఎడమ޶అం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  డ z z z y
फࣃࠚరంߦऴ ݟంߘ ࠭ మࡓ ࠾ࡍంۮ ݢం޴న࢑ కߘక ۨవరړ ߤ࣌ ߖ ߤ࣌ ڴ సࠪనంڴ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ x y y x
పऱ࣒ ݟంߘ 2 ࠑ న࣒࠳ ړߖࠪࡌ࢑  pi pi ޙ࠼నటऱࣄڶ ߖߖ޳ మనం ݞږ ࡹమంࡌ࢑ ఈ ࠾ࡍమ ڕవర 2 ࠑ 
ఇకए డ మనం వࡓझ फࣃڶ ߘफࡏڷ ࣒ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ వࡓझ ࣒ అࡏڷ ߝफ࠳ ߘన࣒ ߯ۮ ړం޴న ࡓంݡ x x x x x 
పऱ࣒ ݟంߘ छ޳ ݡంࡓ  फࣃڶ ࡌ ࠭.pi 
పऱ࣒ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߤన࣒ వ࠳   వߤ అ࠼నߩओ కएࡅ ߤల ఫంࣾ ߤఫంࣾ ߤࣄ ,ݡ  ऴߤ࣌ ࠆڴ ఫంࣾࡅ ߤకए  x x 
ऴࠆڴ ఇ࡮ కࣆߧߖफం޴ మ࠾ࡍ మనڕ మ࠾ࡍ అࡓ ߝంࡱ࢑ ݡవࡱ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࡓంݞږ ݢ x y x 
. న࢑޴ంۮ ړߖ޵
  ఇంటࡓछ  pi by two pi by two y x y ࠾ࡍబܽद మڒ ޴న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ޻అ ݞږ ݟంߘ న࣒࠳ ࡽ
ఇవछ ڕమన ߖనవ޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ఈ ݢంࡓ బݟం޴ మ࠾ࡍ మనڕ సࠪనం అߖ sine x sine y 
పओۮ బݟంߗڒ ޴ అߩओ మనం సओ ݡ షदంࣃ۫ ڴफ ࠭ ఈ ࡌ࢑మంߤ࣌ ߩࡹ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴࡏࠪ ߖ޳ ࠆڴओ  
x y ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ޴ߝఅ ,ޙ࠼సࠪనం అ ړ ߤ࣌ ߤ࣌ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ޴ంޜڷࡏ߭ ݞంڕࡶ x y 
అం޶వలऱ మనړ ڕ సࠪనం అࣆۯ ࢓܌ࡏ ߖफం޴.x y

రۮ ڕ ߤం޴నంత ڒలం  ࣊݋ ఆߤ࣌ ࠆ ఇనछ ࡛झ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ఆߤ࣌ ࠆ ఈకछ  బܽद మనం  y ge y yڒ ܿ ࡽ
ఇߩओ ओߩۮ ݡ నऒڕ ओߧۮ ߖఅ ޴న޴ంۮ ړ߯ న࣒࠳ ޴ߝటం݄, అࠫ޻ నటऱޙ࠼, అ࠳ ޴ߝన࣒ ߯ ࡓంݡ y y 
పऱ࣒ ݟంߘ ओߩఉం݄ అ ߧ࡯క ݡంࡓ  కएࡅ ݡ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ఎలऱߩओ ఈ pi y y ߗڒ ړ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ݢ
ऴపకటన ߖజం ޶ڒ ఈ ڝऱܘन  ఇంటࡓछ పల ఉనऒࡱࢗ ࡽ టऱ࢐ ,ޙ࠼సफړߖ࢐ ఇ࢑ ޻ధ࠳న ࢑షయం అߖऒ  y ah 
ఇతర ࡹ࢑మ ఫంࣾߤ లڕ కڵ࡯ ఉంܿం޴ మߖ࢐ܽ ࠭࠲ ࠾ࡍ సమږߘ࠻లంߧࡐߖ ڴంచ࠭ ڒబܽद 
ఉ޳హరణߘߝ ڕ ఈ సऱࡹ ݭ࠼ ఇకए డ ऴڒ ߘࣃ࢐బܽद ڝऱܘन  ఇంటࡓछ పऱ࣒ ݟంߘ ߤన࣒ వ࠳ ࡹ ࡽ  వ࣒ڒ ߤ ఆ࣒ڒ ࠆ
ࡍߖ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ మࡹ࢑ भషद ࣋द࠱ ݋ం࡮ۧ ݋ व࣊दࡌ߷ ݋࠼छ ࡛ न ڴ ఉంܿం޴, అߖ ࣒ڒ ࡏࠬ ޙ࠼ x x
గށంۯ ఇతర సందࡌग ऒߖ నऒڕࣆޓ  ओߩ బܽद ఇకएڒ మంࡹ࢑ ݡ డ ࠬࡏ ఇనछ ࡛झ ऒߕफࣆۯ ܘకం߱ ޜ   cos ࡏ
మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠬࡍ ࡏవ࡛झ ऒߕफࣆۯ  ఇనछ ࡏࠬ ࡏ ࡛झ ऒߕफࣆۯ ܘకం߱ ޜ   cos cos inverse ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ

పదङ  ߤఇ ࣒ڒ సࠪనం ޜܼޓ ࠲ऴతࠪ ړ࢐ܽ న޴ంۮ ړ߅ࡍప ܼޓ ޴ం݄ అڕࣆޓ ం ఫంࣾߤ of cos theta 
ङߕదܽ ఉప࠴ ࠭࠲ సంߖ ࡹరछ ۨంۨన ࢑ధంࡹ࢑ ڴమ ఫంࣾߤ పڝ ߅ࡍऱܘन  ఇంటࡓछ  cos pi ݟంߘ ࡗ܋ ࡽ
नܘऱڝ ఈ ܼޓ బܽदڒ  ఇంటࡓछ పల ఉనऒࡱࢗ ߖ޵ మనం ߗڒ ޻నࡕస ݋ం࠱ ݋ఈ ࣋द ڕనంత వర޴ంۮ ړ ࡽ  ఏߕ޼ 
నऒڕࣆޓ ߖܼޓ  ࣾణం ࡌ࢑మం అߩओ పओۮ ࠭࠲ ߖజమߖ ޴ఇ ݡ ݋ంܐంܼڝ ߤఫంࣾ ݋ంܐంܼ ࠾ࡍమ ࠭ࡶ
ఫంࣾڕ ߤ మ࠾ࡍ 
కएࡅ ܼޓ ڡ࣊ బܽदڒ ,޴࢑షయం ఉంܿం న࠳࢑ధ ޻ఇ ݞږ ڕ ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ڝ ࠾ࡍమ ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊  
డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖఅ ܼޓ ࠲ऴతࠪ ڕܼޓ మం ఆࡹ࢑ ݋ంڙ࣊ .
  అڕܼޓ ࢑ ࠪऴతۮ ࠲ం޴నڒ ࢑బܽद అڒ࣊ ࢑ంࡹ࢑ ݋మ ఫంࣾࡅ ߤకए  పۮ ڕ ݋࣊ ߅ࡍం޴న࢑ మ࠾ࡍ అ޻ 
࢑ధంڴ ఇకए డ ఈ ऴపకటన ߖజం అڙ࣊ڝ ܼޓ ޙ࠼ంࡹ࢑ ݋మం పۮ ړ߅ࡍం޴నڒ ޴బܽद ఇ޴ పڙ࣊ڝ  ߅ࡍం݋ 
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కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ࡍڷ ండవࡓ  फంߘߩ ఇߩओ ऐࡍచ ݡ भ޳ ం ڒబܽद మనం ఇߩओ ఇనछ ߤ࣌ ݡ ࡛झ  ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ 
మధङ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ݋ంڙ࣊ڝ ऒߖ߄ంత సంబంڜ  .࠭ޑߩ۫ 

ఇపओ ޴ఇ ڕࠪ కएࡅ ړߖ࢐సफ࢐ ߕ޼ऴ߮రణ ఏࠫటం݄, ఏ ړߖ޵ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ښܽ  n x x   ݋ంڙ࣊ڝ 
అ޳ ޴ߝछ ఇపओ ڕమన ߖఒకܽ అ ࡌ  sin x ,ࣆࡱޘ ښܽ
త޳छ మం మధङࡹ࢑ పంߦ ࠾ࡍమం మࡹ࢑ ࠾ࡍమ ڡ࣊ڝ ࡌ घ࠲న ߖలݞంత సంబంధం ఉంڜ   ޴फంࣆۯ ࡮
మ࠾ࡍ ఇ޴  సంబంߖ߄ऒ  ఇߩओ ం అం݄ ఇకए޳ంڕࣆޓ ߕ޼మనం ఏ ݡ డ అం݄ ࡅకए  ఒకܽ x x x mod 
కం݄ ఎڕए వ సࠪనం ఎం޶కం݄ ࡅ ࠭࠲కए ऒߖࠪࡹ࢑ ݋ంڙ࣊ڝ   పࡍగށంచߕޔࠓऒ ࠭ మ࠾ࡍ x 
కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ݋ంڙ࣊ڝ  x.ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖతफం అ࠴ ߤ࠳ݨ 
 
࢐ܽ సంߪరप ࡱ࢑వ ఒకړߖ޳ సࠪనం కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴,
 అంښ޶ మనం ڝసం ఈ ࡱ࢑వల ऴߖށࢩ ࠪऴత࠲ పࡍగށంۧ࠭, ఇߩओ  x ߅ࡍప ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ݋ంڙ࣊ڝ ݡ
కएࡅ రछߖ  చనం ߘంࡅ ݟకए  x ߖసࠪనం అ ڕܼޓ ణంڝ ంతڜ మంࡹ࢑ ݋ంڙ࣊ڝ 
పओۮ ంݟ.
ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ࠭࠲  సంࡹ చࡍऐ ంۨన ऱܿڴ, ఈ ܼޓ తపओ  ݟంߘ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ మంࡌ࢑ సంవృత ڴࡍసߖ
 ప ऱ࣒  ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ࡯ݞఉం ߧ࡯క ݡంࡓ ߯ 
ఎం޶కం݄ ࡱ࢑వ ߕࣆऒ  తపओ  ఇ࢐ ޴సफڙ࣊ڝ ړߖ࢐ం݋ ఇనछ కएࡅ ࡛  ప݋࣊ ߅ࡍ  ࣊ ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ 
అం޶వలన ۮ ړߖ޵ ܼޓం޴నڴ޴ ఉంߗڒ ࡯ݞ ఈ ऴపకటన ߘంݟ మనం ऴ࢐యగ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄ , మనం 
ఎడమ మࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍంݟంܽߙࡹ ఫంࣾߘ ߤ వࡍ फంపܑ࣋फ, ࠭࠲ తపओ ओߩఇ ڴࡍసߖ  ఈ cosec ah ݡ
ऴపޙङ క ࡍڷ फంߘߩ ఉపڵࡆంచړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ ࠭.
ࡍవ ߖ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࠭࠲ బܽदڒ  फంపܑࣃफ ࠭, అߩओ cosec ڕܼޓ ڡ࣊ڝ మࡹ࢑ ڕమన ݡ cosec x cosec 
సࠪనం మ࠾ࡍ 
ఈ ࡍڷ फంߘ ߩంݟ మనࡹ࢑ ڕమ సࠪనం ࡅకए ఉనऒ ڵ࡯క ݋ంڙ࣊ڝ  ంత వరࡅ ڕకए  cosecant x x x 

ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ఉనऒ ంత వరڕ ఇకए డ మనం ఇపओ ऒߕఉ ښܽ एڕఒకܽ కం݄ ఎ ߘ ݭ࠵  ࠭ వ కڵ࡯mod x 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇకए డ ఈ ఎడమ ࢙ړ ߩ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనܼޓ ڕ x x 
కएࡅ  ,సࠪనం ڕ ݋ంڙ࣊ڝ 
ఇ࢐ ޴సफڙ࣊ڝ ړߖ࢐ం݋ ఫంࣾࡅ ߤకए రछߖ  చనం ߘంݟ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇߦ ޴పం ޳छ  ړߖ޳ఒక ࡌ
సࠪనం ܼޓ ߤ࣌ ߖߖ޳ ޳ࡶ ܼޓ ఈړछ झࡽ  వࠑ ߤ అݞږ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇߩओ ఇకए ݞږ మనం ݡ డ x 
కएࡅ ݟంߘ एڕఒకܽ కం݄ ఎ ݟంߘ ݋ం࠱ ݋ఈ ࣋द ݭ࠵  వ సࠪనం కߘక ఇ޳ ޴छ  కం݄ x x x ߖ޳ఒక ࡌ
తڕए వڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ  మన దగ ठర ܼޓ ߤࣄ ఒకܽړ ړ సࠪనంڴ ఉంܿంܼޓ ,޴ ఈ ࣊ۮ ڕ ݋ం޴నదߖ x
బܽद ఖۨऐڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ݞږ తంܼޓ ڴ ఈ ࣊ۮ ڕ ݋ం޴నڒ ޻బܽद ఈ ࡍߖ भషद ࡔం݋࣊ ܘ అߤ࣌ ޴ߝ ah 
ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾߤ పࡅ ݋࣊ ߅ࡍకए  ఉపసࠫڒ ޒబܽद మనࣆࡱޘ ڕ  ఈ ࣋द࠱ ݋ంߘ ݋ం࠳ ܼޓ ݟన࣒ ߯ ࠑ ݀ 
݀ పऱ࣒ ओߩఇ ݀ ࠑ ߯  పऱ࣒ ݟంߘ ݀ ࠑ ߯ న࣒࠳ ݡ ఇనछ ߤ࣌ ޴ߝఅ ݀ ࠑ ߯  ࡛झ  ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴ݋࣊ ށࢩ 
అۮ ݞږ ߖపओ గలం మڒ ࠾ࡍబܽद మనం ܼޓ ߤࣄ అۮ ߖపओ గలం  ޳छ  x ܼޓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖ޳ఒక ࡌ
పऱ࣒ ݟంߘ ݀ ࠑ న࣒࠳ బܽद ఇకएڒ ޴ఉంܿం ڕవర ݡంࡓ  డ ߘంݟ మనం ࠭ߘపܽ ࡍڷ फంߩలࡹ pi pi 
ఒకߘ ߖ޳ంߖڜ ݟऒ  సऱݭ࠼ ల ߘࢗక చࡍऐ ంۧ࠭ అߖ 
పओۮ వ۪ऐ   ఈ ఇంటࡓछ नܘऱڝ ࡽ  ఇంటࡓछ ఇనछ ߤ࣌ ࡽ ࡛झ  ం, y y޳ంڕࣆޓ ߖܼޓ ڴࡱ޶బ ړ బܽदڒ ߤࣄ 
ఎం޶కం݄ ܼޓ ఇపओ పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ ړ߯ న࣒࠳ ఈ ఆࣣ ښܽ  తం࡯పܽ ఫߘ࠭ బܽद మనڒ ޴న޴ంۮ ړ߯ 
छ޳ మంࡌ࢑ ݡంࡓ ݟంߘ కएࡅ ܼޓ ߤ࣌ ࡌ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  అߖ మనం ۮపओ గలం .
 వ సࠪనం  ڒబܽद ఇ޴ మనం ఇߩओ ऐࡍచ ݡ ంۨన ఫ࡯తం ߘంݟ వۨऐ ం޴ అం݄ మనం ఈ సࠪనతछ ం eta 
కएࡅ  ఎడమ ࢙ߩ మࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍంݟంܽߤ࣌ ߙࡹ ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾߘ ߤ వࡍ फంపܑࣃफ  బܽद ఈڒ ࠭
సࠪనޑछ ఇనछ ߤ࣌ ړߖ ࡛झ  ఫంࣾߘ ߤ వࡍ फంపܑయడం ޳छ ఇనछ ߤ࣌ ޴ۯంࠚల ڕమన ࡌ ࡛झ కएࡅ ܼޓ ߤ࣌    
ఇకए ߗڒ ,సࠪనం ړ ߯ߖ޳ఒక ړߖࠪࡹ࢑ ߤ࣌ డ ߘంݟ మనڕ ఏࠫ ఉం޴, ఇ޴ ఖۨऐ తంڕܼޓ ڴ సࠪనం x
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ܼޓ అ޴ߝ 

߯ ఒకܽ మߘ࠭ ࠾ࡍపܽ సऱߘ ݭ࠼ంߤ࣌ ݟ ఇనछ ࡛झ ऒߕఉ ڵ࡯క ࠭࠲ ڕవరۨ ߖసࠪనం అ ڕ  x ܼޓ ࠭
࢐సफࡅ ړߖ࢐కए ओߦۮ ߖమం అࡹ࢑ ڡ࣊ڝ  కएࡅ ޴బܽद ఇڒ ࡏ  సࠪనం x x ݞږ ړߖࠪࡹ࢑ ڡ࣊ڝ 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠭࠲ ఏ ڝసం అࡅ ߕ࠼కए एڕకం݄ త ݭ࠵ ࡎࣃ  వڴ ఉంܿంద࠭࠲ ߖ x x mod x 
. ంۧ࠭ߧ۫

అ޴ߝ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ సࠪనం , ࡅకए ఇనछ ߤ࣌ మం కం݄ ఒకܽ కం݄ࡹ࢑ ݋ంڙ࣊ڝ  ࡛झ  x x x   ڕ 
సࠪనం అ࠭࠲ ߖ ۨవߧ۫ ړࡍంۧ࠭, అ޻ పదमࡹޒ 

ఓవ࡛ ࡅకए ऒߖమం అࡹ࢑  కएࡅ సంڝ  పవ۪ऐ۫ ݞږ ߖసࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ ݋ంڙ࣊  .x x cos x x 
 

కం݄ ఎڕए వ  ఒకܽ మ࢓܌ࡏ ࠾ࡍ ఇకए డ ࠭ࣄڵంڒ ޴బܽद దశࡐࣃ ࡱపङ ంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद eq ual 
మనం ڕܼޓ సࠪనం అߦۮ ߖओ ऒߕࣆ ߅ࡍప ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ߗڒ ࡯ ఉనऒ ڕవర ݟంߘ  ం޶న Lhs cos pi 
అ޴ సओ షदంڴ ఈ ߖܼޓ అߘసࣆࡍफం޴ తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  ఆ߯ మనం pi , ࡯ݞమం ఉంࡌ࢑ ڕవర ݟంߘ 
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ఇకए డ ఎడమ మࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍం࡮ߩ࢙ ݡ ఫంࣾߖ ߤ వࡍ फంపܑࣃफ ࠭, త޳छ  cos ࣒ڒ ࠆఆ ࣒ڒ ڕమన ࡌ
కएࡅ ܼޓ ޴ߝమం ఒకܽ అࡹ࢑ ఇనछ ࣒ڒ ࠆఆ ࣒ڒ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࣒ڒ  ࡛झ  వࠑ ߤ x x 
छ޳ వలంښ ݟంߘ తం࡯ంۨన ఫࠚల ڕమన ݟంߘ ߖ޳ఒక ߖࡹల ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭  x ߖߖ޳ఒక ࡌ
߰ంڒ ,࠭ޑ޶బܽद ޳ ࠭࠲छ సࠪనం x x ړ ܼޓ ߘక࣊ ޴సࠪనం , ఇ ڕܼޓ ࣒ڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߖߖ޳ఒక ࡌ
అۮ ߖపओ బܽद అకएڒ కం݄ ఒకܽ ܼޓ ࣒ڒ ܼޓ ߘకం݄ ࣊క޶సࠪనం ఎం ړߖݞ డ ߘంݟ అߕࣆ ܼޓ  ޴ऒ  
కएࡅ మంࡹ࢑ ݋ంڙ࣊ ࠾ࡍమ ړ ݟంߘ  ప߅ࡍ సࠫۮ ړޒం޴నڒ ޴బܽद ࣊కܼޓ ߘ ఇߩओ pi ߖఅ ݡ x 
అߘసࣆࡍफంڒ ,޴బܽद పڒ ݋࣊ ߅ࡍబܽद ࣊ڒంࡹ࢑ ݋మ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఈ పߘ 0 ݋࣊ ߅ࡍం࠳ ݟన࣒ ߯2 ړ pi 
छ޳ ऒߖబܽद అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ 2 ࡌ ం࠼ߦ  ऱܿ  ఇߩओ छ޳ ఈ ݡ ऒߕࣆ నࣔࠫ ࡌ దగ ړ ݟంߘ  ठࡍ t pi pi
మం ఇపओࡌ࢑ ऒߕࣆ ࡹమంࡌ࢑ ఈ ښܽ ఖۨऐ ܼޓ బܽद ఈڒ ޴ఉం ڕవర ݟంߘ  తంڒ࣊ ڴం݋ heta pi 
కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑  పۮ ړ ݋࣊ ߅ࡍంޔ޶ం޴ మ࠾ࡍ కߘక ఇ޴ సछ యంۧలకంڴ ࣊కܼޓ ߘ ࣊కߘ x x 
ఇపओ ܼޓ ߗڒ ܼޓ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ మంࡹ࢑ బܽद xڒ సࠪనం ړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ కܽڜߖ޳కం݄ ఒక ښܽ x 
ऒߖ޵  మߖ޵ ࠾ࡍऒ  కలపడం ޳छ ఇనछ ߤక࣊ ࡌ ࡛झ  మ࣒ڒ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ  వߤ ఆߤ x x 
ఒ࡮ښ ఉంܼయߖ మ1 ࠾ࡍ ࠬద ࡅకए  ܼంܐం݋ ఇనछ ࡛झ  మ࠾ࡍ మܼڝ  ࠾ࡍంܐంࡹ࢑ ݋మం x x 
ఇకए ޙ࠼అ ,޴ఉం ࡹతరࣔ ޻ऱ అࢁమ ࢓܌ࡏ డ ڜంۮం ܽछ ࣒द 
ఉం޴, ఇࡅ ޴కए ࡍవ ࠲ऴతࠪ ڕవలࡱ࢑ లږߘࣃ  फࣆफం޴ మ࠾ࡍ కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद ఇߩओ  x xړࡹ ࠆߪऴ ݡ
ओߩऱనࢀࢗ సओ ޴అ ݡ షदమޔ࢓ం0 ݞږ ߯ 1 0 ޴ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ܼࡹ࢑ ߤమం x 
1 ࠬద ܼޓ ߖ అࡹ࢑ ߤܼ , ޙࠉۮ ߖమ ఫంࣾࡅ ߤకए  ప࠳ ߅ࡍన࣒ ߯ ߘంࡓ ݟంߘ ݡంݟ పऱ࣒  వరڕ ఉనऒ  x
ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ओߩۮ ߖఅ ࡽ .ం޳ంڕ

߯ ఒకܽ ߕࣆऒ एڕఎ ߯ߖ޳మం కం݄ ఒకࡹ࢑ ߤܼ  వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߯ ఒకܽ ږߘࣃలంڴ  x x x
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఖۨऐ తంڴ ఈ ࡓ ܼޓం޳ ݡछ ऒߕࣆ ࡌ pi ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ߤܼ కం݄޶ఎం ,࡯޳ంۮ ړ ݟంߘ 
ప࠳ ߅ࡍన࣒ ࡓంݡ మధङ  ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴.pi 
 ܿ పऱ࣒ ऒߕࣆ ద ఒకܽࠬ ࠾ࡍమ ݡంࡓ   కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఇకए డ ఈ ࣋द࠱ ݋ంߖ ݋pi x 
కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭, అޙ࠼ మనం ఎడమ మࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍంݟంܽߤܼ ڔ ఫంࣾߘ ߤ వࡍ फంపܑ࣋फ మనڕ వۯऐ  ޴
ओߩద ఒకܽ ఇࠬ ܼޓ ࠆఆ ߤܼ  x ܼޓ ڕమన ݟంߘ బܽद ఆ సంబంధంڒ ఒకܽ ܼ߯ޓ ݋ڒ  ܼޓ ߤܼ ݡ
కएࡅ ऒߕࣆ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ݋ڒ   కం݄ ఎڕए వ కڵ࡯ ఉߕऒ కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ݋ڒ ࠭  పߕࣆ ߅ࡍऒ  x x 
ఇకए ݟంߘ ఈ ऴపకటన ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ డ ߘంݟ ࠪ ۨవࡍ ఉపߕङ సం ߘంݟ మనڕ pi 
ఇపओ ޴ߝఅ ݀ ࠑ ݟంߘ 0 ߗڒ ంۧ࠭ߧ۫ ࠭࠲ ߖందޔ޶ంۮ ړ2 ࠑ ݟంߘ 0 ܼޓ ఈ ࣆࡱޘ  pi pi ښܽ
కएࡅ ށࢩమ ऴࡹ࢑ ݋ڒ  ఉపసࠫޒ, ఇߕࣆ ޴ऒ ఇకए ܼޓ వలऱ ఈ޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ  డ pi 
ओߩబܽद ఇڒ  ࡯޳ంۮ ړ మంࡌ࢑ ద ఒకܽࠬ  ޴ఉంܿం ڴమంࡹ࢑ ߤܼ మన వదभ ఉనऒ ݡ x zeړ ޴ ro to pi x
సࠪన࠳న ߖܼޓ కڵ࡯ ఉం޴, ఇకए డ ఈ ࡹ࢑ ݋ڒ ܼޓమ ఫంࣾߤ పۮ ړ߅ࡍం޴నڒ ޴బܽद ఇ޴ సछ యంۧలకంڴ

కएࡅ  x.޴फంࣆࡍసߘఅ ߖఉంܿంద ڴठ సࠪనంڴࡍస ڕܼޓ మంࡹ࢑ ݋ڒ 
కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ݋ڒ ܼޓ   పۮ ړ ݋࣊ ߅ࡍం޴న޴, ఇޓ ܼޓ ޴గ ࡹ࢑మ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఈ పࡱࢗ ړ߅ࡍపల 
ఉం݄, ఈ ࡍڷ फంߖ ߩజం ڒ ޶ڒబܽद ۨవరڕ మనࡓ ܼޓ ڕంݟంܽڔ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ  cot inverse x 
మ࠾ࡍ tan inverse one on x
 అంࡓ ښ޶ంݢ సࠪనం అޙ࠼ కం݄ ఎڕए వڴ ఉనऒ ओߩ  లత x 0 xږޒऴప ݟడం۫ ߖఅ ࠲ऴతࠪ 2 ޴ఇ ݡ
న సమసङ࠳సࠪన ړ0 ޳ࡶ  అం݄ ऴపږޒలంڕࣆޓ ڴం݄ అߩओ x x ڴలంږޒऴప 1 ߯ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
ఉంܿం޴, ఇܼޓ ޴ ऴపږޒలంڴ ఉనऒ  సందరग ంܼޓ ࡹ ఈ ۮ ړߖࠪࡌ࢑ంద޶, బڴࡱ޶ ఇߘ 2 ޴ం0 ݟ x 
వరڕ ఉనऒ छ޳ బܽदڒ లږޒకం݄ ऴప޶ఎం ޴ంޔ޶ంۮ ړ న࣒࠳ మంࡌ࢑  pi ݞږ ఒకܽ ࡌ x  x 
ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఆ సందరग ం࠳ ܼޓ ࡹన࣒ ߯ࡓ ړంߘ ݡంߕࣆ ݟऒ  ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔ޶ంۮ ړ
ప޳ࡶ ߅ࡍ ఈ ࡌ࢑మం ࡹ࢑ ݋ڒమ ऴۮ ړށࢩం޴న޳ࡶ ޶ڒ ޴ ఉపసࠫ޶ڒ ޒ 
బܽद ఆ సందరगڒ ంݞږ ࡹ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఈ ऴపకటన ऴపږޒలంڴ ఉనऒ ओߩ  xࡱ ݋ం࠱ ݋द࣋ ݡంࡓ ఈ ݞږ ݡ
బܽद ఇకएڒ ޶ڒ జంߖ ޴ఏ ߗڒ ࠼ޑ࢓జమߖ డ ఈ దశࡹ మనڕ సమసङ  ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ ߯ ࡓంݡ
ప߅ࡍ  ఇ޴ ఆࣣ ڕڒంݞ ఈ ۮ ڕܼޓం޴న ࡌ࢑మం ࡓంߘ ݡంߕࣆ ݟऒ  ,޴న࣒ ߯ ఉంܿం࠳ ړ
ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ޴ఇ ,޶ڒ ޒఉపసࠫ ړ߯ ݟంߘ  కएࡅ మంచం ޴ఇ ,޶ڒ ޒఉపసࠫ ړ߯ ݟంߘ   ప݋࣊ ߅ࡍ 
పओۮ ߖసࠪనం అ ړ మࡹ࢑ ݋ڒ ܼޓ ࠭࠲ వలऱ޶అం ࠾ࡍమం మࡹ࢑ x,࠭ࡶ
 అంښ޶ ऴపږޒల ڝసం ఈ సࠪనతछ ం ఉండڒ ޶బܽद x 
కएࡅ న࣒࠳ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  మߤ࣌ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ కएࡅ  ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  మధङ  సంబంߖ߄ऒ भ޳۫  ం x x 
ఎం޶కం݄ ఇకए డ ߤ࣌ ߤ࠳ݨ ړߖ܉ߖ ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾ࠭࠲ ߖ ߤ ऴ࢐యڒ ,޶ࡶబܽद  ڝऱܘन  ఇంటࡓछ  న࣒ x x࠳ ࡽ
వߘ ߤంݟ పऱ࣒  వۮ ړ ߤం޴నڴ޴ ఉం࡯ݞ, ఇߩओ  x ߤ࣌ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ߤఫంࣾ ࣄࠐ ޴ߝఅ ߤ࣌ ݡ
ఇనछ ࡛झ తछ ࠭࠲ ߖజమߖ ޻అ ړ  రࣃ۫ ڴफ కएࡅ న࣒࠳ బܽदڒ  ࠭ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  x x ߖసࠪనం అ ڕܼޓ 
అڕߘం޳ం, ఎం޶కం݄ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾࡅ ߤకए  పڝ ߅ࡍऱܘ ఇంటࡓछ పऱ࣒ ݟంߘ ݀ ࠑ ߯ న࣒࠳ ࡽ  ߯ 
తపओ ܼޓ ,޴ఉంܿం ڕవర ݡంࡓ పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ ݟంߘ ߯ న࣒࠳ న޴ంۮ ړށࢩఆ ऴ ڴࡍసߖ  ߯ వర݋࣊ ڕ 
దగ ݡంࡓ  ࡯࠻ۯ ठࡌ࢑ ࡍమం ޳छ  ࡌ
, ఈ సࠪనతछ ం ࡅకए ఉనऒ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ  ఇనछ ߤ࣌ ڕంܼ࠭, మనڕࣆޓ ߘफࡏڷ  ࡛झ  x ࠆఆ ߤ࣌ న࣒࠳ 
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ఇకए ޙ࠼సࠪనం, అ ڕܼޓ డ ఉనऒ  ఈ ఎడమ ࢙ߩ ఖۨऐ తం࠳ ڴన࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद మనం ߰ం޴޻  x
కएࡅ ܼޓ ޴ߝమనం అ ݟంߘ ߖ޵ ,సࠪనం ڕܼޓ ࠆఆ ߤ࣌ ޴ߝన࣒ అ࠳  x x ߖసࠪనం అ ڕफࡏڷ న࣒࠳ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ  ,  ఇߩओ  ߕ޼ఏ ߖࡹܼޓ న࣒࠳ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ߤఫంࣾ ࣄࠐ ޴ߝఅ ߤఫంࣾ ߤ࣌ ݡ
.ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ ߤ࣌ ܼޓ
ఇకए  ࡍ బܽद ఈڒ ܼޓ ߤ࣌  డ ࢙ߩ࢙ ޒۯ ߩ 
కएࡅ ܼޓ న࣒࠳ एߖ࣌   సࠪనం ڒబܽद ۨవరڕ మనڕ ఈ సࠬకరణం ఉంڒ ޴బܽद అ޴ߝ ఇߩओ  న࣒ x࠳ ݡ
కएࡅ ܼޓ एߖ࣌   సࠪనం, ఎం޶కం݄ ܼޓ ఈ ۮ ړߖࠪࡌ࢑ం޴న࠳ ޴న࣒ ݞږ ܼޓ అړߖࠪࡌ࢑ ޻ 
ఇనछ ߤ࣌ ޴ఉంܿం ݞږ ܼޓ న࣒࠳ బܽदڒ ޴ంޔ޶ంۮ ࡛झ  ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴۮ ړ ݋࣊ ށࢩం޴నڒ ޴బܽद ఇ޴ 
ఇనछ ߤ࣌ ࡛झ  ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴۮ ڕ ݋࣊ ށࢩం޴న޴ మ࠾ࡍ అ࠳ ޴ߝన࣒ ࡅ ܼޓకए  బܽद xڒ సࠪనం ړ ߤ࣌ 
మనڕ లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄ ࠳న࣒ ࡅ ܼޓకए ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  సࠪనం.x ڕ 
ఇనछ ߤ࣌ ޴ߝఅ ܼޓ  ࡛झ కएࡅ  ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ߖసࠪనం అ ڕ న࣒࠳   మޜߖ޵ ޜߖ޵ ࠾ࡍ కలపడం x 
छ޳ కएࡅ న࣒࠳ ,ఏࠫటం݄ ޴޻ం߰ ړࡍమనం ۨవ ࡌ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ కएࡅ   x x ڕ న࣒࠳ 
సࠪనం ڒబܽद మనం ۫࣋ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾݞږ ڕ ߤ ఇ޴ ఒక ࣄࠐ ఫంࣾߤ అߖ, ఇߤܼ ޴ ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾړ ߤ 
ఇߖ ޻జం మ࠾ࡍ 
కएࡅ న࣒࠳ ఓ߭ ࡹ ఓవ࡛ ܼޓ ం, అం݄޳ంڕߘఅ ߖఅ ܼޓ మంࡹ࢑ ߤܼ   మనం x ߖఅ ޴న޴ంۮ ړఐ ߤ
తछ రڴ ۫పవ۪ऐ త ఇకएۯ޶అం ࠾ࡍన࣒ మ࠳   డ ࡓంݡnterval pi by two two Plus pi by two 
छ޳ యడంߪ ߤܼ ࡮ߩ࢙ కएࡅ ܼޓ ࡌ ఆ߯ ఇకए ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒࠳ ߤܼ  డ ߘంݟ మనం x ah
పओۮ గ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄ అ࠳ ޴ߝన࣒ ܼڕܼޓ ߤ సࠪనం, ఇ޴ సࠪనం ܼߤ ఆ࠳ ࠆన࣒ ࣄࠐ ݞږ ܼޓ x 
ఫంࣾڒ ߤబܽद ܼߤ ఫంࣾࣄࠐ ߤ ఫంࣾڒ ߤబܽद ఇߖ ޴జం అ࠳ ܼޓ ޙ࠼న࣒ ߯ࡓ ړంߘ ݡంݟ పऱ࣒  ݡంࡓ ړ߯ 
ܼޓ న࣒࠳ వలऱ޶అం  ࠾ࡍమ ޴ంޔ޶ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ޻అ ݞږ ܼޓ న࣒࠳ బܽदڒ ޴న޴ంۮ ڕܼޓ న࣒࠳
కएࡅ ܼޓ న࣒࠳ కం݄޶ఎం ,޴న޴ంۮ ړ߅ࡍప ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ߤܼ  బܽद ఈ xڒ సࠪనం ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ 
సࠬకరణం ߘంݟ ఈ ࠳న࣒ ࡅ ܼޓకए  న࣒x࠳ ܼޓ న࣒࠳ కం݄ ఈ޶ఎం ޴फంࣆࡍసߘఅ ߖమం అࡹ࢑ ߤܼ 
కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ߤܼ ޴న޴ంۮ ܼޓ  ऴ݋࣊ ށࢩ మ࠾ࡍ ఇߤܼ ޴ ఇనछ ࡛झ కएࡅ   న x࠳సࠪన ڕ న࣒࠳ 
ఇకए ࠾ࡍమ ޴ంޔݡऴ࢐యబ ݞږ ڴܼޓ డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄ , ࠳న࣒ x 
కएࡅ ఇనछ ߤܼ న࣒࠳ మంࡹ࢑ ߤܼ  ࡛झ ࡍڷ ఇతర  ڴ࢑ధం޻అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  फంݞږ ࡱߩ x ah ah 
ఉ޳హరణڕ ఇనछ ࡛झ సం ۫పబడవ۪ऐڝ ࠾ࡍన࣒ మ࠳   ం cos x cos inverse x ahۮంڜ ߘߝ బܽदڒ 
࢘గంࡿࢗ ڴ޶ࠬ ߖ޳ ڴफ ऒߕࣆ ܼޓ ޴బܽद ఇڒ ߘ సࠪనం  pi ړ న࣒࠳ ܼޓ ࣒ڒ బܽदڒ ޴న޴ంۮ ړ ݟంߘ  x x
ऴ࢐యడం ࠳న࣒ ڕܼޓ ࣒ڒ సࠪనం ࠳ ߗڒన࣒ అ࠳ ޴ߝన࣒ ࡅ ܼޓకए  ఏ࣒ڒ ܼޓ ߕ޼ pi 
ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ڕܼޓ ࣒ڒ న࣒࠳ ऒߕࣆ ܼޓ ݡ  x pi ޴ߝన అ޶నం޴ంۮ ړ
కएࡅ ܼޓ న࣒࠳ ऒߕࣆ ݞږ ܼޓ న࣒࠳ ఈ ړ  సࠪనం ړ ࣒ڒ  pi ړߖࠪࡌ࢑ న࠳సࠪన ړ ݟంߘ  pi pi
బܽद ఇకएڒ ޴న޴ంۮ డ ߘం࠳ ݟన࣒ ܼޓ pi 

కएࡅ కएࡅ ,సࠪనం ړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ  కएࡅ న࣒࠳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ   మం x x xࡹ࢑ ࣒ڒ 
ఇకए  ޙ࠼అ ܼޓ డ ఈ ڕܼޓ బڴࡱ޶, ఈ సࠬకరణం ߘం࠳ ݟన࣒ ࡅకए  xڕऴ࢐࣋फ మన ߖమం అࡹ࢑ ࣒ڒ 

లࠚం࠳ ޴ۯన࣒ ࡹ࢑ ࣒ڒమం ࠳న࣒ అࡅ ޴ߝకए సࠪనం, అకए ړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ  డ ߘంݟ మనڕ pi x x 
ۨవࡅ ړࡍకए మ  పࡹ࢑ ࣒ڒ  ऱ࣒  సࠪనం  ఏ x x x pi thi ڕల ࠾ࡍమ ޴ߝన࣒ అ࠳  ޴फంࣆమం వࡹ࢑ ࣒ڒ 

ࡍవ ߕ࠼అ ړ फࣆफం޴ , అం݄ ࡅకए एڕఒకܽ కం݄ త ݭ࠵  వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ऴప߄న దశ ఇకए డ x s x 
ऴప߄న దశ, ఇకए డ 
కएࡅ ܼޓ న࣒࠳ ړߖ࢐సफ࢐ ܼޓ ࣒ڒ న࣒࠳ ऒߕھߘక ࠭࠲ ߖఅ ࣒ڒ  ࠭ మڒ ړߖ޵ ࠾ࡍరణం ܼޓ అߖpi 
.޴ం࡯ޙ ݞږ
ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ݞږ ܼޓ న࣒࠳ ߯ ݟంߘ  ऒߕࣆ ఈ ࠾ࡍమ ޴న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ న࠳సࠪన ړ ݟంߘ   pi pi
కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ޴ߝఅ ݟంߘ  ऴڒ ݋࣊ ށࢩబܽद ࠳న࣒ ࡅ ܼޓకए  బܽद pi cos x piڒ సࠪనం ړ ࣒ڒ 
మ࠾ࡍ ఈ ڝణం ࠳న࣒ ܼޓ  ఇపओ కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ښܽ  ऴࡹ ݋࣊ ށࢩ ఈ ࣋द࠱ ݋ం݋ pi cos 
అߘసࣆࡍफం޴ మ࠾ࡍ అకए డ ߘంݟ ఇࣆ ࡮ۧ ޴లభం అࣣ ࡹ࢑ ڡ࣊ڝమ ࠳న࣒ మࡹ࢑ ڡ࣊ڝ ࠾ࡍమ x x 
మధङ  సంబంధం ࣌ߤ ఫంࣾڕ ߤ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మనం ۧ࡮ తछ రߖ޳ ڴऒ  అ߅గࠫంచవ۪ऐ  
అర ࡏࠬ बం ڝࣆۯవడం ۧ࡮ కషदంڴ ఉండږడڒ ޶బܽद ఇڕܼޓ ޴ సࠪనం అߩۮ ߖओ ओߩం, అ޳ంڕ  ݡ
కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ڡ࣊ڝ ޴ߝఅ ܼޓ  ऴۮ ڕ ݋࣊ ށࢩం޴నڴ޴ ఉం࡯ݞ, ఇߕࣆ ޴ऒ  ݡంࡓ లకం ࠫనࣔ࠮ 
छ޳ .మంࡌ࢑ నݟయబ࢘ࣄ࠮ ڕవర ߯ ߧ࡯క ޜݡంࡓ ݟంߘ ߯ న࣒࠳ ࡌ
 అం޶వలऱ అకए డ ߘంݟ మనం ఈ ߯ సࠬకరణం ࡅకए  ఎడమ మࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍం࡮ߩ࢙ ݡ cosec 
కएࡅ ܼޓ ڕం݄, మనڕࣆޓ తపओ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ڡ࣊ڝ   x ڴࡍసߖ
కएࡅ ܼޓ కएࡅ ڡ࣊ڝ   బܽद.xڒ ߤఫంࣾ ࣄࠐ ޴ߝఅ ڡ࣊ڝ ޙ࠼అ ,޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ 
కएࡅ ܼޓ ࣒ڒ   కएࡅ ܼޓ న࣒࠳ న࣒࠳  ओߩసࠪనం ఇ ܼޓ న࣒࠳ ڡ࣊ڝ   x x ړߖࠪࡌ࢑ ఈ ܼޓ ݡ
ओߩఇ ܼޓ న࣒࠳ బܽदڒ ޴ంޔ޶ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ఈ ݞږ ܼޓ న࣒࠳ ޙ࠼నటऱ޴ంۮ  బܽद ఈڒ ޴న޴ంۮ ݡ
 ޴న޴ంۮ ړށࢩమ ऴࡹ࢑ ڡ࣊ڝ ܼޓ న࣒࠳  వలన޶అం ࠾ࡍమ ݋࣊ ށࢩమ ऴࡹ࢑ ڡ࣊ڝ ڴథࠫకంߦమం ऴࡌ࢑
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మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ऴపకటన ߘం࠳ ݟన࣒ ࡅ ܼޓకए  x ,޴फంࣆࡍసߘఅ ߖసࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ ڡ࣊ڝ 
అܼޓ ޙ࠼ ఇపओ కएࡅ న࣒࠳ ښܽ వలऱ ఇకए޶అం ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖࠪࡹ࢑ ڡ࣊ڝ  డ ߘంܼޓ ݟ x 
.޴फంࣆࡍసߘఅ ߖసࠪనం అ ڕ న࣒࠳

 cosec x cos x x  ޴ߝఅ ܼޓ న࣒࠳ మࡹ࢑ ࠭࠲ వలऱ޶అం ࠾ࡍ࢑షయం మ ఈ ܼޓ ߗڒ మంࡹ࢑
కएࡅ మࡹ࢑ मࡌߖ ߖసࠪనం అ ڕ న࣒࠳  ంచవ۪ऐࡍ , cosec x 

అޙ࠼ ఇࡏڷ ޴फం۪ڝంࡹ࢑ ڡ࣊ڝ ݟమ ఫంࣾࡅ ߤకए  బܽद ఒకܽ కం݄ x mod xڒ ࠲వలం ࠪऴతښ ߤ࠳ݨ 
ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄, ࣌ߤ ఫంࣾࡹ࢑ ڡ࣊ڝ ߝڴ࡮ ߤమ ఫంࣾࣄࠐ ݞږ ߤ 
ఫంࣾڴ ߤ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఇకए డ ߘంݟ అߘసࣆࡍफం޴ సమయం ࡅకए  ఆసړ फ ࠭࠲ త޶పࡓ ࡍంݡ 
 ࣋ द࠱ ݋ం݋ లۯ ࢓܌ࡏ ߘయࠓవడం ޶ࡶ మ࠾ࡍ ఇڕࠬ ޴ ۨనऒ  ࢐ङ  ࠾ࡍమ ޴ం࠼߱࡯ڵࠫ ڴమం࠻
ఇకए డ మనڕ ఉనऒ కएࡅ న࣒࠳ ऱࢁమ ޴ కएࡅ ࠾ࡍమం మࡹ࢑ ݋ంڙ࣊  మం మధङࡹ࢑ ݋ంڙ࣊   x x 
సంబంధం మڝ ߖ޳ ࠾ࡍసం ۫పవ۪ऐ కएࡅ    అߖऒ  బܽद xڒ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ޜߖ޳ఒక ࡱ ݭ࠵ 
ఇకए డ ఉనऒ  ఈ ࡍߖ भషद ࣊࢐ ݋సफڒ࣊ ړߖ࢐ంࡹ࢑ ݋మ ఫంࣾࡅ ߤకए కएࡅ న࣒࠳ ࡏࠬ బܽदڒ ߤ࠳ݨ   x 
ఇనछ ݋ంڒ࣊ ࡛झ  ࣊కࡹ࢑ ߤమం ࡹ ߤ࠳ݨ ఏڕࣆޓ ߕ޼ం݄ అࡅ ޴కए  x x pi ړߖࠪࡹ࢑ ߘన࣒ ࣊క࠳ 
సࠪనం  ఇࡅ ޴కए కएࡅ న࣒࠳ ࠾ࡍమం మࡹ࢑ ࣒ڒ  మం మధङࡹ࢑ ࣒ڒ   సంబంߖ߄ऒ  x x޴ఉంܿం ࡯߱ 
మ࠾ࡍ అ޻ वࣄदంࡹ࢑ ݋ڒ ۃమ ఫంࣾݞږ ڕ ߤ వࡍ फࣆफంߤ࣌ , ޴ మߤ࣌ڜ ࠾ࡍ ఫంࣾࡱ ߤ తపओ  ښఒ ڴࡍసߖ
࢑ధంڴ ఉంܼయߖ మనڕ ఇపओ .ࣆࡱޘ ښܽ

అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ࠪరऐ బݟన సంసए రణڒ ࡱబܽद మనం మ࠾ࡍ  h sin inverse x cos inverse x 
మధङ ऒߖ߄ంత సంబంڜ   ߰ందగలࠪ అߖ ۫డటం ఆసړ फకరంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ సओ షदంߤ࣌ ڴ ఇనछ ࡛झ
 cos.޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ښఒ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ࠾ࡍమ ߤ࠳ݨ

కएࡅ एڕఒకܽ కం݄ త ݭ࠵  వڴ ఉం࢐ܽ ,࡯ݞ మధङ ऒߖ߄ంత సంబంڜ   మనం ߖరछ ۨంచగలڒ ࡯ڴబܽद  x 
ఇనछ ߤ࣌ ࡛झ  అڕܼޓ ޴ߝ సࠪనం అۮ ߖపओ డంޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం, అܼޓ ޴ పۮ ړ߅ࡍం࡯޳.x 
ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ఫంࣾࡅ ߤకए नܘऱڝ   ఇంటࡓछ పऱ࣒ ݀ ݀ ࠑ న࣒࠳ ࡽ  PI piړߖހఈ సࠬకర ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ݀ ࠑ 
ࡍవ ߖफࡏڷ फంపܑ࣋फ మనڕ లࠚంߤ࣌ ޴ۯ ఇనछ ࡛झ తపओ ߩ࢙ ఈ ఎడమ ޙ࠼సࠪనం అ ڕܼޓ ߤࣄ   x x ڴࡍసߖ
 రంభ xߦల߯ ࠪ ऴ ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒऴ ޙ࠼సࠪనం, అ ڕܼޓ ࠆఆ ߤ࣌ ޴޻ం߰ ړࡍబܽद మనం ۨవڒ
ఉపߕङ కएࡅ ܼޓ ݟంߘ లࣃ  ఈ ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖసࠪనం అ ޜܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ړ߯ ࠆఆ ࣒ڒ ࣒ڒ ߤ࣌ 
సంబంధం ఇపओ ओߩఇ ښܽ త ఇకएۯ޶అం ࠾ࡍమ ڕమన ݡ డ ఈ సంబంߖ߄ऒ  ఉపڵࡆంచడం వలऱ k  
మనڕ లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄, 
छ޳ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ܼޓ పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ ࡌ छ޳ ݡంࡓ ߯   x ޴ߝక అߘక ޴న޴ంۮ ڕܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ࡌ
ఇߩओ .సࠪనం ړ߯ ࠆఆ ࣒ڒ ߯ ݡ
नܘऱڝ   ఇంటࡓछ ఉనऒ ڕవర ݟంߘ 0 ࡽ ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑  ఉనऒ ڕమన ݡ  ఏࠫటం݄, pi ޴
మనڜ ڕంత ڝణం ࡅకए नܘऱڝ ݟంߘ ݟంߘ 0 ݋࣊ ړߖ࢐సफ࢐ ణంڝ ఈ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ   x cos pi 
ఇంటࡓछ छࡓఇంట ܘऱڝ ߗڒ ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ 0 ࡽ  pi.޴న޴ంۮ ړ0 ࡽ

అ࢐ ޴ߝసफړߖ࢐ పڒ ݋࣊ ߅ࡍబܽद ڝऱܘन  ఇంటరछ  కए  to pi pi cosࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ړߖ࢐సफ࢐ ݟంߘ 0 ࡽ
ప݋࣊ ߅ࡍ మ࠾ࡍ ఈ ࠳  ࠑన࣒ ࡹ࢑ ܼޓమ ఫంࣾߤ పۮ ڕ ݋࣊ ߅ࡍం޴న޴ కߘక ఇ޴ ఇకए డ pi 2 cos 
छ޳ ݟంߘ  pi ܼޓ న࣒࠳ 2  ޴फంࣆࡍసߘఅ ࡌ

కएࡅ బܽद మనం ఇకएڒ , సࠪనం ړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ  డ ఈ ࣋द࠱ ݋ంߘ ݋ మ࠾ࡍ ఈ ࣋द࠱ ݋ంߘ ݋ కޙߧ࡯ x 
మనڕ కߧߖం޴ۯ ఏࠫటం݄, ࠳ 2 ࠑన࣒ ఇߩओ ఇనछ ߤ࣌ న࣒࠳ 2 ࠑ బܽदڒ మంࡹ࢑ పߦ ܼޓ ݡ ࡛झ  pi x pi 

సࠪనం ࣒ڒ ఇనछ ࡛झ  మనం ఎకए డ ߘంݟ  ۨవరڕ అڵ࠭ ߖంచవ۪ऐ   x x si ne inverse x plus cos
అం݄ ࡅకए एڕసࠪనం కం݄ త ړ1  వڴ ఉంܿం޴.inverse x is pi by 2 by all x x mod 

ࡍڷ థࠫకߦऴ ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ  फంࡏࠬ ,ߩ అ޻ పదमࡏڷ ࡹޒफం۪࡯࢐ڝ మࡅ ࢓܌ࡏ ࠾ࡍకए  ࡮ښఒ ࡯ࢪ 
ఉంܿంࡏࠬ ޴ ఏ࢐ ߕ޼సफవ ࡱ࢑వ ܼࡹ࢑ ߤమం  ప ऱ࣒ छ޳ ݡంࡓ మࡹ࢑ ݋ڒ  x x x pi ߖసࠪనం అ ړ ࡌ
పవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ݞږ  మ࠾ࡍ ఏ ڝసం అࡅ ߕ࠼కए एڕకం݄ ఎ ߖ޳ఒక ݭ࠵  వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈx x 
 x secant cosecant ڔంܽݟంࡓ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ڼ࡮మం అࡹ࢑ ړߖ܉ߖ ࡱవࡱ࢑ సంڝ  ݋࣊ ߖ޵ ޳ࡶ ݋࣊
కएࡅ ࡏࠬ బܽदڒ ࠾ࡍమ ߤఫంࣾ ߤ࠳ݨ కएࡅ ࠾ࡍమం మࡹ࢑   మం x secant x cosecant piࡹ࢑ 
పవ۪ऐ۫ ݞږ ߖసࠪనం అ ޜݡంࡓ ࢐ङ సం ఒకڝ ࠬ ޴బܽद ఇڒ  .޴ం࠼߱࡯ڵࠫ ڴమం࠻
ओߩబܽद ఇڒ  ఇۨऐ ߕ޼మనం ఏ ݡ న మڝ ࠾ࡍసం ۯయగల޳۫ ࠵भ ం ڒబܽद ఇకए డ మ࠾ࡍ x y x y 
కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ߤܼ ݢంࡓ ऒߕఉ ࡹ ݋࣊ ߤ࠳ݨ  ऒߖఅ ޴ఇ ,࠼  ࢐సफవ సంఖङ ల సࠫޒ తపओ  మࡖకܽ 
ओߧۮ ߖఅ ࠾ࡍబܽद మనం మڒ ޶ڒ నటऱޙ࠼ అڕߘం޳ం.x y 
ऒߖ޵ మనం ޙ࠼అ ࠲జߖ ݢంࡓ  ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࣄۯ లభతరంࣆ   ఇకए డ ఏ޾ ఇకए డ ఏ޾ tan i nverse 

మࡓ ࠾ࡍంݟంܽ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ܼࡹ࢑ ߤమ ڕܼޓ సࠪనం మࡹ࢑ ߤܼ ࠾ࡍమ x y x y 
పओۮ ߖసࠪనం అ ړ ంڒ ݟబܽद సछ యంۧలకంܼޓ ڴ మࡓ ࠀ ࠾ࡍంߤܼ ݢ పۮ ړ߅ࡍం޴నڴ࢑ ఉం࡯ݞ.phi

న࣒ ߯ 2  ప࠳ అం݄ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑   ऱ࣒ మధङ 2 ࠑ   ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ङߪఆ߯ మనం కం ࡽ  n pi ݋
ంܿనऒڕߘల࠻ۯ పऱ࣒ ܼޓ ޴ పऱ࣒ ܼޓ ,ఏࠫటం݄ ޴నࣄబܽद మనం ۫డవలڒ ࠀ  ఇనछ ߤܼ ߖࠀ  ࡛झ  ڴ 
ऴ࢐యవۧऐ  అ޴ߝ ఇకए డ అۯ ࡮యړߖݞ ఆࣣ అవసర࠳న షరޔ ఏࠫటం݄, ఇߖ ޴జޙ࠳ , అవసర࠳న 
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షరޔ ఏࠫటం݄, ఇకए డ ऴࡹ ݋ڙࠈపల ܼܼޓ ߤ పऱ࣒  ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ޜ࢑షయం ఈ ࠀ 
ఎం޶కం݄ ఇߖ ޴జޙ࠳ అߩओ  ߙࡹంܽݟంࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍమ ޒۯ ఎడమ ߘ ߤఫంࣾ ݋ంܐంܼ ݡ
వࡍ फంపܑయడం ޳छ కएࡅ ܼޓ ޴ۯంࠚల ڕమన ࡌ పऱ࣒ ߤܼ   ߸ అࡹ࢑ ߤܼ ޴ߝమ ఫంࣾࡅ ߤకए  
࢐దనڴ ఉనऒ అర ߖ޵ ߗڒ బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖ޳ बం  ߘߝ ఇకए డ ߘంݟ ఇకए డڕ సࡕన޴ అޙ࠼ ఇ޴ 
మనం తపओ పओۮ ڴࡍసߖ పऱ࣒ ܼޓ ߤܼ మనం ,࠭ࡶ  సࠪనం ړߖ޻ ޴ఇ ,ޙࠉۮ ߖసࠪనం అ ړߖ޳ఒక ޾ఏ ࠀ 
అߖ తछ రڕࣆࡱޘ ڴం޳ం, త޳छ పऱ࣒ ܼޓ ࠆఆ ߤܼ ఆ ࡌ  పܽߘ࠭ ࠪ  ޴फంࣆࡱޘ ڕऱ మనࢁమ ݟంߘ ࠀ 
ఉపߕङ కएࡅ ࠀ ߤܼ ܼޓ ߤܼ న࣒࠳ ఆࣣ, 1 ࡱࣃ పऱ࣒ ܼޓ ߤܼ  పऱ࣒ ܼޓ ߤܼ ࠀ   ڕࠪ ߖఅ ࠀ ߤܼ 
కएࡅ ߘలࠀ ࠾ࡍమ ܼޓ ࠭࠲ ޴ఇ  ,ࣆࡱޘ కएࡅ ࠾ࡍమ ڴమంࡹ࢑ ߤܼ   x y ڴమంࡹ࢑ ߤܼ 
రछߖ ۨంۨనߩओ ఇకए ݡ డ ߘంݟ మࡍంత సࠪనంڴ ఉంܿం޴ 
ఇనछ ߤܼ ࡛झ  అڒ ܼޓ ޴ߝబܽद , ࡓంߤܼ ࡮ߩ࢙ ݡ ఫంࣾڕࣆޓ ߖ ߤం݄ మనڕ x 
లࠚం޴ۯ ఇకए డ ߘంࡅ ܼޓ ݟకए ఇకए ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߤܼ  డ ఈ ࣋द࠱ ݋ంߘ ݋ంݟ x 
మనڕ లࠚం޴ۯ సࠪనం.y 
ఇకए ߗంܽݟంࡓ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ࠀ ࠆఆ ߤܼ  డ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ  x ܼޓ ߤܼ అࣣ ߤܼ ܽ ߤܼ బܽदڒ ࠭
ప  ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒ ప  ࠀ ߤܼ  ऱ࣒  ఒక ࠳న࣒ కం݄ ఎڕए వ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం ۫࣋ࡅ ܼޓ ޴కए  x yx y xy 
పऱ࣒ ߤܼ  ࠀ 
ఒక ࠳న࣒  ప ऱ࣒ ऱ కం݄  పࡏࣃ న࣒࠳ 1  ऱ࣒ అర ߖ޵ ߗڒ సࠪనం ړ  बం ڒ ޶ڒబܽद ఇకए డ ߘంܼޓ ݟ x x x y y 
 ప ऱ࣒  ߸ అ޴ߝ  ప ऱ࣒ కएࡅ  జం x yy xyߖ ޴ఇ ޙݟంచబڵ࠙ ޜ న࣒࠳ ఒక ߖసࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ 
.޶ࡶ నవసరంڒ
 
ఈ ࡓంހڝ ݡలܼޓ ࡹ మࠀ ࠾ࡍ అࡹ࢑ ߤܼ ࢑ߝమ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴۮ ړށࢩం޴న࢑, ఇపओ ܽవర࠭࠲ ڕ 
పऱ࣒ ܼޓ , ఏࠫటం݄ ޴ంۨనߧ۫ కएࡅ ࠀ  ప  ߤܼ  ऱ࣒  ఒక ࠳న࣒ కం݄ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, అޙ࠼ x y xy 
ఇ޴ తపओ పऱ࣒ ܼޓ ڴࡍసߖ  అۨࣇ ߖంచ޶.

 ప ऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ ࡅకए ओߩసࠪనం ఇ ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ  పऱ࣒ ܼޓ ݡ  అࡹ࢑ ߤܼ ޴ߝమ  phi x y xy phi 
ఫంࣾࡅ ߤకए  పۮ ړ ݋࣊ ߅ࡍం޴నߩओ ఓ߭ ޴జం, ఇߖ ޴ఇ ࠲ऴతࠪ ݡ छࡓఇంట ߤ  ࠑ ߯ న࣒࠳ ݡంࡓ ݡంࡓ ࡽ
పऱ࣒ ݟంߘ ݀ పऱ࣒ ܼޓ ޙ࠼అ ݀ ࠑ  ఎకए ړߖࠪࡌ࢑ ఈ ࢟ࠀ  డ ۮంޔ޶ం޴, ఇ޴ సࡕనڒ ޴బܽद ܼޓ పऱ࣒  pi 
ప 2 ړ߯ న࣒࠳ ߸ ऱ࣒ కएࡅ , ޙ࠼నటऱ޴ంۮ ړ 2 ޜ߯  పऱ࣒ ܼޓ మంࡹ࢑ ߤܼ  కएࡅ   x y ڴమంࡹ࢑ ߤܼ 
ఉంܿం޴, అ޴ y 

 ప ऱ࣒ కएࡅ  ओߩఎ ݡంࡓ ޔఈ షర ޙ࠼న࣒ కం݄ అ࠳ సࠪనం  ఒక ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ   x xy y ޔఈ షర ݡ
పవ۪ऐ۫ ߖజమߖ ޒबࣄࡍఈ ప ޙ࠼జం అߖ  ఇߩओ సమసङ ݡ  ఏࠫటం݄ ࡓ ܼޓంۮ ڕܼޓ ݞږ ݢం޴నవߖ 
మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ۮ ڕܼޓ ݞږ ܼޓం޴నదߖ మన࠳ ࣆࡱޘ ڕన࣒ ߯ ޳छ పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ  ࡌ  pi ࠑ 
݀ మݞږ ࠾ࡍ ఈ ۮ ړߖࠪࡌ࢑ం޴నڒ ࢑బܽद మనం ݟܔ ߖ࢐ܽంۨనߩओ  తफం pi࠴ ంܽݟంࡓ ఈ ݡ
తపओ ందక߱వ۪ऐۮ ړߖࠪࡌ࢑ ޻ऱ అࢁమ ڴࡍసߖ , అࡌ࢑ ޴మం ࡱࢗపࢗ ړ࡯ళ ऱవ۪ऐ  ࠭࠲ ߖజమߖ ޴ఇ ߗڒ 
ࡓ ࠾ࡍమ ޙ࠳జߖ ޔఈ షర ࠲ऴతࠪ ޙ࠼అ ࡮అ ࠾ࡍఒక࢘ళ మ ࠭ޑߩ۫ ऱܿ ࡅకए  ఉతओ  फ ఒకܽ x yޒ
కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ࠪऴత࠲ అߖ ޴జం ڒబܽद మనం ۫ߧంۨన޴ ఏࠫటం݄ , మనڕ మ࠾ࡍ x y 
ఇۨऐ నటऱࡓ ޙ࠼ ऱܿ ఒకܽ కం݄ తڕए వ అߩओ మం  పࡹ࢑ ߤܼ ݡ ऱ࣒  న࣒ x y  x y xy࠳ మం ఒకࡹ࢑ ߤܼ 
కం݄  ప ऱ࣒ కएࡅ  ఇకए ,޴फంࣆࡍసߘఅ ߖసࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ  డ మనం ࡓ ऱܿ ఒకܽ కం݄ x y x y 
తڕए వڴ ఉం݄, అߖ ޴జం అޙߧ۫ ߖ ఇ޴ ఒక చకए .పܽदక ߖ

 ప ऱ࣒ మం ఖۨऐࡹ࢑ ߤܼ  తంڴ ఉంܿం޴ ఒక ࠳న࣒ కం݄ అࣣ ܼࡹ࢑ ߤమ  ప ऱ࣒  సࠪనం   x y xy x y ړ 
అޙ࠼ ఇ޴ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ࠪऴతړߖ޵ ࠲ సࠪనం ߗڒ ఇతర సందࡌग ऱࡹ  మ࠾ࡍ xy x y 
एڕఒకܽ కం݄ ఎ ࠾ࡍఉం݄ మ ڴలంږߘࣃ ݢంࡓ వ ఉం݄ అ࡮ంటߩओ झڡమనం ఈ ఎ ݡ  ऴ߭షߖ߯ ړ ߤ xy 
ఉనऒ ڴ ࢟ܽڵߜ ݢంࡓ ࠾ࡍబܽद మڒ ࡯ంۧݟܔ టऱޙ࠼ , ఉతओ फ ఇపओޒ एڕఒకܽ కం݄ ఎ ڔܽ వڴ ఉం݄, x y 
फࣃݟܔ ߖ߯ న࣒࠳ ࠭࠲ ऒߕఉ ړߖ࢐సफ࢐ ࡹޒతరగ ࡍప޶త ࠭࠲ బܽदڒ ,࠭ వ࡛झ ߤఇ ߤܼ  ࠭   ప ऱ࣒  x ߤܼ 
ఇߤ వ࡛झ  అం݄ ܼޓ పऱ࣒ వ࡛झ ߤఇ ߤܼ ߸   ఫంࣾۮ ړ ߤం޴న ऴۮ ړށࢩం޴నదࡌߖ ߖम ఒకܽ y x ߖ ఈ ړߖݞంచࡍ y 
కం݄ తڕए వ ఎంڕ޶ అߧ۫ ڕࠬ ߖంచడం బࣗࢡ ఆࣣ ޜ ऴߦరంభమޔ࢓ం޴ , ఆ߯ ߖڜ ࠭࠲ऒ  ఇతర 
ࡍڷ फంߩలڜ ݞږ ޜనޔڷࣃం޴ మڜ ࠾ࡍంత సమసङ  పࢲࡍए ర ࣊షܿߦ ޜ ߤ ధనङ Pru ࡱ޳࢐
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