
ङߕఉప ݡపܽ ఏߘ࠭    ङߕదܽ ఉప࠴ ల߯ ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ ࡹలࣃ छࣃ ړߖࣃ గతం, ࠭࠲ ఈ ఉపߕङ సం 
ऐࡍచ ߘల ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒవంܽ ऴ ڡ࣊ ࠾ࡍమ ڡ࣊ڝ ߤܼ ݋ڒ ߤ࣌ڜ ߤ࣌ ݟంߘ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ x x x x x x 
రछߖ ߘలࠪࡹ࢑ ࢐ܽ ࠭࠲ ۨంచߕޔࠓऒ ࠭ మࣃۯ ݞږ ࠭࠲ ࠾ࡍफ ࠭ ఈ ࡹ࢑మ ఫంࣾߤ ల మధङ  ఉనऒ  
ࡍڷ फంߩలߘ చࡍऐ ంచంݟ ah 
ऒߝ࠻࢑ష ߤ࣌ ङߕపܽ ఉపߘ࠭ బܽद మనڒ ,ం޳ంڕࣆޓ  నࣄ࡯ޘ ڕమన ݟంߘ లࣃ ऱܿߤ࣌ ڴ ఫంࣾڕ ߤ x x 
ऒߖఅ ޴ఇ ,޴ఉం ߤ࠳ݨ  ࢐సफవ సంఖङ ల సࠫޒ మ࠾ࡍ ప࠳ ߅ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ పऱ࣒  మధङ  ఉనऒ  అߖऒ  సంఖङ .ࡱ
అర ߖ޵  बం ఏࠫటం݄ , మనం ఏ࢐ ߕ޼సफవ ࡱ࢑వ ڕࣆޓ ߖం݄ , ࡅకए  సంښతం ఖۨऐ తంڝ ڴऱܘन  ఇంటࡓछ x ࡽ x 
పऱ࣒ ݟంߘ ߤన࣒ వ࠳  వۮ ړ ߤంޔ޶ం޴ , త޶పࡍ ऴపశऒ  ఏࠫటం݄ ࣌ߤ ఫంࣾࡅ ߤకए  మనం ߘ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ 
రछߖ ۨంచగలࠪ అం݄ ࡹ࢑మ ఫంࣾ޳ ߤछ भశङ޻ఉ ߕ ࡌ ం  ߦۮओ లం݄ , మనం ࠳న࣒ వߘ ߤంݟ పऱ࣒  వۮ ړ ߤం޴న 
ఏڕࣆޓ ߕ޼ం݄ , ఒక ऴపޙङ కత ఎߩओ ऴపశऒ ޴ߝఅ ޴ఉంܿం ݡ .y 

థࠫక ऴపశऒߦऴ ڼݟమనం అ ޴బܽद ఇڒ  బܽद    al to this yڒ 
మనࣄ࡯ޘ ڕన అ޴ߝ ఆవర फన ఫంࣾߤ sine x 
బܽद ఇకएڒ ޶ڒ జంߖ ޴బܽद ఇڒ డ ఈ సऱ࢓ࡱߖ ߘߝ ࡹ ݭ࠼ అࣾం ߯ ऴߦ ߖ ࠆڴऱ  x sin x ߘࣃۯ ݋
పओۮ ߖసࠪనం అ ړߖڴస ڕమన ࠾ࡍజ సࠪంతర అࣾం ࠬద మޒऀ ంݟ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఆ అߖऒ ంܽߗ y x 
కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ ࠭ అం݄ ߤࣄ సړߖڴ సࠪనం ڒబܽद మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭ అం݄ అࣿړߖ x x 
సࠪంతరంڴ ఉనऒ  ఒక ऀޒజ సࠪంతర ࡔఖߘ ఇకए డ ࣃڶफ ࠭.
 మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾం ࠬద ధߕతघ క ࢙ߩ సగం ࣃब నऴభంశం వదभ ఉం޴ మ࠾ࡍ అߩओ  ఏࠫటం݄ y x ޴࣋۫ మనం ݡ
కएࡅ  అߝక ࡱ࢑వࡱ ఉߕऒ ఇకए ࠾ࡍవ మࡱ࢑ ఈ ڕహరణ޳ఉ ࠼ డ ఈ ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ ఈ ࡱ࢑వ ࡅకए  ఈ x 
కएࡅ బܽदڒ వࡱ࢑  ఈ ࡱ࢑వలߗऒ కएࡅ   సంښతం సړߖڴ సࠪనం మ࠾ࡍ అసంڣङ కం࡮ۧ ڴ ఉߕऒ  x x ࠼
ङޙఒక ऴప ڕమన ݟంߘ ߖ޵ బܽदڒ క࠳న ߖ కھߘనࡶమࣆࡱޘ ߖ, అం݄ ࣌ߤ సړߖڴ సࠪనం మ࠾ࡍ x x 
అం޶వలऱ ߄ࣃరణంڴ ఇߩओ కएࡅ ޴फంࣆߧߖక ޴అ ݡ ऒߖࠪࡹ࢑  రछߖ  ۨంచడం కషदం  ࣌ߤ ఫంࣾߤ అ࠼నపओ  ڔܽ
మనం ఇపओ ऒߖࠪࡹ࢑ ߖ޳ ڔܽ రछߖ  ۨంచగల࠭, ڝ ߖ޳సం మనం ఒక ۨనऒ  ఆࣣ సరళ࠳న ఉ޳హరణߘ 
ए࣋ ڕమన ࡹ ݭ࠼బܽद ఈ సऱڒ ࡯࢐ڝࣆޓ छ కएࡅ ߤన ఫంࣾ࠳సࠪన ړ ࡛ ऱߦ  ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ ݋  బܽद x fx y xڒ ࠭
࣋ए छ ऱߦ ߯ అࣾం ࢓ࡱߖ సࠪనం ړ ࡛ x.޴ంݟయబۯ ݋
కए۪ ڷరం࡯ߗ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴జ సࠪంతర అࣾం ࠬద ఉంޒऀ  ల వऴకࡔఖ చޔరऴړߖࣃ సࠪన࠳న ࡅకए  x y 
వऴకࡔఖ ڒబܽद ఫంࣾߤ అߖऒ  ࢐సफవ సంఖङ ల ࣊ߘ ݋ంߘߝ ݟ  ప ऱ࣒ छ޳  ऒߖఅ ۯంۨࣇ ࡌ  ऴపږޒల ࢐సफవ f r 
సంఖङ ల ࣊݋ వరߖ ڕరछ ۨంచబޔݡం޴.
 
ఇߩओ  ࡏࠬ ݡ
ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  పࡅ ࡹ߅ࡍకए  ఏࡱ࢑ ߕ޼వ ڝసం ఇకए డ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ, ఉ޳హరణڕ ఇ޴ ఒకړߖ޳ f y y 
సࠪనం ڒబܽद ఒకړߖ޳ సࠪనం అం݄ ఒకܽ సࠪనం అࡓ ߝంࡱ࢑ ݡవࡱ ఉߕऒ యߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ .y x x 
  ప ऱ࣒  వߤ ఆ߯ ࡅకए  మࡖక ࡱ࢑వ ఉం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ వړ ߤ సࠪనం ڒబܽद ఈకछ  x x x x ࠾ࡍమ ߤన࣒ వ࠳ ࡽ
ఈకछ పऱ࣒ ܿ ࡽ  వࡓ ߤంݟంܽڔ మనం ఈకछ ङޙన ऴప࠳ऱ సࠪనࢁవలऱ మ޶అం ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ ߤవ ࡽ క y fx x
ए࣋  ޶ࡶ छ ࡛ ఒకܽ ఎం޶కం݄ ఈ ࡓంݟంܽ࠳ ڔన࣒ వߤ మ࠾ࡍ పऱ࣒  x x y ڴసࠪనం ڕసࠪనం  ఒకܽ మన ړ 
వࣆफం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ऴపޙङ క࠳న ޶ࡶ అం݄ ࣋ए छ కएࡅ ߤన ఈ ఫంࣾ࠳సࠪన ړ ࡛ ऒߖࠪࡹ࢑   మࢁऱ x x fx 
రछߖ ۨంచడం కషदంڴ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ఒక ߄ࣃరణ ऴܽڡ ఏࠫటం݄, ڜ ࠭࠲తफ ఫంࣾߖ ߤ పࠫࡍతం ah f 
రछߖ ࠾ࡍమ ړߖݞయۯ ۨంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭.
 ఇߦ ޴త ఫంࣾޜ ߤ సࠪనం ڒబܽद మనڕ ఇపओ ए࣋ ڔܽ छ x fx f ߤఈ ఫంࣾ ࠭࠲ ޙ࠼అ ,޴న ఉంܿం࠳సࠪన ړ ࡛
కएࡅ ऒߖఅ ߘ ߤ࠳ݨ   ࢐సफవ సంఖङ ల ࣊ߘ ݋ంݟ అߖऒ  ࢐సफవ సంఖङ ల సࠫࡅ ޒకए  ఉపసࠫړޒ పࠫࡍతం 
फࣃۯ ࠭.
 
ఈ సందరग ంࡹ ఫంࣾߖ ߤ ఈ ऴړం޴ ఉపసࠫړޒ పࠫࡍతం ޳ۯभ ం అߩۮ ߖओ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ,ం޳ంڕ  అߖऒ ంܽړ f 
పࠫࡍతం ࣃۯफ ऒߖఅ ݟంߘ  ߖ ݋࣊ బܽद మనం ఈڒ ࠭ ంܽڔ అనంతం వరڕࣆޓ ڕంܼ࠭ ڒబܽद మనం 0
రछߖ ۨంచమߦۮ ߖओ ࠭   ప ऱ࣒ వۨऐ ݟంߘ  న ڜతफ ఫంࣾߤ व߯࠹ r f 
బܽद  పڒ ऱ࣒  తపओ  r ڴࡍసߖ
ऒߕࣆ ఉనऒ ڕఅనంతం వర ݟంߘ   ఈ ࡌ࢑మం ڒబܽद ࠭࠲ व߯ߖ ࠹  ప ऱ࣒ ప  ݟంߘ  ऱ࣒ రछߖ ړ  ۨంۧ࠭ f r r 
మࡅ ࠾ࡍకए  व߯࠹ మࢁऱ ࣋ए छ  x f x f f x x ޶ం࠭ ڕఇంత  ޻రऴసం అޔచ ࠹ऱ  व߯ࢁమ ࠹బܽद व߯ڒ ݋ࡕ ࡛
మనڕ ఉనऒ ओߩఇ ߤ࠳ݨ  ప  ݟంߘ ݡ ऱ࣒  r r ڼ࡯యడం వలऱ కۯ ߖޒࠫࡍఈ ప ޙ࠼అ ,޴ంݟయబۯ తంࠫࡍప ړ 
ऴపࡆజనం ఏࠫటం݄ 
ప  ݟంߘ ߘ ߤ࠳ݨ , ऱ࣒ छ޳ యడంۯ తంࠫࡍప ړ  ఇపओ ࠭࠲ ࡌ ऒߕफࣆ۫ ߖ߅ࡍతफం ప࠴ ڔܽ ࠭  ఫంࣾߤ r r 
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ఇపओ కएࡅ ߤఈ ఫంࣾ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ޴ఉం ڼ࡮అ ڔܽ  పߘ࠭ ߅ࡍపܽ ఫంࣾߤ  ప ऱ࣒  ఎం޶కం݄ f r fx x 
࣋ए छ ए࣋ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛ छ ࡛ ऴపږޒలంڴ ఉండڒ ޶బܽद మనం ߘ ߤ࠳ݨ పࠫࡍతం ࣄۯనߩओ  x ݞږ ݡ
ప  ߅ࡍప ߤపܽ ఫంࣾߘ࠭ ऱ࣒  అޔ࢓ం޴.r 
 ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए ప  ݟంߘ  ऱ࣒  వరڕ ఇߩओ ఇపओ ߤ࠳ݨ ݞږ ݡ ప  ڔܽ ऱ࣒ ऒߖకం݄ అ޶ఎం ,޴ఉంܿం ڴ   f r r 
ऴపږޒల సంఖङ  f ڴ࢑ధం ఆ ߘ ߤ࠳ݨ ఏࠫటం݄ ޴࣋۫ బܽद మనంڒ ࠼ఉంܼ ࡹ߅ࡍప ࠹व߯ ߤతफ ఫంࣾڜ ఈ ࡱ
పࠫࡍతం ࠭ࣃۯ ఫంࣾࡅ ߤకए  ప߅ࡍ ఇపओ రऐࠪ ߖ߅ࡍప ߤఫంࣾ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉం ڼ࡮అ ڔܽ డం ߗڒ ,޶ࡶ మనం
ఇకए డ ࣄۯన ࠭ఖङ కएࡅ ߤ࠳ݨ , ࢑షయం ఏࠫటం݄ న࠳  ఈ పۯ ߖޒࠫࡍయడం ޳छ ओߩఇ ࡌ  ޴࣋۫ మనం ݡ
ఏࠫటం݄, ߦ ߘߝऱ ऒߕఉ ڴ ݋ కएࡅ ࠹व߯ ߤఈ ఫంࣾ ߘ  ऴࠆڴ ఎߩࡏ రంࡹڷ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ తపओ  f ڴࡍసߖ
కएࡅ జ సࠪంతర అࣾంޒऀ ए࣋ ࠲న ࠪऴతߩ࢙ లږߘࣃ  छ फࣃށగࡍప ࠲ऴతࠪ ߘ ࠆڴన ऴ࠳సࠪన ڕ ࡛  x fx ߘ
ఉనऒ ࡹڷరం ߩࡏబܽद ఎڒ  ఈ వऴకࡔఖ ڜతफ ఫంࣾߤ व߯ړ ࠹ ऴࠆڴ మ࠾ࡍ ఇߩओ  f ߘవࡱ࢑ ߕ޼మనం ఏ  ޙ࠼అ ݡ
ఇకए ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ޴బܽद ఇڒ ంܼంڕࣆޓ డ ߩۮ ڷࡱߕओ  y y ڴసࠪనం ړڷࡱߕ ߖ బܽद మనంڒ ,ం޳ంڕ
కएࡅ ޜ ߤ࠳ݨ నݟయబۯ తంࠫࡍఏࠫటం݄ , ప ޴࣋۫ మనం ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ  ఏڛక ࡱ࢑వ ࠪऴత࠲ x 
ఉంܿం޴.

 న  x f x yݟయబۯ తంࠫࡍసࠪనం 1 ప ړసం 1ڝ ړߖ࢐సफ࢐ , సࠪనం ړ4 ࠹సం व߯ڝ ߖ޵ ,సࠪనం ړ2
ఫంࣾڕ ߤ, పࠫࡍతం ۯయబݟన ݟږ ޜ ߤ࠳ݨన ఫంࣾߤ व߯ړ ࠹ ఒښ ఒక ఏڛక పࢲࡍए రం ఉంܿం޴ , అ޴ పऱ࣒  వړ ߤf 
సࠪనం మ࠭࠲  ࠾ࡍ ఫంࣾࡅ ߤకए ప  ݟంߘ ߘ ߤ࠳ݨ  ऱ࣒  r r ޴ంޔڷࡏజ ޴న ఇ޶నంࣄۯ తంࠫࡍప ړ 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇߩओ ङޙऴప ݡ కత ఉం޴ ఎం޶కం݄ మనం ఏߕ޼ ఇతర ڝࣆޓవ۪ऐ , ఉ޳హరణڕ మనం ఈ y y
వ۪ऐڝࣆޓ ߖ , ఉ޳హరణڕ ఇࡅ ޴కए ओߩۮ ߖవ అࡱ࢑ ంతڜ   ం.y޳ంڕ
 ఇ޴ ऴపޙङ క࠳న޴ ఇ޴ వ  ఏڛక అం݄ ࣋ए छ ࡛ అ࠼న ࡅకए  व߯࠹ ఈ ړ సࠪనం ڒబܽद ఈ ߅ࡗߖతx e x x x f y 
ఫంࣾߤ व߯ڝ ࠹సం ఇߩओ ऒߖࠪࡹ࢑ ݡ  అర बవంతంߖ ڴరछ ۨంచడం ࣃధङ మޔ࢓ం޴ ఈ व߯࠹ ఫంࣾࡹ࢑ ړ ߤమంf f 
అం݄ మనం ఇߩۮ ޴ओ ం   ప޳ంڕ ऱ࣒ ప  ݟంߘ  ऱ࣒  వరڕ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  పऱ࣒ g r r r y ah ړ ߕ޼న ఏ޴ంۮ ړ  y 
కएࡅ కएࡅ మంࡹ࢑   వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇకए డ ఇࡅ ޴కए  ధߕతघ క వర ठ࠮లం ڒబܽद y y 
మనం ࡏࣃ࡮ۧ ߖऱ ఇߖ ࡮రछ ۨంۧ࠭ व߯࠹ ఇనछ ࡛झ  అࡏࣃ ࡮ۧ ߖऱ ऴࣄ࢐న ऱܿ ࠬࡏ అݞږ ߖ ऴࣃ࢐फ  g f g ࡏ
एࣄప࡛ ऴࣇ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ  ah ߘ दߵ
फࣃڵࡆద ఉపࠬ ࡏ߮ ߤఫంࣾ ࡱఅస ࡹ రछߖ మనం ړߖࠪࡹ࢑ ߖ޵ ,࠭ ऒߕफࣆۨ ఇనछ ࠹బܽद व߯ڒ ࠭ ࡛झ  f ޳ࡶ 
మం  పࡹ࢑ ࠹व߯ ࡏ࢐  ࡏऴ࢐య ݞږ ࡮ఇ ࡱऱ ऴపజࡏࣃ ࡮ۧ ऱ࣒  2  ప ऱ࣒  f r r f ࠹व߯ ࠾ࡍమ ߖఅ ݟంߘ 
కएࡅ మంࡹ࢑  व߯࠹ ఇనछ ࡛झ  అߖ ऴࣃ࢐फ ఇకए ݟసం ࣾࠫంచంڝ ߕ޼న ఏ޴ంۮ ڕ ߤ࠳ݨ ࠹व߯ ,ࡏ డ y f f y f 
ఒక व߯࠹ మࡍऐ ఇనछ ࠹व߯ ߘ࠻߱ ࡛झ కएࡅ   ధߕతघ క వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ  f y ޻మనం అ ݡ
పదमߖޒ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ం ఫంࣾࡅ ߤకए  o  f ߗڒ ޶రࠪ ߅ࡍయడం వలన పۯ తంࠫࡍప ߘ ߤ࠳ݨ 
ऒߖࠪࡹ࢑  అర बవంతంߖ ڴరछ ۨంۧڒ ࡯బܽद ఇకए డ ࠴తफం ऴܽڡ ఫంࣾࡅ ߤకए  ,యడంۯ తంࠫࡍప ߘ ߤ࠳ݨ 
ఉ޳హరణڕ ఈ సందరग ంݞږ ࡹ మనం ۮపओ వछߖ ంߘ ߤ࠳ݨ  ݟ  ప ऱ࣒ ప  ڴࡱ޶బ ڕ  ऱ࣒  తం r rࠫࡍప ࡮ݦఉం ڴ 
పऱ࣒ ݟంߘ  న࣒࠳ మంࡌ࢑ ంతڜ మనం ,ݟయంۯ   అۮ ߖపओ 2 ޶యۯ ߖప ޴फ, ఇ࣋ۯ తంࠫࡍప ߘ ߤ࠳ݨ ړߖݞ 2
ఎం޶కం݄ మనం ࠳ ߘ ߤ࠳ݨన࣒ ݀ ߘంݟ పऱ࣒ ओߩफ అ࣋ۯ తంࠫࡍప ړ݀  కएࡅ ߤఈ ఫంࣾ  ߅ࡍప ݡ ऒߕࣆ   
పऱ࣒ ݟంߘ ݀ న࣒࠳ ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࠲ऴతࠪ ݟంߘ  న࣒࠳ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ࣃۯ తంࠫࡍప ړ݀ 
పऱ࣒ ݟంߘ ݀ ओߩఅ ࠭ࣃۯ తంࠫࡍప ړ݀  ऒߕࣆ ߅ࡍప ߤఫంࣾ ݡ  ,޴ఉంܿం ࠲ऴతࠪ ڕవర ڷࡱߕ ݟంߘ 
అޙ࠼ ప߅ࡍ  అసࡷన ఫంࣾߤ అ޴ߝ అߖऒ  ऴపږޒల సంఖङ ల సࠫޒ మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ ఉనऒ ړݟڕ 4 ݟంߘ   ఈ 
పړ߅ࡍ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴ అర मవంత࠳న ప޶ڒ ޒࠫࡍ ఎం޶కం݄ మనం ఫంࣾࡅ ߤకए  అܿవంܽ ߘ ߤ࠳ݨ 
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ తంࠫࡍప ࡹ࢐ ంۧ࡯ ప߅ࡍ ࠪరऐ బడనం޶న ప߅ࡍ ఇపओ  y ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉం ڼ࡮అ ڔܽ
ఇߩओ फࣃڵࡆఉప ߘకతޒښంࣃ ఈ ړߖݞయۯ తంࠫࡍప ߘ ߤ࠳ݨ ఫంࣾనऱ ޒణࠫڝޒऴ ݡ ࠭, త޳छ  ࢐ܽ మనం ࡌ
ऒߖࠪࡹ࢑  అర बవంతంߖ ڴరछ ۨంచగల࠭ ڒబܽद ࠭࠲ మࢁऱ ࣌ߤ ఫంࣾړ ߤ సࠪన࠳న ࡿࢗ ڵࡍޒ ړफ ࠭ మ࠾ࡍ x y
కएࡅ ߤఫంࣾ ߤ࣌  ప࠳ ߅ࡍన࣒ వߤ మ࠾ࡍ పऱ࣒  వߤ మధङ  ఉందߖ ఇߩओ  మనం x ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕమన ݡ
ఇకए డ ۫࣋फ, మనం పࠫࡍతం ࣋ۯफ , ఆࣣ ࣌ߤ ఫంࣾߩۮ ߘ ߤ࠳ݨ ߤओ  x 2 ݟంߘ ߯ న࣒࠳ ߖߖ޳ ం, మనం޳ంڕ
వరڕ పࠫࡍతం ࠭ࣃۯ.
  ప ऱ࣒ छ޳   pi.2 ࡌ
కएࡅ ߤఫంࣾ ߤ࣌ ࠭࠲ బܽदڒ   x ߘ ߤ࠳ݨ 
नܘऱڝ   ఇంటࡓछ పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ ݟంߘ న࣒࠳ ࡽ छ޳ ݡంࡓ  फࣃۯ తంࠫࡍప ࡌ  pi pi ߖޒࠫࡍబܽद ఈ పڒ ,࠭
छ޳ యడంۯ కएࡅ ߤన ఫంࣾݟయబۯ తంࠫࡍప ࡌ  వऴకࡔఖ అߖ మనం ۫ࣃफ ओߩఇ ߘߝ ࠭ నऒޔࠓయڶ ݡ  ఘన 
ఎߩࡏ వऴకࡔఖ ఇڒ ޴బܽद ఇ޴ పࠫࡍతం ۯయబݟన ࣌ߤ ఫంࣾڕ ߤ వऴకࡔఖ, ఇకए డ ࠳ ߤ࠳ݨన࣒ ߯  ߘంݟ పऱ࣒  x 2
छࡌత ࠾ࡍమ ޴ంݟయబۯ తంࠫࡍప ړ2 ߯ త ݞږ మనం ఇకए డ ۫డవ۪ऐ  ఈ పޒࠫࡍ అߖऒ  అతߘ ah t  
ధङࣃ మࡃङ ऒߕఉ ࡱవࡱ࢑  ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍసߘఅ ߘఖࡔకం݄ మనం ఈ వऴక޶ఎం ,࠼ ࣋फ, ఉ޳హరణڕ ఇకए డ 
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అ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ , ఆ߯ మనం ఈ ޴శޔࢂࢗ ࡹనऒ ओߩ ऒߕࣆ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡱవࡱ࢑ ߤࣄ ݡ  రంతరం xߖ ړ
फࡿࢗ फࡿࢗ ڕ޶ంత ࠭ంࡍమ ޙࢀࢗ ڕߩ࢙ ఆ߯ మనం ఆ ,࠼ .࠼
ऒߕࣆ  పऱ࣒ ݟంߘ   వߤ వరڕ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ పޒࠫࡍ తࡌछ త ߤ࣌ ݞږ ఫంࣾߤ ప࠳ ߅ࡍన࣒ ఒకܽ ߘంݟ x 
 ప ऱ࣒  వߤ వరڕ ఉంܿం޴, అదనంڴ మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄ , మనం ࠳న࣒ వߘ ߤంݟ పऱ࣒  వߤ పࡅ ࡹ߅ࡍకए  y 
ఏࡱ࢑ ߕ޼వڕࣆޓ ߘం݄ ڒబܽद మనం ఇకए డ ఈ ڕࣆޓ ߖంܼం ڒబܽद ࠳న࣒ ࣔړ ࠆ సࠪనం ڒబܽद మనం y y y 
 ం݄ڕࣆޓ సࠪనం ړ ࠆࣔ న࣒࠳ ߖ
, ఈ ߖయంऴޒత ࡅ ࡹ ߤ࠳ݨకए  ऴపޙङ క ࡱ࢑వ ࠪऴత࠲ ఉందࣃ۫ ߖफ ࠭ అం݄ ࡏڷफ ࠳న࣒ ࣔړ ࠆ సࠪనం x x 
ఎం޶కం݄ ࠬࡏ ఈ ߖయంऴޒత ࡹ ߤ࠳ݨ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ, ఈ ڕ ߤ࠳ݨ పࠫࡍతం ۯయబݟనߩओ  x ߤ࣌ ఈ ݡ
ఫంࣾߤ ఖۨऐ తంࡏࠪ ڴओ కएࡅ ݞంڕࡶ   ఫంࣾߖ ߤ ߭ం۪ޜం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠭࠲ ఈ ప࠳ ࡹ߅ࡍన࣒ x 
ఒకܽ ߘంݟ పऱ࣒  వߤ వరߝڕࣆޓ ڕ ఏړ ߕ޼ ऴపޙङ క ࡱ࢑వ ఉంܿం޴.y o 

ఈ ࡌ࢑మంࡅ ࡹకए  ऴపޙङ క ࡱ࢑వ అం݄ ࡅకए  సంښతం ఈ ړ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद   fxa x x y
ఉ޳హరణ࠳ ړ ڕన࣒ సړߖڴ సࠪన࠳న ఈ ࡱ࢑వڕ సࠪనం ڒబܽद ࡅకए  ఈ ࡱ࢑వ ࠳న࣒ 30ړ సࠪనం.y x x 
एڕన࣒ ߯  కం݄ ఎ࠳ ޳ࡶ ࡱڶऴݟ  వ ڒబܽद మనం ࣌ߤ అߖ అంܼ࠭ ڒబܽद మన࠳ ڕన࣒ ߯  ࠳ ࠑన࣒ ࣔ6 ړ ࠆ 6
సࠪనం మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘం࠳ ݟన࣒ ࣔࡅ ࠆకए ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ फࣃऴ࢐ ߖఅ ࡏన࣒ ߯ ఆ࠳  ओߩబܽद ఇڒ ࠭  మనం ݡ
పࠫࡍతం ߤ࣌ ࠭ࣃۯ ఫంࣾࡅ ߤకए పऱ࣒ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ߤ࠳ݨ  మధङ ݡంࡓ ߯  छࡓఇంట ܘऱڝ   ڕవర ࡽ
మనం ߖࠪࡹ࢑ ߖ޳ऒ  ऴపޙङ కంڴ మ࠾ࡍ అర बవంతంߖ ڴరछ ۨంచగల ࣄबࡹޒ ఉߕऒ  ߤ࣌ మనం ࡹ ࠆڴబܽद ఈ ऴڒ ࠭
ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾߦ ߘ ߤऱ ऒߕޔࠓయۯ ݋ .޴మం ఉంܿంࡌ࢑ ߤ࠳ݨ ߖ޵ ,࠭
పऱ࣒ ࠾ࡍమ ߤన࣒ వ࠳   వߤ మధङ नܘऱڝ   ఇంటࡓछ సओ ށࢩऴ ࠾ࡍమ ࡽ షदం࠳ ڴన࣒ ߯ ࡓంݡ మ࠾ࡍ పऱ࣒  ݡంࡓ ߯ 
మధङ नܘऱڝ   ఇంటࡓछ ఇకए ޴ంޔ࢓అ ࡽ డ ఆࣣ ࣌ߤ వࡓझ ऱߦ ߘ ࠆڴఈ ऴ ޴ఇ ,޴వల పܽदక ఉంࡱ࢑ ߤ࣌ ࣒  xx x ݋
भ޳۫ బܽदڒ ޴ంޔݡసࣔయప ڕࠪ ࡹయడంۯ ం  ޜ ऴߦరంࠚంచంڒ ݟబܽद మనࣆࡱޘ ڕ ah m inus one 
బܽद ఇకएڒ సࠪనం ړ ߤన࣒ వ࠳ ߤ࣌ ݀ ࠑ న࣒࠳ బܽदڒ డ ߘంݟ మనం ࠳న࣒ వࡅ ߤకए ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  న࣒ pi࠳ 
పओۮ ߖసࠪనం అ ړ߯ వ۪ऐ కएࡅ ߤన࣒ వ࠳ బܽदڒ  ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ కएࡅ బܽदڒ  ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  బܽद yڒ న࣒ ఒకܽ࠳ 

ఈకछ ఇకए ߤన࣒ వ࠳ ࡽ డ ఉం޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ వࡅ ߤకए ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  y pi pi ݀ ࠑ న࣒࠳ ݀ ࠑ న࣒࠳ 
ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद మనం తపओ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ڴࡍసߖ 1 ࠑ ߯ న࣒࠳  ޴ఇ ࠾ࡍన࣒  మ࠳ ޴బܽद ఇڒ ࠭

కएࡅ  న࣒࠳ బܽदڒ  ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ࡹ ࠆڴऴ ڴథࠫకంߦబܽद మనం ऴڒ  ߯ న࣒࠳  ࠭ 2 1 2
మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త మࡍంత ࠭ంޙࢀࢗ ڕ޶ మన࠳ ڕన࣒ ߯ ࣌ڒ 3 ࠑ 3 ߤబܽद ࠳న࣒ ߯ ࣌3 ߤ ఇ࠳ ޴న࣒ ࡅకए  
న࣒ వర࠳ ݡ࠮ కం݄ ݡంࡓ ࡱڶऴݟ అర࢙  ߤ࣌ ठړߖ࡮࠮ సࠪనం మ࠾ࡍ అకए డ ߘం࠳ ݟన࣒ ݡ࠮ ݋ࡐ 
కం݄ ࡓంݡ కం݄ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ  3 కం݄ ࠳న࣒ ߯ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ కएࡅ బܽदڒ  ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ఓవ࡛ y 3 ݋ࡐ న࣒࠳ 
ߖ࠿ 4 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ2 ऱܿ మ2  ࠾ࡍ కం݄ ࠳న࣒ ࠳ 0 ߩ޳޳ 3 ݋ࡐన࣒ ߕࣆऒ  ࡏఆ ޴ࠫߖఎ ݋ం࠼ߦ 
ఎకए  ޴ఉంܿం ڴࡏࠪࣆ ޴బܽद అڒ ఇకए ݩ డ ࣄۯ ఆ߯ ޳ ݡ࠮छ  న࣒ tely pi by࠳ ޴బܽद ఇڒ ߯ న࣒࠳ ࡌ

ߖ࠿ ࡏఆ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ݡ࠮ న࣒࠳ ࡱޔవం ݡంࡓ ంటݟ࠮ ࡹߖ޵ బܽदڒ ऱܿ ڒబܽद ఇ޴ ఇకए డtwo pi by 
ఎకए .޴फంࣆవ ࡮అ ڕమన ޴ఇ ݋ం࠼ߦ ߖࡹ ࠆڴవలऱ ऴ޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ݩ
  అ࢑޻ధంڴ ఈ ऴߘ ࠆڴంݟ 
కएࡅ న࣒ ఆࣣ࠳ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ఆࣣ ࠳న࣒ ఒకܽ కం݄ ࣋ए छ కएࡅ ݡంࡓ ݋ࡐ ࡛ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  సࠪనం అޔ࢓ం޴ 
అݞږ ߖ ۫పవ۪ऐ .
కएࡅ ݡంࡓ   వర ठ࠮లం ఒకܽ ࠳న࣒ ߕࣆऒ ఇకए ݡఏ ݋ం࠼ߦ  డ ఎకए  ڷࡱߕ ߯ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ޴ఉం ݩ
ఇంࡹ޶ సగం ఎకए అకए ݩ డ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇకए డ కࣆࡱफం޴ ఆ߯ ࣌ߤ ఆ࠳ ࠆన࣒ ߯ 6 ࠳ ࠑన࣒ 30 
న࣒ సగం ఇకए࠳ ࠾ࡍన࣒ సగం మ࠳ ࡱڶऴݟ డ ࠳న࣒ ڡࣄ ࠑझ  అ޴ߝ ఈ అంశంݟ࠮ ࡹంట ఒక వంޔ ఇకए డ pi 
ఉంڒ ޴బܽद మనڕ ఇ࡮ంܽ మ࠼ߦ ࡗం݋ వࣆफం޴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ కएࡅ   ఆࣣ ࣌ࡹ࢑ ߤమం ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴, 
ఇ޴ ఇకए డ ࣆషदంࡐࣃ ڴపङ తߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴ న ࡅకए  సం ఈy ah pos ahڝ బܽदڒ సంڝ వలࡱ࢑ లږߘࣃ 
కएࡅ కం݄ ఒకܽ޶ఎం ,޴ఉంܿం ݋ం࠼ߦ ఇనछ ߤ࣌ న࣒࠳  ࡛झ కएࡅ  ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ పऱ࣒ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࠑ ݡంࡓ   
ఇనछ ߤ࣌ ڕసం మనڝ 2 ࠑ 3 ݋ࡐ ࡛झ ఇకए 3  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం 2 ࠑ 3 ݋ࡐ  డ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఆ߯ ఇ޴ మనڕ 
ఈ ࠼ߦంߖ ݋ ߰ంޔ޶ం޴ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڝ ڷࡱߕ ߯߯ ڴసం మనం ఈ ࠼ߦంߖ ݋ ఇకए డ ߰ందߕޔࠓऒ ࠭ 
మ࠾ࡍ ఆ߯ ఆࡏ కం݄ ߯ ڝసం మనڕ ఈ ࠼ߦం݋ ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद మనం ఈ ۪కए లߖऒ ంܽߗ కޙߧ࡯ మనం  
߰ందంڒ ݟబܽद ఈ ۪కए ల ఎߩࡏ వऴకࡔఖ ࡅకए ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ऴݞږ ࣒ڒ ࠆڴ అ࠭࠲ ڼ࡮ ఫంࣾߤ y y ah cos 
కएࡅ ఆవర ޴రణం ఏࠫటం݄ అڒ ऱࢁం݄ మڕయۯ తంࠫࡍప ߘ ߤ࠳ݨ  फన ఫంࣾߤ అ࠼నం޶న ఏࠫ జޔڷࡏం޴ 
ऒߖࠪࡹ࢑ ߖ޳ ڴఖࡔ ࢐సफవ తफం࠴ ߤ࠳ݨ  మనం అర बవంతంߖ ڴరछ ۨంచ࠭ࡶ 
ఎం޶కం݄ ఈ ఫంࣾߤ పࡹ߅ࡍ మనం ࡅ ߝڕࣆޓకए  ఏࡱ࢑ ߕ޼వ ࡅకए  అߝక ࠚ࢑నऒ  cos y x ߘవలࡱ࢑ 
కڵ࡯ ఉంܿంڝ ߖ޵ ,޴సం ఆ ړ సࠪనంڴ ఉంܿంࡍ  ߗڒ ޴वࣄदڡ అߦۮ ߖओ లం݄ మనం ۫ࣃफ ࠭ cos x y
ఉనऒ ڕవర ݟంߘ  ߘ ߤఫంࣾ ߤ࣌ڜ ࠭࠲ 0 ݟంߘ  ࠭࠲ ,फ ఆࣣ࣋ۯ తంࠫࡍప ߖ ߤఫంࣾ ߤ࣌ڜ ړߖࠪࡌ࢑  pi t 0
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వరڕ ࠪऴత࠲ పࡍగࣃށफ ఉనऒ ڕవర ݟంߘ 0 ڕవర ݟంߘ బܽद 0ڒ ࠭ नܘऱڝ  ऒߖࠪࡌ࢑   మనం pi pi pi 
పࡍగࣃށफ ࠭.
  ࢐సफవ ࡔఖ ࡅకए  ఈ ఉపసࠫړޒ ఫంࣾߘ ߤ ఈ ఆࣣ ڕ పࠫࡍతం ۯయంݟ, cos 
అߩओ కएࡅ ߤఫంࣾ ݡ  ऴࠆڴ ఇ࡮ ఉంܿం޴ cos 
మ࠾ࡍ మࢁऱ మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄ , ࣌ߤ ఫంࣾ࢑ ߤషయంࡹ వࡵ ఇ࠴ ޴తफం పߖ߅ࡍ కవ࡛ ࣆۯफం޴.
  ఈ  ߘంړߖࠪࡌ࢑ ݟ పࠫࡍతం ۯయబݟనߩओ 0 ,ݟయంۯ తంࠫࡍప ړ ߘ ߤ࠳ݨ ړ ߖ߅ࡍప ߤఫంࣾ ߤ࣌ڜ ݡ pi pi 0
ఇపओ న࣒ 1 మధङ࠳ ࠾ࡍమ 1 ڔܽ  అߖऒ న࣒ 1 మధङ࠳ ࠾ࡍమ 1 ࡱవࡱ࢑   ఉంܼ࠼, ఎం޶కం݄ ఈ ఎߩࡏ వऴకࡔఖ 
1 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 మధङ .޴ఉంܿం ڴరంతరంߖ 
యవ۪ऐۯ బܽद మనంڒ    ఇకए డ ఒకܽ ߘంݟ ऴߦరంࠚంచంݟ మ࠾ࡍ మనం వऴకࡔఖ ࢗంట ޔࢂࢗనऒ ओߩ  మనం ݡ

వదभ ߕࣆऒ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ఆ߯ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࡏۯ ڴݡంࡓ ߘవࡱ࢑  pi x pi ڕన࣒ ఒకܽ వర࠳ ݡ
छ޳ యడంۯ తంࠫࡍప ߘ ߤ࠳ݨ బܽदڒ ࠭ޑళࢗ cos 0޻అ ڒఇం  ߅ࡍతफం ప࠴ ߤఫంࣾ ڕవర ݟంߘ  ݞږ ࡌ pi 
࢑ధంڴ మనం ۫࣋ࠫ޻టం݄, మనం ࡅకए  ఏࡱ࢑ ߕ޼వڕࣆޓ ߘం݄, మనం ߖ సࠪనం అߖ y y 
ओߩۮ ం, ఇకए޳ంڕ డ సగం ۮపओ వछߖ ంݟ, 
 ah cos ah cos y ߤࡷ ࡽయࡍ తफం࠴  సࠪనం ړ फ࣋۫ ߖ ߤఫంࣾ ࡱफ, అస࣋۫ ߖ ߤఫంࣾ ࡱబܽद మనం అసڒ
అߩओ కएࡅ ڕమన ݡ  అߝక ࠚ࢑నऒ ఆ߯ ఇకए ,࠼ఉంܼ ࡱవࡱ࢑  డ మࡖక ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ ఇకए డ మࡖక ࡱ࢑వ x 
ఇకए డ మࡖక ࡱ࢑వ ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ݞږ మࡅ ࠾ࡍకए  అనంత࠳న అߝక ࡱ࢑వڝ ߖ޵ ࡱసం x cos x 
సړߖڴ సࠪనం అߘ ߤ࠳ݨ ࠭࠲ ޙ࠼ పࠫࡍతం ࣄۯనߩओ ऒߕࣆ  ݡ  pi ޴ࡃࠓమనం ۫డ ڕవర ݟంߘ 
ఏࠫటం݄ , ࡅకए  ఒక ऴపޙङ క ࡱ࢑వ ࡅకए  ఒక ࡱ࢑వ ࠪऴత࠲ ఉం޴, ఈ సందరग ంࡹ ఈ ఉ޳హరణࡹ ఇ޴ x x pi
 cos ࠭࠲  వలऱ ఏࠫܽ޶అం ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖڴల సڶऴݟ కం݄ అర࢙޶ఎం ࡱڶऴݟ అర࢙ ޳ࡶ ݡ࠮
फࣃ۫ పऱ࣒ ݟంߘ ߤన࣒ వ࠳ మంࡌ࢑ ࠭࠲ బܽदڒ ޶ڒ సࠪనం ړߖڴవలం సښ ޴బܽद ఇڒ ࠭  వࡹ ߤ ఏߕ޼ y ah 
ఇతర ڕࣆޓ ߖంܼ࠭ , ఇ޴ ఖࡏऐ  ఫంࣾࡅ ߤకए  పߖ߅ࡍ కڵ࡯ ఉంܿంࡹߖ޵ ,޴ ఎలऱߩओ ङޙऴప ݢ క࠳న y x 
ఉంܿం޴ .
 ఈ ߅ࡗߖత ࡹ ߤ࠳ݨ అం݄ ఈ ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ cos o  f x y
మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ఇݞږ ޴ సओ షदంڴ కࣆߧߖफం޴ ఎం޶కం݄ ఈ ڕ ߤ࠳ݨ పࠫࡍతం ۯయబݟనߩओ  ߤఈ ఫంࣾ ݡ

ఫంࣾߖ ߤ మనం ۫డగڼ࡯టߩओ ओߩనݟయబۯ తంࠫࡍప ړ ڕవర  ݟంߘ  ݡ cos 0 ڴ ࡽకߖ݇ߠ࠵ ࠆڴऴ ݡ 0 pi
తڷठޔం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఏࡱ࢑ ߕ޼వ ڝసం  మనం ߝڕࣆޓ ఈ ࡌ࢑మంࡹ ఎలऱߩओ ङޙऴప ݢ క࠳న y x 
ఉంܿం޴ మ࣒ڒ ࠾ࡍ ఫంࣾࡅ ߤకए ओߩమం ఇࡹ࢑  ङޙऴప ݡ కంڴ ఉంܿం޴, అం݄ ࣌ߤ ఫంࣾߝڴ࡮ ߤ మనڕ 
పऱ࣒ ݟంߘ ߤన࣒ వ࠳  వరڕ ఫంࣾࡅ ߤకए  cos.޴మం ఉంܿంࡹ࢑ 
 ఒకܽ ߤ࠳ݨ మ࠾ࡍ ऴށࢩ అߘ 0 ޴ߝంݟ వరڝ ڕऱܘन  ఇంటࡓछ ऱ ఇకएࢁమ ࠾ࡍమ ࡽ డ మనࡱ࢑ ڕవల పܽदక pi 
ఉంڒ ޴బܽद మనం ऴߦరంࠚంۨన ࣌ߤ ఫంࣾࣄۯ ڕ ߤన݄ऱ మన࠳ ڕన࣒ వړ ߤ సࠪన࠳న ࣒ڒ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍpi 
ఇనछ ࣒ڒ ࡛झ  ఆ࠳  ࠆన࣒ ఒకܽ ړ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡅకए న࣒ ఒకܽ ఇకए࠳ మంࡹ࢑ ࣒ڒ  డ ఉం޴ y y pi

ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद మనڕ ऴࡹ ࠆڴ ఈ ࠼ߦం݋ ఉం޴ సࡔ ఆ߯ ఇకए డ ڕࣆޓం޳ం ڒబܽद ఇకए డ మనݡ࠮ ڕ pi 
ए࣋ ߤఆ ߤన࣒ వ࠳ ܿ ࡛ࠂ ޓऴ ࠆఆ ࣒ڒ ߯ ޓసࠪనం ऴ ڷࡱߕ  ޴ఉం ࣒ڒ ڴ߯ छ ए࣋ ܿ ࠆఆ ݋ࡐ ࡛ छ  pi ݋ࡐ ࡛

మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ మనం ߰ం޴޻ ఏࠫటం݄, ࠳న࣒ ఒకܽ కం݄ ࣋ए छ కएࡅ ݡంࡓ ݋ࡐ ࡛  మంࡹ࢑ ࣒ڒ 
 సࠪనం ړ߯ ݡ࠮ ߯ڷࡱߕ
కएࡅ ݡంࡓ బܽद సࠪనంڒ న࣒ ఒకܽ࠳ బܽदڒ ए࣋ ߤన࣒ వ࠳  छ ఎకए ݋ࡐ ࡛ ఇకए ݩ డ ఉం޴ మ࠾ࡍ ऴࠑ ߯ ޓ y 
घࠫޛ ޴బܽद ఇڒ ࡱޔవం ݡ࠮ ڴథࠫకంߦऴ ڷࡱߕ ߖ࠿ ޴ ऱܿ ڒబܽद ݡ࠮ వంࡱޔ 
ఎకए ߖ࠿ లޔవం ݡ࠮ ࠾ࡍమ ࡏఆ ݩ ऱܿ ڷࡱߕ ݡ࠮ ఐ޶ ఆࡏ మ࠾ࡍ ఎకए అకए ݩ డ ఉంܼ࠼ మన వదभ 
ఉనऒ  ݋ం࠼ߦ ఈ ࡹ ࠆڴऴ ݋ం࠼ߦ 
మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ మనం మࡍంత ࠭ంࢀࢗ ڕ޶च నߩओ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ࠆࣔ న࣒࠳ ݡ  ah ah cos x x ݡ
ఇనछ ࣒ڒ ࠾ࡍసࠪనం మ ړޓऴ ࠑ ݡంࡓ ࡛झ  ఆ࠳ ࠆన࣒ ࣔڒ ࠆబܽद ࠳న࣒ ࣔړ ࠆ సࠪనం pi cos inverse  y 
సࠪనం ఇకए ړ ࠆࣔ న࣒࠳ బܽदڒ డ ఉంڒ ޴బܽद ࠳న࣒ సగం ࡅకए  y pi ڴసࠪనం ړޓऴ ࠑ ݡంࡓ మంࡹ࢑ 
ఉంܿం޴, ఇ޴ ఆࣣ ݟ࠮ ࡹంట ࡓంݡ వంࡱޔ ఈ ࠴తफం ప߅ࡍ ఆࡏ ఆࣣ ۨనऒ  చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद 
ఇకए డڕ వࣆफం޴ ఇపओ ܽవర࠭࠲ ڕ ߰ం࠭޳ 
కए۪ ߘߝ ల ࡔఖޔߩ۫ ޜనऒ ऒߖڴ࠙ ఈ ߖࡹఖࡔమ వऴకࡹ࢑   , ఆ߯ ࣒ڒ ఆࡗ܋ ݀ ܿ ࠆ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ  cos 
ऒߕࣆ బܽदڒ కएࡅ  ఇనछ ࣒ڒ  ࡛झ ऒߕࣆ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ࠑ ݡంࡓ  కएࡅ  ఇనछ ࣒ڒ  ࡛झ  ఈ ޴ంޔ࢓అ ࠑ ݡంࡓ 
సగ࠙గం ఇకए ࡹށࢩతफం ऴ࠴ డ ఎకए కएࡅ ఆ߯ ࠾ࡍమ ޴ఒక۲ట ఉంܿం ݩ  ఖ yࡔ సం ఈڝ వలࡱ࢑ లږߘࣃ 
కएࡅ 0 ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘఖࡔన వऴకࣄ࡯ޘ ڕࠬ ంۨࡍڷ  అߖ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ 1 cos 1 
కएࡅ బܽद ఇకएڒ 0  ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖమం అࡹ࢑ ࣒ڒ  డ ఈ ࠼ߦం݋ ఉం޴ మ࠾ࡍ మనం ఇంڜక ࠼ߦం݋ 
కएࡅ బܽद సగంڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړݟڕ సగం ࣒ڒ లڶऴݟ అం݄ అర࢙ ޓబܽद ऴڒ ,ం޳ంڕࣆޓ  pi by 
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छ޳ ݡ࠮ మంࡹ࢑ ࣒ڒ కएࡅ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ࡌ సࠪనం ఇకए ړߖڴమ࠭ సࡹ࢑  డ ఉంڒ ޴బܽद pi cos  y 
ఇకए 3 ࠑ 3 ࠑ సࠪనం ړߖڴమ సࡹ࢑ డ ఉంڒ ޴బܽद మనڕ ఈ ࠼ߦం݋ ఉంڒ ޴బܽद వऴకࡔఖ ఈ cos y pi pi 

࢑ధంڴ కࣆߧߖफం޴ 
 cos ࡱ ߤఫంࣾ ڡऴܽ࠱  ޴జం ఉంܿంࠜޒఇతర ऴ ڕమన ڴ࢑ధం޻బܽद అڒ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑  ఖࡔసం వऴకڝ ޴బܽद ఇڒ
మ࠾ࡍ ऴప۲ܼޒ మనڕ ఒښ సమసङ  ఉం޴ , మనం ࠭ߘపܽ ఉపߕङ రछߖ ࡹలࣃ ۨంۨన ࢑ధం࠴ ڴతफం ߘ ߤ࠳ݨ 
۫࣋फ ߖࠪࡹ࢑ऒ  అర बవంతంߖ ڴరछ ۨంచడం కషदం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ܼߤ ఫంࣾڝ ߤసం ߘ ߤ࠳ݨ పࠫࡍతం 
తపओ ࡱ܉ށڷ ࣄࠐ 2 ࠑ ޴ߝఅ ߤ࠳ݨ  ࡯࠻ۯ  అߖऒ  ࢐సफవ సంఖङ  ల pi piڒణڷ ࣄࠐ 2 ࠑ ,రణం ఏࠫటం݄ڒ ,ࡱ
వదभ ܼߤ ఫంࣾߤ అపࠫࡍతంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ఇ޴ అࣾం ࠬద ఉనऒ కएࡅ ߤఫంࣾ ߤܼ   ऴ࢓ࡱߖ ࠆڴ అࣾం x x 
కए۪ ڷరం࡯ߗ ࠾ࡍమ ߤܼ ల వऴకࡔఖ అߤܼ ޴ߝ ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ మనం ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ ఇ޴ మࢁऱ ఒక x x 
ఆవర फన ఫంࣾߤ అߩ ޜ ޴నࡌవృతమޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ఏࠫ ۯయగలం అం݄ మనం ܼߤ ఫంࣾߤpi
కएࡅ న࣒ ߯ మధङ࠳ ߘ ߤ࠳ݨ  పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ  फ࣋ۯ తంࠫࡍప ړߖࠪࡌ࢑  బܽद ఇకएڒ ڕవర ݡంࡓ ߯  డ మనం 
नܘऱڝ   ఇంటࡓछ ఓ߭ ޴బܽद ఇڒ ࡯࢐ڝࣆޓ ࡽ छࡓఇంట ߤ ఓ߭ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ݟంచంࠫࣾ ߖ ࡽ छࡓఇంట ߤ బܽद ఓ߭ڒ ࡽ  ߤ
ఇంటࡓछ नܘऱڝ ࠼ޑయబడ࢘ࣄ࠮ ࠾ࡍమ ࠼ޑంచబడۨࣇ ޜ ݋ڙࠈऴ ߖంऴడڷ ࡱ ࡽ  ఇంటࡓछ సం మనం ࣋एڝ ࡽ छ ࡛
ऴڕࣆޓ ߖ ݋ڙࠈంܼ࠭ ڒబܽद ߘ ߤ࠳ݨ ఈ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ फ ఓ߭࣋ۯ తంࠫࡍప ڕ ࡽ छࡓఇంట ߤ  ړߖݞవڝࣆޓ ࡽ
పऱ࣒ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ߤఫంࣾ ߤܼ రణంڒ .࡯ంۧࡍ࢐ߖ బܽद మనంڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴతంࠫࡍవదभ అప ݡంࡓ ߯ 
  ఆ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ڒబܽद ࠳న࣒ ࡓంݡ మ࠾ࡍ పऱ࣒ మధङ ݡంࡓ   ఉనऒ  అߖऒ  ఇతర ࠼ߦం ऱܿ ܼߤ ఫంࣾߤpi pi 
కएࡅ ओߩనࣄۯ తంࠫࡍప ڕ ߤ࠳ݨ ఆ ߘ ߤఫంࣾ ߤܼ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ߤ࠳ݨ తޒయంऴߖ   తంࠫࡍప ,ݡ
సం క࡛छڝ ߤఫంࣾ ߤܼ నݟయబۯ ऒߕफࣆߧ۫ ߖߖ޳ ߘߝ  క࡛छ ݭࡓ ߘ ओߩబܽद మనం ఇڒ ޜ  నڵ࡯డగ۫ ݡ ऱܿݭࡓ ڴ
క࡛छ క࡛छ ݭࡓ ڴదట࠴  కएࡅ ߤఫంࣾ ߤܼ  औߖన࣒ ఇ࠳ ߖ߅ࡍతफం ప࠴  పऱ࣒ ݟంߘ ܾߖ  ఇߖऔ ޴फంࣆۯ కవ࡛ ڕవర ܾߖ
కएࡅ ߤఫంࣾ ࠹݅ బܽदڒ छ޳ యడంۯ తంࠫࡍప ړߖ޵ ߘ ߤ࠳ݨ  పऱ࣒ ࠾ࡍమ  ࠑ  ߯ న࣒࠳ ݞږ ࡌ  ߯  మధङ  2 2 2
ఓ߭ ఇపओ ߅ࡍమం ఏࠫటం݄, పࡌ࢑ ߤ ऒߖఅ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ߝ࡮పܽߘ࠭ ڔܽ  ࢐సफవ సంఖङ ల ࣊݋ అޙ࠼ 
ఆసړ फకర࠳న ࢑షయం ఏࠫటం݄ అ޴ జޔڷࡏం޴ మనం ڕࣆޓం݄, ఈ ఎߩࡏ వऴకࡔఖ ఒక ߖ݇ߠ࠵కڴ ࡽ 
నऒޔڷࡏ߭  వऴకࡔఖ ߩ࢙ݟڕన ఉందߖ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ܼߤ ఫంࣾߤ పࡅ ߖࡹ߅ࡍకए  ఏࡱ࢑ ߕ޼వࡹ y 

కएࡅ  ఏࡱ࢑ ߕ޼వڕࣆޓ ߘం݄, ࡅకए  ఏ࢐ ߕ޼సफవ ࡱ࢑వڕࣆޓ ߘం݄ అ޴ సओ షदంڴ ఉంܿం޴  ఈ y y 
కएࡅ ࡹమంࡌ࢑ ओߩవ ఎలऱࡱ࢑ షदࢢ࢑  फࣃ۫ ࠭࠲ ߖఉంܿంద ݢ छ޳ ݡంࡓ , ࠭  x pi ݡంࡓ ݟంߘ న࣒࠳ ࡌ
 ప ऱ࣒  వరࡅ ڕకए  ऴపޙङ క ࡱ࢑వ ఉంܿం޴ అం݄ ࡅకए బܽद pi x x yڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ఆ ߤܼ 
మࢁऱ ܼڝ ߤసం  ఫంࣾ࠳ ߘ ߤ࠳ݨ ߤన࣒ ߯  ࠑ  ప ऱ࣒  ߯ మధङ  ఓ߭ छࡓఇంట ߤ छ޳ యడంۯ తంࠫࡍప ڕ ࡽ 2 ߤܼ ࡌ 2
ఫంࣾࡅ ߤకए ऒߖࠪࡹ࢑   ऴపޙङ కంߖ ڴరछ ۨంచవ۪ऐ  ߤఫంࣾ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌ ऱࢁమనం మ ࡹ ݭ࠼బܽद ఈ సऱڒ 
ऱߦ మనం ߝڴ࡮ फࣃۯ ݋ కएࡅ ߤఫంࣾ ߤܼ ࠭ కएࡅ మంࡹ࢑   ऴࠆڴ, త޳छ కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ߤܼ ࠭࠲ ࡌ  
ऒߖఅ ޴డగల࠭, ఇ۫ ߘ ߤ࠳ݨ  ࢐సफవ సంఖङ ల సࠫڴޒ ఉంܿంࡏڝ , ޴झ కएࡅ   ప߅ࡍ ఇకए డ ۫ߧన ࢑ధంڴ 
పऱ࣒ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ మధङ ݡంࡓ ߯   ఓ߭ ओߩఇ  ࠾ࡍమం మࡌ࢑ ߤ ऱߦ ߘ ࠆڴऴ ݡ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ݋ भ޳ ం
ఈ ࡱ࢑వల పܽदక ߘంݟ మనం ఇకए డ ۫డగڵ࡯న ऱܿ࠴ , ڴదట 0 ࡅకए కएࡅ బܽद 0ڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ 0 ߤܼ   
ऒߕࣆ ݟంߘ ߖ޳ ࠾ࡍమ ߖఅ 0 ߤܼ కएࡅ  ऒߕࣆ మంࡹ࢑ ߤܼ  కएࡅ బܽदڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ  y ߤܼ 
.޴ంޔ࢓మం అࡹ࢑
ऒߕࣆ   ऒߕࣆ బܽदڒ ړ కएࡅ న࠳సࠪన ړ ऒߕࣆ మంࡹ࢑ ߤܼ   జ y yޒऀ ڕమన ࡹ ࠆڴబܽद ఈ ऴڒ సࠪనం ړ
సࠪంతర అࣾం ࠬద మࡅ ࠾ࡍకए ऱߦ అࣾం ࠬద ࢓ࡱߖ మంࡹ࢑ ߤܼ  ऒߕࣆ బܽदڒ ޴ంݟయబۯ ݋  y y ړ
సࠪనం ఈ ࠼ߦం݋ మߕࣆ  ߤܼ ࡹ ߤܼ ࠾ࡍऒ కएࡅ  ऒߕࣆ ݞږ మంࡹ࢑  ఈ ࡹ ࠆڴమ ऴࡹ࢑ ߤܼ బܽद మనంڒ 
ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ ݋ం࠼ߦ ࠭ , అߩओ झڡࣄ ࠆఆ ߤܼ ఆࣣ ݡ फࣃ۫ ߖఒకܽ అ ޓऴ ݋ࡐ ࠑ  ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఒక 
ఓవ࡛ ݋ࡐ ऴࡅ ޓకए  మంࡹ࢑ ߤܼ 
ఆړࣄ ࠑ ࡏ సࠪనం అޔ࢓ం޴.
 వߤ ఓవ࡛ ݋ࡐ ऴࡅ ޓకए ఇకए ޓऴ ݋ࡐ బܽद ఒకܽ ఓవ࡛ڒ మంࡹ࢑ ߤܼ  డ ఎకए  ah 3߯ ݋ࡐ ޴బܽद ఇڒ ࡯ݞఉం ݩ
 వ yࡱ࢑ న࠳సࠪన ړ1 3߯ ݋ࡐ ࠾ࡍవ మࡱ࢑ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ߤܼ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1

pi.޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ
छ޳ 6   ఇకए ޔంట ఒక వంݟ࠮ ࡹ߅ࡍతफం ప࠴ అం݄ ఈ ࡌ డ ఎకए ఎకए ޴ఉంܿం ݩ అకए ݩ డ ఆ߯ 4 ࡅకए  s  
కएࡅ 1 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం 1 4 ࠑ 4 ࠆఆ ߤܼ ࠆఆ ߤܼ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ 1 ߤܼ  pi ړ4 ࠑ మంࡹ࢑ ߤܼ 
సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡅకए బܽद ఇకएڒ ޴ఉంܿం ڷࡱߕ ړߖ޳మం సࠪనం  ఒకࡹ࢑ ߤܼ  డ y pi pi y 
ఒకܽړ సࠪనం మڷࡱߕ ࠾ࡍ ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद మనڕ ऴߩ࢙ݟڕ ࠆڴన ఈ ࠼ߦం݋ ఉం޴ మ࠾ࡍ pi 
అ࢑޻ధంڴ మనం ఇతర ࠼ߦం݋ లߦ ݞږ ߘऱ యవ۪ऐۯ ݋ ऒߖڜ ޴ڼ࡯బܽद మనం ߰ందగڒ   ఈ ࢑ధంڴ వऴకంڴ 
ఉంܿం޴, అߤܼ ޙ࠼ 
కएࡅ మంࡹ࢑ ओߩऱనࢀࢗ ړ వࡱ࢑  కएࡅ ݡ y ڴ޴దभ߭ ࠾ࡍమ ڴ޴దभ߭ ޴బܽद అڒ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑవ అనంࡱ࢑  y 
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ओߩనࡍࠪ కएࡅ ݡ కएࡅ సంڝ వలࡱ࢑ లږߘࣃ  న ఉనऒߩ࢙ లږߘࣃ సంڝ వలࡱ࢑ లږߘࣃ   y y ߤܼ 
.޴ంޔڷࡏ߭ వࡱ࢑ మࡹ࢑
  ఇߖऔ छ޳ ݡంࡓ మంࡹ࢑ ߤܼ ܾߖ ఎపओ ߗڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ ࡌ y pi ߩ࢙ ࠆڴఈ ऴ ,޶ఉండ ڴసࠪనం ޜ ڔܽ pi ah 
నऒޔࢂࢗ ऱܿ ࠬࡏ ۫డగڵ࡯నం޶న ఇ޴ కࣆࡱफంڒ ޴బܽद ఇ࢓ࡱߖ ޴ అࣾం ࡅకए  ݦఉం ڴణంڷߘఅ ڕవࡱ࢑ 
.ߤࡷ
 అࣾం ࡓం޳ ݡछ బܽद ఈ ۪కएڒ సࠪనం ړ ࡌ ల వऴకࡔఖ ߖ޵ऒ  ఎపओ త piڶ ߩࡏఘన ఎ ޶߱ ంۨࠫ ڔܽ a  h 
మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڴ ऴపږޒల ࢙ݞږ ߩ ఈ పܽदకߘ ఉపڵࡆంۨ మనం ऴపږޒల ࢙ࡅ ߩకए  ऴపږޒల ࡱ࢑వలy 
యవ۪ऐڶ ߘఖࡔసం వऴకڝ  మ࠾ࡍ ఇకए డ ݞږ ߰ం޻ వऴకࡔఖ ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ ݞږ మనڕ ఈ ߤࡷ 
ఉం޴.
 ఇ࢓ࡱߖ ޴ అࣾం߯ ࠳న࣒ ߯ړ2 ړ అڷߘణంڴ ఉంࡹ࢑ ߤܼ ݦమ ړ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ y y 
అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽद మనం ఈ ޴శޔࢂࢗ ࡹనऒ ओߩ  ڼ࡯డగ۫ ࡏࠬ ࠆڴఅం݄ ऴ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
࢑ధంڴ ऴࢂࢗ ࠆڴफం޴.
 ఈ ࠳న࣒ ߯ 2 ࡱ࢑వڕ దగ ठరڴ మ࠾ࡍ దగ ठరڴ ఉంܿం࢐ ߗڒ ޴సफߤܼ ړߖ࢐ ఇనछ ࡛झ  y ڴసࠪనం ޜ2 ړ߯ న࣒࠳ 
ఉండ޶.
 అ࢑޻ధంܼڝ ڴంܐం݋ ఫంࣾݞږ ڕ ߤ మనం ఇకए డ ఉనऒ ࡓڒ ߤఫంࣾ ݋ంܐంܼڝ  दڡझ  ఫంࣾߤ ఏࠬ ޶ڒ.
  1 ఓవ࡛ ܼڒ ߤబܽद ఇ޴ ఒక ޳ࡶ మనం ߖߖ޳ ఓవ࡛ ߤࣄ ߤࣄ అݞږ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  బܽद x cos x x xڒ 
కएࡅ ޴ߝఅ ݋ంܐంܼڝ  ఒక x x cos x x ࡽߩद࡯మ ޴ߝఏࠫటం݄ అ ޴࣋۫ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ ߯ ߤ࣌ 
पࡌߪ ంకం మ࡯दࡽߩ అ࠼నߩओ కएࡅ  ݡ  ఎߩओ కएࡅ ޴ߝఅ ݢ కएࡅ ߤ࣌  पࡌߪ  ంకం pi whe  x x pi 
కएࡅ సంڝ వలऱ޶అం ࠾ࡍంతం 0 మށڷ కएࡅ ޴ߝఅ ݋ంܐంܼڝ  पࡌߪ  ంక ڴࡱ܉ށڷ ఉండటం సڴࡍठx x pi 
రछߖ ۨంచబడ޶ࡶ మ࠾ࡍ ఈ ऴߘ ࠆڴంݟ మనం ऀޒజ సࠪంతర అࣾం మࡅ ࠾ࡍకए ߯ ݋ڒ  ऱߦ ߖ  x x ݋
.࠭ࣃۯ
కएࡅ అࣾం ࢓ࡱߖ   पࡌߪ  ంڒల ܉ށڷల వదभ మనం ۫డవ۪ऐ , ఉ޳హరణߕࣆ ڕऒ pi x x piړ ޳ࡶ సࠪనం ړ
సࠪనం ࡓ ޳ࡶంړ ݡ సࠪనం ࡓ ޳ࡶంړ ݡ ऴޔࢂࢗ ࠆڴందߖ మనం ۫ࣃफ pi ڴݟڕ తࠫࡍఅప ޴బܽद అڒ ࠭ pi 
࠾ࡍమ ޴ంޔࡏࠪ
 అంښ޶ ఎߩओ కएࡅ ߤఫంࣾ ݋ڒ  ݡ రछߖ ߤ࠳ݨ  ۨంచబݟం޴, ఇ޴ ఇߖ ࡮రछ ۨంచబݟంڒ ,޴బܽद ߤ࠳ݨ ࠭࠲ 
ऒߖనࣔ అࠫ ݋࣊ సం ఈڝ  ࢐సफవ ࡱ࢑వలߘ పࡍగށంచగల࠭ మ࠾ࡍ ఈ ࣊݋ ఖۨऐ తంࡅ ڴకए  అߖऒ  pi 
पࡌߪ ంڒల ܉ށڷలࣆۨࣇ ߘफంڒ ޴బܽद ఇޓ ޴గ ࡅకए .݋࣊ ߤ࠳ݨ 
 ఫంࣾߤ మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ప߅ࡍ అߖऒ  ࢐సफవ సంఖङ ల ࣊݋ అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ޓగ ఫంࣾ࠳ ߤన࣒ అనంతం 
మ࠾ࡍ పऱ࣒  అనంతం మధङ  అߖऒ  ࢐సफవ ࡱ࢑వలڕࣆޓ ߘంܿం޴ మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ఇݞږ ޜ ޴ ఆవర फన ah pi
ఉంܿంڒ ޴బܽद అ޴ߝ ఆవర फన ఫంࣾߤ cot x ah  pi

అ޴ߝ  ప ऱ࣒  అం݄ ࠬࡏ ఇకए డ ߖరछ ۨంచబݟన అߘ ߤ࠳ݨ ޻ పࡍగణڕࣆޓ ړࡹం݄  so cot x cot of pi xi 
కएࡅ ߤగ ఫంࣾޓ , ऒߖࠪࡹ࢑  రछߖ  ۨంచడం కషदంڴ ఉంܿం޴, మనం ఇకए డ ڕࣆޓనऒ కएࡅ   ఏࡱ࢑ ߕ޼వߘ y 
మనం ߩۮओ .ం޳ంڕ
 ఈ ڝࣆޓ ߖంڒ ݟబܽद ఇࡓ ړݡ࠮ ړ ޴ంړݡ సࠪనం ڒబܽद ࡅకए  అߝక ࠚ࢑నऒ కएࡅ ࡱవࡱ࢑   అߝక y y x x 
నऒࠚ࢑ ङޙబܽद ऴపڒ సࠪనం ړ 3 ڕవࡱ࢑ సం ఈڝ ߖ޵ ,࠼ఉంܼ ࡱవࡱ࢑  క ఉండڒ ޶బܽद cot of x by 2 x 
ఈ ݋ڒ ޜ ߤ࠳ݨ ఫంࣾࡅ ߤకए ऒߖࠪࡹ࢑   అర बవంతంߖ ڴరछ ۨంచ࠭ࡶ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం మࢁऱ ޓగ ఫంࣾߤ 
కएࡅ 0 ڕవర ݟంߘ  ړߖࠪࡌ࢑ ఈ ߘ ߤ࠳ݨ , ఏࠫటం݄ ޴࣋ۯ బܽद మనంڒ ࡯࠻ۯ తంࠫࡍప ߘ ߤ࠳ݨ  pi 
పࠫࡍతం ࣃۯफ ऒߖࠪࡌ࢑ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ ంܼ࠭.piڕࣆޓ ړ ݟంߘ 0 
రऐۯ ߘల ࠾ࡍమ 0 ݋ం࠼ߦ ࠭࠲ ߗڒ    ఈ pi ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޴న࠳తࠫࡍఅప ߤగ ఫంࣾޓ కం݄޶ఎం ࠭ࡶ
రछߖ ठڴࡍంటऱ వదभ స࠼ߦ ߩంڵ࠭ ݡంࡓ ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद ߘ 0 ࠭࠲ంݟ మధङ  ఓ߭ ऒߖࠪࡌ࢑ ߤ  pi 
కएࡅ ߤగ ఫంࣾޓ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ఈ ఓ߭ ߘ ߤ࠳ݨ  पࡌߪ ߤ ంړߖڒ పࠫࡍతం ࣃۯफ  erval ߖߖ޳ ࠭࠲  ࠭
పࠫࡍతం ࣄۯనߩओ ఏࠫటం݄ , ఈ ఓ߭ ޴࣋۫ మనం ݡ छࡓఇంట ߤ piߤగ ఫంࣾޓ నݟయబۯ తంࠫࡍప ړ ݟంߘ 0 ࡽ
కएࡅ  వऴకత ఇߩओ ఇకए ߘߝ ݡ డ ఎߩࡏ ఘన ఎߩࡏ వऴకతࣆڶ ޜफߕऒ छࡌన తࣄۯ తంࠫࡍప ߖߖ޳ ࠾ࡍమ ߘ త 
. లభంࣆ ࡮ۧ డటం۫ ݞږ

ఫంࣾࡅ ߤకए ఓ߭ ߤ࠳ݨ  छࡓఇంట ߤ औߖన࣒ ఇ࠳ ߅ࡍఏࠫటం݄ ప ޴࣋۫ మనం ڕవర ݟంߘ 0 ࡽ  cot pi   ܾߖ
పऱ࣒ ݟంߘ  ఇߖऔ छࡌన తࣄۯ తంࠫࡍప ݟంߘ ߖ޵ ߘ ߤ࠳ݨ ߅ࡍప ߤగ ఫంࣾޓ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڕవర ܾߖ త ݞږ 
అߖऒ  ࢐సफవ సంఖङ ల సࠫڴޒ ఉంܿం޴ .
 ఓ߭ ఇకए ޴ండవࡓ ࠾ࡍమ ڕవర ݟంߘ మం 0ࡌ࢑ ߤ డ ఘన వऴకࡔఖ ࠪࡏओ  pi ݞږ ߖందޜठڷత ݞంڕࡶ 
۫డటం ۧࣆ ࡮లభం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ޓగ ఫంࣾߤ పࡹ߅ࡍ ఏڕࣆޓ ߕ޼ం݄, మనం ఏߕ޼ y y 
ం݄ ఇకएڕࣆޓ డ ڕࣆޓం޳ం.ay 
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 ఈ ڝࣆޓ ߖంڒ ݟబܽद ఈ ఆࣣ ࠳న࣒ ऴࠑ ޓ ݀ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఏڕࣆޓ ߕ޼ం݄ ఇకए డ ఒక y y y 
ऴపޙङ క࠳న ఉంܿం޴, ఇޓ ޴గ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఈ పࠫࡍతం ۯయబݟన ࡹ ߤ࠳ݨ ఉంܿం޴ , అం݄ ࡅకए  x x cot
ఈ ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.y
 ఇߖ ޴జం ࡅ ߝڕࣆޓ ࡏࠬ ޳ࡶకए  ఏࡱ࢑ ߕ޼వ మ࠾ࡍ అ࡮ۧ ޴ సओ షदంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఈ f  y 
ڴఅదనం ࠾ࡍమ ߤరంతర ఫంࣾߖ ࡹ ߤ࠳ݨ తޒయంऴߖ ఈ ޴న ఇ޶నం࠼అ ߤరంతర ఫంࣾߖ ࡹ޶ఇం ߤగ ఫంࣾޓ
ఇࡏࠪ ޴ओ ڵత ݞంڕࡶ  ठ߱ छ޳ యడంۯ తంࠫࡍప ߘ ߤగ ఫంࣾޓ ڕ ߤ࠳ݨ వలऱ ఈ޶అం ࠾ࡍమ ޴ంޔ  ࠭࠲  ࡌ
ऒߖࠪࡹ࢑ ߖ޳  అర बవంతంߖ ڴరछ ۨంచగలڒ ,࡯ڴబܽद ࠭࠲ మࢁच ऱߦ ߘ ࠆڴసం ऴڝ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑   cot ݋
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ फࣃ ऒߖఅ ߤ࠳ݨ ߖ޵ ,࠭  ࢐సफవ సంఖङ ల సࠫڴޒ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ప߅ࡍ ఇߩओ ఓ߭ ݡ  ߤ
ఇంటࡓछ కएࡅ ߤగ ఫంࣾޓ న࠼అ ࡽ  పࠫࡍతం ۯయబݟన ߤ࠳ݨ అޔ࢓ం޴.
 
ऒߕࣆ మధङ ݟంߘ   ఇߩओ ఇకए ,ࣆࡱޘ ڕమన ݡ డ ߘంݟ ऴߦరం޳ࠚभ ం అߖ మన݋ڒ ,ࣆࡱޘ ڕ ఆࠆ ܿ ܿ pi 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ వలऱ޶అం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ కएࡅ  కएࡅ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕࠑ ݡంࡓ మంࡹ࢑ ݋ڒ   y 
ऒߕࣆ మంࡹ࢑ ݋ڒ బܽद సࠪనం  ఇకएڒ సࠪనం ړ డ ߕࣆऒ छ޳ ݡంࡓ  y piࠑ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ࡌ pi 
݀ ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद మనం ఈ ࠼ߦంࡹ࢑ ߖ ݋మ ऴࡹ ࠆڴ ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ఇకए డ మన వదभ ఉనऒ  cot y 
ऴޒऀ ࡹ ࠆڴజ సࠪంతర అࣾం మ࠾ࡍ సహ߯ ߦऱ కएࡅ ޴ంݟయబۯ ݋  ऴపޒసओ ం޴ంࡹ࢑ ݋ڒ ۯమం ࢓ࡱߖ y y 
అࣾం ࠬద ߦऱ एڕకం݄ ఎ ݡ࠮ ڕమన ڴ࢑ధం ޻అ ޴ంޔݡయబۯ ݋ వ ࡅకए కएࡅ ݡ࠮ ݋ڒ   వర ठ࠮లంpi 
కం݄ ఒకܽړ సࠪనం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡅ ݡ࠮కए  వర ठ࠮లం ࡅకए  ఒక߯ߖ޳ ఉనऒ  ݡ࠮ మంࡹ࢑ ݋ڒ 
కం݄ ړ సࠪనం ڒబܽद ఒకܽ ࡅకए కएࡅ ݡ࠮ ఆࣣ ڴ߯  మంࡹ࢑ ݋ڒ   వర ठ࠮లం ఎకए అకए ݩ డ ఉంܿం޴ pi
మݡ࠮ ߯߯ ࠾ࡍ ఎకए ఇకए ݩ డ ఉంܿంڒ ޴బܽद అ޴ ఎకए అకए ݩ డ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ త࢐ࡏత మనం ఇకए డ ఈ
 y ߖ మనం  ࠾ࡍసࠪనం మ ړ߯ కం݄ ݡ࠮ ޴ఇ ,޴కం݄ ߯ ఉం ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ ݋ం࠼ߦ
మࡍంత ږߘࣃల ࡱ࢑వలڕ ߭ంۨనߩओ మనం ఇకए ,ݡ డ ఈ ޴శࢂࢗ ࡹफߕऒ కएࡅ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ࠭  ah 3 
వర ठ࠮లం ࡅకए ओߩంۨన߭ ߖ బܽदڒ ޴ంޔ࢓మం అࡹ࢑   మం cot pi 6 yࡹ࢑ ݋ڒ ఆ ޴࣋۫ మనం ݡ
తڷठޔం޴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ బܽद ఇకएڒ ޴ంޔࢂࢗ ߩ࢙ మంࡹ࢑ ݋ڒ బܽदڒ  డ ߘంߘ ࡽࠋ݄ ݟంݟ మనం ۫࣋޴ 
ఏࠫటం݄ , ࡅ ݡ࠮కए  వర ठ࠮లం ࡅకए కएࡅ ݡ࠮ బܽदڒ సࠪనం ޜࡏఆ ړ మంࡹ࢑ ݋ڒ   వర ठ࠮లం pi
ఇకए డ ఎకए ఎకए 6 ࠑ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ݩ छ޳ 6  ߯ ޴ఇ ޻బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ݩ   pi pi.ࡌ
ऱߦ ڕబܽद మనం ఇంతవరڒ ࠭ޑ޶న ߰ంߩ࢙ݟڕ ߖ ݋ం࠼ߦ బܽद మనం ఈڒ   ࡮ఇ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ ߤ
ఉంܿంߗڒ ޴ ఇߖऔ ओߩऱనࢀࢗ ړߖࠪࡹ࢑ ݋ڒ ܾߖ ऒߕࣆ వࡱ࢑ ݡ ఎపओ ޴అ ߗڒ ޴ంޔࢂࢗ ߩ࢙   y y  ޶ఉండ ڔܽ
ऒߕࣆ కएࡅ ఆ߯ ,ݟఉం ڴసࠪనం ړݟڕ ړ  ऴపږޒల ࡱ࢑వల ڝసం మనం ۫డ޴ࡃࠓ అ޻ రక࠳న వऴకࡔఖߘ y 
కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद మࡅ ࠾ࡍకए  ऴపږޒల ࡱ࢑వలߘ ۫డటం ޳छ యవ۪ऐۯ ݞమనం ऴ ࡌ  బܽद cot xڒ 
ఉ޳హరణڕ ఇకए డ ߘంݟ మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭  ۫డంݟ, 
ఉ޳హరణ࠳ ڕన࣒ 1 ࡅకए బܽद ఇకएڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ݡ࠮ కం݄ ڷࡱߕ మంࡹ࢑  డ ࠳న࣒ ah cot pi
ఒకܽ ࠭ࣄڵం޴ మڷࡱߕ ࠾ࡍ కం݄ ݡ࠮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఆߖ࠿ ࡏ ऱܿ ڒబܽद ڷࡱߕ కం݄ ݡ࠮ pi 

నऒڷࡱߕ ర ߖ࠿ ऱܿ సڴࡍठ ఉంܿం޴ కߘక ఇ޴ ఇకए డ ఎకए  pi ړ ߤన࣒ వ࠳ ޴బܽद ఇڒ ޴ఒక۲ట ఉంܿం ݩ
సࠪనం మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ ࡱ࢑వ ݡ࠮ ߯ڷࡱߕ ߯ మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త మࡍంత ऴపږޒల ࡱ࢑వల ڝసం మనం 
फࣃ۫ ం అం݄ మంచం ࡹ࢑మ ࡱ࢑వ  ఫంࣾޔࢂࢗ ߩ࢙ ߤంڒ ޴బܽद ఇߩओ ऒߕफࢂࢗ ړ࡯పࡹ మనం ݡ ࠭  ఈ pi 
ओߩనࡍࠪ ڴలంږޒంత ऴపࡍవ మࡱ࢑ ࡹ ࠹లڒ ఈ ڴ࢑ధం ࣋ۯ వࡱ࢑ మనం ߘశ޴  y y,޴ంޔ࢓వ అࡱ࢑ ޴ఇ ݡ
ओߩనࡍࠪ ڴలంږޒంత ऴపࡍబܽद మڒ న࣒ ࣋ए࠳ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡ छ  వ y ah xࡱ࢑ ఈ ڕవర ݡ࠮ ݋ࡐ ࡛
అޔ࢓ంڒ ߩ࢙  ޴బܽद మనڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఆࣣ ڒబܽद ఇڒ ߯ ޴బܽद ఈ వऴకࡔఖ ۪కए ల వऴకࡔఖ ఇ࡮ pi 
ఉంܿం޴ 
కएࡅ ړࡍబܽद ۨవڒ కए۪ ߩࡏఎ ړߖࠪࡹ࢑ ݋ڒ  ల వऴకࡔఖ ఉంܿంڒ ޴బܽद మࡍంత ऴపږޒల ࡹ࢑ ݋ڒమం y y 
అޔ࢓ంڷ࠴ ߩ࢙  ޴ठ ۫ޔߩంߗڒ ޴ ఎలऱߩओ एڕకం݄ త ݢ వڴ ఉంܿం࢐ , ޴సफړߖ࢐ ఇړ ޴ y pi pi pi
ఎపओ కएࡅ బܽदڒ ߤఫంࣾ ߤఫంࣾ ࡍప޶త , ޶ڒ సࠪనం ڔܽ  ah cosecant x ޴ߝఅ ݋ంڙ࣊ڝ ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ڝ 
మనࣄ࡯ޘ ڕన ऱܿࡅ ڴకए రछߖ ڴకం݄ 1 ߤ࣌  ۨంచబݟం޴ మ࠾ࡍ ఇݞږ ޴  ఒక ఆవర फన ఫంࣾߤ ऴڝޒణࠫޒ x 
ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ ఇࡅ ޴కए ऒߕࣆ ,న޶నం࠼కం݄ 1 అ ߤ࣌  ओߩన࠳సࠪన ړ అర ޴అ ݡ बవంతంڴ x sin x 
రछߖ ۨంచబడڒ ޶బܽद అࡅ ޴ߝకए కएࡅ  पࡌߪ  ంకం ڷణڒరం అ࠼నߩओ డ࡮ऱ  అర बవంతంڴx x pi cosecant 
రछߖ ۨంచబడ޶ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ڙ࣊ڝ ߤ࠳ݨం݋ ఫంࣾߤ అࡅ ޴ߝకए पࡌߪ  ంక ࡱ܉ށڷ ࠫనࣔ అߖऒ  pi 
࢐సफవ సంఖङ ల సࠫڒ ޒబܽद ఇڙ࣊ڝ ޴ంࡅ ݋కए  ఏࠫటం݄ , x ޴࣋۫ సం మనంڝ ߅ࡍప ࠾ࡍమ ߤ࠳ݨ 
పऱ࣒ ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ ޑఅం ߅ࡍప ߤ࣌ ࠾ࡍకం݄ 1 మ ߤ࣌ ݋ంڙ࣊ڝ  1 మధङ  x x x ࠼ޑڷࡏఏࠫ జ ࡱవࡱ࢑ 
అం݄ 1 ఓవ࡛ ࣌ࡌ࢑ ߤమం ࠳న࣒ 1 ߘంݟ పऱ࣒ పల ఉనऒࡱࢗ ړ1   అߖऒ  x.޴ంܿంڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑ 
జ సࠪంతర అࣾం ࠬద ఉనऒޒऀ ڕమన ݟంߘ ࠆڴబܽद ఈ ऴڒ   ۲ట ۧ࡮ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴  మనం x 
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۫డగڵ࡯న ऱܿ࢓ࡱߖ ڴ అࣾం߯ ࡅకए పऱ࣒ ࠾ࡍమ ߤన࣒ వ࠳ ݋ంڙ࣊ڝ   వߤ మధङ  ఎܿవంܽ ࡱ࢑వߘ x 
పऱ࣒ ࠾ࡍమ ߤన࣒ వ࠳ ߤࣄ ࠾ࡍకం݄ ఒకܽ మ ߤ࣌ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޶ڝࣆޓ  మధङ  x x.޴ంܿంڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑ 
 ఒకܽ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ڙ࣊ڝం݋ ఫంࣾࡅ ߤకए  
ప߅ࡍ ఈ ప࠳ ߅ࡍన࣒ 1 ߘంݟ పऱ࣒  1 వరڕ ࠫనࣔ అߖऒ  ࢐సफవ సంఖङ ల సࠫޒ మڒ ࠾ࡍబܽद ఇߩओ ఇపओ ޴అ ݡ  ڔܽ
ఆవర फనంڴ ఉనऒ ం޶న ఇ޴ ఇపओ ఆవర ڔܽ फన ఫంࣾڴ ߤ ఉం޴ అ޴ߝ ఆవర फన ఫంࣾ࠭࠲ ߤ కڵ࡯ cosecant x x 
ఉం݄  ఇ࠭࠲ ڴ ߤ࠳ݨ ޵ ఇపओ కएࡅ ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ڝ ڔܽ ऒߖࠪࡹ࢑   అర बవంతంߖ ڴరछ ۨంచ࠭ࡶ మ࠾ࡍ 
అం޶వలऱ ࠭࠲ ఇతర ࠭ߘపܽ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల ڝసం ࣄۯన ऱܿڙ࣊ڝ ڴం݋ ఫంࣾࡅ ߤకए  ߘ ߤ࠳ݨ 
పࠫࡍతం ڒ ࡯࠻ۯబܽद ఈ సందరग ంࡹ ఒక ࣃధङ फࣃށగࡍప ࠭࠲ ߘకߧన ఎం࠳  న࣒ pi by 2࠳ మంࡌ࢑  ࠭
పऱ࣒ ݟంߘ छ޳   నࣔ.piࠫ 0 ݋ం࠼ߦ 2 ࡌ
కएࡅ ߤఫంࣾ ࠭࠲ బܽदڒ  नܘऱڝ ߘ ߤ࠳ݨ   ఇంటࡓछ పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ ݟంߘ న࣒࠳ ࡽ  cosecant pi pi ݟంߘ 
फࣃۯ తంࠫࡍప ڕవర ݡంࡓ ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ ߗڒ ࠭  ࠫనࣔ వదभ సࠪనం ࡅకए ऒߕࣆ   x x ݋ంڙ࣊ڝ 
అర बవంతంߖ ڴరछ ۨంచబడ޶ࡶ ఎం޶కం݄ ఇ޴ అపࠫࡍతంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ఇߩओ  ఈ ߘ ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ڝ ݡ
छ޳ యడంۯ తంࠫࡍప ړޒఈ ఉపసࠫ ߖࡹ ߤࡷ ࡽయࡍ ޳ࡶ ڕ ݋࣊  ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ڝ నݟయబۯ తంࠫࡍప ࡌ
పࠫࡍతం ۯయబݟన ڙ࣊ڝం݋ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴࠆڴ ఇ࡮ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ߘߝ  ߘߝ ఇకए డ ఘన ఎߩࡏ వऴకతޜ 
ऴࣆۯ ݞफߕऒ కएࡅ ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ڝ ࠾ࡍమ ߘ छ޳ యడంۯ తంࠫࡍప ړߖࠪࡌ࢑ ఈ ߘ ߤ࠳ݨ   మనం ݞږ ࡌ
۫డగڵ࡯న ऱܿڴ, అߖऒ కएࡅ ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ڝ తޒయంऴߖ   ప߅ࡍ ఇపओ  r ݟంߘ ߤన࣒ వ࠳ ޴࢑షయం, ఇ ޻అ ڔܽ
 ప ऱ࣒  వߤ ࠫనࣔ అߖऒ నపओ࠳ఏ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ࡱవࡱ࢑ న࠳జߖ  పऱ࣒ ݟంߘ ߤన࣒ వ࠳ ڔܽ  వߤ మధङ  ఏ ߕ 
ऒߖఅ ޴ఇ ݞంڕڒ ށࢩవల ऴࡱ࢑ ఈ ߗڒ ޶ڝࣆޓ ߘవࡱ࢑  ఇతర ࣃధङ ం ࡱ࢑వలڕࣆޓ ߘంܿం޴.
 ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ ߯ 2 మ0 ࠾ࡍ మధङ మనం ఇకए ړߖࠪࡌ࢑  డ ߘంݟ ऴߦరం࣋ࠚफ మనం ޙࢀࢗ ఇకए డ ఈ ࡱ࢑వ 
ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ మనం ఇޙࢀࢗ ࡮ వऴకࡔఖ ߖరంతరంڴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ ߘంݟ ऴߦరంభమޔ࢓ం޴  
ఇ࠳ ޴న࣒ అనంతం వరޔࢂࢗ ڕం޴ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ మనం ఇకए డ ߘంݟ ऴߦరం࣋ࠚफ ఈ ࡱ࢑వ పऱ࣒  వߤ 
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ మనం ఇޙࢀࢗ ࡮ వऴకࡔఖ మࢁऱ ߖరంతరంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అࡱ࢑ ޴వ ߘంݟ ఒకܽ ߘంݟ 
అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽद మనࡱ࢑ ڕవࡱ ఉంܼ࠼.
  ఒకܽ ߘంݟ అనంతం వరڕ ఆ߯ ࠳న࣒ 1 ߘం࠳ ݟన࣒ అనంతం వరڕ ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ అ޻ పڒ ߅ࡍబܽद 
కएࡅ ఖࡔ ࢐సफవ ߘ ߤ࠳ݨ  ఈ ఉపసࠫړޒ పࠫࡍతం ۯయడం ޳छ  ݞږ ࡌ
ఇపओ ߅ࡍప ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ڝ .޴ఉంܿం ڼ࡮అ ڔܽ

అ޻ మ࠾ࡍ అదనంڴ మనం ޴࣋۫ ݞږ ఏࠫటం݄ , మనం ఏڕࣆޓ ߕ޼ం݄, ఈ ऴࡹ ݋࣊ ށࢩ   ains ah y 
ఏڕࣆޓ ߕ޼ం޳ం, ڒబܽद మనం y 
ఇకए డ ࡅకए  ఈ ࡍߖ भషद ࡱ࢑వڕࣆޓ ߘంܼ࠭ ڒబܽद ࡅకए  ఈ ࡱ࢑వ ࡓం࠼ߦ ݡం݋ ఐړ޶ అڷߘణంڴ y y 
ఉంܿం޴.
కएࡅ , ఏࠫటం݄ ޴࣋۫ సం మనంڝ ߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ޶ంటऱ ఐ࠼ߦ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ఆࣣ ޴బܽद ఇڒ   y x 
ఒక ऴపޙङ క ࡱ࢑వ ఇకए డ ఉం޴, ఇకए డ 
ఈ ࡅకए  వ 2.xࡱ࢑ ఈ ݋ంڙ࣊ڝ 

5 ࡹ ߤ࠳ݨ నݟయబۯ తంࠫࡍవ పࡱ࢑ ం݄ڕయۯ తంࠫࡍప ߘ ߤ࠳ݨ ࠭࠲ ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
ఉంܿం޴, ఉ޳హరణࡅ ڕకए  ఈ ࡱ࢑వ ޳ࡶ ఉ޳హరణࡅ ڕకए  ఈ ࡱ࢑వ ࡅ ޳ࡶకए  ఈ ࡱ࢑వ అߝక x x x 
ఇతర ࡱ࢑వࡱ 
ఉంڒ ࢑ݦబܽद అనంత࠳న అߝక ఇతర ࡱ࢑వࡱ ఉం࢑ݦ.x 

కएࡅ  అం݄ ࡅకए  x x x  .2 ݋ంڙ࣊ڝ 
 ఉం޴ݦ మ࠾ࡍ అంۯ޶త ऴపޙङ క ࡱ࢑వ ఏ࠭࠲ ߗڒ ޶ࡶ ޵ ఈ ߘ ߤ࠳ݨ ړߖࠪࡌ࢑ పࠫࡍతం ࣄۯనߩओ ఈ 5 , ݡ

పࡅ ࡹ߅ࡍకए  ఏࡱ࢑ ߕ޼వڕ ఎలऱߩओ ङޙఒక ऴప ݢ క࠳న ఉంܿం޴.y x 
  పࡹޒࠫࡍ ఒక ఏڛక ݃ߤ࠳ݨ ݭ అం݄ ఆ ࡅకए  ఈ x x y ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕవࡱ࢑ ݋ంڙ࣊ڝ 
పۯ ߖޒࠫࡍయడం ޳छ వదभ ఉనऒ ߕ మనం ࡌ కएࡅ ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ڝ  ऒߖࠪࡹ࢑   అర बవంతంߖ ڴరछ ۨంచగల࡯ڴ, 
ఇకए ߖߖ޳ డ ఈ సऱߦ ࡹ ݭ࠼ऱ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ݋ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ  ఇతర ఫంࣾߤ ల ڝసం మనం మࡖకڝ ࡍసం ఏࠫ 
ऒߕफࣆۯ  ڴ࢑ధం ޻అ ࠵
ఇۯ ޴యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎ࡮ ఉంڕࠬ ߘߝ ޾ తछ రڒ ߘޑߩ۫ ڴబܽद ఇ޴ మࢁऱ ఎ࡮ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद 
ऱߦ ంۨ మనంڵࡆఉప ߖ ࡽࠋ݄ యవ۪ऐۯ ݋ బܽद మన వదभ ఉనऒڒ  ऱߦ ߖ࢐ܽ  యవ۪ऐۯ ߤ  మనޒऀ ڕజ సࠪంతర
అࣾం మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ݋ంڙ࣊ڝ ޳ࡶ ޳అࣾం ࠬద ఉం ࢓ࡱߖ మంࡹ࢑ ݋ంڙ࣊ڝ   y ߤ࠳ݨ 
కएࡅ ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ڝ  ప߅ࡍ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ڙ࣊ڝంࡹ࢑ ݋మ ఫంࣾࡅ ߤకए న࣒ ఒకܽ ࠫనࣔ࠳ మంࡌ࢑ ߤ࠳ݨ 
అߖऒ  ࢐సफవ సంఖङ పऱ࣒ ࡱ  వߤ మڙ࣊ڝ ࠾ࡍంࡹ࢑ ݋మ ఫంࣾߤ పߘ࠭ ࠭࠲ ߅ࡍపܽ సऱࣄ۫ ࡹ ݭ࠼న ڙ࣊ڝం݋ 
ఫంࣾࡅ ߤకए  సవࡍంۨన ޳ࡶ పࠫࡍతం ۯయబݟన ߤ࠳ݨ అޔ࢓ం޴ , ఇڝ ޴ऱܘन  ఇంటࡓछ  ܿ ܿ ࠑ ܿ న࣒࠳ ࡽ
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ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ  ࠫనࣔ ࡓం޳ ݡछ ఖ piࡔవऴక ߩࡏంۨ మనం ఎڵࡆఉప ߘవల పܽदకࡱ࢑ ऱ ఈࢁఆ߯ మ ,ߧ࡯క ߖ ࡌ
छ޳ ఇకए ࡌ డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ڙ࣊ڝంࡹ࢑ ݋మ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴࠆڴ ఏࠫܽ మ࠾ࡍ మࡍంత ږߘࣃలంڴ y 
ओߩనࡍࠪ  మం ahࡹ࢑ ݋ంڙ࣊ڝ డగలం۫ ޜ మనం ݡ
ऒߕࣆ కएࡅ   ఈ ࡱ࢑వ ࢙ޔࢂࢗ ߩంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఈ క࡛छ క࡛छ ݭࡓ   ఎలऱߩओ  ݢ
కएࡅ ࠾ࡍమ ޴న సࠪంతర అࣾం ߯న ఉంܿంߩ࢙ లږߘࣃ  ऴపږޒల ࡱ࢑వల ڝసం ఎߩࡏ వऴకత y 
ఎలऱߩओ भశङ޻ఉ ߕ బܽदڒ ޴ంద ఉంܿంړజ సࠪంతర అࣾం ऴޒऀ ݢ ంࡹ ఈ ࠙గం  క࡛छ  మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڒ࣊ ڴం݋ 
ఫంࣾڕ ߤ ఇ޻ సమసङ  ఉంܿం޴ మڒ࣊ ࠾ࡍం݋ ఫంࣾݞږ ڕ ߤ మనం ఇతర ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల ࠪߝڴࡍ޴ 
కएࡅ ߤఫంࣾ ݋ంڒ࣊ ऒߖࠪࡹ࢑   అర बవంతంߖ ڴరछ ۨంۧ࡯, 
ఎం޶కం݄ మనం ݞږ ߘ ߤ࠳ݨ ߖ޳ పࠫࡍతం ࡯࠻ۯ ఎం޶కం݄ ࡅకए  సࠪనం.x ah ݋ంڙ࣊ 
  ఒకߖ޳ కం݄ ఎڕए వ ࣒ڒ ఆࠆ మ࠾ࡍ అࡓ ޴ߝం޳ ݡछ కएࡅ ࡌ ओߩన࠳ంతށڷ ࣄࠐ  డ࡮ऱ కएࡅ   x x pi x 
ऒߕࣆ ࣒ڒ  అߖ మనࣆࡱޘ ڕ 
కएࡅ ߤఫంࣾ ݋ంڒ࣊ బܽदڒ రछߖ ߖఅ ݋࣊ తफం࠴ ݋࣊ ߤ࠳ݨ  ۨంచబޔݡం޴.o 

छ޳ ݡంࡓ కएࡅ ࡌ ऒߖనࣔ అࠫ ࡱ܉ށڷ ࣄࠐ   ࢐సफవ సంఖङ కएࡅ కం݄޶ఎం ࡱ ల వదभ  f pi pi xڒణڷ ࣄࠐ 
కएࡅ రछߖ ठڴࡍస ࡱ ߤక࣊ ݡంࡓ  ۨంచబడ޶ࡶ, ఈ ऴߘ ࠆڴంݞږ ݟ ۫డవ۪ऐ , ఇకए డ మనޒऀ ڕజ సࠪంతర 
అࣾం߯ మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ అࣾం߯ ࡅకए  ࣊కం݋ ఉంܿం޴.x x 
 మ࠾ࡍ మనం ۫࣋޴ మࢁऱ ఫంࣾݞږ ߤ ఆవర फన࠲ మ࠾ࡍ మనం ۫డగڼ࡯ ప߅ࡍ ఏࠫటం݄ , secant x 
కएࡅ  కం݄ ఒకܽ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ వߤ మ࠾ࡍ పऱ࣒  వߤ మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఏࠫ secant cos x cos x 
జޔڷࡏం޴ అం݄ ࣊ڒం݋ ప߅ࡍ  ఫంࣾߤ అ࠳ ޴ߝన࣒ వߤ మ࠾ࡍ పऱ࣒  వߤ మధङ  ఈ ߖࠪࡌ࢑ऒ  ࠫనࣔ࠼ంۨ 
ఇకए డ ࠴తफం ࢓ࡱߖ అࣾం అ࠼న ࡍߪफ ࢐సफవ ࡔఖ 
సమసङ ޻ऱ అࢁమ ڕమన ߝڴࡍ޴ࠪ ల ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒఇతర ऴ ࠾ࡍమ ߅ࡍఈ ప ޴బܽद ఇڒ  ఉం޴ ఎం޶కం݄ 
ఆవర ޜ ߤ࠳ݨ ఈ ߤఫంࣾ ݋ంڒ࣊ फన ఉంܿం޴.
ऒߖࠪࡹ࢑ మనం ڴ ߤ࠳ݨ ޜߖ޵   అర बవంతంߖ ڴరछ ۨంచ࠭ࡶ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ࣊ڙం݋ ఫంࣾࡅ ߤకए  
మధङ ࠾ࡍమ  ߘ ߤ࠳ݨ , ఏࠫటం݄ ޴࣋ۯ బܽद మనంڒ ࡯࠻ۯ తంࠫࡍప ݞږ ߘ ߤ࠳ݨ  పࠫࡍతం 0 pi 
 యడంۯ
వలऱ మనం ڕࣆޓంܼ࠭.r 
రखߖ   ంధ ߕࣆ ߤ࠳ݨऒ మధङ ݟంߘ  नܘऱڝ   ఇంటࡓछ నڵ࡯మనం ۫డగ ߗڒ ࡯ݞఉం ڴ ࡽ ऱܿڴ మనం ࠼ߦం݋ pi 

x ڴతంࠫࡍఅప ޴అ ࡱ ߤక࣊ ݡంࡓ న࠳సࠪన ړ రణం వదभڒ ࠾ࡍమ ޶డږఉండ ڵ࡯క ڴݡంࡓ ړ ߖ pi x pi x 
ఉంܿం޴.
 సڴࡍठ ߖరछ ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद సవࡍంۨన ࠼ߦ ߤ࠳ݨం2 ࠑ ݋ తపओ  pi pi ޴ఉంܿం ڕమం వరࡌ࢑ ݟంߘ 0 
మڙ࣊ ࠾ࡍం݋ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴݭࡓ ߘߝ ࠆڴ క࡛छ ऒߕफࣆڶ ޜ  కएࡅ ߤఫంࣾ ݋ంڒ࣊ ޴బܽद ఇڒ ߘ  ऴࠆڴ అޔ࢓ం޴  
छ޳ వదभ 2 ړߖࠪࡌ࢑ ఈ ߤ࠳ݨ కएࡅ ߤ࠳ݨ ࠾ࡍమ ޴ంݟయబۯ తంࠫࡍప ࡌ  ఈ పޒࠫࡍ తࡌछ త ݞږ x pi 
ఇపओ ޴న, ఇ޶నంڵ࡯డగ۫ ߖ߅ࡍతफం ప࠴ ࠭࠲ పऱ࣒ ݟంߘ న࣒ 1࠳ అంతరం ڔܽ  1 వరڕ తపओ ऒߖన అ࡯ڵࠫ   
ऒߖబܽद అڒ ࡱవࡱ࢑ న࠳జߖ అకए  ࠼ఉంܼ ࡱవࡱ࢑  డ ࠳న࣒ 1 ߘంݟ పऱ࣒  1 ࠫనࣔ మ࠾ࡍ మనం ۫࣋޴ 
ఏࠫటం݄, మనం ࡅకए  ఏࡱ࢑ ߕ޼వڕࣆޓ ߘం݄, మనం ఎలऱߩओ కएࡅ ݢ  ఏࡱ࢑ ߕ޼వڕࣆޓ ߘం݄, y y x 
కएࡅ  ऴపޙङ క ࡱ࢑వ ఉంܿం޴, అం݄ ࡅకए  x y x ࠾ࡍమ ࡹమంࡌ࢑ వ ఈࡱ࢑ ఆ ࠾ࡍసࠪనం  మ ݋ంڒ࣊ 
అకए డ ఉంܿం࢓ޔ߄ ޴ ఈ ప޳ ޒࠫࡍछ ఇకए ߘߝ ࡌ డ ߖరछ फనऒࣆۨ కएࡅ ߤఫంࣾ ݋ంڒ࣊  ऒߖࠪࡹ࢑   మనం 
అర मవంతంߖ ڴరछ ۨంచగల࠭ ڒబܽद ఈ ऴࡹ ࠆڴ మనޒऀ ڕజ సࠪంతర అࣾం ࠬద ఉంܿం޴ మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ y 
అࣾం߯ ࣊ڙంࡹ࢑ ݋మం ߦऱ నڵ࡯మనం ۫డగ ࠾ࡍమ ޴ంݟయబۯ ݋ ऱܿڴ మనం మࢁऱ ࢂࢗफߕऒ ࠭ వࡓझ ࣒   x 
छ޳ 2  ݟంచంڵࡆఉప ߘవలࡱ࢑ సం పܽदకڝ ݋ంڒ࣊ తపओ ߯ ݋ం࠼ߦ ࡌ  x pi. ߤఫంࣾ ݦఉం ڕవర ݟంߘ 0 
 ఈ ఉపߕङ సంࡹ మనం ߰ం޴޻ ఇڒ ޻బܽद మనం ࠴ద ऱ݇  ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల ߖࠪࡹ࢑ऒ రछߖ  ۨంచړߖݞ 
ऴపయޒऒ ంۧ࠭, అޙ࠼ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾࡱ ߤ అࣣ ڒబܽद ࢗ ࠭࠲ంటߝ సమసङ  ࡹ
పݞन ࠭.
ऒߗఅవ ڕవర ࡮ۧ   కएࡅ ల ߤ࠳ݨ ࢐ܽ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴణంڷߘ࡮ڒ  రछߖ రణ߄ࣃ  చనం࢐ܽ ޜ 
అర ߘలࠪࡹ࢑ बవంతంߖ ڴరछ ۨంచడం కషदం మ࠾ࡍ అߩओ फࣃۯ మనం ఏࠫ ݡ  ߘ ߤ࠳ݨ ఈ ఫంࣾనऱ ࠭࠲ ࠭
పࠫࡍతం ࣋ۯफ, ࠪࡹ࢑ ࢐ܽలߘ అర बవంతంߖ ڴరछ ۨంచగల࠭ ڒబܽद త޶పࡍ తరగࡹޒ మనం ఇవߗऒ  
ల మధङ ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑  ంܼ࠭ , ఈڕࣆޓ ࡍڷ ࡮ۧ  फంࡱߩ మ࠾ࡍ సంబం߄లߖ ߘరछ ۨంచ6 ړߖݞ
మߧࡐߖ ࠾ࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭.
 ధనङ Pru ࡱ޳࢐

tor
@
IIT
K




