
  मागील सात ʩाƥानातील ʩˑ िũकोणिमतीय फंƕɌवरील पिहʞा ʩाƥानात आपले ˢागत आहे.
 आʉी िũकोणिमतीय फंƕɌ जसे की आिण या ʩाƥानातून sine x cosine x cot x tan x cosec x seck x 
पुढे आपण ȑांचे ʩुǿम पįरभािषत करणार आहोत.
 या ʩुǿम फंƕɌमधील ओळखीचंी चचाŊ कŝ या, आपण चे केस घेऊ या, जेणेकŜन आपʞाला आपʞा मागील sine x 
लेƁसŊवŝन कळेल की फंƕनमȯे एक डोमेन आहे जो सवŊ वाˑिवक संƥांचा संच आहे आिण ŵेणी ही वजा एक आिण अिधक x x 
मधील सवŊ संƥा आहे.
 याचा अथŊ असा आहे की जर आपण चे कोणतेही वाˑिवक मूʞ घेतले तर चे िचɎ िनिʮतपणे बंद अंतराल वजा एक ते अिधक x x 
एक याǉाशी संबंिधत असेल पुढील Ůʲ हा आहे की आपण साइन फंƕनचे ʩˑ फंƕन पįरभािषत कŝ शकतो ʉणजे मला काय 
ʉणायचे आहे ते ʩˑ फंƕनȪारे  सांगायचे ताȋयŊ असे आहे की जर आपण वजा एक ते अिधक एक मधील कोणतेही घेतले तर Ůʲ y 
असा आहे की जेʬा एक अिȪतीय अİˑȕात असेल तेʬा तेथे एक अिȪतीय असेल का ǉा मालकीचा असा असेल की ची x r x 
साइन समान असेल  ʉणून हा मूलभूत Ůʲ आहे जो आपण िवचारत आहोतal to this y 
 ȑामुळे ˙ʼपणे कारण हे िनयतकािलक फंƕन आहे हे आपʞाला माहीत आहे हे खरे नाही ʉणून येथे मी चा sine x sin x 
आलेख उɷा अƗावर हा ɘॉट केला आहे.x 
 Ɨैितज अƗावर आिण असे ʉणूया की आपʞाकडे अȯाŊ बरोबर आहे आिण आपण ते सवŊ शोधǻाचा Ůयȉ करीत आहोत जसे y x 
की अȯाŊ बरोबर आहे ʉणून आपण येथे एक Ɨैितज रेषा काढतो जी अƗाǉा समांतर आहे आिण जे अƗावर धनाǉा sin x x y 
बाजूने अȯाŊ िव̾थापनावर आहे आिण नंतर आपण जे पाहतो ते ʉणजे ची अनेक मूʞे आहेत उदाहरणाथŊ हे मूʞ आिण येथे हे मूʞ x 
आिण हे मूʞ चे हे मूʞ ʉणून ची ही सवŊ मूʞे  असे आहेत की चे िचɎ अȯाŊ बरोबर आहे आिण ŮȑƗात अनेक असीम x x x 
आहेत ʉणून यावŝन आपʞाला कळते की आपʞाला एक अिȪतीय सापडू शकत नाही Ǜाचा साइन अȯाŊ बरोबर आहे आिण x x 
ʉणून आता सवŊसाधारणपणे असे िदसते की ते होईल ǉा ʩुǿमाची ʩाƥा करणे कठीण आहे  फंƕन तरीही आपण ȑाचे sine 
ʩुǿम पįरभािषत कŝ शकतो ȑासाठी आपʞाला एक लहान आह सोɗा उदाहरणाची आवʴकता आहे, ʉणून या ˠाइडवर 
आपʞाकडे फंƕनचा ɘॉट ˍेअरǉा बरोबरीचा आहेfx x 
 ȑामुळे ˍेअरǉा बरोबर उɷा अƗ वर ɘॉट केला आहे.x y y x 
 Ɨैितज अƗावर आहे आिण हा िनळा िठपका असलेला वŢ साठी चौरस बरोबरीचा वŢ आहे ʉणून फंƕन हे सवŊ वाˑिवक y x f 
संƥांǉा संचापासून सवŊ गैर-ऋणाȏक वाˑिवक संƥांǉा संचापयōत पįरभािषत केले जाते जे मी अिधक Ȫारे दशŊिवतो आता तुʉी r 
या फंƕनǉा ŵेणीतील ǉा कोणȑाही मूʞासाठी येथे पाš शकता , तर उदाहरणासाठी हे एकाǉा बरोबरीचे आहे , तर ǉा y y y 
बरोबरीǉा एकासाठी ची दोन मूʞे एक ʉणजे बरोबर आहेत असे आपण पाš.x x x 
  अिधक एक आिण नंतर चे आणखी एक मूʞ आहे जे समान वजा एक आहे ʉणून दोɎी समान वजा एक आिण समान x x x x 
बरोबर अिधक एक आपʞाला समान िमळेल आिण ʉणून पुɎा कोणतेही अिȪतीय नाही जे ǉा बरोबरीचे आहे  वगŊ एक y x fx x 
आहे कारण या दोɎी साठी वजा एक आिण अिधक समान आहे  एक आपʞाला ǉा बरोबरीचा िमळतो आिण ʉणून तेथे कोणतेहीx y 
अिȪतीय नाही ʉणजे या फंƕनचा उलटा चौरस बरोबर पįरभािषत करणे कठीण िदसते ʉणून एक नेहमीची युƅी ʉणजे x fx x 
आपण नवीन फंƕन Ůितबंिधत आिण पįरभािषत करǻाचा Ůयȉ करतो.f 
 
जे जुने फंƕन सारखेच आहे
 ȑामुळे आपʞाकडे अजूनही समान चौरस असेल परंतु नंतर आपण या फंƕनचे डोमेन सवŊ वाˑिवक संƥांǉा संचापासूनfx x f 
सवŊ वाˑिवक संƥांǉा संचाǉा उपसंचापयōत मयाŊिदत कŝ.
  आपण असे ʉणू या की आपण हे फंƕन या Ůकरणात या खालील उपसंचासाठी Ůितबंिधत करतो असे ʉणू या की आपण ते f 
सवाōǉा संचापयōत मयाŊिदत करतो ʉणून आपण हा संच 0 ते सवŊ अनंतापयōत घेतो ʉणून आपण ʉणतो की आपण पįरभािषत करतो  
एक नवीन फंƕन Ůाइम जे ɘस पासून आहे ʉणून ɘस हे मूलत: f r r 
शूɊ ते अनंतापयōतचे अंतर आहे ʉणून आʉी ɘस पासून ɘस पयōत नवीन फंƕन Ůाइम पįरभािषत करतो आिण चा r r f x f 
Ůाइम पुɎा चौरस उजवा आहे ʉणून Ůाइम पुɎा आहे  ʉणजे चौरस जो समान आहे  आमǉाकडे आधी जे x f f prime x x 
होते ते फƅ डोमेन आता ते ɘस पयōत मयाŊिदत केले गेले आहे परंतु हे िनबōध करǻाचा फायदा हा आहे की डोमेनला ते r r r r 
ɘस पयōत मयाŊिदत कŝन आʉी अजूनही पाहतो की संपूणŊ ŵेणी  फंƕन अजूनही सारखेच आहे ʉणून या फंƕनची रŐज पूवŎचे फंƕन

होते कारण समान ˍेअर होते आिण ˍेअर केवळ नकाराȏक नसʞामुळे पूवŎǉा फंƕनची ŵेणी ɘसf r plus fx x x r 
होती आता आʉी डोमेन Ůितबंिधत करतो तेʬाही या फंƕनचे पासून पयōत आताही डोमेन अजूनही असेल f r plus r plus 
कारण सवŊ नॉन-ऋण संƥा या नवीन फंƕन Ůाइमǉा ŵेणीत असतीलf 
 ȑामुळे आपण असे पाहतो की आपण डोमेन अशा Ůकारे Ůितबंिधत केले आहे.
 फंƕनची रŐज अजूनही तशीच आहे ʉणून आपण फंƕनची रŐज बदलत नाही आहोत पण महȇाची गोʼ जी आपण येथे केली आहे ती 
ʉणजे डोमेनचे हे बंधन केʞाने आता आपण जे पाहतो ते ʉणजे मी ɘॉटी आहे.

या फंƕनचा आलेख Ůाइम लाल रंगात आहे ʉणून मी मूलत: फƅ आडʩा अƗाǉा सकाराȏक बाजूस चौरस समान   ng f x 
चा आलेख िवचारात घेतोfx 

 ȑामुळे लाल रंगातील हा वŢ नवीन फंƕन Ůाइमचा आलेख आहे आिण आता जर  आपण लेट्सचे कोणतेही मूʞ घेतो ʉणू की f 
आपण घेतो ʉणजे हे समान आहे दोन तीन येथे चार ʉणू या जर आपण बरोबर चार घेतले आिण आपण जे पाहतो ते असे की y y 
Ůितबंिधत डोमेनमȯे चे फƅ एक अिȪतीय मूʞ आहे जे आहे बरोबर 2 Ǜासाठी Ůाइम बरोबर 4 आहे खरेतर Ůितबंिधत x x f x 
फंƕनसाठी ǉा 1 ǉा बरोबरी साठी देखील Ůितबंिधत डोमेनसह Ůाइम फंƕनसाठी फƅ एक अिȪतीय उपाय असेल जो y f x 
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बरोबर ɘस वन आहे आिण  असे घडते कारण आपण फंƕनचे डोमेन ते ɘस पयōत मयाŊिदत केले आहे आिण ʉणून आता r r 
वेगळेपणा आहे कारण आपण इतर कोणतेही घेऊ शकतो आपण हे घेऊ शकतो उदाहरणाथŊ आपण ʉणू या की हे चे काही y y y 
मूʞ आहे ʉणून या वायरसाठी देखील हा अनɊ हा आहे  अिȪतीय ʉणजे चा Ůाइम जो चौरस आहे तो या x th e x x f x y 
ǉा बरोबरीचा आहे आिण ʉणून या Ůितबंिधत फंƕन Ůाइमसाठी आता या Ůाइम फंƕनसाठी ʩुǿमाची अथŊपूणŊ ʩाƥा करणेf f 
शƐ आहे , आपण ʉणू या  ɘस ते ɘस पयōत आहे आिण ɘसशी संबंिधत कोणȑाही साठी चा ʩˑ असेल g r r r y ah y 

चे वगŊमूळ ǉा बरोबरीचे असेल जेथे हे चे धनाȏक वगŊमूळ आहे ʉणून आपण अशा Ůकारे अनेक वेळा पįरभािषत करतो y y y g 
तुʉी देखील िलहाल कारण ते असे अनेक वेळा िलिहलेले आहे ʉणून आʉी मूळ फंƕनǉा नावावर g f prime inverse ah 
वर ही सुपरİˌɐ वापरतो 
Ǜाǉा ʩुǿमाला आʉी पįरभािषत करत आहोत िकंवा बरेचदा लोक असे िलिहत नाहीत.f prime inverse 
 ते फƅ िलिहतात Ůाइम ʩुǿम हे अिधक 2 वŝन आहे आिण Ůाइम ʩुǿम हे ǉा कोणȑाही साठी आहे जे f r r f y y f 
Ůाइमǉा डोमेनशी संबंिधत आहे माफ करा येथे एक अिवभाǛ िवसरलात.f 
 
आता आपण हीच पȠत वापरणार आहोत  फंƕनचे डोमेन मयाŊिदत करणे जसे की ŵेणी बदलत नाही परंतु उलटे अथŊपूणŊपणे f 
पįरभािषत केले पािहजे ʉणून येथे संपूणŊ युƅी फंƕनचे डोमेन मयाŊिदत करणे आहे उदाहरणाथŊ या Ůकरणात जरी आपण असे ʉणू 
िदले तर ऐवजी ऐवजी ऐवजी डोमेन मयाŊिदत करा जर आपण डोमेनला काही अंतराल वजा 2 ते r plus r plus r plus 
अिधक 2 असे ʉणू देǻास Ůितबंिधत केले तर हे कायŊ करणार नाही कारण जर आपण डोमेनला वजा दोन ते अिधक दोन पयōत 
Ůितबंिधत केले तर ŵेणी  या फंƕनचे फƅ शूɊ ते                                                           ◌ या ◌ स उणे दोन कडे                                                                                                                 पेƗा पेƗा जाˑ 
दोनपयōत ची 
फंƕनची मयाŊदा असते.
  मूळ फंƕन सवŊ नॉन-ऋणाȏक संƥांचा संच होता आिण ते शूɊ ते 4 उजवीकडे या ŵेणीसारखे नाही ʉणून हे अथŊपूणŊ बंधन नाही 
कारण आपण अशा मȯे फंƕनचे डोमेन Ůितबंिधत करǻाचा Ůयȉ केला पािहजे.wa 

की ŵेणी बदलली जात नाही ती ŵेणी अजूनही तशीच आहे ʉणून आʉी आता िũकोणिमतीय फंƕɌचे डोमेन मयाŊिदत  y 
करǻासाठी या तंũाचा वापर 
कŝ जेणेकŜन आʉी ȑांचे ʩुǿम अथŊपूणŊपणे पįरभािषत कŝ शकू ʉणून आʉी पुɎा समान फंƕनकडे परत जाऊ y sine x 
आिण  आता आपʞाला मािहत आहे की फंƕनची ŵेणी मायनस वन आिण ɘस वन दरʄान आहे आिण जर आपण येथे sine x 
पािहले तर आपण फंƕनचे डोमेन ʉणू या आपण ते उणे वŝन 2 पयōत मयाŊिदत कŝ.ah sine x pi 
  plus pi by 2.

 ȑामुळे आʉी फंƕनचे डोमेन मȯांतरापयōत मयाŊिदत ठेवतो वजा sine x pi by two to plus pi by two.

 ȑामुळे हे बंधन केʞाने आपण पाहतो की Ůितबंिधत कायाŊसाठी वŢ असेल  घन लाल वŢ जो मी आता काढणार आहे
 ȑामुळे ते असे असेल
 ȑामुळे हे Ůितबंिधत फंƕनसाठी वŢ आहे जेथे डोमेनला वजा ते पयōत Ůितबंिधत केले sine x pi by 2 plus pi by 2 
आहे आिण नंतरही आपण येथे पाš शकतो हे िनबōध सवŊ आह टी  ȑाची संभाʩ मूʞे तेथे आहेत कारण जर आपण या वŢतेचे अनुसरण 
करǻाचा Ůयȉ केला तर उदाहरणाथŊ येथे ते उणे एक आहे आिण नंतर आपण या िदशेने जाताना ची मूʞे उणे एक वŝन sin x 
शूɊापयōत सतत जातात आिण नंतर पुढे गेʞास आपण ǉा िदशेने गेलो  पुढे शूɊ ते अिधक एक आिण ʉणून या िनबōधानंतरही ah 

फंƕनची ŵेणी अजूनही वजा एक ते अिधक एक आहे, ȑािशवाय आपण हे देखील पाहतो की जर आपण वजा एक ते अिधक sine x 
एक या ŵेणीमȯे चे कोणतेही मूʞ घेतले तर तर आपण असे ʉणू की आपण हे येथे घेतो ʉणजे वजा अȯाŊ बरोबर घेतले y y y y 
तर आपण पाहतो की या Ůितबंिधत डोमेनमȯे चे फƅ एक अिȪतीय मूʞ आहे जसे की चे िचɎ उणे अȯाŊ बरोबर आहे कारण x x 
तुʉी या Ůितबंिधत डोमेनमȯे पाš शकता की, या डोमेनपुरते मयाŊिदत असताना हे साइन फंƕन काटेकोरपणे नीरसपणे चे x x 
फंƕन वाढवत आहे आिण ʉणून आपण या ŵेणीत वजा एक ते अिधक एक मȯे घेतलेʞा कोणȑाही साठी एक अिȪतीय मूʞ y 
असेल या मȯांतरातील चे अनɊ मूʞ जसे की चे िचɎ या ǉा बरोबरीचे असेल, उदाहरणाथŊ आपण येथे पाहतो की o x fxa x y 

ǉा वजा अȯाŊ साठी चे मूʞ समान आहे ʉणून चे हे मूʞ उणे 30 ǉा बरोबरीचे आहे.y x x 
  अंश िकंवा उणे पेƗा जाˑ आिण ʉणून आपण ʉणतो की ʉणून आपʞाकडे वजा ची आहे pi 6 sine pi by 6 sine 
वजा अȯाŊ बरोबर आहे आिण येथून पुढे आपण िलš की वजा अȯाŊचा ʩुǿम उणे आहे ʉणून आता आपण sine pi by six 
मयाŊिदत केले आहे साइन फंƕनचे डोमेन वजा आिण अिधक मधील जवळǉा मȯांतरापयōत आपण pi by two pi by two 
ȑाचा ʩुǿम अनɊ आिण अथŊपूणŊपणे पįरभािषत करǻाǉा İ̾थतीत आहोत 
ʉणून या आलेखामȯे आपण साइन इनʬसŊ फंƕन ɘॉट करणार आहोत Ǜाचे डोमेन इंटरʬल असेल मायनस वन आिण ɘस वन 
आिण रŐजमधील बंद मȯांतर ˙ʼपणे उणे बाय टू आिण ɘस पी बाय टू मधील बंद मȯांतर असेल येथे िवŜȠ pi ah sine xx 

ʬॅʞूजची सारणी आहे जी आʉाला हा आलेख ɘॉट करǻास मदत करेल ʉणून चला  ने सुŜवात करा  sine x ah m inus 
ʉणून आʉाला मािहत आहे की वजा ची 2 बाय दोन ची साइन वजा एक ǉा बरोबरी आहे, ʉणून आपण असे ʉणू शकतो one pi 

की वजा एक चा साइन वजा दोन वर वजा ǉा बरोबरीचा आहेpi 
 ȑामुळे वजा एकचा साइन ʩुǿम चा साइन ʩुǿम वजा एक बरोबर समान वजा एक येथे आहे आिण वजा एकचा साइन ʩुǿमy y 
आहे वजा बाय दोन वजा बाय दोन येथे संपला आहे ʉणून आपʞाकडे हा िबंदू आहेpi pi 

Pru
tor
@
IIT
K



 ȑामुळे हे वजा 1 आहे आिण हे आहे  वजा pi by 2
 ȑामुळे वजा 1 चा साइन ʩुǿम आहेpi by 2 
 ȑामुळे मुळात आपʞाकडे हा िबंदू आलेखावर आहे आिण नंतर पुढे सरकत असताना वजा चा 3 बाय 3 तर वजा चा 3 ah pi pi 
बाय 3 जो वजा ची साइन आहे  साठ अंश हे तीन ओʬर दोनǉा वजा वगŊमूळाǉा समान आहे आिण ितथून आपण असे िलš शकतो की 
वजा मूळ तीन पेƗा जाˑ दोनचे साइन ʩुǿम हे वजा वरील 3 आहे, तर चा साइन ʩुǿम वजा मूळ 3 पेƗा 2 ǉा बरोबर आहे pi y 
ʉणून हे 4 एकके आहे आिण  उणे मूळ 3 ओʬर 2 हे जवळपास 0 वजा शूɊ िबंदू आठ सहा आहे जेणेकŝन ते अंदाजे असेल  tely 
इथे कुठेतरी आिण नंतर उणे बाय तीन ʉणजे हे उणे बाय दोन आहे तर यातील दोन तृतीयांश उणे बाय तीन असेल कारण pi pi pi 
हे सहा एकक आहे ते इथे कुठेतरी असेल आिण ʉणून आलेखावर हा िबंदू आहे जो आपʞाला िमळतो.
 ȑाचŮमाणे या आलेखावŝन आपण हे देखील दाखवू शकतो की वजा चा ʩुǿम वजा एक ओʬर दोन ǉा वगŊमूळ ah sine ah 
ǉा ʩुǿम बरोबर असेल वजा एक ǉा ʩुǿम दोन ǉा वगŊमूळावर वजा बाय चार वजा असेल  दोनचे एक sine sine pi 
ओʬर ˍेअर ŝट ʉणजे शूɊ िबंदू सात जे इथे कुठेतरी आहे आिण उणे पाई बाय चार हा यापैकी अधाŊ आहे जो ितथे कुठेतरी आहे 
ʉणून हे आिण हे इथे भेटणार आहे आिण नंतर उणे चा साइन 6 बाय 6 ʉणजे उणे 30 आहे  अंश ʉणजे उणे अधाŊ आिण उणे अधाŊ pi 
येथे उणे पाई बाय सहा हा या गोʼीचा एक तृतीयांश भाग आहे जी येथे संपली आहे
 ȑामुळे आपʞाला यासारखा आणखी एक िबंदू िमळेल आिण अथाŊतच शूɊाचा आह साइन ʩुǿम शूɊ असेल जी येथे आहे समिमतीय 
समान गोʼ असेल वर  ǉा धनाȏक मूʞांसाठी ʉणजे साठी हा िबंदू असेल कारण एक ǉा वजा साइन ʩुǿमाचा y ah pos ah 
साइन ʩुǿम दोन ǉा बरोबर असतो आिण नंतर अिधक मूळ 3 बाय 2 साठी आपʞाकडे मूळ 3 बाय 2 बरोबर pi by pi by 
ǉा ʩुǿम आहे  3 जे इथे संपले आहे ʉणून हे आिण नंतर हे आपʞाला हा िबंदू Ůाɑ करेल आिण ȑाचŮमाणे वरील चार sine pi 
साठी आपʞाला हा िबंदू येथे िमळेल आिण नंतर पेƗा अिधक सहा साठी आपʞाला येथे हा िबंदू िमळेल ʉणून आपण हे सवŊ िठपकेpi 
जोडले तर आपण  िमळवा ʉणून हा िठपका असलेला लाल वŢ हा ǉा ʩुǿमाचा आलेख आहे ȑाचŮमाणे साठी y sine cos y 
देखील आपण पाहतो की जर आपण फंƕनचे डोमेन मयाŊिदत केले नाही तर पुɎा कारण असे आहे की ते एक िनयतकािलक ah cos 
कायŊ असʞामुळे काय होईल  की संपूणŊ वाˑिवक रेषा ʉणून डोमेनसह आपण ȑाची ʩुǿमाची अथŊपूणŊ ʩाƥा कŝ शकत नाही 
कारण आपण या फंƕनǉा ŵेणीमȯे चे कोणतेही मूʞ घेतले तर ची अनेक िभɄ मूʞे असतील Ǜासाठी ȑा cos y x cos x y
बरोबर असेल परंतु  आपण Ůितबंिधत असे ʉणू िदʞास आपण ते पाहतो  टी अह जर आपण कोसाइन फंƕनला कोसाइन फंƕनǉा 
डोमेनला ० ते ǉा मȯांतरापयōत मयाŊिदत ठेवतो, तर आपण फƅ ० ते वŝन िवचार करतो ʉणून ० ते मधील बंद अंतरालpi pi pi 
० ते मधील ० ते जर आपण  फंƕनला įरअल रेषेǉा या उपसंचासाठी या पयōत मयाŊिदत करा, pi pi cos ah 
तर फंƕनचा आलेख असा असेल cos 
आिण पुɎा आपण जे पाहतो ते ʉणजे साइन फंƕनǉा बाबतीत ही संपूणŊ ŵेणी कʬर केली जाते जरी आपण कोसाइन फंƕनची ŵेणी 

करǻासाठी डोमेन 0 पयōत मयाŊिदत करा जेʬा या 0 ते मȯांतरापयōत मयाŊिदत असेल तेʬा 1 आिण उणे 1 मधील सवŊ मूʞे 1 pi pi 
आिण उणे 1 मधील आहेत कारण हा लाल वŢ 1 आिण उणे 1 दरʄान सतत असतो.
 इथून एकापासून सुŜवात करा आिण जसजसे आपण वŢ बाजूने जातो तसतसे आपण ǉा शूɊ मूʞापयōत दोन बाय दोनपयōत pi 
पोहोचतो आिण नंतर खाली आपण उणे एक पयōत जातो तेʬा समान ǉा बरोबर असतोx pi 
 ȑामुळे चे डोमेन मयाŊिदत कŝन देखील फंƕन 0 ते संपूणŊ ŵेणी आहे  अजून तेच पुढे आपण पाहतो की आपण ची cos pi y 
कोणतीही िकंमत घेतली तर आपण ʉणू या की आपण समान घेतो आिण येथे अधाŊ ʉणू या ʉणजे ǉा बरोबरीचा अधाŊ ʉणून y y 
आपण मूळ फंƕन पािहʞास Ǜाचे डोमेन होते  संपूणŊ įरअल लाइन मग आपʞाकडे ची अनेक िभɄ मूʞे येथे असतील ah cos x 
आिण नंतर येथे दुसरे मूʞ आिण येथे दुसरे मूʞ ȑाचŮमाणे येथे आिण येथे दुसरे मूʞ असेल आिण ची अनंत मूʞे असतील Ǜासाठी x 

अȯाŊ समान आहे परंतु जेʬा आपण डोमेन Ůितबंिधत करतो  शूɊ ते आपण काय पाहणार आहोत ते ʉणजे चे फƅ cos x pi x 
एक मूʞ चे एक अिȪतीय मूʞ आहे जे या उदाहरणात तीन िकंवा साठ अंश आहे कारण साठ अंशांची अȯाŊ बरोबरx pi by cos 
आहे आिण ʉणून काय  आपण पाहतो की हे फƅ बरोबर अȯाŊसाठी खरे नाही, आपण मȯांतर आह उणे एक ते अिधक एक मȯे y 
दुसरे कोणतेही घेतो जी िकंमत फंƕनची ŵेणी आहे जी आपʞाला िदसेल की यामȯे नेहमीच एक अिȪतीय असेल या Ůितबंिधत y x 
डोमेनमȯे जसे की ते या ǉा बरोबरीचे असेल आिण अथाŊतच ते देखील ˙ʼपणे ˙ʼ आहे कारण आपण हे cos o  f x y 
फंƕन फंƕन पाš शकतो जेʬा या डोमेनवर Ůितबंिधत असताना 0 ते 0 ते पयōत मयाŊिदत असताना आलेख नीरसपणे कमी cos pi 
होत आहे आिण ʉणून कोणȑाही मूʞासाठी  हे आपण घेतो की या मȯांतरात नेहमीच एक अिȪतीय असेल आिण ʉणून y x cos 
फंƕनचा ʩुǿम आता अनɊपणे असू शकतो, ʉणजे मला अथŊपूणŊपणे पįरभािषत केले जाते, जसे की फंƕनसाठी sine 
आपʞाकडे फंƕनचा वजा एक ते ɘस पयōतचा ʩˑ असतो.cos 
 एक ʉणजे डोमेन आिण ŵेणी ʉणजे 0 ते हा बंद अंतराल आहे आिण पुɎा येथे आपʞाकडे मूʞांचे सारणी आहे, ǛाŮमाणे आपणpi 
Ǜा साइन फंƕनने सुŜवात करतो ȑाŮमाणे आपण चा उणे एकǉा बरोबरीचा असतो आिण ʉणून ǉा उलट pi cos cos 
असतो.
  वजा एक ǉा बरोबरीचा असेल, कारण चा ʩुǿम वजा एक ǉा बरोबरीचा असेल इथे ǉा बरोबरीचा असेल, ʉणून y y pi pi 
आपʞाकडे आलेखावर हा िबंदू आहे ठीक आहे आिण नंतर आपण येथे घेऊ ʉणजे येथे आपʞाकडे तीन ओʬरची आहे  pi cos 
चार समान आहे दोनǉा चौरसमूळावर तीन चा कॉस बरोबर आहे pi 
आिण दोनǉा 
वगŊमूळावर वजा एकचा कॉस ʩुǿम दोनǉा चौरसमूळावर तीन बरोबर असेल तर वजा एक ʉणजे बरोबर  दोनचे वजा एक pi y 
ओʬर ˍेअर ŝट इथे कुठेतरी आह आहे आिण तीन पाई बाय चार हे मुळात तीन चतुथाōश आहे ʉणून हे नऊ एकक आहे ʉणून तीन 
चतुथाōश असेल कुठेतरी सहा आिण तीन चतुथाōश एकक तीन चार पाच सहा आिण कुठेतरी ितकडे आपʞाकडे आलेखावर हा िबंदू आहे 
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आिण ȑाचŮमाणे हा िबंदू आहे जेʬा आपण आणखी पुढे जातो तेʬा आपण पाहतो की साठी वजा अधाŊ असतो तेʬा ah ah cos x 
दोन बाय तीन असतो आिण ʉणून x pi cos 

वजा अȯाŊचा cos inverse
समान वजा अधाŊ so cos inverse of cos  y 

 ȑामुळे समान वजा अधाŊ येथे आहेy 
 ȑामुळे वजा अȯाŊचा ʩˑ दोन बाय तीन असेल जो ǉा दोन तृतीयांश आहे ही संपूणŊ ŵेणी जी सहा लहान चौरसाǉा pi ah ah 
बरोबरीची आहे ʉणून ती येथे येते आतापयōत आʉी िमळवले आहे कॉस ʩुǿम वŢचा हा भाग जो मी एका िठपƐा रेषेने दाखवत आहे 
आिण पुढे आपʞाला मािहत आहे की चा हा शूɊ आहे आिण ʉणून शूɊाचा हा pi cos by two cos inverse pi by 

असेलtwo 
 ȑामुळे शूɊाचा असेल.cos inverse pi by two 
 या संपूणŊ ŵेणीचा अधाŊ भाग जो येथे कुठेतरी असेल आिण नंतर ǉा धनाȏक मूʞांसाठी या रेषेबȞल तुʉाला वŢ मािहत असलेला y 
समान समिमत असेल , उदाहरणाथŊ, आʉाला मािहत आहे की 0 चा आहे आिण ʉणून चा ʩˑ असेल  0 ah cos 1 cos 1 
असेल तर येथे हा िबंदू कोणता आहे आिण आपण आणखी एक िबंदू घेऊ ʉणजे तीन ने आपʞाला मािहत आहे की साठ अंशांचा pi 

जो बाय तीन आहे तो अȯाŊ उजʩा बरोबर आहे ʉणून अȯाŊचा ʩुǿम तीन असेलcos pi cos pi by 
 ȑामुळे येथे चा ʩुǿम अȯाŊ बरोबर आहे ʉणून चा ʩुǿम अȯाŊ बरोबर बाय 3 येथे आहे ʉणून cos  y cos y pi 3 pi 
आपʞाकडे हा िबंदू आहे
 ȑामुळे वŢ असे काहीतरी िदसेल 
ʉणून साठी ही वŢ आहे  ʩुǿम फंƕन ȑाचŮमाणे आपʞाकडे दुसरा िũकोण आहे  मेिटŌ क फंƕɌ आिण सवŊũ आपʞाला cos 
समान सम˟ा आहे की आपण मागील लेƁसŊमȯे पįरभािषत केʞाŮमाणे संपूणŊ डोमेन पािहʞास 
ʩˑ अथŊपूणŊपणे पįरभािषत करणे कठीण होईल आिण ʉणून आपʞाला डोमेन मयाŊिदत करावे लागेल उदाहरणाथŊ टॅन फंƕनसाठी  
डोमेन ʉणजे ǉा 2 ǉा िवषम गुणाकार वगळता सवŊ वाˑिवक संƥा आहेत याचे कारण असे आहे की ǉा 2 ǉा िवषम pi pi 
पटीत टॅन फंƕन अमयाŊिदत होते ʉणून हा अƗावरील फंƕनचा आलेख आहे आपʞाजवळ हा अनुलंब अƗ चा टॅन आहेx tan x 

आिण िनळे िठपके असलेले वŢ हे फंƕन आहे आिण जसे आपण पाš शकतो की हे पुɎा एक िनयतकािलक फंƕन आहेx tan x 
ते सह पुनरावृȅी होते आिण ʉणून आपण काय कŝ शकतो की आपण टॅन फंƕनचे डोमेन pi 
वजा मधील अंतरापयōत मयाŊिदत केले तर  दोन ते अिधक बाय दोन ʉणून येथे आपʞाला बंद मȯांतर ƽावे लागेलpi pi 
 ȑामुळे हे खुले मȯांतर Ɨमˢ असेल कारण हे खुले मȯांतर आहे खुʞा मȯांतरांना गोलाकार कंसाने सूिचत केले जाते आिण बंद 
ƑोǕ इंटरʬलसाठी आपण चौरस Űॅकेट घेतो
 ȑामुळे जर आपण डोमेनला या ओपन इंटरʬलपयōत मयाŊिदत केले तर ओपन इंटरʬल घेǻाचे कारण ʉणजे टॅन फंƕन उणे pi 
बाय टू आिण ɘस पी बाय टू वर अमयाŊिदत होईल
 ȑामुळे आपʞाला टाळावे लागेल.
  ते दोन िबंदू ʉणजे उणे बाय दोन आिण अिधक बाय दोन मधील इतर सवŊ िबंदू हे टॅन फंƕनचे Ůितबंिधत डोमेन असतील pi pi 
आिण जेʬा आपण टॅन फंƕनला ȑा डोमेनवर Ůितबंिधत करतो तेʬा Ůितबंिधत टॅन फंƕनचा वŢ बनतो मी ते यासह दाखवत आहे 
लाल वŢ सह
 ȑामुळे लाल वŢ जसे आपण आता पाš शकतो सवŊ Ůथम लाल वŢ टॅन फंƕनची संपूणŊ ŵेणी वजा अनंत ते ɘस अनंतापयōत कʬर 
करणार आहे
 ȑामुळे वेळ फंƕनचे डोमेन मयाŊिदत कŝन देखील वजा आिण मधील खुला अंतराल आपण पाहतो pi by 2 plus pi by 2 
की ŵेणी अजूनही समान राहते जी सवŊ वाˑिवक संƥांचा संच आहे, तथािप असे घडते ही मनोरंजक गोʼ आहे जर आपण घेतले कारण 
आपण पाहतो की हा लाल वŢ नीरसपणे वाढणारा वŢ उजवीकडे आहे आिण ʉणून हे ˙ʼ आहे की जर आपण टॅन फंƕनǉा 
ŵेणीतील ǉा कोणȑाही मूʞामȯे चे कोणतेही मूʞ घेतले तर चे कोणतेही वाˑिवक मूʞ काय असेल?  आपण पाहणार y y y 
आहोत की या मȯांतरात चे एक अिȪतीय मूʞ असेल वजा बाय दोन ते अिधक बाय दोन तेथे चे अनɊ मूʞ असेल जसे x pi pi x 
की चा टॅन ǉा बरोबर असेल ʉणून पुɎा टॅनसाठी  फंƕन हे ˙ʼ आहे की डोमेनला उणे बाय 2 ते अिधक बाय 2 x y pi pi 
मधील ओपन इंटरʬलपयōत मयाŊिदत ठेवून टॅन फंƕनचा ʩुǿम अनɊपणे पįरभािषत केला जाऊ शकतो ʉणून या ˠाइडवर आपण 
पुɎा साइन आिण कोसाइन फंƕन Ůमाणेच ɘॉट करतो.
 टॅन फंƕनǉा ʩुǿमाचा आलेख ʉणजे टॅन इ̢ʬसŊ फंƕनचा डोमेन हा सवŊ वाˑिवक संƥांचा संच आहे , अथाŊतच ŵेणी ʉणजे वजा

आिण अिधक मधील खुला अंतराल येथे दाखवʞाŮमाणे आहे आिण  आता आलेख ɘॉट करǻाचा pi by two pi by two 
Ůयȉ कŝया ʉणून आपण येथे मूʞांǉा सारणीवŝन पाš शकतो की Ůथम 0 चा टॅन 0 आहे,
 ȑामुळे आपʞाला मािहत आहे की 0 चा टॅन 0 आहे आिण ȑावŝन असे समजते की शूɊाचा टॅन ʩुǿम शूɊ असेल तर समानाचाy 
टॅन ʩुǿम असेल  शूɊ ते चा टॅन ʩुǿम शूɊाǉा बरोबरीचा आहेy 
 ȑामुळे या आलेखामȯे हा Ɨैितज अƗावर ɘॉट केलेला आहे आिण चा ʩुǿम उɷा अƗावर ɘॉट केलेला आहेy y tan 
 ȑामुळे शूɊाǉा बरोबरीचा हा िबंदू आहे आिण टॅनमȯे टॅन आहे  शूɊाचा ʩुǿम देखील शूɊ आहेy 
 ȑामुळे टॅन ʩुǿमाǉा आलेखावर हा िबंदू आहे, तर आपण पाहतो की चा हा एक ओʬर ŝट तीन आहे pi ah tan by six 
आिण ʉणून एक ओʬर ŝट तीनचा ʩुǿम िसƛǉा बरोबर असेल.tan pi by 
 एक ओʬर ŝट तीन चा टॅन ʩुǿम
 ȑामुळे एक ओʬर ŝट Ūी आहे हे इथे कुठेतरी असावे ʉणजे हे बरोबर 1 ओʬर ŝट 3 आिण टॅन इनʬसŊ फंƕनचे मूʞ ah y 
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आिण ओʬर ŝट 3 चे मूʞ बरोबर असेल  6 पयōत जे या संपूणŊ ŵेणीचा एक तृतीयांश आहे जे येथे कुठेतरी असेल असेल  y 1 pi s 
ितथे कुठेतरी आिण नंतर नſीच आपʞाला मािहत आहे की चा टॅन 4 बाय 1 आहे आिण टॅन ऑफ असʞाने टॅन ऑफ चा टॅनpi pi 
4 बाय 1 बरोबर आहे, ȑानंतर 1 चा टॅन ʩुǿम ǉा 4 बाय बरोबर असेलpi 
 ȑामुळे चा टॅन ʩुǿम  एक ते बाय चार असेलy pi pi 
 ȑामुळे बरोबर एक येथे आहे आिण बाय चार येथे आहेy pi 
 ȑामुळे आपʞाकडे हा िबंदू आलेखावर उजवीकडे आहे आिण ȑाचŮमाणे आपण इतर िबंदू देखील ɘॉट कŝ शकतो
 ȑामुळे आपʞाला काय िमळेल.
 याŮमाणे वŢ करा परंतु लƗात ठेवा की 

ची िकंमत जसजशी ला जाईल तसतसे ʩुǿमाचे मूʞ कडे जाईल तसतसे चे मूʞ अनंताकडे जाईल कारण ते मोठे y y tan y y 
आिण मोठे होईल ǉा धनाȏक मूʞांसाठी धनाȏक बाजूǉा ʩुǿमाचे मूʞ वर जाईल  इİɈिनटी टॅन ʩुǿम पाई y tan y y 
दोन बाय दोन वर जाईल परंतु दोन बाय पाई बरोबर कधीच होणार नाही तो एकũ होईल कारण हा आलेख ǉा िदशेने जात आहे ah 
ʉणून ही रेषा अनुलंब अƗाǉा मूʞाशी संबंिधत आहे अƗ ǉा बरोबरीने दोन बाय दोनpi 
 ȑामुळे हा िठपका असलेला वŢ कधीही या ǉा पुढे जाणार नाही  घन लाल रेषा आिण ȑाचŮमाणे ऋण बाजूवर देखील या a h 
सारणीचा वापर कŝन आपण ǉा ऋण मूʞांसाठी ऋण बाजूची वŢ काढू शकतो आिण येथेही वŢ Ůाɑ होईल असे काहीतरी आहेy 
 ȑामुळे येथेही आपʞाकडे ही रेषा आहे जी आहे.
 जे ʩुǿम शी संबंिधत आहे जे उɷा अƗावर वजा बाय 2 शी संबंिधत आहे आिण जसे वजा अनंताकडे जाते, जर tan y pi 2 y 
आपण या िदशेने गेलो तर काय होईल की आलेख जाईल जसे आपण येथून पाš शकता की आलेख जाईल वजा ǉा या मूʞाǉा 2 pi 
ǉा जवळ आिण जवळ आहे परंतु ŮȑƗात ʩुǿम कधीही वजा ǉा बरोबरीचा होणार नाही.tan y pi by 2 
 ȑाचŮमाणे फंƕनसाठी देखील की आपʞाकडे कॉटőƛ फंƕन आहे यािशवाय दुसरे काहीही नाही  1 ओʬर cotangent tan 

ʉणजे आहे िकंवा आपण ȑाला ओʬर असे देखील िलš शकतो ʉणून बरोबर ǉा x an cos x sin x sin x cos x x 
वर बरोबर आहे sine cos x 

आिण ʉणून आपण पहाल की जेʬा एक गुणाकार असतो तेʬा पूणाōक गुणक असतो  चे  कधीही हा ǉा x pi whe x x pi 
चा पूणाōक गुणक आहे 0 आहे आिण ʉणून साठी चा सह˙शŎ चा पूणाōक गुणाकार आहे हे नीट पįरभािषत केलेले sine x x pi 

नाही आिण हे या आलेखावŝन ˙ʼ होते जेथे आपण Ɨैितज अƗावर ɘॉट केला आहे आिण चा कॉट वर आहे.x x 
  उɷा अƗावर आपण पाš शकतो की ǉा पूणाōक गुणाकारांवर, उदाहरणाथŊ समान शूɊ िकंवा समान िकंवा दोन pi x x pi pi 
आपण पाहतो की आलेख एकतर अिधक अनंत िकंवा वजा अनंताकडे जातो ʉणून तो अमयाŊद उजवा बनतो आिण ʉणूनच जेʬा  कॉट 
फंƕनचे डोमेन पįरभािषत केले आहे ते अशा Ůकारे पįरभािषत केले आहे जेणेकŝन आपण डोमेनसाठी या संचािशवाय सवŊ वाˑिवक 
मूʞे िवचारात घेऊ शकतो आिण हा संच आपʞाला ǉा सवŊ पूणाōक गुणाकारांनी तंतोतंत समजतो ʉणून हा जीवाचा डोमेन संच pi 
आहे फंƕन आिण अथाŊतच ŵेणी सवŊ वाˑिवक संƥांचा संच असेल कारण जीवा फंƕन वजा अनंत आिण अिधक अनंत मधील सवŊ ah
वाˑिवक मूʞे घेईल आिण अथाŊतच ते सह िनयतकािलक देखील आहे ʉणून हे िनयतकािलक फंƕन आहे  pi cot x pi

हे ǉा ǉा बरोबरीचे आहे आिण ʉणजे जर तुʉी येथे पįरभािषत केलेʞा समान डोमेनचा  so cot x pi plus cot xi 
िवचार केला 
तर जीवा फंƕनǉा ʩुǿमाची ʩाƥा करणे कठीण होईल , चे कोणतेही मूʞ आपण येथे घेतो ते सांगूया.y 
 हे ƽा ʉणजे हे तीन बाय दोन ǉा ǉा बरोबरीचे असेल तर ची अनेक िभɄ मूʞे असतील ची अनेक िभɄ मूʞे असतील y y x x 
Ǜासाठी ची खाट तीन बाय 2 या मूʞाǉा बरोबरीची असेल आिण ʉणून कोणतेही अिȪतीय नाही आिण ʉणून या डोमेनसह कॉटx x 
फंƕनचा ʩुǿम अथŊपूणŊपणे पįरभािषत केला जाऊ शकत नाही आिण ʉणून आपʞाला पुɎा जीवा फंƕनचे डोमेन मयाŊिदत करावे 
लागेल ʉणून आपण काय कŝ या डोमेनला ० ते पयōत मयाŊिदत करतो pi 
ʉणून आपण हे अंतराल 0 ते घेतो.pi 
  परंतु आʉी िबंदू 0 आिण समािवʼ कŝ शकत नाही कारण जीवा फंƕन अमयाŊिदत आहे ते या दोन टोकाǉा िबंदंूवर चांगले pi 
पįरभािषत केलेले नाही ʉणून आʉी 0 ते पाई दरʄानचे ओपन इंटरʬल घेतो आिण जीवा फंƕनचे डोमेन या ओपन इंटवर मयाŊिदत 
ठेवतो.

जेʬा आपण ȑास Ůितबंिधत करतो तेʬा आपʞाला असे िदसते की जीवा फंƕनची वŢ या खुʞा अंतराल 0 ते पयōत  erval pi 
मयाŊिदत आहे आता मी येथे लाल घन लाल वŢसह जे रेखाटत आहे ते बनते आिण आता हे पाहणे खूप सोपे आहे की Ůितबंिधत 
केʞानंतरही  कॉट फंƕनचे डोमेन ओपन इंटरʬल 0 ते पाई पयōत आपण जे पाहतो ते असे आहे की रŐज अजूनही वजा अनंत ते ɘस 
अनंतापयōत आहे
 ȑामुळे जीवा फंƕनची ŵेणी डोमेनला यापासून मयाŊिदत केʞानंतरही सवŊ वाˑिवक संƥांचा संच आहे ओपन इंटरʬल 0 ते पाई 
आिण दुसरे ʉणजे हे पाहणे खूप सोपे आहे की येथे घन वŢ नीरसपणे कमी होत आहे आिण ʉणून जर आपण जीवा फंƕनǉा 
ŵेणीमȯे कोणतेही घेतले तर आपण घेतले तर आपण येथे घेऊ.y y ay 
 हे ƽा ʉणजे हा आहे आह उणे तीन बाय दोन ʉणून जर आपण कोणतेही घेतले तर येथे एक अिȪतीय असेल जो जीवा y y y x 
फंƕनǉा या Ůितबंिधत डोमेनमȯे असेल जसे की ची खाट या ǉा समान असेल  हे खरे असेल िकंवा तुʉी घेतलेले चे x y f  y 
कोणतेही मूʞ आिण ते देखील खूप ˙ʼ आहे कारण हे जीवा फंƕन हे एक सतत कायŊ आहे ȑात ते या Ůितबंिधत डोमेनमȯे एक सतत
कायŊ आहे आिण ȑाʩितįरƅ ते नीरसपणे कमी होत आहे आिण ʉणून जीवा कायŊ या डोमेनवर Ůितबंिधत कŝन  आपण ȑाचे ʩुǿम 
अथŊपूणŊपणे पįरभािषत कŝ शकलो पािहजे ʉणून आपण पुɎा कॉट इनʬसŊ फंƕनसाठी आलेख ɘॉट करǻाचा Ůयȉ कŝ Ǜाचे 
डोमेन सवŊ वाˑिवक संƥांचा संच असेल आिण ŵेणी आता जीवा फंƕनचे Ůितबंिधत डोमेन असेल जे ओपन इंटरʬल आहे.
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 शूɊ ते पाई दरʄान आता आपʞाला मािहत आहे की आपण येथून सुŜवात कŝ या आपʞाला मािहत आहे की चा कॉट बाय टू pi 
शूɊ बरोबर आहे आिण ʉणून शूɊाचा कॉट ʩुǿम पाई बाय दोन इतका असेल तर चा कॉट ʩुǿम शूɊ बरोबर समान  येथे y y 
शूɊ हे ǉा बरोबरीचे दोन बाय दोन असेल तर Ȫारे दोन येथे आहेpi pi 
 ȑामुळे आपʞाला हा िबंदू ʩुǿम ǉा आलेखावर िमळतो ʉणून येथे आलेखामȯे हा Ɨैितज अƗावर ɘॉट केलेला आहे cot y y 
आिण सह  चा संबंिधत कॉट ʩुǿम उɷा अƗावर ɘॉट केला जाईल ȑाचŮमाणे आपʞाकडे तीनǉा वर चा कॉट तीनǉा y pi 
वगŊमूळावर एक बरोबर आहे आिण ʉणून तीनǉा वगŊमूळावर एकाचा कॉट ʩुǿम तीनǉा वर बरोबर असेल तर एकाचा कॉट pi 
ʩुǿम  वर तीन चे वगŊमूळ कुठेतरी असेल आिण वरील तीन इथे कुठेतरी असेल तर ते ितथे कुठेतरी असेल आिण मग ah pi 
आपʞाला हा िबंदू इथे िमळेल ʉणून हे आहे ʉणजे हे ओʬर दोन हे ओʬर Ūीǉा समान आहे आिण  मग जसजसे आपण pi pi y
ला अिधक सकाराȏक मूʞांमȯे वाढवतो
 ȑामुळे आपण येथे या िदशेने जात आहोत 
, उदाहरणाथŊ ǉा वगŊमूळाचा ʩुǿम हा ah 3 cot 

ने असेल, ʉणून आपण वाढवत असताना आपʞाला ते उलटे िदसेल.pi 6 y cot 
 कमी होईल आिण शूɊाकडे जाईल
 ȑामुळे कॉट ʩुǿम, इथून टेबलवŝन आपण जे पाहतो ते असे की तीनǉा वगŊमूळाचे कॉट ʩुǿम हे बाय सहा ʉणजे तीनचे pi 
वगŊमूळ इथे कुठेतरी असेल आिण बाय 6 कुठेतरी असेल तर हा हा आहे  6 ने.pi pi  pi 

 ȑामुळे आपʞाला हा िबंदू वŢ वर बरोबर िमळतो
 ȑामुळे मूलत: आपʞाकडे जे आहे ते आपण ɘॉट केले आहे आिण ते असे जाईल परंतु चे मूʞ अनंत कॉट ʩुǿम कडे जाईल y y 
परंतु ते कधीही होणार नाही  शूɊ उजवीकडे बरोबरी करा आिण नंतर ǉा ऋण मूʞांसाठी आपण जे पाहणार आहोत ते समान y 
Ůकारचे वŢ असेल आिण जे आपʞाला ची नकाराȏक मूʞे पाšन काढले जाऊ शकते, उदाहरणाथŊ येथून आपण काय कŝ  cot x 
हे पहा की 
वजा 1 चा ʩुǿम उदाहरणाथŊ तीन वरील चार असेलah cot pi 
 ȑामुळे येथे वजा एक संपला आहे आिण तीन पेƗा चार असेल तर हे सहा एकक आहेpi 
 ȑामुळे चार पेƗा तीन बरोबर साडेचार एकक असेल तर ते इथे कुठेतरी कुठेतरी असेल ʉणजे हे उणे एक बरोबर आहे आिण हे pi y 
मूʞ येथे तीन पेƗा चार आहे आिण नंतर आणखी नकाराȏक मूʞांसाठी अह फॉर ऑन आहे pi 
ते ʉणजे कॉट इनʬसŊचे मूʞ  फंƕन कडे जाईल ʉणून आता आपण आत जात आहोत  ही िदशा ʉणजे जसे आपण मूʞ pi 
बनवतो तसे या ˑंभातील वर चे मूʞ आहे कारण अिधकािधक ऋण होत जातेy y y 
 ȑामुळे वजा एक ते वजा तीनचे वगŊमूळ हे अिधक ऋण होते ʉणून हे चे मूʞ जात आहे  कडे तर आपʞाकडे काय असेल y x pi 
तर हे आहे तर हा आहेah pi 
 ȑामुळे हा वŢ िठपका असलेला वŢ असे काहीतरी जाईल
 ȑामुळे शेवटी ǉा कॉट ʩुǿमासाठी लाल िठपके असलेला वŢ अिधकािधक नकाराȏक कॉट ʩुǿम होतो  हा कडे y y y pi 
कल असेल पण नेहमी पेƗा कमी असेल खरं तर ते ǉा बरोबरीचे कधीच होणार नाही पुढील फंƕन pi pi ah cosecant 
फंƕन आहे
 ȑामुळे चे फंƕन आहे जसे आपʞाला मािहत आहे की ǉा वर 1 ʉणून पįरभािषत केले x cosecant cosecant x sine 
आहे 
आिण ते देखील आहे  िनयतकािलक फंƕन िũकोणिमतीय फंƕन आिण ते ǉा 1 ओʬर साइन असʞामुळे जेʬा जेʬा x sin x 
शूɊ असेल तेʬा ते अथŊपूणŊपणे पįरभािषत केले जाणार नाही ʉणून जेʬा जेʬा हा ǉा चा पूणाōक गुणक x x pi cosecant 
असतो तेʬा अथŊपूणŊपणे पįरभािषत केले जात नाही आिण ʉणून ȑाचे डोमेन फंƕन हा ǉा पूणाōक गुणाकार cosecant pi 
वगळता सवŊ वाˑिवक संƥांचा संच आहे ʉणजे ते चे डोमेन आहे आिण आपण Ǜा ŵेणीसाठी पाहतो ते असे आहे cosecant x 
कारण वर 1 आहे आिण ची ŵेणी सवŊ आहे उणे 1 आिण अिधक 1 मधील मूʞे ʉणजे काय cosecant x sine x sine x 
होईल की 1 ओʬर साइन अंतराल वजा 1 ते अिधक 1 ǉा बाहेरील सवŊ मूʞे घेईल.x 
 आिण हे या आलेखावŝन अगदी ˙ʼ आहे िजथे आपʞाकडे Ɨैितज अƗावर आहे आिण आपʞाकडे आहे  उɷा अƗावर चा x x 
कोसेकंट जसे आपण पाš शकतो िनळा िठपका असलेला वŢ वजा एक आिण अिधक एक मधील मूʞ कधीच घेणार नाही आिण हे असे 
आहे कारण ते साइन वर एक आहे आिण ही वजा एक आिण अिधक मधील मूʞे घेते  एक आिण ʉणून x sin x cosecant 
फंƕनची ŵेणी ही 
ŵेणी वजा 1 ते अिधक 1 वगळता सवŊ वाˑिवक संƥांचा संच आहे आिण ʉणून आता ते अजूनही िनयतकािलक आहे कारण आपण पाš 
शकतो की ते अȨाप एक िनयतकािलक कायŊ आहे चे िनयतकािलक कायŊ आहे  आमǉाकडे असʞास  हे cosecant x x e 
डोमेन ʉणून आʉी अजूनही फंƕनǉा ʩुǿमाला अथŊपूणŊपणे पįरभािषत कŝ शकत नाही आिण ʉणून आʉाला cosecant 

फंƕनचे डोमेन मयाŊिदत करणे आवʴक आहे जसे की आʉी इतर मागील िũकोणिमतीय फंƕɌसाठी केले आहे cosecant 
ʉणून या Ůकरणात एक संभाʩ िनवड ʉणजे आʉी िवचार कŝ  मȯांतर वजा ते अिधक िबंदू 0 वगळता.pi by 2 pi by 2 
 ʉणून आपण फंƕनचे डोमेन बंद अंतराल वजा पयōत मयाŊिदत ठेवणार cosecant pi by two to plus pi by two 
आहोत पण िबंदू शूɊ वगळता कारण समान चे शूɊ अथŊपूणŊपणे पįरभािषत केलेले नाही कारण ते अमयाŊिदत झाले x x cosecant 
आहे ʉणून आȅापयōत हे फंƕन या सेटवर िकंवा įरİ Ōː ƃेड फंƕनǉा या उपसेटला मयाŊिदत ah cosecant cosecant 
कŝन Ůितबंिधत फंƕनचा आलेख असा काहीतरी िदसेल ʉणून मी  मी ते येथे घन लाल वŢ सह रेखाटत आहे आिण cosecant 
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जसे आपण पाš शकतो की कोसेकंट फंƕनचे डोमेन या मȯांतरापयōत मयाŊिदत ठेवून देखील आपण पाš शकतो की सवŊ आर Ůितबंिधत
कोसेकंट फंƕनची अँज अजूनही तीच गोʼ आहे जी वजा एक ते अिधक एक वगळता सवŊ वाˑिवक मूʞे आहेत कारण ते माझे वजा एक
ते अिधक एक दरʄानचे कोणतेही मूʞ घेऊ शकत नाही परंतु मूʞांǉा या ŵेणीʩितįरƅ ते इतर सवŊ संभाʩ मूʞे घेते.
 
कारण उणे पाई 2 आिण 0 मधील मȯांतरासाठी जर आपण गेलो तर आपण येथून सुŜवात केली तर येथे ही ʬॅʞू वजा एक आहे आिण 
जर आपण असे गेलो तर आपण पाहतो की वŢ सतत आहे आिण वजा एक पासून सुŝ होतो ते उणे अनंतापयōत सवŊ मागाŊने जाते आिण 
ȑाचŮमाणे जर आपण येथून सुŜवात केली तर हे मूʞ अिधक एक आहे आिण जर आपण असे गेलो तर वŢ पुɎा सतत राहील आिण ते 
मूʞापासून अनंतापयōत जाते ʉणून आपʞाकडे मूʞे आहेत  एक ते अनंत आिण नंतर उणे 1 वŝन अनंतापयōत जाणे जे मुळात समान 
ŵेणी आहे ʉणून डोमेनला वाˑिवक रेषेǉा या उपसंचासाठी मयाŊिदत कŝन देखील फंƕनची ŵेणी अजूनही तशीच cosecant 
आहे ती अजूनही आहे  सारखेच आहे आिण िशवाय आपण हे देखील पाहतो की जर आपण कोणतेही घेतले तर आपण या ains y 
ŵेणीतील कोणतेही घेऊ या ʉणून आपण असे ʉणू की आपण येथे चे हे िविशʼ मूʞ घेतोy y 
 ȑामुळे चे हे मूʞ दोन िबंदू पाचशी संबंिधत आहे तर हे आह आहे तर हे दोन िबंदू पाच ǉा बरोबरीचे आहे तर या साठी y y ah 
आपण जे पाहतो ते ʉणजे चे एक अिȪतीय मूʞ आहे जे येथे आहे की या चे हे मूʞ 2.x x cosecant 
5 आहे आिण अथाŊतच हे  मूʞ Ůितबंिधत डोमेनमȯे आहे जर आपण डोमेन Ůितबंिधत केले नसते तर इतर अनेक मूʞे असती 
उदाहरणाथŊ चे हे मूʞ िकंवा उदाहरणाथŊ चे हे मूʞ िकंवा चे हे मूʞx x x 
 ȑामुळे इतर अनेक मूʞे असती.x 

चे जसे की चे  x x cosecant 2.
5 असते आिण ʉणून असे कोणतेही अिȪतीय मूʞ नसते परंतु जेʬा आपण डोमेनला या अंतरापयōत मयाŊिदत ठेवतो तेʬा आपण पाहतो 
की या ŵेणीतील ǉा कोणȑाही मूʞासाठी नेहमीच एक अिȪतीय असेल  Ůितबंधातील एक अिȪतीय डोमेन असे की y x x  ted 
ȑा चा ǉा ǉा बरोबरीचा असेल आिण ʉणून पुɎा हे िनबōध कŝन आपण फंƕनǉा x cosecant y y cosecant 
ʩुǿमाची अथŊपूणŊ ʩाƥा कŝ शकू जे माǟाकडे या ˠाइडमȯे ɘॉट करǻाचा Ůयȉ कŝ.
 
आʉी इतर फंƕɌसाठी जे करत आहोत ȑाŮमाणेच हे केले जाऊ शकते 
आिण ते कसे िदसते ते मी तुʉाला ȕरीत दाखवीन, मग ते 
पुɎा कसे िदसते ते टेबल वापŝन आʉी ɘॉट कŝ शकतो जेणेकŜन आमǉाकडे काय आहे.
  आपʞाकडे Ɨैितज अƗावर आहे आिण उɷा अƗावर चा ʩुǿम आहे , y y cosecant cosecant inverse 

चे डोमेन फंƕनची ŵेणी असेलfunction cosecant 
 ȑामुळे चे डोमेन मȯांतर वजा एक वगळता सवŊ वाˑिवक संƥा आहेत ते ɘस वन आिण cosecant inverse function 

ʩुǿम फंƕनची ŵेणी सुधाįरत िकंवा फंƕनचे Ůितबंिधत डोमेन असेल जे आपण मागील ˠाइडवर cosecant cosecant 
पािहले होते जे बंद अंतराल वजा िबंदू शूɊ वगळता अिधक Ȫारे दोन आिण नंतर पुɎा मूʞांǉा या सारणीचा pi by two to pi 
वापर कŝन आपण लाल वŢ Ȫारे येथे आिण येथे ʩुǿम कायाŊचा आलेख काय आहे आिण जसजसे अिधकािधक cosecant y 
सकाराȏक होत जाईल तसतसे आपण पाš शकतो.ah 

ʩुǿम  cosecant 
शूɊाǉा या मूʞाकडे जाईल
 ȑामुळे येथे हा वŢ लाल वŢ नेहमी 
धनाȏक बाजूने आडʩा अƗाǉा वर असेल आिण ǉा ऋणाȏक मूʞांसाठी लाल वŢ नेहमी आडʩा अƗाǉा खाली असेलy 
 ȑामुळे माझा अथŊ हा भाग आहे  वŢ आिण ȑाचŮमाणे सेकंट फंƕनमȯेही अशीच सम˟ा असेल आिण सेकंट फंƕनसाठी देखील  
आपʞाला इतर िũकोणिमतीय फंƕɌŮमाणेच सेकंट फंƕनचा ʩुǿम पįरभािषत करावा लागेल कारण आपʞाला ȑाचे डोमेन 
देखील मयाŊिदत करावे लागेल कारण चे समान आहे  ǉा वर एक आिण आपʞाला मािहत आहे की ची x ah secant x cos x 

शूɊ असते जेʬा हा चा दोन बाय दोनचा िवषम गुणाकार असतो ʉणून फंƕनचा डोमेन सेट सवŊ संच cos x pi secant o 
ʉणून पįरभािषत केला जातो चा िवषम गुणाकार दोन बाय दोन वगळता सवŊ वाˑिवक संƥा कारण ǉा िवषम पटीत f pi pi x 
ǉा दोन सेकंटची ʩाƥा योƶ Ůकारे केली जात नाही हे या आलेखावŝन देखील पािहले जाऊ शकते िजथे आपʞाकडे Ɨैितज अƗावर 

आिण अनुलंब अƗावर आहे आिण आपण पुɎा जे पाहतो ते फंƕन देखील िनयतकािलक आहे आिण आपण पाš x x secant 
शकतो की ŵेणी ही आहे कारण चा वर एक आहे आिण हा उणे एक आिण अिधक एक ǉा दरʄान x secant cos x cos x 
आहे
 ȑामुळे काय होते ते ची ŵेणी आहे फंƕन ही संपूणŊ įरअल रेषा आहे जी येथे वजा एक आिण अिधक एक मधील मȯांतर secant 
वगळता संपूणŊ अनुलंब अƗ आहे ʉणजे ही ŵेणी आहे आिण इतर िũकोणिमतीय फंƕɌŮमाणेच आपʞाला पुɎा समान सम˟ा आहे 
कारण सेकंट फंƕन या डोमेनसह िनयतकािलक आहे यासह डोमेन ʉणून आपण ʩुǿमाची अथŊपूणŊ ʩाƥा कŝ शकत नाही आिण 
ʉणून आपʞाला सेकंट फंƕनचे डोमेन देखील Ůितबंिधत करणे आवʴक आहे ʉणून आपण काय कŝ की आपण डोमेन 0 आिण 

दरʄान मयाŊिदत करतो pi 
ʉणून आपण घेतो.r 
  मयाŊिदत डोमेन हे शूɊ ते मधले बंद मȯांतर आहे परंतु जसे आपण पाš शकतो की आपʞाकडे समान िबंदू बरोबर pi x x pi 
बाय दोन नसावा आिण ȑाचे कारण ʉणजे बरोबर ǉा दोन सेकंटǉा बरोबरीने ते अमयाŊिदत आहे  योƶįरȑा पįरभािषत x pi x 
केलेले नाही
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 ȑामुळे सुधाįरत डोमेन 0 ते अंतराल असेल िबंदू बाय िशवाय आिण सेकंट फंƕनचा आलेख नंतर मी लाल वŢ सह pi pi 2 
रेखाटतो तोच असेल
 ȑामुळे हा सेकंट फंƕनचा आलेख असेल जेʬा  डोमेन या अंतराल Ȫारे 2 पयōत मयाŊिदत आहे आिण आपण संपूणŊ ŵेणी पाš x pi 
शकतो जरी डोमेनचे हे िनबōध अजूनही समान आहे तरीही मȯांतर वजा 1 ते अिधक 1 वगळता सवŊ वाˑिवक मूʞे आहेत
 ȑामुळे सवŊ मूʞे आहेत  तेथे उणे 1 ते अिधक 1 वगळता आिण आपण हे देखील पाहतो की जर आपण चे कोणतेही मूʞ घेतले तर y 
आपण नेहमी कŝ शकतो ʉणून जर आपण चे कोणतेही मूʞ घेतले तर चे एक अिȪतीय मूʞ असेल जसे की चे सेकंट समान y x x 
असेल  आिण चे मूʞ या मȯांतरात असेल आिण ȑानंतर  या िनबōधाȪारे आपण सेकंट फंƕनǉा ʩुǿमाची अथŊपूणŊ ʩाƥा y x 
कŝ शकतो जे मी येथे पįरभािषत करत आहे,
 ȑामुळे या आलेखावर आपʞाकडे Ɨैितज अƗावर आहे आिण सेकंट ʩुǿम हे उɷा अƗावर ɘॉट केलेले आहे आिण जसे आपण y 
पाš शकतो की आपण पुɎा पुढे जात आहोत.

िवŜȠ सेकंट साठी टेबल मूʞांचा वापर करा ʩुǿम फंƕन वŝन पįरभािषत केले आहे हे डोमेन असेल जे मुळात  x x secant 
फंƕनची ŵेणी आहे आिण ची ŵेणी चे Ůितबंिधत डोमेन असेल फंƕन secant secant inverse function secant 

जे पॉइंट बाय 2 वगळता 0 ते आहे.pi pi 
 हेच आपʞाला िमळते ʉणून या लेƁरमȯे आपण सुŜवातीला 
िũकोणिमतीय फंƕɌचा ʩुǿम पįरभािषत करǻाचा Ůयȉ केला होता परंतु आʉाला लगेच सम˟ा आली कारण िũकोणिमतीय 
फंƕɌ आहेत  ȑापैकी बŠतेक सवŊ िनयतकािलक आहेत आिण ʉणून ȑांǉा डोमेनǉा ȑांǉा सामाɊ ʩाƥेसह ȑांचे ʩुǿम ah 
अथŊपूणŊपणे पįरभािषत करणे कठीण आहे आिण नंतर आपण काय करतो  असे होते की जर आपण या फंƕɌचे डोमेन मयाŊिदत w 
केले तर आपण ȑांचे ʩुǿम अथŊपूणŊपणे पįरभािषत कŝ शकतो ʉणून पुढील वगाŊत आपण हे सवŊ घेऊ आिण आजǉा वगाŊत 
पįरभािषत केलेʞा या 6 ʩˑ िũकोणिमतीय फंƕɌमधील अनेक ओळख आिण संबंध पįरभािषत करǻाचा आिण िसȠ करǻाचा 
Ůयȉ 
कŝ.
 तुमचे आभार 
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