
  മുآെ؋ ഏഴ് ْപഭാഷണ׹ളിെല വിപരീത ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന׹െളുׯറിتു׺ ആദّ 
ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ നി്ؗ ഞ׹ൾ sine x cosine x cot x tan x 

തുട׹ിയ ْതിേകാണമിതി ഫംഗ്ഷനുകൾ ചർ׺െചᅃٝു . ഈ വിപരീത cosec x, seck x 
ഫംഗ് ഷനുകൾׯിടയിലുت ഐഡന്റിئികൾ ചർ׺ െചുإക നമു്ׯ ന്െറ കാരّം എടുׯാം, ah sine x 
അതിനാൽ നുأെട മുൻ ْപഭാഷണ׹ളിൽ നി്ؗ നമു്ׯ അറിയാവുؗത് േപാെല , ൈസൻ ഫംഗ് ഷന് x 
ഒരു െഡാെമയ് ൻ ഉെ؇്ؗ അറിയാം, അത് എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും കൂ؂മാണ്. ഇതിന്െറ 
അർ،ം എെؓؗാൽ , നأൾ ഏെത׸ിലും യഥാർ، മൂലّം എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , ന്െറ x x 
അടയാളം തീർ׺യായും അട׺ ഇടേവളയിൽ ഒ്ؗ മുതൽ ؛സ് വൺ വെരയുت േױാ്ُٛ ഇടേവളയിൽ 
ഉൾെؚടും എؗതാണ് അടു؋ േചാദّം , ൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ വിപരീത ْപവർ؋നെ؋ നമു്ׯ 
നിർവചിׯാൻ കഴിയുേമാ എؗതാണ്.  ൈമനസ് വ؉ിൽ നി്ؗ ؛സ് വ؉ിേല്ׯ വരുؗ ഏെത׸ിലും y 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ,  ഒരു അദٔിതീയം എേؚാൾ നിലനിൽുׯം എؗതാണ് േചാദّം , ന്െറ ൈസൻ r-
തുലّമാണ്.  ഈ േല്ׯ, അതിനാൽ ഇത് ഞ׹ൾ േചാദിؗുׯ അടിرാന േചാദّമാണ്, കാരണം al y 
നമു്ׯ അറിയാവുؗ ൈസൻ ഒരു ആനുകാലിക ْപവർ؋നമാണ് , ഇത് ശരിയب, അതിനാൽ ഈ x 
ൈسഡിൽ ഞാൻ ലംബ അ؋ײിൽ ന്െറ ْഗാഫ് േ؛ാ؂് െചᅃٝി؂ു؇് .  തിരحീനമായ അു׺ത؇ിൽ x 
നമു്ׯ പകുതി്ׯ തുലّമാെണ്ؗ പറയാം, പാപം പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, ആ എبാം കെ؇؋ാൻ y x x 
ഞ׹ൾ ْശമിുؗുׯ, അതിനാൽ നأൾ െചؗുإത് അ؋ײിന് സമാؓരമായ ഒരു തിരحീന േരഖ x 
ഇവിെട വരയ്ുׯക എؗതാണ്. കൂടാെത അ؋ײിൽ േപാസിئീവ് വശ്؋ പകുതിയുെട y 
 ിന് ഈ x؋ളു؇്, ഉദാഹരണ׹ൾ കാണുؗത് ന് നിരവധി മൂലّأിലാണ് , തുടർ്ؗ ന؋ാനചലനر
മൂലّം ഇവിെട ഈ മൂലّം , ഈ മൂലّം ന്െറ ഈ മൂലّം x 
അ׹െന ന്െറ എبാ മൂലّ׹ളും ന്െറ അടയാളം പകുതി്ׯ തുലّമാണ് , അനؓമായി ധാരാളം ഉ؇്, x x 
അതിനാൽ ഇതിൽ നി്ؗ ൈസൻ പകുതി്ׯ തുലّമായ ഒരു അദٔിതീയ കെ؇؋ാൻ കഴിയിെ്ؗب x x 
ഞ׹ൾׯറിയാം , അതിനാൽ െപാതുെവ ഇേؚാൾ അത് സംഭവിുׯെമ്ؗ േതാؗുؗു. എؗതിന്െറ 
വിപരീതം നിർവചിׯാൻ ْപയാസമാണ്  ൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ എؗിരുؗാലും നമു്ׯ ഇേؚാഴും അതിന്െറ 
വിപരീതം നിർവചിׯാം, അതിനായി നമു്ׯ ഒരു െചറിയ ലളിതമായ ഉദാഹരണം എടുേׯ؇തു؇്, ah 
അതിനാൽ ഈ ൈسഡിൽ ചതുര؋ിന് തുലّമായ ഫംഗ് ഷന്െറ ഒരു േ؛ാ؂് നമുുׯ؇്, അതിനാൽ x fx 

ചതുര؋ിന് തുലّമായ എؗത് ലംബ അ؋ײിൽ േ؛ാ؂് െചയ് തിരിുؗുׯ തിരحീന x y x  
അ؋ײിലാണ് , ഇതാണ് നീല േഡാت؂ു കർവ് ചതുര؋ിന് തുലّമായ യുെട വْകമാണ്, അതിനാൽx y 

ഫംഗ്ഷൻ എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും ഗണ؋ിൽ നി്ؗ ؛സ് െകാ؇് സൂചിؚിؗുׯ എبാ f r 
െനഗئീവ് അبാ؋ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും ഗണ؋ിേല്ׯ നിർവചിׯെؚടുؗു ഇേؚാൾ ഈ 
ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധിയിലുت യുെട ഏത് മൂലّവും നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട കാണാൻ കഴിയും , അതിനാൽ y 
നമു്ׯ ഉദാഹരണമായി ഇത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒؗിന് തുലّമായതിന് ഒ്ؗ y y x x 
തുലّമായ ര؇് മൂലّ׹ൾ ഉെ؇്ؗ നമു്ׯ കാണാം .  ؛സ് വ؉ിന് േശഷം ന്െറ മെئാരു മൂലّമു؇്, x 
അത് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ന് ൈമനസ് വ؉ിനും ന് തുലّമായ ؛സ് വ؉ിനും x x x 
തുലّമായ നമു്ׯ ഒؗിന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ വീ؇ും തുലّമായ അദٔിതീയ ഒؗുമിب y fx x x 
ചതുരം ഒؗാണ്, കാരണം ഇവ ര؇ിനും ൈമനസ് വ؉ിനും ؛സിനും തുലّമാണ്  ഒ്ؗ നമു്ׯ എؗത്x y 
ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ അദٔിതീയമായ ഇب , അതായത് ചതുര؋ിന് തുലّമായ ഈ x x fx 
ഫംഗ് ഷന്െറ വിപരീതം നിർവചിؗുׯത് വീ؇ും ബുؑിമു؂ാണ്, അതിനാൽ ഒരു സാധാരണ ْടി്ׯ, ah 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഒരു പുതിയ ഫംഗ്ഷൻ പരിമിതെؚടു؋ാനും നിർവചിׯാനും ْശമിുؗുׯ. ഇത് 
പഴയ ഫംഗ് ഷൻ േപാെലയാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഇേؚാഴും സ് കٔയറിനു തുലّമായ x fx 
ഉ؇ായിരിുׯം, എؗാൽ ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്െന ഞ׹ൾ എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും 
ഗണ؋ിൽ നി്ؗ എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും ഒരു ഉപഗണ؋ിേല്ׯ പരിമിതെؚടുു؋ം. ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ എؗ ഫംഗ് ഷൻ ഞ׹ൾ ഇനിؚറയുؗ ഈ ഉപഗണ؋ിേല്ׯ f 
പരിമിതെؚടുുؗു؋െവ്ؗ നമു്ׯ പറയാം , അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് എبാവരുെടയും ഗണ؋ിേല്ׯ 
പരിമിതെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ ഈ െസ0 ്ئ മുതൽ എبാവരിേലുׯം അനؓതയിേല്ׯ 
െകാ؇ുേപാകുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ നിർവചിുؗുׯ എ്ؗ പറയുؗു.  ؛സിൽ നിؗുت ഒരു പുതിയr 
ഫംഗ്ഷൻ ൈْപം , അതിനാൽ ؛സ് അടിرാനപരമായി പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ അനؓതയിേലتുׯ f r 
ഈ ഇടേവളയാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഒരു പുതിയ ഫംഗ്ഷൻ നിർവചിുؗുׯ ൈْപം ؛സിൽ നി്ؗ f r 

 ം ന്െറ ൈْപം വീ؇ും സ്കٔയർ വലത് ആയതിനാൽ ൈْപം വീ؇ും  ൈْപം r x f x f f xുׯസിേല؛
ചതുരമാണ്, അത് സമാനമാണ്  ഞ׹ൾ്ׯ മു്آ ഉ؇ായിരുؗത് േപാെല, ഇേؚാൾ െഡാെമയ ്ൻ മുതൽx r 
 തിന്െറ ْപേയാജനം rؗുإഎؗാൽ ഈ നിയْؓണം െച ,ുؗുׯിയിരി؋സ് വെര പരിമിതെؚടു؛

ഒؗാമതായി, ൽ നി്ؗ ؛സ് വെര െഡാെമയ് നിെന പരിമിതെؚടുؗു؋തിലൂെട, അതിന്െറ മുഴുവൻ r- r 
േْശണിയും ഞ׹ൾ ഇേؚാഴും കാണുؗു.  ഫംഗ് ഷൻ ഇേؚാഴും സമാനമാണ്, അതിനാൽ േനരെ؋ ഈ 
ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി മുآെ؋ ഫംഗ് ഷൻ ؛സ് ആയിരുؗു , കാരണം സ് കٔയറിനു തുലّമാണ്, r fx x 
കൂടാെത സ് കٔയർ െനഗئീവ് അبാ؋തിനാൽ ഞ׹ൾ െഡാെമയ് ൻ നിയْؓിുׯേآാൾ േപാലും x 
മുآെ؋ ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി ؛സ് ആയിരുؗു ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ മുതൽ വെര ؛സ് വെര r r r 
ഇേؚാഴും െഡാെമയ ്ൻ ؛സ് ആയിരിുׯം, കാരണം എبാ െനഗئീവ് അبാ؋ സംഖّകളും ഈ പുതിയ r 
ഫംഗ് ഷൻ ൈْപമിന്െറ പരിധിയിലായിരിുׯം, അതിനാൽ നأൾ കാണുؗത് അ؋ര؋ിൽ f 
െഡാെമയ് െന പരിമിതെؚടു؋ിയിരിുؗുׯ എؗതാണ് ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി ഇേؚാഴും സമാനമാണ് , 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി മാؗുئിب, പേײ ഞ׹ൾ ഇവിെട െചയ് തിരിؗുׯ ْപധാന 
കാരّം , െഡാെമയ ്നിന്െറ ഈ നിയْؓണം െചؗുإതിലൂെട ഇേؚാൾ നأൾ കാണുؗത് 
അ׹െന ഞാൻ േ؛ാ؂ിയാണ് ഈ ഫംഗ് ഷൻ ൈْപമിന്െറ ْഗാഫ് ചുവؚിലുتതിനാൽ, തിരحീന f 
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അ؋ײിന്െറ േപാസിئീവ് വശ്؋ മാْതം ചതുര؋ിന് തുലّമായ ന്െറ ْഗാഫ് മാْതേമ ഞാൻ x fx 
പരിഗണിൂׯ, അതിനാൽ ചുവؚിലുت ഈ വْകം പുതിയ ഫംഗ് ഷൻ ൈْപമിന്െറ ْഗാഫാണ് , ഇേؚാൾ f 
എ׸ിൽ  നأൾ എടുؗുׯതിന്െറ ഏെത׸ിലും മൂലّം എടുׯാം, അതിനാൽ ഇത് ഒؗിന് തുലّമാണ് y 
ര؇് മൂ്ؗ ഇവിെട നാല് എ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ നأൾ എؗത് നാലിന് തുലّമാെണ׸ിൽ നأൾ y 
കാണുؗത് നിയْؓിത െഡാെമയ ്നിെനാؚം ന്െറ ഒരു അതുലّ മൂലّേമ ഉൂت എؗതാണ്.  ന് x x 2
തുലّമാണ്, ഇതിന് ൈْപം ന് തുലّമാണ്, നിയْؓിത ْപവർ؋ന؋ിന് ന് 1 ന് തുലّമാണ് , f x 4 y 
നിയْؓിത െഡാെമയ ്നുമായുت ഫംഗ് ഷന് ൈْപമിന് ഒേരെയാരു അദٔിതീയ പരിഹാരം മാْതേമ f 
ഉ؇ാകൂ, അത് ؛സ് വ؉ിന് തുലّമാണ് .  ഇത് സംഭവിؗുׯത് ഞ׹ൾ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്ൻ r 
മുതൽ ؛സ് വെര നിയْؓി׺ിരിؗുׯതിനാൽ ഇേؚാൾ അതുലّതയു؇്, കാരണം നമു്ׯ r 
മേئെത׸ിലും എടുׯാം, ഉദാഹരണ؋ിന് നമു്ׯ ഈ എടുׯാം, ഉദാഹരണ؋ിന് , ഇത് യുെട y y y 
കുറ്׺ മൂലّമാെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഈ വയറിന് േപാലും. ഇതാണ് അതുലّമായത് ഇതാണ് x th  e
അതുലّമായ അതായത് ന്െറ ൈْപം, അതായത് ചതുരം ഈ യ്്ׯ തുലّമാണ് , അതിനാൽ x, x f x y 
ഈ നിയْؓിത ഫംഗ് ഷനുت ൈْപമിന് ഇേؚാൾ വിപരീതം അർ،പൂർجം നിർവചിׯാൻ കഴിയും, f 
ഈ ൈْപം ഫംഗ് ഷന് വിപരീതം നമു്ׯ എ്ؗ പറയാം.  ؛സിൽ നി്ؗ ؛സിേലׯാണ് , കൂടാെത f g r r r
 ിന് y ah y g y؋മൂല״ം യുെട വർുׯസിൽ െപടുؗ ഏെതാരു ന്െറയും വിപരീതം യുെട ആയിരി؛
തുലّമായിരിുׯം, ഇവിെട ഇത് യുെട േപാസിئീവ് വർ״മൂലമാണ് , അതിനാൽ ഇ׹െനയാണ് നأൾ y 
പല തവണ നിർവചിؗുׯത് എഫ് ൈْപം വിപരീതമായി പല ْപാവശّം എഴുതിയിരിؗുׯതുേപാെല g 
നി׹ൾ യും എഴുതും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ സൂؚർസ് ْകിപ്്ئ ൽ ഉപേയാഗിؗുׯത് യഥാർ، g ah-
ഫംഗ് ഷന്െറ േപരിൽ ആരുെട വിപരീത؋ിേലׯാണ് നأൾ നിർവചിؗുׯത്, അതിനാൽ ൈْപം f 
വിപരീതം അെ׸بിൽ ആളുകൾ ഇതുേപാെല എഴുതുؗിب. അവർ ൈْപം വിപരീതം ؛സ് 2 ؛സ് f r r 
മുതൽ യുെട ൈْപം വിപരീതം എ്ؗ എഴുതുؗു, ൈْപം െഡാെമയ ്നിൽ െപടുؗ ഏെതാരു y f f y 
യ് ുׯം ൈْപം വിപരീതം ഇവിെട ഒരു ൈْപം മറؗുേപായി യുെട ൈْപം വിപരീതം യുെട f f y y 
േപാസിئീവ് സ് കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ് ഇേؚാൾ നأൾ ഇേത രീതിയാണ് ഉപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗത് o 

ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്നിെന പരിമിതെؚടുؗു؋ത്, േْശണിയിൽ മാئം വരാ؋ തര؋ിൽ, എؗാൽ f 
വിപരീതം അർ،പൂർ؉മായി നിർവചിേׯ؇താണ്, അതിനാൽ ഇവിെട മുഴുവൻ തْؓവും 
ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്െന പരിമിതെؚടുു؋ക എؗതാണ്, ഉദാഹരണ؋ിന്, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ 
േപാലും നമു്ׯ പറയാം. ؛സിന് പകരം ؛സിന് പകരം െഡാെമയ ്ൻ നിയْؓിുׯക, ൈമനസ്  മുതൽr r 2
ിൽ, ഇത് 2׸കയാെണു؋ഇടേവളകൾ പറയുؗതിന് െഡാെമയ് നിെന പരിമിതെؚടു ്׺സ്  വെര കുറ؛
ْപവർ؋ിׯിب, കാരണം ഞ׹ൾ െഡാെമയ് െന ൈമനസ് ര؇് മുതൽ ؛സ് ടു വെര 
പരിമിതെؚടു؋ിയാൽ പിെؗ േْശണി  ഈ ഫംഗ് ഷൻ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ മാْതമായിരിുׯം , അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ൈമനസ് ര؇് മുതൽ ؛സ് ടു വെര പരിമിതെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ൈമനസ് ര؇് 
മുതൽ ؛സ് ടു വെര പരിമിതെؚടു؋ി, തുടർ്ؗ ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ നാല് വലേׯ്؋ 
മാْതമായിരിുׯം .  ഒറിജിനൽ ഫംഗ് ഷൻ എبാ െനഗئീവ് അبാ؋ സംഖّകളുേടയും ഗണമാണ്, അത് 
പൂജّം മുതൽ 4 വലത് വെരയുت ഈ േْശണി്ׯ തുലّമب, അതിനാൽ ഇത് അർ،വ؋ായ ഒരു 
നിയْؓണമب, കാരണം ഞ׹ൾ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്െന പരിമിതെؚടു؋ാൻ ْശമിׯണം. y 
േْശണിയിൽ മാئം വരാ؋തിനാൽ േْശണി ഇേؚാഴും സമാനമാണ്, അതിനാൽ ْതിേകാണമിതി 
ഫംഗ് ഷനുകളുെട െഡാെമയ ്ൻ നിയْؓിׯാൻ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ഈ സാേ׸തികവിദّ ഉപേയാഗിുׯം, 
അതിലൂെട നമു്ׯ അവയുെട വിപരീതം അർ،പൂർ؉മായി നിർവചിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ വീ؇ും ൈസൻ ഫംഗ് ഷന് തുലّമായ േല്ׯ മടുؗു׹. ൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി x y x 
ൈമനസ് വ؉ിനും ؛സ് വ؉ിനും ഇടയിലാെണ്ؗ ഇേؚാൾ നമുׯറിയാം, ഇവിെട കാണുകയാെണ׸ിൽ 
നأൾ നിയْؓിുׯകയാെണ׸ിൽ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്ൻ പറയാം, ഞ׹ൾ അതിെന ah sine x 
ൈമനസ് ൈപയിൽ നി്ؗ 2 ആׯി പരിമിതെؚടു؋ിെയ്ؗ പറയാം.  ؛സ് ൈപ 2 ആׯി. അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ൈസൻ എ٧്ع ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്െന അട׺ ഇടേവളയിേലتുׯ ഇടേവളയിേല്ׯ ൈമനസ് 
ൈപ ര؇ിൽ നി്ؗ ؛സ് ൈപ ര؇ായി പരിമിതെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ ഈ നിയْؓണം 
െചؗുإതിലൂെട നിയْؓിത ഫംഗ് ഷന്െറ വْകം ഇതായിരിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു.  ഞാൻ ഇേؚാൾ 
വരയ്ׯാൻ േപാകുؗ േസാളിഡ് െറഡ് കർവ് 
അ׹െനയായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് നിയْؓിത ൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ വْകമാണ്, ഇവിെട x 
െഡാെമയ് ൻ ൈമനസ് ൈപ  മുതൽ ؛സ് ൈപ  വെര പരിമിതെؚടു؋ിയിരിുؗുׯ, അതിനുേശഷവും 2 2
നമു്ׯ ഇവിെട കാണാൻ കഴിയും  ഈ നിയْؓണം എبാ സാധّമായ മൂലّ׹ൾ അവിെടയു؇്, ah t  
കാരണം നأൾ ഈ വْകം പിؓുടരാൻ ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഉദാഹരണ؋ിന് ഇവിെട അത് ൈമനസ് 
ഒ്ؗ ആണ് , തുടർ്ؗ നأൾ ഈ ദിശയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ പാപ؋ിന്െറ മൂലّ׹ൾ ൈമനസ് ഒؗിൽ 
നി്ؗ പൂജّ؋ിേല്ׯ തുടർ׺യായി േപാകുؗു, തുടർ്ؗ നأൾ േല്ׯ േപാകുകയാെണ׸ിൽ. ah 
പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ؛സ് വ؉ിേല്ׯ , അതിനാൽ ഈ നിയْؓണ؋ിന് േശഷവും , ൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ x 
േْശണി ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ؛സ് വൺ വെരയാണ് അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഈ എടുׯാം, y 
അതിനാൽ ൈമനസ് പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് പകുതി്ׯ തുലّമാെണ׸ിൽ , ഈ y y 
നിയْؓിത െഡാെമയ ്നിൽ ന്െറ ഒരു അദٔിതീയ മൂലّം മാْതേമ ഉൂت, അതായത് ന്െറ ചിصം x x 
ൈമനസ് പകുതി്ׯ തുലّമാണ് കാരണം ഈ നിയْؓിത െഡാെമയ ്നിൽ നി׹ൾ്ׯ 
കാണാനാകുؗതുേപാെല, ഈ െഡാെമയ ്നിേല്ׯ പരിമിതെؚടുു؋േآാൾ ഈ ൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ x 
കർശനമായി ഏകതാനമായി ന്െറ ْപവർ؋നം വർؑിؚിുؗുׯ , അതിനാൽ ഈ േْശണിയിൽ നി്ؗ x-
ഞ׹ൾ എടുؗുׯ ഏെതാരു യ് ുׯം ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ؛സ് വൺ വെര ഒരു അദٔിതീയ മൂലّം y-
ഉ؇ായിരിുׯം. ഈ ഇടേവളയിൽ ന്െറ തനതായ മൂലّം, അതായത് ആ ന്െറ ചിصം ഈ ന് x fxa x y 
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തുലّമായിരിുׯം , ഉദാഹരണ؋ിന് , ന് ൈമനസ് പകുതി്ׯ തുലّമായ ന്െറ ഈ മൂലّം ന്െറ ഈ y x x 
മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ ഈ മൂലّം ൈമനസ് 30 ന് തുലّമാണ്  ഡിْഗി അെ׸بിൽ x 
ൈമനസ് ൈപ 6 ന് മുകളിലാണ് , അതിനാൽ ൈസൻ എ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ൈമനസ് ൈപയുെട 6 ൈമനസ് പകുതി്ׯ തുലّമാണ് , ഇവിെട നി്ؗ ൈമനസ് പകുതിയുെട ൈസൻ 
വിപരീതം ൈമനസ് ൈപ ആറാെണ്ؗ എഴുതുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ നിയْؓി׺ിരിുؗുׯ 
ൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ് ൻ ൈമനസ് ൈപ ര؇ിനും ؛സ് ൈപയ് ്ׯ ര؇ിനും ഇടയിലുت േױാസ് 
ഇന്റർെവൽ വെര അതിന്െറ വിപരീതവും അർഥപൂർണമായും നിർവചിׯാൻ ഞ׹ൾ ഒരു 
 ,ാൻ േപാകുؗുإെച ാ؂്؛ൾ ൈസൻ വിപരീത ഫംഗ് ഷൻ േ׹ാണ് , അതിനാൽ ഈ ْഗാഫിൽ ഞ؋ാനر
അതിന്െറ െഡാെമയ ്ൻ ഇടേവള ആയിരിുׯം. ൈമനസ് വ؉ിനും ؛സ് വ؉ിനും ഇടയിലുت അട׺ 
ഇടേവള, ൈമനസ് ൈപ ര؇ിനും ؛സ് ൈപ ര؇ിനും ഇടയിലുت അട׺ ഇടേവളയായിരിുׯം ഇവിെട ah

മൂലّ׹ൾ എؗിവയുെട ഒരു പ؂ികയു؇്, അത് ഈ ْഗാഫ് േ؛ാ؂് െചإാൻ ഞ׹െള sine xx, sine x 
സഹായിുׯം അതിനാൽ നമു്ׯ  ൽ ആരംഭിുׯക  ആയതിനാൽ നമുׯറിയാം, ah m inus one 
അതിനാൽ ൈമനസ് ൈപ ൈബ ടു ൈസൻ ൈമനസ് വ؉ിന് തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ 
ഇവിെട നി്ؗ ൈമനസ് ഒؗിന്െറ ൈസൻ വിപരീതം ൈമനസ് ൈപയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ 
ൈമനസ് ഒؗിന്െറ ൈസൻ വിപരീതം എ്ؗ പറയാം. യുെട ൈസൻ വിപരീതം ൈമനസ് ഒؗിന് y 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, ൈമനസ് ഒؗിന്െറ ൈസൻ വിപരീതം y 
ഇവിെടയു؇്, ൈമനസ് ഒؗിന്െറ ൈസൻ വിപരീതം ൈമനസ് ൈപ ര؇് ൈമനസ് ൈപ ൈബ ര؇് 
ഇവിെട അവസാനിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ അടിرാനപരമായി ഈ േപായിന്റ ്ഉ؇് അതിനാൽ ഇത് 
ൈമനസ് 1 ആണ് , ഇതാണ്  ൈമനസ് ൈപ ൈബ 2, ൈമനസ് 1 ന്െറ ൈസൻ വിപരീതം ൈമനസ് ൈപ 2 
ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ അടിرാനപരമായി ْഗാഫിൽ ഈ േപായിന്റ് ഉ؇് , തുടർ്ؗ മുേؗാ؂് 
േപാകുേآാൾ നമു്ׯ ൈമനസ് ൈപയുെട ൈസൻ 3 ൈബ ൈമനസ് ൈപ ൈബ 3 ആണ്, അത് ൈമനസ് 
ൈപയുെട ൈസൻ 3 ആണ്  അറുപത് ഡിْഗി എؗത് മൂؗിന് മുകളിൽ മൂ്ؗ എؗതിന്െറ ൈമനസ് 
സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ് , അവിെട നി്ؗ നമു്ׯ എഴുതാം ൈമനസ് റൂ؂ിന്െറ മൂؗിന് മുകളിൽ ര؇് 
എؗതിന്െറ ൈസൻ വിപരീതം ൈമനസ് ൈപ 3 ന് മുകളിലാണ്, അതിനാൽ യുെട ൈസൻ വിപരീതം y 
ൈമനസ് റൂ؂് 3 ന് 2 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് 4 യൂണിുئകളും  ൈമനസ് റൂ؂് 3 ഓവർ 2 എؗത് 
ഏകേദശം 0 ൈമനസ് പൂജّം േപായിന്റ് എ؂് ആറ് ആണ് അതിനാൽ അത് ഏകേദശം ആയിരിുׯം  
ഇവിെട എവിെടെയ׸ിലും തുടർ്ؗ ൈമനസ് ൈപ ْതീ, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ൈപ ര؇ായി, tely , 
മൂؗിൽ ര؇് ൈമനസ് ൈപ ْതീ ആയിരിുׯം, കാരണം ഇത് ആറ് യൂണി്ئ ആയതിനാൽ ഇത് ഇവിെട 
എവിെടേയാ ആയിരിുׯം , അതിനാൽ ْഗാഫിെല േപായിന്റ് ഇതാണ്. സമാനമായി ഈ ْഗാഫിൽ നി്ؗ 
നമു്ׯ ൈമനസ് ആഹ് ײമിׯണം ൈസൻ വിപരീതം ആഹ് ൈമനസ് ഒؗിന് മുകളിൽ വർ״മൂലമുت 
ര؇ിന്െറ ൈസൻ വിപരീത؋ിന് തുലّമാകുെമ്ؗ കാണിׯാം. ര؇ിന്െറ ഒരു ഓവർ സ് കٔയർ റൂ؂് 
ൈമനസ് സീേറാ േപായിന്റ ്ഏഴ് ആണ്, അത് ഇവിെട എവിെടേയാ ആണ് , ൈമനസ് ൈപ നാല് ആണ് 
ഇതിന്െറ പകുതി, അത് എവിെടേയാ ആണ്, അതിനാൽ ഇതും ഇതും ഇവിെട കൂടിേ׺രാൻ േപാകുؗു , 
തുടർ്ؗ ൈമനസ് ൈപയുെട ൈസനസ് ൈപ 6 ൈമനസ് 30 ആണ് ഡിْഗി ൈമനസ് പകുതിയും ൈമനസ് 
പകുതിയും ഇവിെട ൈമനസ് ൈപ ൈബ സിക് സും ഇവിെടയു؇്, ഇതിന്െറ മൂؗിെലാ്ؗ ഇവിെടയു؇്, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതുേപാെല മെئാരു േപായിന്റ് ലഭിുׯം, തീർ׺യായും പൂജّ؋ിന്െറ വിപരീതം 
പൂജّമായിരിുׯം, ഇവിെട സമമിതിയിൽ സമാനമായ ഒരു സംഗതി ഉ؇ാകും ന് യുെട േപാസിئീവ് y 
മൂലّ׹ൾ്ׯ ന് ഈ േപായിന്റ് ഉ؇ായിരിുׯം, കാരണം ഒؗിന്െറ ൈമനസ് ൈസൻ ah pos, ah 
വിപരീത؋ിന്െറ ൈസൻ വിപരീതം ൈപ ര؇ിന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ ؛സ് റൂ؂് 3 ൈബ 2 ന് നമു്ׯ 
ൈസൻ വിപരീതം റൂ؂് 3 ൈബ 2 ന് തുലّമാണ്  3 ഇവിെട അവസാനി׺തിനാൽ ഇതും പിؗീട് ഇതും 
നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ്ലഭിുׯം , അതുേപാെല തെؗ നാലിൽ കൂടുതലുت ൈപയ് ്ׯ ഈ േപായിന്റ ്
ഇവിെട ലഭിുׯം , തുടർ്ؗ ആറിന് മുകളിലുت ൈപയ് ്ׯ നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ്ഇവിെടയു؇്, 
അതിനാൽ ഈ എبാ േഡാ؂ുകളും േചർ؋ാൽ നമു്ׯ  ഈ േഡാ؂് ഇ؂ െറഡ് കർവ് യുെട ൈസൻ y 
ഇൻേവഴ് സ് ْഗാഫ് ആണ്, േകാസ് യ് ുׯം ആഹ്, നأൾ കാണുؗത് ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്ൻ y cos 
പരിമിതെؚടു؋ിയിെ׸بിൽ പിെؗയും കാരണം അത് ഒരു ആനുകാലിക ഫംഗ് ഷൻ ആയതിനാൽ എ്ؓ
സംഭവിുׯം എؗതാണ്  ഈ േകാസ് ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണിയിൽ നأൾ എടുؗുׯ യുെട ഏത് y 
മൂലّ؋ിനും ന്െറ വിവിധ മൂലّ׹ൾ ഉ؇ായിരിുׯം , അതിനായി ആ ന് തുലّമായിരിുׯം x cos x y 
എؗാൽ യഥാർ، േരഖയായി െഡാെമയ് ൻ അതിന്െറ വിപരീതം അർ،പൂർجം നിർവചിׯാൻ 
കഴിയിب.  നിയْؓണ׹ൾ എ്ؗ പറ؁ാൽ നأൾ അത് കാണുؗു  ഞ׹ൾ േകാൈസൻ t ah , 
ഫംഗ് ഷെന പരിമിതെؚടു؋ിയാൽ േകാൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ് ൻ  മുതൽ വെരയു0 ت pi 
ഇടേവളയിേല്ׯ പരിമിതെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 0 മുതൽ വെര മാْതേമ പരിഗണിൂׯ, pi 
അതിനാൽ  മുതൽ വെരയുت േױാ്ُٛ ഇടേവള  മുതൽ വെര ഫംഗ് ഷെന ഈ േല്0 ׯ pi 0 pi cos ah 
റിയൽ ൈലനിന്െറ ഈ ഉപെസئിേല്ׯ പരിമിതെؚടുു؋ക, അേؚാൾ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് cos 
ഇതുേപാെല ആയിരിുׯം , വീ؇ും നأൾ കാണുؗത് ൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ കാരّ؋ിെലؗേപാെല ഇത് 
മുഴുവൻ േْശണിയും ഉൾെׯാുؗുت.  ഈ 0 മുതൽ വെര പരിമിതെؚടുു؋േآാൾ, േകാൈസൻ pi 
ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി േല്ׯ െഡാെമയ് നിെന പരിമിതെؚടുു؋ക, -നും ൈമനസ് -നും ഇടയിലുت pi- 1 1
എبാ മൂലّ׹ളും 1-നും ൈമനസ് 1-നും ഇടയിലായിരിുׯം, കാരണം ഈ ചുവؗ വْകം 1-നും ൈമനസ് 
1-നും ഇടയിൽ തുടർ׺യായി തുടരുؗു. ഇവിെട ഒؗിൽ നി്ؗ ആരംഭിുׯക , വْക؋ിലൂെട 
േപാകുേآാൾ നമു്ׯ ൈപയിൽ പൂജّ؋ിന്െറ മൂലّ؋ിൽ ര؇ായി എുؗു؋, തുടർ്ؗ ൈപ്ׯ x 
തുലّമാകുേآാൾ ൈമനസ് ഒ്ؗ വെര ഞ׹ൾ േപാകുؗു, 
അ׹െന ന്െറ െഡാെമയ് ൻ പരിമിതെؚടുؗു؋തിലൂെട.  മുതൽ വെരയുت ഫംഗ് ഷൻ cos- 0 pi 
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മുഴുവൻ േْശണിയും ആണ് അേؚാഴും നأൾ കാണുؗത് , യുെട ഏെത׸ിലും മൂലّം y 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, നأൾ എടുുؗുׯ എ്ؗ പറയാം, പകുതി ഇവിെട പറയെ؂, അതിനാൽ യ്്ׯ y y 
പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, അതിന്െറ െഡാെമയൻ് ആയിരുؗ ഒറിജിനൽ ഫംഗ്ഷൻ ah cos 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ.  മുഴുവൻ യഥാർ، േരഖയും അേؚാൾ നമു്ׯ ന്െറ വിവിധ മൂലّ׹ൾ x 
ഉ؇ാകും, തുടർ്ؗ ഇവിെട മെئാരു മൂലّവും ഇവിെട മെئാരു മൂലّവും ഇവിെട മെئാരു മൂലّവും 
ഇവിെടയും ഇവിെടയും മെئാരു മൂലّവും കൂടാെത ന്െറ അനؓമായ അേനകം മൂലّ׹ളും x cos x 
പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, എؗാൽ നأൾ െഡാെമയ്ൻ പരിമിതെؚടുു؋േآാൾ  പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ 
ൈപയിേല്ׯ നأൾ കാണുؗത് , ന്െറ ഒരു തനതായ മൂലّം ന് ഒരു മൂലّം മാْതേമയുൂت, ഈ x x 
ഉദാഹരണ؋ിൽ ഇത് മൂേؗാ അറുപേതാ ഡിْഗി െകാ؇് ൈപ ആണ്, കാരണം അറുപത് ഡിْഗിയുെട 
േകാസ് പകുതി്ׯ തുലّമാണ് , അതിനാൽ എؓാണ് പകുതി്ׯ തുലّമായ എؗത് ശരിയب എ്ؗ y 
ഞ׹ൾ കാണുؗു. ഈ നിയْؓിത െഡാെമയ ്നിൽ എؗത് ഈ ന് തുലّമായിരിുׯം , cos o  f x y-
തീർ׺യായും ഇത് ദൃശّപരമായി വّװമാണ്, കാരണം ഈ െഡാെമയ ്നിേല്ׯ പരിമിതെؚടുു؋േآാൾ 
ഈ ഫംഗ് ഷൻ ഫംഗ് ഷൻ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗത് േപാെല േല്ׯ  മുതൽ  വെര cos pi- 0 0
പരിമിതെؚടുു؋േآാൾ ْഗാഫ് ഏകതാനമായി കുറയുؗു , അതിനാൽ ഏത് മൂലّ؋ിനും  നأൾ 
എടുؗുׯ ഈ ഇടേവളയിൽ എبായ്േؚാഴും ഒരു അദٔിതീയ ഉ؇ായിരിുׯം , അതിനാൽ y, x cos 
ഫംഗ് ഷന്െറ വിപരീതം ഇേؚാൾ അദٔിതീയമാകാം, ഞാൻ അർ،മാؗുׯത് അർ،പൂർണമായി 
നിർവചിׯാം, അതിനാൽ ൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ േപാെല തെؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ؛സ് വെരയുت cos
ഫംഗ് ഷന്െറ വിപരീതം നമുുׯ؇്. ഒ്ؗ െഡാെമയ് നും േْശണിയും ആയതിനാൽ  മുതൽ വെരയു0 ت pi 
അട׺ ഇടേവളയാണ് , വീ؇ും ഇവിെട നമു്ׯ മൂലّ׹ളുെട ഒരു പ؂ികയു؇്, അതിനാൽ നأൾ 
ആരംഭിؗുׯ ൈസൻ ഫംഗ് ഷനിൽ െചയ ്തതുേപാെല തെؗ നമു്ׯ ൈപയുെട േകാസ് ൈമനസ് ഒؗിന് 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ അതിന്െറ വിപരീതവും  ൈമനസ് ഒ്ؗ ന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ y y 
യുെട വിപരീതം ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമായിരിുׯം, ഇവിെട ന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ pi pi 
നമു്ׯ ْഗാഫിൽ ഈ േപായിന്റ് ഉ؇് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഇവിെട എടുׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ മൂ്ؗ
ൈപ ഓവർ ഉ؇്  നാല് തുലّമാണ് മൂؗിന് േമലുت മൂ്ؗ ൈപയുെട മൂലّം ര؇ിന്െറ വർ״മൂല؋ിൽ 
ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗതിന് തുലّമാണ് , ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ര؇് എؗതിന്െറ ൈമനസ് 
ഒؗിന് മുകളിൽ വർ״മൂല؋ിന്െറ വിപരീതം നാല് ൈപ്ׯ മുകളിൽ മൂ്ؗ ൈപ്ׯ തുലّമായിരിുׯം, 
അതിനാൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ അതിനാൽ തുലّമാണ് ര؇ിന്െറ ൈമനസ് ഒ്ؗ ഓവർ സ് കٔയർ റൂ؂് ഇവിെട y 
എവിെടേയാ ആണ് , ْതീ ൈപ ൈബ േഫാർ േഫാർ അടിرാനപരമായി മുׯാൽ ഭാഗമാണ്, അതിനാൽ 
ഇത് ഒآത് യൂണിئാണ്, അതിനാൽ മുׯാൽ ഭാഗവും എവിെടെയ׸ിലും ആറിനും മുׯാൽ യൂണിئിന്െറ 
മുׯാൽ ഭാഗവും മൂ്ؗ നാല് അ؀് ആറ്, എവിെടെയ׸ിലും 
അ׹െന ْഗാഫിെല ഈ േപായിന്റാണ് നമു്ׯ ഉتത് , അതുേപാെല തെؗ നأൾ മുേؗാ؂് ah 
േപാകുേآാൾ ന് ൈമനസ് പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, ര؇് ന് മൂ്ؗ തുലّമാകുേآാൾ ah cos x x pi cos 
വിപരീതം ൈമനസ് പകുതിയും അതിനാൽ വിപരീതവും  എؗത് ൈമനസ് പകുതി്ׯ തുലّമാണ്,cos y 
അതിനാൽ ൈമനസ് പകുതിയുെട വിപരീതം ര؇് ൈപ്ׯ തുലّമായിരിുׯം, അതായത് ആയുെട 
മൂؗിൽ ര؇് , ആറ് ആഹ് െചറിയ ചതുര؋ിന് തുലّമായ ഈ മുഴുവൻ േْശണിയും ഇവിെട വരുؗു. 
ഇതുവെര ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിു׺ േകാസ് ഇൻേവഴ് സ് കർവിന്െറ ഈ ഭാഗം ഞാൻ ഒരു േഡാ؂് ൈലൻ 
ഉപേയാഗി്׺ കാണിുؗുׯ , തുടർ്ؗ ൈപ ൈബ ടു േകാസ് പൂജّമാെണؗും അതിനാൽ പൂജّ؋ിന്െറ 
േകാസ് വിപരീതം ൈപ ര؇ാെണؗും അതിനാൽ പൂജّ؋ിന്െറ വിപരീതം ൈപ ര؇ായി മാറുെമؗും 
ഞ׹ൾׯറിയാം .  യുെട േപാസിئീവ് മൂലّ׹ൾׯായുت ഈ േരഖെയുׯറി്׺ നി׹ൾ്ׯ y 
അറിയാവുؗ വْകതെയുׯറി്׺ നി׹ൾ്ׯ അറിയാവുؗ ഈ മുഴുവൻ േْശണിയുെട പകുതിയും പിؗീട് 
ഇവിെട എവിെടേയാ ആയിരിുׯം.  0 ആകെ؂ , ഇതാണ് ഇവിെടയുت േപായിന്റ് , നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ ്
കൂടി എടുׯാം, അതിനാൽ മൂ്ؗ െകാ؇് എؗത് അറുപത് ഡിْഗിയുെട േകാസ് പകുതി വല؋ിന് pi 
തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ പകുതിയുെട വിപരീതം മൂ്ؗ െകാ؇് ൈപ ആകും അതിനാൽ 

യുെട വിപരീതം പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ യുെട വിപരീതം പകുതി്ׯ തുലّമായ cos  y y y 
യുെട വിപരീതം ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ്ഉ؇് അതിനാൽ വْകം pi 3 pi by 3 
ഇതുേപാെല ഒ്ؗ കാണെؚടും, അതിനാൽ ഇതാണ് ന്െറ വْകം  വിപരീത ْപവർ؋നം, അതുേപാെല cos-
തെؗ നമു്ׯ മെئാരു ْതിേകാണവും ഉ؇്  െമْടിക് ഫംഗ് ഷനുകളിലും എبായിടു؋ം ഒേര ْപശ് നമു؇്, 
മുآെ؋ ْപഭാഷണ׹ളിൽ ഞ׹ൾ നിർവചി׺തുേപാെല മുഴുവൻ െഡാെമയ ്നും േനാׯിയാൽ 
വിപരീതം അർ،പൂർ؉മായി നിർവചിׯാൻ ْപയാസമാണ് , അതിനാൽ നമു്ׯ െഡാെമയ് ൻ 
പരിമിതെؚടുേ؋؇തു؇് .  െഡാെമയ് ൻ ൈപയുെട ഒئ ഗുണിത׹ൾ  ന്െറ ഒئ ഗുണിത׹ൾ 2
ഒഴിെകയുت എبാ യഥാർ، സംഖّകളുമാണ്, കാരണം, ൈപയുെട 2 ന്െറ ഒئ ഗുണിത׹ളിൽ ടാൻ 
ഫംഗ് ഷൻ പരിധിയിبാ؋താകുؗു, അതിനാൽ ഇത് അ؋ײിെല ടാൻ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫാണ് x x 
ലംബ അײം ടാൻ ആണ് ഉം നീല േഡാت؂ു വْകവും ടാൻ ഫംഗ് ഷനാണ് , ഇത് വീ؇ും ഒരു x x 
ആനുകാലിക ഫംഗ് ഷനാണ്, ഇത് ൈപ ഉപേയാഗി്׺ ആവർ؋ിുؗുׯ , അതിനാൽ നമു്ׯ െചإാൻ 
കഴിയുؗത് ടാൻ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്െന ൈമനസ് ൈപയ് ׯിടയിലുت ഇടേവളയിേല്ׯ 
പരിമിതെؚടുു؋ക എؗതാണ് ര؇് മുതൽ ؛സ് ൈപ വെര ര؇് ആയതിനാൽ ഇവിെട നأൾ അട׺ 
ഇടേവള എടുׯണം, അതിനാൽ ഇത് തുറؗ ഇടേവളയിൽ ײമിׯണം, കാരണം ഇത് തുറؗ 
ഇടേവളയാണ്, തുറؗ ഇടേവളകെള വൃ؋ാകൃതിയിലുت ْബാുئׯം അട׺തും െകാ؇് സൂചിؚിുׯം 
അട׺ ഇടേവളയിൽ ഞ׹ൾ ഒരു ചതുര ْബാئ്ׯ എടുുׯം, അതിനാൽ ഈ തുറؗ ഇടേവളയിേല്ׯ 
െഡാെമയ് െന പരിമിതെؚടു؋ിയാൽ, ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ എടുؗുׯതിനുت കാരണം ടാൻ ഫംഗ്ഷൻ 
ൈമനസ് ൈപയിൽ ര؇ിലും ؛സ് ൈപ ര؇ിലും അൺബൗ؇ഡ് ആകും, അതിനാൽ നأൾ 
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ഒഴിവാׯണം.  ആ ര؇് േപായിന്റുകൾ അതിനാൽ ൈമനസ് ൈപ ര؇ിനും ؛സ് ൈപ ര؇ിനും 
ഇടയിലുت മെبئാ േപായിന്റുകളും ടാൻ ഫംഗ് ഷന്െറ നിയْؓിത െഡാെമയ ്നായിരിുׯം, കൂടാെത ടാൻ 
ഫംഗ് ഷെന ആ െഡാെമയ് നിേല്ׯ പരിമിതെؚടുു؋േآാൾ, നിയْؓിത ടാൻ ഫംഗ് ഷനുت വْകം 
ഞാനത് കാണിുؗുׯ ചുവؗ കർവ് ഉتതിനാൽ െറഡ് കർവ് നമു്ׯ ആദّം കാണാൻ കഴിയുؗത് െറഡ്
കർവ് ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി മുതൽ ؛സ് ഇൻഫിനിئി വെരയുت ടാൻ ഫംഗ്ഷന്െറ മുഴുവൻ േْശണിയും 
ഉൾെׯാتാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ സമയ ْപവർ؋ന؋ിന്െറ െഡാെമയ് െന ഇതിേല്ׯ 
പരിമിതെؚടു؋ിയാലും ൈമനസ് ൈപ 2 നും ؛സ് ൈപ 2 നും ഇടയിലുت ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ നأൾ 
കാണുؗത്, േْശണി ഇേؚാഴും പഴയതുേപാെല തെؗ തുടരുؗു, ഇത് എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും 
ഗണമാണ്, എؗിരുؗാലും രസകരമായ കാരّം സംഭവിുؗുׯ. ഈ ചുവؗ കർവ് ഒരു ഏകതാനമായി 
വർؑിؗുׯ വലത് വْകമാെണؗും അതിനാൽ ടാൻ ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണിയിെല യുെട ഏെത׸ിലും y 
മൂലّ؋ിൽ യുെട ഏെത׸ിലും മൂലّം എടുുׯകയാെണ׸ിൽ യുെട യഥാർ، മൂലّം എؓാെണ്ؗ y y 
വّװമാണ്. ഈ ഇടേവളയിൽ ന്െറ ഒരു അദٔിതീയ മൂലّം എبായ് േؚാഴും ഉ؇ായിരിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ x 
കാണാം.  ൈമനസ് ൈപ  മുതൽ ؛സ് ൈപ  വെരയുت ഓؚൺ ഇടേവളയിേല്ׯ െഡാെമയ് െന 2 2
പരിമിതെؚടുؗു؋തിലൂെട ടാൻ ഫംഗ് ഷന്െറ വിപരീതം അദٔിതീയമായി നിർവചിׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ 
ഫംഗ് ഷൻ വّװമാണ്, അതിനാൽ ഈ ൈسഡിൽ ൈസൻ, േകാൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ േപാെല നأൾ 
വീ؇ും േ؛ാ؂് െചുؗുإ ടാൻ ഫംഗ് ഷന്െറ വിപരീത؋ിന്െറ ْഗാഫ്, അതിനാൽ നമു്ׯ കാണാൻ 
കഴിയുؗ തര؋ിൽ ടാൻ വിപരീത ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്ൻ എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും 
ഗണമാണ് , േകാഴ് സിന്െറ േْശണി ൈമനസ് ൈപ ര؇ിനും ؛സ് ൈപയ് ്ׯ ര؇ിനും ഇടയിലുت തുറؗ 
ഇടേവളയാണ് .  നമു്ׯ ഇേؚാൾ ْഗാഫ് േ؛ാ؂് െചإാൻ ْശമിׯാം ഇവിെട ഈ മൂലّ׹ളുെട പ؂ികയിൽ 
നി്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗത് േപാെല , ആദّം 0 ന്െറ ടാൻ 0 ആെണ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം, അതിനാൽ
0 ന്െറ ടാൻ 0 ആെണؗും അതിൽ നി്ؗ പൂജّ؋ിന്െറ ടാൻ വിപരീതം പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, 
അതിനാൽ യുെട വിപരീതം തുലّമായിരിുׯം.  പൂജّ؋ിേല്ׯ, പൂജّ؋ിന് തുലّമായ യുെട y y y 
വിപരീതം പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ْഗാഫിൽ നമു്ׯ എؗത് തിരحീന അ؋ײിലും y y
യുെട ടാൻ വിപരീതം ലംബ അ؋ײിലും േ؛ാ؂് െചയ് തിരിുؗുׯ, അതിനാൽ പൂജّ؋ിന് y 
തുലّമാണ്, ഈ േപായിന്റും ടാൻ െല ടാൻ ആണ്  പൂജّ؋ിന്െറ വിപരീതവും പൂജّമാണ്, അതിനാൽ 
ടാൻ വിപരീത؋ിന്െറ ْഗാഫിൽ നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ്ഉ؇് , തുടർ്ؗ ആറിൻെറ ൈപയുെട ആഹ് ടാൻ 
ഒؗിന് മുകളിൽ റൂ؂് ْതീ ആെണؗും അതിനാൽ ഒؗിന് മുകളിൽ റൂ؂് മൂؗിന്െറ ടാൻ വിപരീതം ആറിന്
ൈപ്ׯ തുലّമായിരിുׯം. ഒؗിന് മുകളിൽ റൂ؂് ْതീയുെട ടാൻ വിപരീതം, അതിനാൽ ഒ്ؗ ഓവർ റൂ؂് 
ْതീ എؗത് ഇവിെട എവിെടെയ׸ിലും ആയിരിׯണം, അതിനാൽ ഇത് റൂ؂് 3 ന് മുകളിൽ 1 ന് ആണ് , y 
കൂടാെത ടാൻ വിപരീത ْപവർ؋ന؋ിന്െറ മൂലّവും 1 ഓവർ റൂ؂് 3 ന് തുലّമായ യും ൈപ്ׯ y 
തുലّമായിരിുׯം  6 െകാ؇് , ഈ മുഴുവൻ േْശണിയുെട മൂؗിെലാ്ؗ ഇവിെട എവിെടേയാ ആയിരിുׯം 

എവിെടേയാ , പിെؗ തീർ׺യായും നമുׯറിയാം ൈപയുെട ടാൻ 4 ൈബ 1 ആെണؗും ടാൻ ഓഫ് s  
ആയതിനാൽ ടാൻ ഓഫ ്ൈപ 4 ന് തുലّമായതിനാൽ 1 ന്െറ ടാൻ വിപരീതം ന് 4 ന് തുലّമായിരിുׯം pi 
അതിനാൽ യുെട ടാൻ വിപരീതം തുലّമാണ്  ഒؗിേല്ׯ ൈപ നാല് ൈപ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ y y 
ഒؗിന് തുലّമാണ് , ൈപ നാല് ഇവിെടയു؇്, അതിനാൽ ْഗാഫിന്െറ വലതുവശ്؋ ഈ േപായിന്റ ്ഉ؇് , 
അതുേപാെല തെؗ മ്ئ േപായിന്റുകളും നമു്ׯ േ؛ാ؂് െചإാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 
ചിലതാണ്  ഇതുേപാെല വളയുക എؗാൽ യുെട മൂലّം അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ടാൻ y 
വിപരീത؋ിന്െറ മൂലّം വലുതാകുേآാൾ അത് അനؓതയിേല്ׯ േപാകും എ്ؗ ْശؑിുׯക  
ഇൻഫിനിئി ടാൻ വിപരീതം ര؇ായി ൈപയിേല്ׯ േപാകും, ◌്േഷ ഒരിׯലും ൈപ്ׯ ര؇ിന് y 
തുലّമാകിب, ഈ   ◌്രാഫ് േല്ׯ േപാകുؗത് നി׹ൾ്ׯ കാണാനാകുؗതിനാൽ അത് ഒു؋േചരും, അah 
  ◌ിനാൽ ഇത് ല   ബമായ അ؋ײിന്െറ മൂലّവുമായി ബؖെؚ؂ ര   ഖയാണ്.  അു׺ത؇് ൈപ്ׯ 
തുലّമായതിനാൽ ഈ േഡാت؂ു വْകം ഒരിׯലും ഇതിനؚുറം േപാകിب ഖര ചുവ്ؚ വരയും a  h 
അതുേപാെല തെؗ െനഗئീവ് വശു؋ം ഈ പ؂ിക ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ െനഗئീവ് വശം യുെട െനഗئീവ്y 
മൂലّ׹ൾׯായുت വْകം വരയ്ׯാം , ഇവിെടയും ലഭിؗുׯ വْകം ഇതുേപാെലയാണ്, 
അ׹െനയാെണ׸ിലും ഇവിെട നമു്ׯ ഈ േരഖയു؇് . ഇത് ലംബമായ അ؋ײിൽ ൈമനസ് 
ൈപയുമായി 2 ആയി േയാജിؗുׯ ടാൻ വിപരീത യുമായി െപാരു؋െؚടുؗു , കൂടാെത ൈമനസ് y y 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ എؓാണ് സംഭവിؗുׯത്, ഈ ദിശയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ എؓാണ് 
സംഭവിؗുׯത്, ْഗാഫ് നി׹ൾ കാണുؗതുേപാെല േപാകും, ഇവിെട നി്ؗ ْഗാഫ് പ   കും  ൈമനസ് 
ൈപയുെട ഈ മൂലّേ؋ാട് 2 െകാ؇് അടുു؋ം അടുു؋ം എുؗു؋, എؗാൽ ഒരിׯലും കവിയുകയിب
, വാُവٝ؋ിൽ ടാൻ വിപരീതം ഒരിׯലും ൈമനസ് ൈപ്2 ׯ െകാ؇് തുലّമാകിب. അതുേപാെല y 
തെؗ ഫംഗ് ഷനും നമു്ׯ ഇവിെട ഉ؇് ഫംഗ് ഷൻ േകാർെ؂ക് സ് ഫംഗ് ഷൻ cotangent cotangent 
മെئാؗുമ1  .ب ഓവർ ടാൻ അതിനാൽ ഇത് ഒരു ആണ് അെ׸بിൽ നമു്ׯ ഇത് ഓവർ x, cos x sin x 

എ്ؗ എഴുതാം, അതിനാൽ എؗത് ന്െറ ന്െറ ന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ sin x cos x x x cos x 
നി׹ൾ കാണുؗത് എؗത് ഒരു ഗുണിതം ആകുേآാെഴبാം ഒരു പൂർ؉സംഖّ ഗുണിതമാണ് x 
എؗതാണ്  ൈപ ഒരിׯലും എؗത് ന്െറ ന്െറ ഒരു പൂർ؉ ഗുണിതമب , അതിനാൽ whe  x x pi sine x
ന്െറ ന്െറ യുെട പൂർ؉ ഗുണിത׹ൾ ആയതിനാൽ ന്െറ പൂർ؉ ഗുണിത׹ൾ x cotangent pi x 
കൃതّമായി നിർവചിׯെؚ؂ി؂ിب , ന്െറ തിരحീന അ؋ײിലും ക؂ിലിലും േ؛ാ؂് െചᅃٝിരിؗുׯ x x 
ഈ ْഗാഫിൽ നി്ؗ ഇത് വّװമാണ്.  ലംബ അ؋ײിൽ , ൈപയുെട പൂർ؉ ഗുണിത׹ളിൽ നമു്ׯ 
കാണാൻ കഴിയും, ഉദാഹരണ؋ിന്, പൂജّ؋ിന് തുലّമായ അെ׸بിൽ ൈപയ്്ׯ തുലّമായ x x 
അെ׸بിൽ ര؇് ൈപ്ׯ തുലّമായ ْഗാഫ്, ഒؗുകിൽ ؛സ് അനؓതയിേലേׯാ ൈമനസ് 
അനؓതയിേലേׯാ േപാകുؗു, അതിനാൽ അത് പരിധിയിبാ؋ വലത് ആയി മാറുؗു , അതിനാലാണ് 
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എേؚാൾ  േകാ؂് ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്ൻ നിർവചി׺ിരിؗുׯത് ഇതുേപാെലയാണ് 
നിർവചി׺ിരിؗുׯത്, അതിനാൽ നമു്ׯ െഡാെമയ് നിനായി ഈ െസ്ئ ഒഴിെകയുت എبാ യഥാർ، 
മൂലّ׹ളും പരിഗണിׯാം , ഈ െസ്ئ കൃതّമായി ൈപയുെട എبാ പൂർ؉ ഗുണിത׹ളാലും ഞ׹ൾ 
അർ،മാؗുׯത് ഇതാണ്, അതിനാൽ ഇത് േകാർഡിന്െറ െഡാെമയ ്ൻ െസئാണ് ഫംഗ് ഷൻ, 
തീർ׺യായും േْശണി എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും ഗണമായിരിുׯം, കാരണം േകാഡ് ഫംഗ് ഷൻ 
ൈമനസ് ഇൻഫിനിئിുׯം ؛സ് ഇൻഫിനിئിുׯം ഇടയിലുت എبാ യഥാർ، മൂലّ׹ളും എടുുׯം , ah 
തീർ׺യായും ഇത് ൈപയ് െׯാؚം ആനുകാലികമാണ്, അതിനാൽ ഒരു ആനുകാലിക ഫംഗ് ഷൻ cot x ah
ആണ്  എؗത് ؛സ് എؗതിന് തുലّമാണ്, ഇവിെട നിർവചി׺ിരിؗുׯ pi so cot x cot of pi xi 
അേത െഡാെമയ് ൻ നി׹ൾ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞ׹ൾ ഇവിെട എടുؗുׯ യുെട ഏത് y 
മൂലّവും േകാർഡ് ഫംഗ് ഷന്െറ വിപരീതം നിർവചിؗുׯത് ബുؑിമു؂ായിരിുׯം. ഈ എടുുׯക, y 
അതിനാൽ ഇത് ന് മൂؗിന് ര؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ വّതُّ ٝമൂലّ׹ൾ ന്െറ വിവിധ y x x 
മൂലّ׹ൾ ഉ؇ാകും, ഇതിനായി ന്െറ ക؂ിൽ ഈ മൂലّ؋ിന് 3 തുലّമായിരിുׯം , അതിനാൽ x by 2 
അതുലّമായ ഇب. ഈ െഡാെമയൻ് ഉപേയാഗി്׺ ക؂് ഫംഗ് ഷന്െറ വിപരീതം അർ،പൂർ؉മായി x 
നിർവചിׯാൻ കഴിയിب , അതിനാൽ ഞ׹ൾ വീ؇ും േകാർഡ് ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്ൻ 
പരിമിതെؚടുേ؋؇തു؇്, അതിനാൽ നأൾ െചؗുإത് െഡാെമയ് െന ഈ ഇടേവളയിേല്ׯ  മുതൽ 0

വെര പരിമിതെؚടുു؋ക എؗതാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ഇടേവള 0 മുതൽ വെര എടുുؗുׯ. pi pi 
എؗാൽ നമു്ׯ േപായിന്റ്  ഉം ഉം ഉൾെؚടു؋ാൻ കഴിയിب, കാരണം േകാർഡ് ഫംഗ് ഷൻ 0 pi 
പരിധിയിبാ؋തിനാൽ അത് ഈ ര؇് അവസാന േപായിന്റുകളിൽ നؗായി നിർവചിׯെؚ؂ി؂ിب, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ 0 മുതൽ വെരയുت ഓؚൺ ഇടേവള എടു്؋ ഈ ഓؚൺ ഇന്റിേല്ׯ േകാർഡ് pi 
ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്ൻ പരിമിതെؚടുുؗു؋. അത് പരിമിതെؚടുു؋േآാൾ നأൾ കാണുؗത്erval 
, ഈ തുറؗ ഇടേവള  മുതൽ വെര പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯ േകാർഡ് ഫംഗ് ഷന്െറ വْകം 0 pi 
ഇേؚാൾ ഞാൻ ഇവിെട ചുവؗ േസാളിഡ് െറഡ് കർവ് ഉപേയാഗി്׺ വരയ്ؗുׯത് ആയി؋ീരുؗു , 
പരിമിതെؚടു؋ിയ േശഷവും ഇത് കാണാൻ വളെര എളുؚമാണ് .  േകാ؂് ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്ൻ 
ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ 0 മുതൽ വെര ഞ׹ൾ കാണുؗത് ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി മുതൽ ؛സ് pi 
ഇൻഫിനിئി വെരയുت േْശണിയാണ്. തുറؗ ഇടേവള 0 മുതൽ വെര , ര؇ാമതായി, ഇവിെട േസാളിഡ്pi 
കർവ് ഏകതാനമായി കുറയുؗത് കാണാനും വളെര എളുؚമാണ്, അതിനാൽ േകാർഡ് ഫംഗ് ഷന്െറ 
പരിധിയിൽ ഏെത׸ിലും എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഏെത׸ിലും എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ഇവിെട y y ay 
എടുׯാം. ഈ എടുുׯക, അതിനാൽ ഈ ആഹ് ൈമനസ് ْതീ ൈബ ടു ആണ്, അതിനാൽ നأൾ y y 
ഏെത׸ിലും എടു؋ാൽ ഇവിെട ഒരു അദٔിതീയ ഉ؇ാകും , അത് േകാർഡ് ഫംഗ് ഷന്െറ ഈ y x 
നിയْؓിത െഡാെമയ ്നിൽ കിടؗുׯതാണ്, അതായത് ന്െറ ക؂ിൽ ഈ ന് തുലّമായിരിുׯം ഇത് x y 
സതّമായിരിുׯം അെ׸بിൽ നി׹ൾ എടുؗുׯ യുെട ഏെത׸ിലും മൂലّം , അത് വളെര f  y 
വّװമാണ്, കാരണം ഈ േകാർഡ് ഫംഗ് ഷൻ ഇതിൽ ഒരു തുടർ׺യായ ْപവർ؋നമാണ്, ഈ നിയْؓിത 
െഡാെമയ് നിെല തുടർ׺യായ ْപവർ؋നമാണ് , കൂടാെത ഇത് ഏകതാനമായി കുറയുؗു , അതിനാൽ ഈ 
െഡാെമയ് നിേല്ׯ േകാർഡ് ഫംഗ്ഷൻ പരിമിതെؚടുؗു؋തിലൂെട നമു്ׯ അതിന്െറ വിപരീതം 
അർ،പൂർ؉മായി നിർവചിׯാൻ കഴിയണം, അതിനാൽ േകാ؂് വിപരീത ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് േ؛ാ؂് 
െചإാൻ ഞ׹ൾ വീ؇ും ْശമിുؗുׯ, അതിന്െറ െഡാെമയ ്ൻ എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും 
കൂ؂മായിരിുׯം , േْശണി ഇേؚാൾ ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ആയ േകാഡ് ഫംഗ് ഷന്െറ നിയْؓിത 
െഡാെമയ് നായിരിുׯം. പൂജّ؋ിനും ൈപയ് ുׯമിടയിൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇവിെട നി്ؗ ആരംഭിׯാം 
എ്ؗ നമുׯറിയാം, ൈപയുെട രെ؇؉ം പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണؗും അതിനാൽ പൂജّ؋ിന്െറ 
ക؂ിലിന്െറ വിപരീതം ൈപയ് ്ׯ തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ യുെട വിപരീതം പൂജّ؋ിന് y 
തുലّമാണ് അതിനാൽ തുലّമാണ്  ഇവിെട പൂജّം ര؇് െകാ؇് ൈപ്ׯ തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ y 
ൈപ െകാ؇് ര؇് ഇവിെടയു؇്, അതിനാൽ േകാ؂് വിപരീത യുെട ْഗാഫിൽ നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ്y 
ലഭിുׯം , അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ ഉت ْഗാഫിൽ തിരحീന അ؋ײിലും േകായിലും y 
വര׺ിരിുؗുׯ  യുെട വിപരീത ക؂ിലിന്െറ വിപരീതം ലംബമായ അ؋ײിൽ േ؛ാ؂് െചإെؚടും, y 
അതുേപാെല തെؗ നമു്ׯ മൂؗിന് മുകളിൽ ൈപയുെട ക؂ിലു؇് , മൂؗിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് ഒؗിന് 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ മൂؗിന്െറ വർ״മൂല؋ിന്െറ ഒؗിന് േമലുت ക؂ിലിന്െറ വിപരീതം മൂؗിന് 
മുകളിലുت ൈപയ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം അതിനാൽ ഒؗിന്െറ ക؂ിലിന് വിപരീതം  ഓവർ ആഹ് 
മൂؗിന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂് എവിെടേയാ അവിെടയും മൂؗിന് മുകളിലുت ൈപ ഇവിെട എവിെടേയാ 
ആയിരിുׯം, അത് എവിെടേയാ ആയിരിുׯം , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ്ഇവിെട ലഭിുׯം , 
അതിനാൽ ഇത് ര؇ിന് മുകളിൽ ൈപ ആയിരുؗു, ഇത് മൂؗിന് മുകളിലുت ൈപയ്്ׯ തുലّമാണ് െയy 
കൂടുതൽ േപാസിئീവ് മൂലّ׹ളിേല്ׯ വർؑിؚിുׯേآാൾ, ഞ׹ൾ ഇവിെട ഈ ദിശയിേലׯാണ് 
േപാകുؗത് , ഉദാഹരണ؋ിന് , 3-ന്െറ വർ״മൂല؋ിന്െറ വിപരീതം ആകും, അതിനാൽ ah cot pi 6 y 
വർؑിؚിുׯേآാൾ നأൾ കാണുؗത് ആ ക؂ിൽ വിപരീതമാണ്  കുറ؁് പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകും, 
◌്ങെന വിപരീതമായി കിടുׯം, അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ പ   ◌്ടികയിൽ നി്ؗ നأൾ കാണുؗത് മ   
ؗിന്െറ വർ״മൂല؋ിന്െറ ക؂ിലിന്െറ വിപരീതം ൈപ ആറിന് തുലّമാണ്, അ   ◌ിനാൽ മൂؗിന്െറ 
വർ״മൂലّം ഇ   ◌ിെട എവിെടയും പ   6 എ   ◌ിെടേയാ ആയിരിുׯം അതിനാൽ ൈപ  ഇതാണ് ൈപ  6-ൽ 
നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ്വലതുവശ്؋ ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി നുأെട പׯലുتത് 
നأൾ ഇതുവെര േ؛ാ؂് െചയ് തതാണ് , ഇത് ഇതുേപാെല േപാകും , ◌്നാൽ അ   ؓമായ ക؂ിലിന് y 
വിപരീതമായി േപാകുേآാൾ മൂലّം പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകും, പ   േ◌ അത് ഒരിׯലും സംഭവിׯിب  y 
പൂജّ؋ിന് വലത് തുലّമാകുക , തുടർ്ؗ യുെട െനഗئീവ് മൂലّ׹ൾׯായി നأൾ കാണുؗത് y 
സമാനമായ ഒരു വْകം ആയിരിുׯം , അതിനാൽ ന്െറ െനഗئീവ് മൂലّ׹ൾ േനാׯി നമു്ׯ cot x 
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വരയ്ׯാം, ഉദാഹരണ؋ിന് ഇവിെട നി്ؗ നأൾ എ്ؓ െചുإം  േനാൂׯ , ഉദാഹരണ؋ിന് ൈമനസ് 1 
ന്െറ വിപരീതം നാലിൽ മൂ്ؗ ൈപ്ׯ തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ ഇവിെടയും ah cot 
മൂ്ؗ ൈപ നാലിൽ കൂടുതലും ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ആറ് യൂണിئാണ്, അതിനാൽ നാലിന് 
മുകളിൽ മൂ്ؗ ൈപ നാലര യൂണി്ئ ശരിയാകും അതിനാൽ ഇത് ഇവിെട എവിെടെയ׸ിലും ആയിരിുׯം, 
അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ് , ഇവിെട ഈ മൂലّം നാലിൽ മൂ്ؗ ൈപ ആണ് , തുടർ്ؗ y 
കൂടുതൽ െനഗئീവ് മൂലّ׹ൾׯായി ഓൺ ഓൺ , ക؂ിലിന്െറ മൂലّം വിപരീതമാണ്  ഫംഗ്ഷൻ pi 
േല്ׯ േപാകും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ പ   രേവശിുؗുׯ  ഈ ദിശയുെട മൂലّം ആുׯേآാൾ, y 
കൂടുതൽ കൂടുതൽ െനഗئീവ് ആകുേآാൾ, ഈ േകാള؋ിെല ന്െറ മൂലّം ഇതാണ് , അതിനാൽ y-
ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ൈമനസ് ْതീയുെട സ്കٔയർ റൂ؂് വെര , കൂടുതൽ െനഗئീവ് ആകുേآാൾ, ഈ y ah 

േപാകുؗു  ൈപയുെട േനെര , നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഇതാണ്, അതിനാൽ ഇത് ൈപ ആണ്, അതിനാൽ ഈx 
വْകം േഡാ؂് ഇ؂ വْകം ഇതുേപാെല േപാകും , അതിനാൽ യുെട വിപരീതമായ ക؂ിലിനുت ചുവؗ y 
േഡാت؂ു വْകം നമു്ׯ ലഭിുׯം, അ   ◌ിനാൽ കൂടുതൽ കൂടുതൽ െനഗئീവ് ക   ◌്ടിലിന് y 
വിപരീതമായി മാറുؗു  ൈപയിേല്ׯ ചായും, പേײ എبായ്േؚാഴും ൈപേയׯാൾ കുറവായിരിുׯം ,y 
വാُവٝ؋ിൽ ഇത് ഒരിׯലും ൈപയ്്ׯ തുലّമാകിب , അടു؋ ഫംഗ്ഷൻ ആഹ് േകാെസׯന്റ് 
ഫംഗ്ഷൻ ആണ്, അതിനാൽ ന്െറ േകാെസׯന്റ് ഫംഗ്ഷൻ േകാെസׯന്റ് നമു്ׯ x 
അറിയാവുؗതുേപാെല 1 ൈസനിന്െറ 1 ആയി നിർവചി׺ിരിുؗുׯ , അതും  ഒരു ആനുകാലിക 
ഫംഗ് ഷൻ ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷൻ , അത് ന്െറ  ൈസനിനു മുകളിൽ ആയതിനാൽ, x- 1 sin x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാകുേآാെഴبാം അത് അർ،പൂർണമായി നിർവചിׯെؚടിب, അതിനാൽ ന്െറ x pi 

ന്െറ ഒരു പൂർ؉ ഗുണിതമാകുേآാെഴبാം അത് അർ،പൂർണമായി നിർവചിׯെؚടുؗിب, cosecant 
അതിനാൽ െഡാെമയ് ൻ ൈപയുെട പൂർ؉ ഗുണിത׹ൾ ഒഴിെകയുت എبാ യഥാർ، സംഖّകളുേടയും 
ഗണമാണ് േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷൻ, അതിനാൽ അത് േകാെസׯന്റ് ന്െറ െഡാെമയ് നാണ്, കൂടാെത x 
േകാെസׯന്റ് ൈസൻ േനׯാൾ 1 ആണ് , ൈസൻ ന്െറ േْശണി എبാമാണ്. ൈമനസ് 1 നും ؛സ് 1 x x- x 
നും ഇടയിലുت മൂലّ׹ൾ എؓാണ് സംഭവിുׯക, 1 ഓവർ ൈസൻ ഇടേവളയ്്ׯ പുറتു؋ എبാ x 
മൂലّ׹ളും ൈമനസ് 1 മുതൽ ؛സ് 1 വെര എടുുׯം. അതിനാൽ, തിരحീന അ؋ײിൽ ഉت ഈ x 
ْഗാഫിൽ നി്ؗ ഇത് വളെര വّװമാണ്.  ലംബമായ അ؋ײിൽ ന്െറ േകാെസׯന്റ് , നമു്ׯ x 
കാണാനാകുؗതുേപാെല നീല േഡാت؂ു വْകം ൈമനസ് വ؉ിനും ؛സ് വ؉ിനും ഇടയിൽ ഒരു മൂലّവും
എടുׯിب , ഇത് ൈസൻ േനׯാൾ ഒؗായതിനാലും ൈമനസ് വ؉ിനും ؛സ്-നും ഇടയിലുت x- sin x 
മൂലّ׹ൾ എടുؗുׯതുമാണ്. ഒ്ؗ , അതിനാൽ േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി ഈ േْശണി 
ൈമനസ് 1 മുതൽ ؛സ് 1 വെരയുت എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും ഗണമാണ് , അതിനാൽ ഇേؚാൾ 
ഇത് ആനുകാലികമായതിനാൽ നമു്ׯ കാണാനാകുؗതുേപാെല ഇത് ഇേؚാഴും ഒരു ആനുകാലിക 
ഫംഗ് ഷനാണ് േകാെസׯന്റ് എؗത് ഒരു ആനുകാലിക ഫംഗ് ഷൻ ആണ് ഞ׹ൾുׯെ؇׸ിൽ  ഇ x x 
ഇത് െഡാെമയ് ൻ എؗ നിലയിൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഇേؚാഴും േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ വിപരീതം 
അർ،പൂർ؉മായി നിർവചിׯാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ മുآെ؋ മ്ئ ْതിേകാണമിതി 
ഫംഗ് ഷനുകൾׯായി ഞ׹ൾ െചയ് തതുേപാെല േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്ൻ 
പരിമിതെؚടുേ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ സാധّമായ ഒരു തിരെ؁ടു്ؚ ഞ׹ൾ 
പരിഗണിുؗുׯ  േപായിന്റ ്0 ഒഴിെകയുت ഇടേവള ൈമനസ് ൈപ 2 മുതൽ ؛സ് ൈപ 2 വെര . 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്െന അട׺ ഇടേവള ൈമനസ് ൈപ ര؇ിൽ 
നി്ؗ ؛സ് ൈപ ര؇ിേല്ׯ പരിമിതെؚടു؋ാൻ േപാകുؗു, പേײ േപായിന്റ് പൂജّം ഒഴിെക കാരണം 

ൽ തുലّമാണ് ന്െറ പൂജّം േകാെസׯന്റ് അർ،പൂർجം നിർവചിׯെؚ؂ി؂ിب, കാരണം അത് x- x-
പരിധിയിبാ؋തായി؋ീരുؗു, അതിനാൽ േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷൻ ഈ െസئിേലേׯാ യഥാർ، 
വരിയുെട ഈ ഉപെസئിേലേׯാ പരിമിതെؚടുؗു؋തിലൂെട നിയْؓിത േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷൻ 
നിയْؓിത േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് ഇതുേപാെല കാണെؚടും, അതിനാൽ ഞാൻ കടും ചുവ്ؚ 
കർവ് ഉപേയാഗി׺ാണ് ഞാനിത് വരയ്ؗുׯത്, േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്ൻ ഈ 
ഇടേവളയിേല്ׯ പരിമിതെؚടു؋ിയാൽ േപാലും നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗത് േപാെല, എبാ ആർ. 
നിയْؓിത േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ ആംജ് ഇേؚാഴും സമാനമാണ്, ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ؛സ് വൺ 
ഒഴിെകയുت എبാ യഥാർ، മൂലّ׹ളും അത് എؓായാലും ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ؛സ് വ؉ിന് 
ഇടയിലുت എന്െറ ഒരു മൂലّവും എടുׯാൻ കഴിയിب, എؗാൽ ഈ മൂലّ׹ളുെട േْശണി കൂടാെത ഇത് 
സാധّമായ മെبئാ മൂലّ׹ളും എടുുؗുׯ. കാരണം ൈമനസ് ൈപയ് ്ׯ -നും -നും ഇടയ ്2 تുׯ 0
ഇടേവളയിൽ നأൾ ഇവിെട നി്ؗ ആരംഭി׺ാൽ േപായാൽ ഇവിെടയുت ഈ മൂലّം ൈമനസ് വ؉ാണ് , 
അ׹െന േപായാൽ വْകം തുടർ׺യായതും ൈമനസ് ഒؗിൽ നി്ؗ ആരംഭിؗുׯതുമാണ്.  ഇത് ൈമനസ് 
അനؓത വെര േപാകുؗു , അതുേപാെല നأൾ ഇവിെട നി്ؗ ആരംഭി׺ാൽ ഈ മൂലّം ؛സ് വൺ ആണ്, 
അ׹െന േപായാൽ വْകം വീ؇ും തുടർ׺യായി തുടരും , മൂലّ؋ിൽ നി്ؗ ഒؗിൽ നി്ؗ 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു അതിനാൽ നമു്ׯ മൂലّ׹ളു؇്.  ഒؗിൽ നി്ؗ അനؓതയിേലുׯം 
പിؗീട് ൈമനസ് 1 മുതൽ ൈമനസ് അനؓതയിേലുׯം േപാകുؗത് അടിرാനപരമായി ഒേര 
േْശണിയാണ്, അതിനാൽ യഥാർ، ൈലനിന്െറ ഈ ഉപെസئിേല്ׯ െഡാെമയ് െന 
പരിമിതെؚടു؋ിയാലും േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി ഇേؚാഴും സമാനമാണ്. അതുതെؗയാണ് , 
കൂടാെത ആഹ് നأൾ കാണുؗത് , നأൾ ഏെത׸ിലും എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ േْശണിയിെല y 
ഏെത׸ിലും എടുׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട യുെട ഈ ْപേതّക മൂലّം എടുׯാം, അതിനാൽ y y 

യുെട ഈ മൂലّം ര؇് േപായിന്റ് അ؀് ആയി േയാജിുؗുׯ. അതിനാൽ ഇത് ആണ്, അതിനാൽ y ah 
ഇത് ര؇് േപായിന്റ് അ؀ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ന് നأൾ കാണുؗത് ന്െറ ഒരു y ah x 
അദٔിതീയ മൂലّം ഇവിെടയു؇് , അതായത് ഈ ന്െറ േകാെസׯന്റ് ഈ മൂലّം 2.5 ന് തുലّമാണ് , x 
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തീർ׺യായും ഇത് മൂലّം നിയْؓിത െഡാെമയ ്നിലാണ് رിതിെചؗുإത്, ഞ׹ൾ െഡാെമയ് നിെന 
നിയْؓി׺ിെ׸بിൽ മ്ئ നിരവധി മൂലّ׹ൾ ഉ؇ാകുമായിരുؗു, ഉദാഹരണ؋ിന് ന്െറ ഈ മൂലّം x 
അെ׸بിൽ ഉദാഹരണ؋ിന് ന്െറ ഈ മൂലّം അെ׸بിൽ ന്െറ ഈ മൂലّം x x 
അ׹െന അനؓമായി വّതُّമٝായ മ്ئ മൂലّ׹ൾ ഉ؇ാകുമായിരുؗു  ന്െറ േകാെസׯന്റ് 2.5 x x 
ആകുമായിരുؗു , അതിനാൽ അ؋ര؋ിലുت തനതായ മൂലّെമാؗുമിب , എؗാൽ ഈ 
ഇടേവളയിേല്ׯ െഡാെമയ് െന പരിമിതെؚടുു؋േآാൾ, ഈ േْശണിയിെല യുെട ഏത് മൂലّ؋ിനും y 
എبായ്േؚാഴും ഒരു അദٔിതീയ ഉ؇ായിരിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു. നിയْؓണ؋ിൽ ഒരു x 
അദٔിതീയ െടഡ് െഡാെമയൻ്, അതായത് ആ ന്െറ േകാെസׯന്റ് യുെട മൂലّ؋ിന് x  x y 
തുലّമായിരിുׯം , അതിനാൽ വീ؇ും ഈ നിയْؓണം െചؗുإതിലൂെട നമു്ׯ േകാെസׯന്റ് 
ഫംഗ്ഷന്െറ വിപരീതം അർ،പൂർجം നിർവചിׯാൻ കഴിയണം, അത് ഇവിെട ഈ ൈسഡിൽ േ؛ാ؂് 
െചإാൻ ْശമിുׯം. മ്ئ ഫംഗ് ഷനുകൾׯായി ഞ׹ൾ മെئാരാൾ്ׯ െചയ് തതിന് സമാനമായി ഇത് 
െചإാൻ കഴിയും , ഇത് എ׹െന കാണെؚടുؗുെവ്ؗ ഞാൻ െപെ؂്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണിു׺തരാം, 
അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും എ׹െന കാണെؚടുؗുെവ്ؗ പ؂ിക ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ േ؛ാ؂് െചإാൻ 
കഴിയും. നമു്ׯ യുെട തിരحീന അ؋ײിലും േകാെസׯന്റ് വിപരീതമായും ലംബ അ؋ײിൽ y 
േകാെസׯന്റ് വിപരീത ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ് ൻ േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണിയായിരിുׯം, 
അതിനാൽ േകാെസׯന്റ് വിപരീത ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ് ൻ ഇടേവള ൈമനസ് ഒ്ؗ ഒഴിെക എبാ 
യഥാർ، സംഖّകളുമാണ് ؛സ് വ؉ിേല്ׯ, േകാെസׯന്റ് വിപരീത ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി ഞ׹ൾ 
മുآെ؋ ൈسഡിൽ ക؇ േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ പരിഷ് ׯരി׺ അെ׸بിൽ നിയْؓിത 
െഡാെമയ് നായിരിുׯം, അതായത് അട׺ ഇടേവള ൈമനസ് ൈപ ടു ടു ടു േപായിന്റ് പൂജّം ഒഴിെക ര؇് 
െകാ؇് ൈപ േചർുׯക, തുടർ്ؗ വീ؇ും ഈ മൂലّ׹ളുെട പ؂ിക ഉപേയാഗി്׺ നأൾ ചുവؗ 
വْക؋ിലൂെട ഇവിെടയും ഇവിെടയും േകാെസׯന്റ് വിപരീത ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് എؓാണ് , കൂടാെത y
കൂടുതൽ കൂടുതൽ േപാസിئീവ് ആയി മാറുؗതിനനുസരി്׺ എ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും .  ah 
േകാെസׯന്റ് വിപരീതം പൂജّ؋ിന്െറ ഈ മൂലّ؋ിേല്ׯ േപാകും, അതിനാൽ ഇവിെട ഈ കർവ് 
ചുവؗ വْകം എبായ്േؚാഴും പ   സിئീവ് വശ്؋ തിരحീന അ؋ײിന് മുകളിലായിരിുׯം, ക   ടാെത 

യുെട െനഗئീവ് മൂലّ׹ൾ്ׯ ച   വؗ വْകം എبായ്േؚാഴും ത   രحീന അ؋ײിന് y 
താെഴയായിരിുׯം, അ   ◌ിനാൽ ഞാൻ ഉേؐശിؗുׯത് ഈ ഭാഗ؋ിന്െറ ഭ   ഗമാണ്  വْകവും 
അതുേപാെല തെؗ െസׯന്റ് ഫംഗ് ഷനും സമാനമായ ْപശ് നമു؇ാുׯം, കൂടാെത െസׯന്റ് 
ഫംഗ് ഷനും മ്ئ ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകെളേؚാെല െസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ വിപരീതവും 
അർ،പൂർ؉മായി നിർവചിേׯ؇തു؇്, കാരണം അതിന്െറ െഡാെമയ് നും 
പരിമിതെؚടുേ؋؇തു؇്, കാരണം ന്െറ െസׯന്റ് തുലّമാണ്.  ന്െറ ന്െറ ഒരു ഓവർ x ah x cos 
േകാസ്, എؗത് യുെട ഇര؂ ഗുണിതമാകുേآാെഴبാം ന്െറ പൂജّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, x pi x cos 
അതിനാൽ െസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്ൻ െസ്ئ എبാ െസ്ئ ആയി നിർവചിׯെؚടുؗു. o f pi 
യുെട ഒئ ഗുണിത׹ൾ ര؇ായി ഒഴിെകയുت എبാ യഥാർ، സംഖّകളും, കാരണം യുെട ഒئ pi 
ഗുണിത׹ളിൽ ന്െറ ര؇് െസׯൻറ് നؗായി നിർവചിׯെؚ؂ി؂ിب, ഈ ْഗാഫിൽ നി്ؗ നമു്ׯ x 
കാണാൻ കഴിയും, ഇവിെട നമു്ׯ തിരحീന അ؋ײിൽ ഉം ലംബ അ؋ײിൽ ന്െറ െസׯന്റുംx x 
ഉ؇്. നأൾ വീ؇ും കാണുؗത് െസׯന്റ് ഫംഗ് ഷനും ആനുകാലികമാണ്, കൂടാെത നമു്ׯ കാണാൻ 
കഴിയുؗ േْശണിയാണ്, കാരണം ന്െറ െസׯന്റ് േകാസ് ന് മുകളിൽ ഒؗാണ്, േകാസ് ൈമനസ് x x- x 
വ؉ിനും ؛സ് വ؉ിനും ഇടയിലാണ്, അതിനാൽ സംഭവിؗുׯത് െസׯന്റിന്െറ േْശണിയാണ് ൈമനസ്
വ؉ിനും ؛സ് വ؉ിനും ഇടയിലുت ഈ ഇടേവള ഒഴിെകയുت മുഴുവൻ ലംബമായ അു׺ത؇ും 
ഫംഗ് ഷൻ മുഴുവൻ യഥാർ، േരഖയാണ് , അതിനാൽ ഇതാണ് ഈ േْശണി , മ്ئ ْതിേകാണമിതി 
ഫംഗ് ഷനുകെളേؚാെല തെؗ നമു്ׯ വീ؇ും അേത ْപശ് നമു؇് , കാരണം െസׯന്റ് ഫംഗ് ഷൻ ഈ 
െഡാെമയ് നിൽ ആനുകാലികമാണ് ഇെതാരു െഡാെമയ് ൻ എؗ നിലയിൽ നമു്ׯ വിപരീതെ؋ 
അർ،പൂർ؉മായി നിർവചിׯാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ െസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്നും നമു്ׯ 
നിയْؓിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ നأൾ െചؗുإത് െഡാെമയ് െന -നും ൈപയ് ുׯം ഇടയിൽ 0
പരിമിതെؚടുു؋ക എؗതാണ് , അതിനാൽ ഞ׹ൾ എടുുؗുׯ.  നിയْؓിത െഡാെമയ ്ൻ r 
പൂജّ؋ിനും ൈപയ് ുׯം ഇടയിലുت അട؁ ഇടേവളയായിരിׯണം, എؗാൽ നമു്ׯ 
കാണാനാകുؗതുേപാെല, നമു്ׯ എؗ േപായിന്റ് ൈപയ് ്ׯ തുലّമായ േപായിന്റ് ര؇ായി x 
ഉ؇ാകരുത് , കാരണം ൽ ൈപയ് ്ׯ തുലّമായത് ന്െറ ര؇് െസׯൻറ് പരിധിയിبാ؋താണ്.  x- x-
ശരിയായി നിർവചി׺ി؂ിبാ؋തിനാൽ , പരിَരٕി׺ െഡാെമയ്ൻ , േപായിന്റ് ഒഴിെക 0 മുതൽ pi 2 pi 
വെരയുت ഇടേവള ആയിരിുׯം , കൂടാെത െസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് ഞാൻ ചുവؗ കർവ് 
ഉപേയാഗി്׺ വരയ്ؗുׯത് ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് െസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് ആയിരിുׯം  
െഡാെമയ് ൻ ഈ ഇടേവള ൽ ൽ  ആയി പരിമിതെؚടു؋ിയിരിുؗുׯ, കൂടാെത െഡാെമയ ്നിന്െറ x- pi- 2
ഈ നിയْؓണം േശഷവും നമു്ׯ മുഴുവൻ േْശണിയും കാണാൻ കഴിയുؗതിനാൽ, ഇത് ഇേؚാഴും 
സമാനമാണ് , ഇടേവള ൈമനസ് 1 മുതൽ ؛സ് 1 വെരയുت ഇടേവള ഒഴിെകയുت എبാ യഥാർ، 
മൂലّ׹ളും അതിനാൽ എبാ മൂലّ׹ളും  അവിെട ൈമനസ് 1 മുതൽ ؛സ് 1 വെര ഒഴിെക നأൾ 
കാണുؗത്, യുെട ഏെത׸ിലും മൂലّം എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ എبായ് േؚാഴും കഴിയും, y 
അതിനാൽ യുെട ഏെത׸ിലും മൂലّം എടു؋ാൽ ന്െറ ഒരു അദٔിതീയ മൂലّം ഉ؇ാകും, അതായത് y x x
ന്െറ െസׯന്റ് തുലّമാണ്  ഉം ന്െറ മൂലّവും ഈ ഇടേവളയിലും അവിെടയും ആയിരിുׯം  ഈ y x 
നിയْؓണ؋ിലൂെട, ഞാൻ ഇവിെട നിർവചിؗുׯ െസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ വിപരീതം നമു്ׯ 
അർ،പൂർجം നിർവചിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഈ ْഗാഫിൽ നമു്ׯ തിരحീന അ؋ײിൽ y 
ഉ؇്, ലംബ അ؋ײിൽ െസׯന്റ് വിപരീതം േ؛ാ؂് െചയ് തിരിുؗുׯ , നമു്ׯ 
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കാണാനാകുؗതുേപാെല ഞ׹ൾ വീ؇ും േപാകുؗു േവٌ٧സ് െസׯന്റ് എؗതിനായുت പ؂ിക x x 
മൂലّ׹ൾ ഉപേയാഗിുׯക, അതിൽ നി്ؗ െസׯന്റ് വിപരീത ഫംഗ്ഷൻ നിർവചി׺ിരിؗുׯത് ഇതാണ് 
െഡാെമയ്ൻ, ഇത് അടിرാനപരമായി െസׯന്റ് ഫംഗ്ഷന്െറ േْശണിയും െസׯന്റ് വിപരീത 
ഫംഗ്ഷന്െറ േْശണി െസׯന്റിന്െറ നിയْؓിത െഡാെമᅃ٠ുമായിരിുׯം  ഫംഗ് ഷൻ  മുതൽ 0 pi 
വെരയുت േപായിന്റ് 2 ഒഴിെക. ഇതാണ് ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത്, ْതിേകാണമിതി 
ഫംഗ് ഷനുകളുെട വിപരീതം നിർവചിׯാൻ ഞ׹ൾ ആദّം ْശമി׺ിരുؗുെവ׸ിലും ْതിേകാണമിതി 
ഫംഗ് ഷനുകൾ ആയതിനാൽ ഞ׹ൾ ഉടൻ തെؗ ഒരു ْപശ് ന؋ിൽ അകെؚ؂ു. അവെയبാം ah 
ആനുകാലികമാണ്, അതിനാൽ അവയുെട െഡാെമയ ്നുകളുെട സാധാരണ നിർവചനം ഉപേയാഗി്׺ 
അവയുെട വിപരീത׹െള അർ،പൂർ؉മായി നിർവചിؗുׯത് ബുؑിമു؂ാണ് , പേײ ഞ׹ൾ 
എؓാണ് െചؗുإത് നأൾ ഈ ഫംഗ് ഷനുകളുെട െഡാെമയ് നിെന പരിമിതെؚടു؋ിയാൽ അവയുെട 
വിപരീത׹െള അർ،പൂർجം നിർവചിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ അടുױ ؋ാസിൽ ഇവെയبാം 
എടുുׯം, ഇؗെױ ؋ാസിൽ ഞ׹ൾ നിർവചി׺ ഈ  വിപരീത ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകൾ 6
തأിലുت ധാരാളം ഐഡന്റിئികളും ബؖ׹ളും നിർവചിׯാനും െതളിയിׯാനും ْശമിുׯം. നؕി 
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