
   िपछले सात ʩाƥानो ंमŐ ʩुǿम िũकोणिमतीय कायŘ पर पहले ʩाƥान मŐ आपका ˢागत है हमने इस ʩाƥान से साइन एƛ 
कोसाइन एƛ कॉट एƛ टैन एƛ कोसेक एƛ और सेक एƛ जैसे िũकोणिमतीय कायŘ पर चचाŊ की, हम उनके ʩुǿम को पįरभािषत
करने जा रहे हœ और हम भी करŐ गे इन Ůितलोम फलनो ंके बीच की पहचानो ंपर चचाŊ करŐ  आइए हम साइन के मामले को लŐ तािक जैसाx 
िक हम अपने िपछले ʩाƥानो ंसे जानते हœ िक िच˥ फलन का एक डोमेन है जो सभी वाˑिवक संƥाओ ंका समुǄय है और सीमा x 
ऋण एक और ɘस के बीच की सभी संƥाएं हœ  इसका एक अथŊ यह है िक यिद हम कोई वाˑिवक मान लेते हœ तो का िच˥ x x 
िनिʮत ŝप से बंद अंतराल माइनस वन टू ɘस वन से संबंिधत होगा, अगला Ůʲ यह है िक Ɛा हम साइन फ़ंƕन के ʩुǿम फ़ंƕन को
पįरभािषत कर सकते हœ,
 इसिलए ʩुǿम फ़ंƕन Ȫारा मेरा Ɛा मतलब है  कहने का ताȋयŊ यह है िक यिद हम िकसी भी को घटाकर एक से जोड़ एक मŐ लेतेy 
हœ तो सवाल यह है िक जब कोई अिȪतीय मौजूद होता है तो से संबंिधत एक अिȪतीय मौजूद होता है r x 
जैसे िक की साइन बराबर होती है  इस के िलएx y 
 इसिलए यह मूल Ůʲ है जो हम पूछ रहे हœ
 इसिलए ˙ʼ ŝप से जाने देता है Ɛोिंक साइन एƛ जैसा िक हम जानते हœ िक यह एक आविधक कायŊ है यह सच नही ंहै
 इसिलए यहां इस ˠाइड पर मœने लंबवत अƗ पर पाप एƛ का Ťाफ तैयार िकया है एƛ है Ɨैितज अƗ पर और मान लŐ िक हमारे पास 

आधे के बराबर है और हम उन सभी का पता लगाने की कोिशश कर रहे हœ जैसे आधा है तो हम Ɛा करते हœ िक हम y x sin x 
यहां एक Ɨैितज रेखा खीचंते हœ जो अƗ के समानांतर है और जो अƗ पर धनाȏक पƗ पर आधे के िव̾थापन पर है और िफर हम x y 
जो देखते हœ वह यह है िक के कई मान हœ उदाहरण के िलए यह मान और यह मान यहाँ और यह मान का यह मान है तो के ये x x x 
सभी मान  ऐसे हœ िक का िच˥ आधा के बराबर है और वाˑव मŐ असीिमत हœx 
 इसिलए इससे हम जानते हœ िक हम एक अिȪतीय नही ंढंूढ सकते हœ जैसे िक साइन आधा के बराबर है औरx x 
 इसिलए सामाɊ ŝप से ऐसा Ůतीत होता है िक यह होगा के ʩुǿम को पįरभािषत करना किठन हो  साइन फ़ंƕन हालांिक हम अभी 
भी इसके ʩुǿम को पįरभािषत कर सकते हœ, इसके िलए हमŐ एक छोटा आह सरल उदाहरण लेने की आवʴकता है,
 इसिलए इस ˠाइड पर हमारे पास वगŊ के बराबर फ़ंƕन का एक ɘॉट है,x fx 
 इसिलए बराबर वगŊ को ऊȰाŊधर अƗ पर ɘॉट िकया गया है Ɨैितज अƗ पर है और यह नीला िबंदीदार वŢ है जो वगŊ के y x x x 
बराबर के िलए वŢ हैy 
 इसिलए फ़ंƕन को सभी वाˑिवक संƥाओ ंके सेट से सभी गैर ऋणाȏक वाˑिवक संƥाओ ंके सेट तक पįरभािषत िकया जाता हैf 
िजसे मœ ɘस से िनŝिपत करता šं r 
अब जैसा िक आप यहां इस फ़ंƕन की ŵेणी मŐ के िकसी भी मान के िलए देख सकते हœ, तो आइए उदाहरण के िलए यह बराबर y y 
एक है
 इसिलए बराबर एक के िलए हम देखते हœ िक के दो मान हœ बराबर है  ɘस वन और िफर एƛ का एक और मान है जो एƛ y x x 
बराबर माइनस वन है
 इसिलए दोनो ंएƛ के बराबर माइनस वन और एƛ बराबर ɘस वन के िलए हमŐ बराबर एक िमलता है औरy 
 इसिलए िफर कोई अिȪतीय एƛ नही ंहै जैसे िक एफएƛ बराबर  वगŊ एक है Ɛोिंक इन दोनो ंके िलए बराबर माइनस वन और x x 
ɘस  एक हमŐ एक के बराबर िमलता है औरy 
 इसिलए कोई अिȪतीय नही ंहै िजसका अथŊ है िक इस फ़ंƕन के ʩुǿम को िफर से पįरभािषत करना वगŊ के बराबर है,x x 
 इसिलए एक सामाɊ आह चाल यह है िक हम एक नए फ़ंƕन को Ůितबंिधत और पįरभािषत करने का Ůयास करते हœ f 
जो पुराने फ़ंƕन के समान है,
 इसिलए हमारे पास अभी भी वगŊ के बराबर होगा, लेिकन िफर हम इस फ़ंƕन के डोमेन को सभी वाˑिवक संƥाओ ंके सेट सेx fx 
सभी वाˑिवक संƥाओ ंके सेट के सबसेट तक सीिमत कर दŐ गे।
 हम कहते हœ िक हम इस मामले मŐ इस फ़ंƕन को इस िनɻ उपसमुǄय तक सीिमत रखते हœ, हम कहते हœ िक हम इसे सभी के सेट f 
तक सीिमत रखते हœ
 इसिलए हम इस सेट को लेते हœ जो िक 0 से सभी तक अनंत तक है,
 इसिलए हम कहते हœ िक हम पįरभािषत करते हœ  एक नया फ़ंƕन Ůाइम जो ɘस से है,f r 
 इसिलए ɘस अिनवायŊ ŝप r 
से शूɊ से अनंत तक का अंतराल है,
 इसिलए हम एक नया फ़ंƕन Ůाइम को ɘस से ɘस तक पįरभािषत करते हœ और का Ůाइम िफर से ˍायर राइट f r r x f x 
है
 इसिलए Ůाइम िफर से है  अभाǛ वगŊ है जो समान है  जैसा िक हमारे पास इसके पहले था िक डोमेन अब से ɘस f f x x r r 
तक सीिमत कर िदया गया है, लेिकन इस Ůितबंध को करने का लाभ सबसे पहले यह है िक डोमेन को से ɘस तक सीिमत करके r r 
हम अभी भी देखते हœ िक पूरी रŐज  फ़ंƕन अभी भी वही है
 इसिलए पहले इस फ़ंƕन की सीमा िपछले फ़ंƕन ɘस थी Ɛोिंक वगŊ के बराबर है और चंूिक वगŊ केवल गैर f r fx x x 
नकाराȏक हो सकता है, िपछले फ़ंƕन की सीमा ɘस थी, तब भी जब हम डोमेन को Ůितबंिधत करते हœ इस फ़ंƕन का से r f r 
तक ɘस अब भी डोमेन ɘस होगा Ɛोिंक सभी गैर ऋणाȏक संƥाएं इस नए फ़ंƕन Ůाइम की सीमा मŐ होगंी,r r f 
 इसिलए हम जो देखते हœ वह यह है िक हमने डोमेन को इस तरह से Ůितबंिधत कर िदया है िक फ़ंƕन की सीमा अभी भी वही है
 इसिलए हम फ़ंƕन की सीमा नही ंबदल रहे हœ, लेिकन महȕपूणŊ बात यह है िक हमने यहां िकया है िक डोमेन के इस Ůितबंध को करने 
से अब हम जो देखते हœ वह यह है िक मœ ɘॉटी šं इस फ़ंƕन का Ťाफ लाल रंग मŐ है,
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 इसिलए मœ अिनवायŊ ŝप से केवल Ɨैितज अƗ के सकाराȏक पƗ पर वगŊ के बराबर के Ťाफ पर िवचार करता šं,x fx 
 इसिलए लाल रंग मŐ यह वŢ नए फ़ंƕन Ůाइम के िलए Ťाफ है और अब यिद  हम मान लेते हœ िक हम मान लेते हœ, तो यह एक के f y 
बराबर है दो तीन यहां चार कहते हœ,
 इसिलए यिद हम को चार के बराबर लेते हœ और हम देखते हœ िक Ůितबंिधत डोमेन के साथ का केवल एक अनूठा मान है जो है y x x 
2 के बराबर है िजसके िलए Ůाइम के बराबर है वाˑव मŐ के िलए 1 के बराबर Ůितबंिधत फ़ंƕन के िलए Ůितबंिधत डोमेन f x 4 y 
के साथ फ़ंƕन Ůाइम के िलए केवल एक अनूठा समाधान होगा जो बराबर ɘस वन है और  ऐसाf x 
 इसिलए होता है Ɛोिंक हमने फ़ंƕन के डोमेन को से ɘस तक सीिमत कर िदया है औरr r 
 इसिलए अब िविशʼता है Ɛोिंक हम कोई अɊ ले सकते हœ, हम इसे ले सकते हœ उदाहरण के िलए मान लŐ िक यह का कुछ y y y 
मान है, यहां तक िक इस तार के िलए भ   यह अिȪतीय है यह x th .
 है  अिȪतीय ऐसा है िक का अभाǛ जो वगŊ है , इस के बराबर है औरe x x f x y 
 इसिलए इस Ůितबंिधत फलन अभाǛ के िलए अब इस अभाǛ फलन के िलए ʩुǿम को अथŊपूणŊ ŝप से पįरभािषत करना f f 
संभव है।
 आर ɘस से आर ɘस तक है और आर ɘस से संबंिधत िकसी भी वाई के िलए ʩुǿम होगा जी का वाई के वगŊमूल के बराबर होगा 
जहां यह वाई का सकाराȏक वगŊमूल है
 इसिलए हम कई बार जी को पįरभािषत करते हœ आप भी िलखŐगे Ɛोिंक यह कई बार Ůाइम इनवसŊ के ŝप मŐ िलखा जाता हैg f 
 इसिलए हम इस सुपरİˌɐ का उपयोग 
मूल फ़ंƕन के नाम पर पर करते हœ िजसका ʩुǿम हम Ůाइम ʩुǿम को पįरभािषत कर रहे हœ या कई बार लोग ऐसा नही ंah f 
िलखते हœ  वे िसफŊ  Ůाइम ʩुǿम िलखते हœ ɘस 2 ɘस और Ůाइम ʩुǿम के िलए Ůाइम के डोमेन से संबंिधत f r r f y f 
िकसी भी के िलए Ɨमा करŐ , यहां एक Ůाइम भूल गए Ůाइम ʩुǿम के सकाराȏक वगŊमूल के बराबर हैy f y 
 इसिलए  अब हम उसी िविध का उपयोग करने जा रहे हœ फ़ंƕन के डोमेन को Ůितबंिधत करना जैसे िक सीमा मŐ पįरवतŊन नही ंo  f 
होता है, लेिकन िफर ʩुǿम को अथŊपूणŊ ŝप से पįरभािषत िकया जाना चािहए,
 इसिलए यहां पूरी चाल फ़ंƕन के डोमेन को Ůितबंिधत करना है, उदाहरण के िलए इस मामले मŐ भी यिद हम कहते हœ  डोमेन को r 
ɘस के बजाय ɘस के बजाय Ůितबंिधत करŐ  यिद हम डोमेन को कुछ अंतराल माइनस 2 से ɘस 2 कहने के िलए Ůितबंिधत करते हœ r 
तो यह काम नही ंकरेगा Ɛोिंक अगर हम डोमेन को माइनस टू से ɘस टू तक सीिमत करते हœ तो रŐज  इस फ़ंƕन का केवल शूɊ से 
होगा, तो हम कहते हœ िक हम इसे घटा दो से दो तक सीिमत कर देते हœ,
 इसिलए हम शूɊ से दो से ɘस दो तक सीिमत हœ तो फ़ंƕन की सीमा केवल शूɊ से चार दाईं ओर होगी जबिक की सीमा  मूल फ़ंƕन 
सभी गैर-ऋणाȏक संƥाओ ंका सेट था और यह शूɊ से 4 तक की सीमा के समान नही ंहै,
 इसिलए यह एक साथŊक Ůितबंध नही ंहै Ɛोिंक हमŐ फ़ंƕन के डोमेन को इस तरह से Ůितबंिधत करने का Ůयास करना चािहए।

िक परास मŐ पįरवतŊन नही ंहोता है, रŐज अभी भी वही है y 
 इसिलए अब हम इस तकनीक का उपयोग िũकोणिमतीय कायŘ के डोमेन को Ůितबंिधत करने के िलए करŐ गे तािक हम उनके ʩुǿम 
को साथŊक ŝप से पįरभािषत कर सकŐ  तािक हम साइन फ़ंƕन के बराबर पर वापस जा सकŐ  और  अब हम जानते हœ िक साइन x y 
एƛ फ़ंƕन की सीमा माइनस वन और ɘस वन के बीच है और अगर हम यहां देखते हœ िक अगर हम Ůितबंिधत करते हœ तो आइए हम 
कहते हœ िक एह साइन एƛ फ़ंƕन का डोमेन मान लŐ िक हम इसे माइनस पीआई से 2 तक सीिमत कर देते हœ।
 
ɘस पीआई बाय 2।

 इसिलए हम साइन एƛ फंƕन के डोमेन 
को बंद अंतराल माइनस पीआई बाय टू टू ɘस पीआई बाय टू तक सीिमत करते हœ,
 इसिलए इस Ůितबंध को करने से हम देखते हœ िक Ůितबंिधत फ़ंƕन के िलए वŢ होगा  ठोस लाल वŢ िजसे मœ अब आकिषŊत करने जा 
रहा šं,
 इसिलए यह ऐसा होगा
 इसिलए यह Ůितबंिधत साइन एƛ फ़ंƕन के िलए वŢ है जहां डोमेन को माइनस पीआई से 2 से ɘस पीआई तक 2 तक सीिमत कर 
िदया गया है और जैसा िक हम यहां बाद मŐ भी देख सकते हœ  यह Ůितबंध सभी आह ते  वह संभािवत मान हœ Ɛोिंक यिद हम इस वŢ का 
अनुसरण करने का Ůयास करते हœ तो उदाहरण के िलए यहां यह शूɊ से एक है और िफर जब हम इस िदशा मŐ जाते हœ तो पाप के x 
मान शूɊ से एक से शूɊ तक लगातार जाते हœ और िफर आगे यिद हम आह की ओर जाते हœ शूɊ से ɘस वन तक और
 इसिलए इस Ůितबंध के बाद भी साइन एƛ फ़ंƕन की सीमा अभी भी माइनस वन से ɘस वन है इसके अितįरƅ जो हम यह भी देखते
हœ िक यिद हम का कोई मान माइनस वन से ɘस वन मŐ लेते हœ तो हम कहते हœ िक हम इस को यहाँ लेते हœy y 
 इसिलए माइनस हाफ के बराबर हैy 
 इसिलए यिद हम को माइनस हाफ के बराबर लेते हœ तो हम देखते हœ िक इस Ůितबंिधत डोमेन मŐ का केवल एक यूिनक वैʞू है y x 
जैसे िक का साइन माइनस हाफ के बराबर है Ɛोिंक जैसा िक आप इस Ůितबंिधत डोमेन मŐ देख सकते हœ, यह साइन एƛ फ़ंƕन x 
जब इस डोमेन तक सीिमत है, तो यह का सƢी से एकरस ŝप से बढ़ता Šआ कायŊ है औरx 
 इसिलए िकसी भी के िलए िजसे हम इस ŵेणी मŐ घटाकर एक से ɘस वन मŐ लेते हœ, वहां एक अिȪतीय मूʞ होगा ओ इस अंतराल मŐ y 

का अिȪतीय मान इस Ůकार है िक का िच˥ इस के बराबर होगा, उदाहरण के िलए हम यहां देखते हœ िक के िलए x fxa x y y 
माइनस आधा के िलए का यह मान बराबर हैx 
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 इसिलए का यह मान माइनस 30 के बराबर है  िडŤी या माइनस पीआई 6 से अिधक है औरx 
 इसिलए हम कहते हœ िक साइन
 इसिलए हमारे पास माइनस पीआई बटा 6 की साइन माइनस हाफ के बराबर है और यहां से हम िलखते हœ िक माइनस हाफ का साइन 
ʩुǿम माइनस पीआई बटा छह है,
 इसिलए अब हमने Ůितबंिधत कर िदया है साइन फंƕन का डोमेन माइनस पीआई बटा टू और ɘस पाई बाय टू के बीच के अंतराल तक
हम इसके ʩुǿम को िविशʼ और साथŊक ŝप से पįरभािषत करने की İ̾थित मŐ हœ 
इसिलए इस Ťाफ मŐ हम साइन इनवसŊ फंƕन को ɘॉट करने जा रहे हœ िजसका डोमेन इंटरवल होगा माइनस वन और ɘस वन के बीच 
का बंद अंतराल और सीमा ˙ʼ ŝप से माइनस पीआई बाय टू और ɘस पीआई बाय टू के बीच का बंद अंतराल होगा यहां एह साइन 
एƛएƛ बनाम साइन एƛ वैʞू की एक तािलका है जो हमŐ इस Ťाफ को ɘॉट करने मŐ मदद करेगी तािक चलो  आह एम के साथ शुŝ
करो इनस वन तो हम जानते हœ िक
 इसिलए यह हमŐ ǒात है िक माइनस पीआई बटा टू की साइन माइनस वन के बराबर है,
 इसिलए यहां से हम कह सकते हœ िक माइनस वन का साइन ʩुǿम माइनस पाई के बराबर है,
 इसिलए माइनस वन का साइन ʩुǿम का साइन इनवसŊ माइनस वन के बराबर है तो बराबर माइनस वन यहां है और माइनस वनy y 
का साइन ʩुǿम माइनस पीआई बटा टू माइनस पीआई बटा टू यहां खȏ हो गया है
 इसिलए हमारे पास अिनवायŊ ŝप से यह िबंदु है
 इसिलए यह माइनस 1 है और यह है  माइनस पीआई बटा 2
 इसिलए माइनस 1 का साइन ʩुǿम माइनस पीआई बटा 2 है,
 इसिलए हमारे पास मूल ŝप से Ťाफ पर यह िबंदु है 
और िफर आह आगे बढ़ते Šए हमारे पास माइनस पीआई की साइन 3 है तो माइनस पीआई की साइन 3 जो माइनस की साइन है  साठ 
िडŤी तीन बटा दो का माइनस वगŊमूल के बराबर है और वहां से हम िलख सकते हœ िक माइनस ŝट Ūी बटा टू का साइन ʩुǿम माइनस
पाई बटा 3 है
 इसिलए का साइन इनवसŊ माइनस ŝट 3 बटा 2 के बराबर है,y 
 इसिलए यह 4 यूिनट है और  माइनस ŝट 3 बटा 2 लगभग 0 है माइनस ज़ीरो पॉइंट आठ िसƛ तो यह लगभग होगा  यहां कही ंऔर 
िफर माइनस पाई Ūी तो यह माइनस पाई बटा टू है तो इसका दो ितहाई माइनस पीआई बटा Ūी होगा Ɛोिंक यह छह यूिनट है यह कही ं
यहां होगा और
 इसिलए यह Ťाफ पर वह िबंदु है जो हमŐ िमलता है  इसी तरह इस Ťाफ से हम यह भी िदखा सकते हœ िक माइनस आह का साइन 
ʩुǿम, आह का साइन ʩुǿम , दो का एक बटा वगŊमूल, साइन के ʩुǿम के बराबर होगा।
 दो का एक बटा वगŊमूल शूɊ से शूɊ दशमलव सात है जो िक यहां कही ंहै और शूɊ से चार गुणा इसका आधा है जो कही ंवहां है तो यह 
और यह यहां िमलने जा रहा है और िफर शूɊ से पीआई की साइन 6 जो शूɊ से 30 है िडŤी माइनस हाफ है और माइनस हाफ यहां है 
माइनस पीआई बटा िसƛ इस चीज का एक ितहाई है जो यहां खȏ हो गया है
 इसिलए हमŐ इस तरह का एक और पॉइंट िमलता है और िनिʮत ŝप से एह साइन इनवसŊ ऑफ जीरो होगा जो िक यहां एक समिमत 
ŝप से समान चीज होगी पर  के सकाराȏक मानो ंके िलए तो के िलए यह िबंदु होगा Ɛोिंक एक का माइनस साइन y ah pos ah 
ʩुǿम का साइन ʩुǿम बटा दो के बराबर होता है और िफर जोड़ 3 बटा 2 के िलए हमारे पास ŝट 3 बटा 2 का साइन ʩुǿम pi 

बटा के बराबर होता है  3 जो यहाँ है तो यह और िफर यह हमŐ यह िबंदु िमलेगा और इसी तरह पीआई ओवर फोर के िलए हम इस pi 
िबंदु को Ůाɑ करने जा रहे हœ और िफर छह से अिधक पाई के िलए हमारे पास यह िबंदु है
 इसिलए यिद हम इन सभी िबंदुओ ंको जोड़ते हœ तो हम  Ůाɑ करŐ  तो यह िबंदीदार लाल वŢ के साइन ʩुǿम के िलए Ťाफ है इसी y 
तरह के िलए भी आह हम देखते हœ िक यिद हम कॉस फ़ंƕन के डोमेन को Ůितबंिधत नही ंकरते हœ तो इसका कारण यह है िकcos y 
Ɛोिंक यह एक आविधक कायŊ है, Ɛा होगा  Ɛा यह है िक संपूणŊ वाˑिवक रेखा के ŝप मŐ डोमेन के साथ हम इसके ʩुǿम को 
साथŊक ŝप से पįरभािषत नही ंकर सकते हœ Ɛोिंक का कोई भी मान जो हम इस कॉस फंƕन की सीमा मŐ लेते हœ, वहाँ के कई y x 
अलग-अलग मान होगें , िजसके िलए उस के बराबर होगा लेिकन  हम देखते हœ िक अगर हम Ůितबंधाȏक कहते हœ cos x y 
यिद हम कोǛा फलन को कोसाइन फलन के Ůाȶ को 0 से तक के अंतराल तक सीिमत रखते हœ, तो हम केवल 0 से तक पर pi pi 
िवचार करते हœ,
 इसिलए 0 से के बीच के बंद अंतराल को करने के िलए यिद हम  वाˑिवक रेखा के इस उपसमुǄय तक कॉस फ़ंƕन को इसpi pi 
आह तक सीिमत करŐ , 
िफर कॉस फ़ंƕन का Ťाफ इस तरह होगा और िफर से हम जो देखते हœ वह यह है िक साइन फ़ंƕन के मामले की तरह ही यह पूरी रŐज
कवर की जाती है, भले ही हम  डोमेन को 0 से तक सीिमत करŐ  जब इस 0 से अंतराल तक सीिमत हो तो 1 और माइनस 1 के pi pi 
बीच सभी मान 1 और माइनस 1 के बीच होते हœ Ɛोिंक यह लाल वŢ 1 और माइनस 1 के बीच िनरंतर होता है,
 इसिलए हम कर सकते हœ  यहां एक से शुŝ करŐ  और जैसे ही हम वŢ के साथ जाते हœ, हम पीआई पर शूɊ के मान तक दो से पŠंच जाते
हœ और िफर और नीचे हम शूɊ से एक तक जाते हœ जब एƛ पीआई के बराबर होता है, यहां तक िक कॉस के डोमेन को सीिमत करके 
भ   0 से करने के िलए कायŊ पूरी रŐज है  अभी भी वही आगे जो हम देखते हœ वह यह है िक यिद हम का कोई मान लेते हœ, तो हम pi y 
कहते हœ िक हम को बराबर लेते हœ तािक हम यहाँ आधा कहŐ तो के िलए आधे के बराबर यिद हम मूल फ़ंƕन को देखŐ y y ah cos 
िजसका डोमेन था  संपूणŊ वाˑिवक रेखा तो हमारे यहां के कई अलग-अलग मान होगें और िफर यहां एक और मान और यहां एक x 
और मान समान ŝप से यहां और यहां भी और इतने असीम ŝप से के कई मान होगें िजसके िलए आधे के बराबर है लेिकनx cos x 
जब हम डोमेन को Ůितबंिधत करते हœ  ज़ीरो टू पाई जो हम देखŐगे वह यह है िक एƛ का केवल एक मान है एƛ का एक अनूठा मूʞ जो
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इस मामले मŐ इस उदाहरण मŐ यह 
तीन या साठ िडŤी से पीआई है Ɛोिंक साठ िडŤी का आधा बराबर है और
 इसिलए Ɛा  हम देखते हœ िक यह िसफŊ  के िलए सच नही ंहै आधे के बराबर हम अंतराल मŐ कोई अɊ लेते हœ आह घटा एक से y y 
ɘस एक जो िक लागत फ़ंƕन की सीमा है जो हम देखŐगे िक इसमŐ हमेशा एक अिȪतीय होगा इस Ůितबंिधत डोमेन मŐ जैसे िक x o  

िक इस के बराबर होगा और िनिʮत ŝप से यह ˙ʼ ŝप से ˙ʼ भी है Ɛोिंक जैसा िक हम इस फ़ंƕन को देख सकते हœ f x y 
Ɛोिंक इस डोमेन तक सीिमत होने पर 0 से 0 तक तक सीिमत होने पर Ťाफ़ नीरस ŝप से घट रहा है औरpi 
 इसिलए िकसी भी मान के िलए  जो हम लेते हœ वह हमेशा इस अंतराल मŐ एक अिȪतीय होगा औरy x 
 इसिलए कॉस फ़ंƕन का ʩुǿम अब िविशʼ ŝप से पįरभािषत िकया जा सकता है, मेरा मतलब अथŊपूणŊ ŝप से पįरभािषत िकया गया 
है, जैसे िक साइन फ़ंƕन के िलए हमारे पास माइनस वन से ɘस तक कॉस फ़ंƕन का ʩुǿम है।
 एक डोमेन है और रŐज बंद अंतराल 0 से पीआई है और िफर यहां हमारे पास मूʞो ंकी एक तािलका है , जैसा िक हमने साइन फंƕन के
िलए िकया था,
 इसिलए हमारे पास पीआई के बराबर माइनस वन है और
 इसिलए कॉस िवलोम है  माइनस वन, के बराबर होगाy 
 इसिलए कॉस ʩुǿम के बराबर माइनस वन है यहां पीआई के बराबर होगा,y 
 इसिलए हमारे पास Ťाफ पर यह िबंदु है और िफर हम यहां लेते हœ तो यहां हमारे पास Ūी पीआई ओवर का कॉस है  चार बराबर है से 
तीन पीआई बटा चार के बराबर है माइनस वन बटा दो का वगŊमूल और यहां से हमŐ जो िमलता है वह यह है िक कॉस ʩुǿम माइनस एक
बटा दो का वगŊमूल तीन पीआई बटा चार के बराबर होगा
 इसिलए माइनस एक तो वाई बराबर  माइनस वन ओवर ˍेयर ŝट टू टू यहां कही ंआह है और Ūी पीआई बाय फोर मूल ŝप से तीन 
चौथाई है
 इसिलए यह नौ यूिनट है
 इसिलए तीन ƓाटŊर होगें कही ंछह और तीन चौथाई यूिनट तीन चार पांच छह और कही ंतो हमारे पास जो िबंदु है वह Ťाफ़ पर यह िबंदु है

और इसी तरह जब हम आगे बढ़ते हœ तो हम देखते हœ िक बराबर माइनस हाफ के िलए जब बराबर दो बटा तीन ah cos x x pi 
होता है और
 इसिलए कॉस ʩुǿम माइनस हाफ सो कॉस ʩुǿम का  बराबर माइनस हाफ तो बराबर माइनस हाफ यहां हैy y 
 इसिलए कॉस माइनस हाफ का ʩुǿम दो पाई बटा तीन के बराबर होगा जो िक का दो ितहाई है जो इस पूरे रŐज के बराबर है जो ah 
छह छोटे वगŊ के बराबर है तािक यहां आ जाए तो  अब तक हमŐ िमल गया है कॉस ʩुǿम वŢ का यह िहˣा जो मœ एक िबंदीदार ah 
रेखा के साथ िदखा रहा šं और िफर आगे हम जानते हœ िक पीआई का दो गुणा शूɊ है और
 इसिलए शूɊ का कॉस ʩुǿम दो से पीआई होगा
 इसिलए शूɊ का उलटा होगा पीआई बटा दो है  इस पूरी रŐज का आधा िहˣा जो यहां कही ंहोगा 
और िफर एक समान आह समिमत होगा, आप के सकाराȏक मूʞो ंपर इस रेखा के बारे मŐ वŢ जानते हœ , उदाहरण के िलए हम y 
जानते हœ िक 0 का कॉस 1 है और
 इसिलए 1 का कॉस ʩुǿम होगा  0 हो तो यह यहाँ पर कौन सा िबंदु है और आइए हम एक और िबंदु लेते हœ
 इसिलए बटा तीन हम जानते हœ िक साठ िडŤी का जो बटा तीन है, आधा दाएं के बराबर हैpi cos pi 
 इसिलए आधे का Ůितलोम बटा तीन होगाpi 
 इसिलए बराबर आधा का ʩुǿम यहाँ हैcos  y 
 इसिलए का ʩुǿम आधा है, बटा 3 बटा 3 यहाँ हैy pi pi 
 इसिलए हमारे पास यह िबंदु है
 इसिलए वŢ कुछ इस तरह िदखेगा 
तो यह के िलए वŢ है  उलटा कायŊ तो इसी तरह हमारे पास अɊ िũकोण है  मीिटŌ क फ़ंƕन और हर जगह हमŐ एक ही सम˟ा है cos 
िक यिद हम पूरे डोमेन को देखते हœ जैसा िक हमने िपछले ʩाƥान मŐ पįरभािषत िकया था, तो उलटा अथŊपूणŊ ŝप से पįरभािषत करना 
मुİʭल होगा और
 इसिलए हमŐ डोमेन को Ůितबंिधत करना होगा उदाहरण के िलए टैन फ़ंƕन के िलए  पीआई बटा 2 के िवषम गुणजो ंको छोड़कर डोमेन 
सभी वाˑिवक संƥाएं हœ , इसका कारण यह है िक पीआई बटा 2 के िवषम गुणको ंपर टैन फ़ंƕन असीिमत हो जाता है,
 इसिलए यह एƛ अƗ पर टैन फ़ंƕन का Ťाफ है, हमारे पास ऊȰाŊधर अƗ का टैन है और नीला िबंदीदार वŢ टैन फ़ंƕन हैx x x 
और जैसा िक हम देख सकते हœ िक यह िफर से एक आविधक कायŊ है जो इसे के साथ दोहराता है औरpi 
 इसिलए हम जो कर सकते हœ वह यह है िक यिद हम टैन फ़ंƕन के डोमेन को 
माइनस के बीच के अंतराल तक सीिमत रखते हœ  टू ɘस पाई बाय टू तो यहां हमŐ ƑोǕ इंटरवल लेना होगाpi 
 इसिलए ओपन इंटरवल को माफ करना होगा Ɛोिंक
 इसिलए यह ओपन इंटरवल है ओपन इंटरवल को एक गोल Űैकेट और ƑोǕ के साथ दशाŊया गया है बंद अंतराल के िलए हम एक वगŊ 
Űैकेट लेते हœ,
 इसिलए यिद हम डोमेन को इस खुले अंतराल तक सीिमत रखते हœ, तो खुले अंतराल को लेने का कारण यह है िक टैन फ़ंƕन माइनस 
पीआई पर दो और ɘस पीआई दो से असीिमत हो जाएगा,
 इसिलए हमŐ बचना होगा  वे दो िबंदु तो माइनस पाई बाय टू और ɘस पाई बाय टू के बीच के अɊ सभी िबंदु टैन फ़ंƕन का Ůितबंिधत 
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डोमेन होगा और जब हम टैन फ़ंƕन को उस डोमेन तक सीिमत करते हœ तो Ůितबंिधत टैन फ़ंƕन के िलए वŢ बन जाता है मœ इसे 
िदखा रहा šं लाल वŢ के साथ लाल वŢ जैसा िक अब हम देख सकते हœ िक सबसे पहले लाल वŢ माइनस इनिफिनटी से ɘस 
इनिफिनटी तक टैन फ़ंƕन की पूरी ŵंृखला को कवर करने जा रहा है,
 इसिलए समय फ़ंƕन के डोमेन को इस तक सीिमत करके भी माइनस पीआई बटा 2 और ɘस पीआई बटा 2 के बीच खुला अंतराल जो
हम देखते हœ वह यह है िक रŐज अभी भी पहले की तरह ही रहती है जो सभी वाˑिवक संƥाओ ंका सेट है, हालांिक िदलच˙ बात यह है 
िक यिद हम लेते हœ Ɛोिंक हम देखते हœ िक यह लाल वŢ एक नीरस ŝप से बढ़ता Šआ वŢ है और
 इसिलए यह ˙ʼ है िक यिद हम के िकसी भी मान मŐ के िकसी भी मान को टैन फ़ंƕन की सीमा मŐ लेते हœ तो का कोई y y y 
वाˑिवक मान Ɛा है  हम देखŐगे िक इस अंतराल मŐ हमेशा एƛ का एक अनूठा मूʞ होगा शूɊ से पीआई दो से ɘस पीआई बटा दो मŐ 
एƛ का अिȪतीय मूʞ होगा जैसे िक एƛ का तन उस वाई के बराबर होगा
 इसिलए िफर से तन के िलए  फ़ंƕन यह ˙ʼ है िक डोमेन को माइनस पीआई Ȫारा 2 से ɘस पीआई बटा 2 के बीच खुले अंतराल तक 
सीिमत करके टैन फ़ंƕन के ʩुǿम को िविशʼ ŝप से पįरभािषत िकया जा सकता है,
 इसिलए इस ˠाइड पर हम िफर से साइन और कोसाइन फ़ंƕन की तरह ɘॉट करते हœ टैन फ़ंƕन के ʩुǿम का Ťाफ तािक हम 
देख सकŐ  िक टैन ʩुǿम फ़ंƕन का डोमेन सभी वाˑिवक संƥाओ ंका सेट है , पाǬŢम की सीमा माइनस पीआई बटा टू और ɘस 
पाई बाय टू के बीच खुला अंतराल है जैसा िक यहां िदखाया गया है और  आइए अब Ťाफ बनाने का Ůयास करŐ  
 इसिलए जैसा िक हम यहां मूʞो ंकी इस तािलका से देख सकते हœ िक सबसे पहले 0 का टैन 0 है
 इसिलए हम जानते हœ िक 0 का टैन 0 है और इससे यह पता चलता है िक शूɊ का टैन ʩुǿम शूɊ के बराबर होगा
 इसिलए का टैन ʩुǿम बराबर होगा  शूɊ करने के िलए तो के बराबर तन ʩुǿम शूɊ के बराबर हैy y 
 इसिलए इस Ťाफ मŐ हमारे पास Ɨैितज अƗ पर ɘॉट िकया गया है और का टैन ʩुǿम ऊȰाŊधर अƗ पर ɘॉट िकया गया हैy y 
 इसिलए शूɊ के बराबर यह िबंदु है और मŐ है  शूɊ का ʩुǿम भी शूɊ हैy tan tan 
 इसिलए हमारे पास यह िबंदु तन ʩुǿम के Ťाफ पर है तो हम देखते हœ िक पाई बटा छह का आह तन एक जड़ तीन से अिधक है और
 इसिलए एक बटा मूल तीन का तन ʩुǿम 
पीआई बटा छह के बराबर होगा
 इसिलए  टैन एक बटा ŝट Ūी का ʩुǿमानुपाती होता है,
 इसिलए एक बटा ŝट Ūी है आह यहां कही ंऔर होना चािहए,
 इसिलए यह बराबर 1 बटा ŝट 3 है और टैन इनवसŊ फंƕन का मान और बराबर 1 बटा ŝट 3, के बराबर होगा  6 तक जो y y pi 
इस पूरी रŐज का एक ितहाई है जो यहां कही ंहोगा कही ंन कही ंऔर िफर िनिʮत ŝप से हम जानते हœ िक 4 बटा पाई का टैन 1 है s  
और चंूिक टैन ऑफ पाई के टैन बटा 4 बराबर 1 यह इस Ůकार है िक 1 का टैन ʩुǿम बटा 4 के बराबर होगाpi 
 इसिलए का टैन ʩुǿम  एक के िलए बटा चार होगाy pi pi 
 इसिलए बराबर एक यहाँ है और बटा चार यहाँ हैy pi 
 इसिलए हमारे पास यह िबंदु Ťाफ़ पर दाईं ओर है और इसी तरह हम अɊ िबंदुओ ंको भी ɘॉट कर सकते हœ
 इसिलए हमŐ जो कुछ िमलेगा वह कुछ है इस तरह से वŢ लेिकन ȯान दŐ  िक तन ʩुǿम का मान के ŝप मŐ होगा Ɛोिंक का मानy y 
अनंत तक जाता है Ɛोिंक यह बड़ा हो जाता है और 

के सकाराȏक मूʞो ंके िलए सकाराȏक पƗ पर टैन ʩुǿम का मान के ŝप मŐ जाता है  इİɈिनटी टैन ʩुǿम दो से y y y pi 
पर जाएगा, लेिकन कभी भी बटा दो के बराबर नही ंहोगा, यह अिभसरण होगा जैसा िक आप देख सकते हœ िक यह Ťाफ की pi ah 
ओर जा रहा है,
 इसिलए यह लंबवत अƗ के मान से संबंिधत रेखा है जो लंबवत पर मान है अƗ के बराबर बटा दोpi 
 इसिलए यह िबंदीदार वŢ कभी भी इससे आगे नही ंजाएगा ठोस लाल रेखा और इसी तरह ऋणाȏक पƗ पर भी इस तािलका a  h 
का उपयोग करके हम ऋणाȏक पƗ को के ऋणाȏक मानो ंके िलए वŢ बना सकते हœ और यहाँ तक िक जो वŢ िमलेगा वह कुछ y 
इस Ůकार है, यहाँ तक िक यहाँ हमारे पास यह रेखा है जो है जो टैन ʩुǿम से मेल खाती है जो ऊȰाŊधर अƗ पर माइनस बटा 2y pi 
से मेल खाती है और जैसे ही माइनस इनिफिनटी मŐ जाता है,y 
 इसिलए यिद हम इस िदशा मŐ जाते हœ तो Ɛा होता है िक Ťाफ जाएगा जैसा िक आप यहां से देख सकते हœ िक Ťाफ जाएगा माइनस 
पीआई बटा 2 के इस मान के करीब और करीब, लेिकन कभी भी इससे अिधक नही ंहोगा , वाˑव मŐ टैन ʩुǿम कभी भी माइनस y 
पीआई बटा 2 के बराबर नही ंहोगा।
 इसी तरह कोटŐजŐट फ़ंƕन के िलए भी िक हमारे यहां कोटŐजŐट फ़ंƕन है, कोटőƛ फ़ंƕन कुछ भी नही ंहै  1 ओवर टैन एƛ तो जो 
एक है या हम इसे कॉस एƛ ओवर पाप एƛ पाप एƛ के ŝप मŐ भी िलख सकते हœ,
 इसिलए कोटœजŐट एƛ एƛ के साइन के ऊपर कॉस एƛ के बराबर है और
 इसिलए आप जो देखŐगे वह यह है िक जब भी एƛ एक पूणाōक एक पूणाōक गुणक होता है  पाई का कभी भी की का एक x, x pi 
पूणाōक गुणज नही ंहोता है, 0 होता है और
 इसिलए के िलए का कोटŐगŐट, का पूणाōक गुणज होता है, अǅी तरह से पįरभािषत नही ंहोता है और यह इस Ťाफ से ˙ʼ है x x pi 
जहां हमने को Ɨैितज अƗ पर और के खाट पर ɘॉट िकया है।x x 
  ऊȰाŊधर अƗ हम देख सकते हœ िक पीआई के पूणाōक गुणको ंपर उदाहरण के िलए एƛ के बराबर शूɊ या एƛ के बराबर पीआई या 
दो पीआई हम देखते हœ िक Ťाफ या तो ɘस इİɈिनटी या माइनस इİɈिनटी मŐ जाता है,
 इसिलए यह अनबाउंड राइट हो जाता है और यही कारण है िक जब  खाट फ़ंƕन का डोमेन पįरभािषत िकया गया है, इसे इस तरह 
पįरभािषत िकया गया है तािक हम डोमेन के िलए इस सेट को छोड़कर सभी वाˑिवक मानो ंपर िवचार कर सकŐ  और यह सेट ठीक वही 
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है जो पीआई के सभी पूणाōक गुणको ंसे हमारा मतलब है,
 इसिलए यह तार का डोमेन सेट है फ़ंƕन और िनिʮत ŝप से सीमा सभी वाˑिवक संƥाओ ंका सेट होगी Ɛोिंक तार फ़ंƕन शूɊ से 
अनंत और ɘस अनंत के बीच सभी वाˑिवक मूʞो ंको ले जाएगा और िनिʮत ŝप से यह पीआई के साथ आविधक भी है
 इसिलए कोट एƛ एक आविधक कायŊ है आह  तो के खाट के बराबर है और का मतलब है िक यिद आप pi cot x, pi xi 
केवल उसी डोमेन पर िवचार करते हœ िजसे यहां पįरभािषत िकया 
गया है, तो जीवा फ़ंƕन के ʩुǿम को पįरभािषत करना मुİʭल होगा का कोई भी मान जो हम यहां लेते हœ, हम कहते हœ िक हम  y 
इसे लŐ तो यह के बराबर तीन बटा दो से मेल खाता है y y 
इसिलए के कई अलग-अलग मान होगें के कई अलग-अलग मान िजसके िलए का खाट इस मान तीन बटा 2 के बराबर होगा x x x 
और
 इसिलए कोई अिȪतीय नही ंहै औरx 
 इसिलए इस डोमेन के साथ खाट फ़ंƕन के ʩुǿम को साथŊक ŝप से पįरभािषत नही ंिकया जा सकता है और
 इसिलए हमŐ िफर से कॉडŊ फ़ंƕन के डोमेन को Ůितबंिधत करना होगा,
 इसिलए हम Ɛा करते हœ िक हम डोमेन को 0 से तक इस अंतराल तक सीिमत रखते हœ, pi 
इसिलए हम इस अंतराल को 0 से तक ले जाते हœ।pi 
  लेिकन हम िबंदु 0 और पीआई शािमल नही ंकर सकते हœ Ɛोिंक तार समारोह असीिमत है, यह इन दो अंत िबंदुओ ंपर अǅी तरह से 
पįरभािषत नही ंहै
 इसिलए हम 0 से पीआई के बीच खुले अंतराल लेते हœ और तार समारोह के डोमेन को इस खुले तक सीिमत करते हœ जबint erval 
हम इसे Ůितबंिधत करते हœ तो हम जो देखते हœ वह यह है िक इस खुले अंतराल 0 से पीआई तक सीिमत तार समारोह की वŢ अब मœ 
लाल ठोस लाल वŢ के साथ िचिũत कर रहा šं और अब यह देखना बŠत आसान है िक Ůितबंिधत करने के बाद भी  खाट फ़ंƕन का 
डोमेन खुले अंतराल 0 से पीआई तक जो हम देखते हœ वह यह है िक सीमा अभी भी शूɊ से अनंत से ɘस अनंत तक है,
 इसिलए डोमेन को इस से Ůितबंिधत करने के बाद भी कॉडŊ फ़ंƕन की सीमा अभी भी सभी वाˑिवक संƥाओ ंका सेट है।
 
खुला अंतराल 0 से तक और दूसरी बात यह भी देखना बŠत आसान है िक यहाँ ठोस वŢ एकरसता से घट रहा है औरpi 
 इसिलए यिद हम जीवा फलन के परास मŐ कोई लेते हœ तो यिद हम कोई लेते हœ तो हम यहाँ लेते हœ,y y ay 
 इसिलए हम इसे लŐ तो यह माइनस Ūी बटा टू हैy y ah 
 इसिलए यिद हम कोई लेते हœ तो एक अिȪतीय होगा जो यहां है जो कॉडŊ फ़ंƕन के इस Ůितबंिधत डोमेन मŐ होगा जैसे िक का y x x 
खाट इस के बराबर होगाy 
 इसिलए  यह सच होगा या का कोई भी मान जो आप लेते हœ और यह बŠत ˙ʼ भी है Ɛोिंक यह कॉडŊ फ़ंƕन एक िनरंतर कायŊf  y 
है, यह इस Ůितबंिधत डोमेन मŐ एक िनरंतर कायŊ है और इसके अितįरƅ यह एकरस ŝप से घट रहा है और
 इसिलए कॉडŊ फ़ंƕन को इस डोमेन तक सीिमत कर रहा है।
 हमŐ इसके ʩुǿम को साथŊक ŝप से पįरभािषत करने मŐ सƗम होना चािहए,
 इसिलए हम िफर से खाट ʩुǿम फ़ंƕन के िलए Ťाफ को ɘॉट करने का Ůयास करते हœ िजसका डोमेन सभी वाˑिवक संƥाओ ंका 
सेट होगा और सीमा अब कॉडŊ फ़ंƕन का Ůितबंिधत डोमेन होगा जो िक खुला अंतराल है शूɊ से पीआई के बीच अब हम जानते हœ िक 
आइए यहां से शुŝ करŐ  हम जानते हœ िक पाई बटा दो का खाट शूɊ के बराबर है और
 इसिलए शूɊ का खाट Ůितलोम पीआई बटा दो के बराबर होगा
 इसिलए का Ůितलोम शूɊ के बराबर है तो के बराबर  शूɊ यहाँ है, बटा दो के बराबर होगाy y pi 
 इसिलए बटा दो यहाँ हैpi 
 इसिलए हमŐ ʩुǿम के Ťाफ पर यह िबंदु िमलता है,cot y 
 इसिलए यहाँ Ťाफ़ मŐ हमारे पास Ɨैितज अƗ पर ɘॉट िकया गया है और सह  का Ůितलोम का Ůितलोम ऊȰाŊधर अƗ पर y y y 
ɘॉट िकया जाएगा इसी तरह हमारे पास तीन से अिधक की खाट है जो तीन के वगŊमूल पर एक के बराबर है औरpi 
 इसिलए तीन के वगŊमूल के एक के ऊपर का खाट Ůितलोम बटा तीन के बराबर होगाpi 
 इसिलए एक का खाट Ůितलोम  ओवर एह Ūी का वगŊमूल कही ंहोगा और पीआई ओवर Ūी कही ंहै तो यह कही ंहोगा और िफर जैसा िक 
हम इस िबंदु को यहां Ůाɑ करŐ गे ,
 इसिलए यह दो से अिधक पाई थी यह तीन से अिधक पाई के बराबर है और  िफर जैसे-जैसे हम को और अिधक सकाराȏक मूʞो ंy 
तक बढ़ाते हœ,
 इसिलए हम इस िदशा मŐ यहां जा रहे हœ 
, उदाहरण के िलए , के वगŊमूल का खाट Ůितलोम 6 से होगा,ah 3 pi 
 इसिलए जैसे-जैसे हम बढ़ाते हœ, हम देखŐगे िक खाट Ůितलोम है घटेगा और शूɊ की ओर जाएगाy 
 इसिलए खाट उलटा तो यहाँ से हम जो देखते हœ वह यह है िक तीन के वगŊमूल का खाट Ůितलोम बटा छह हैpi 
 इसिलए तीन का वगŊमूल यहाँ कही ंहोगा और बटा 6 कही ंहै तो यह यह है पीआई  6.pi pi  

 इसिलए हम इस िबंदु को वŢ पर Ůाɑ करते हœ,
 इसिलए अिनवायŊ ŝप से हमारे पास जो कुछ भी है वह हमने ɘॉट िकया है और यह इस तरह जाएगा लेिकन मान जैसे िक अनंत y 
खाट मŐ जाता है ʩुǿम शूɊ की ओर जाएगा लेिकन यह कभी नही ंहोगा  शूɊ के बराबर हो और िफर के नकाराȏक मूʞो ंके y y 
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िलए हम देखŐगे िक एक समान Ůकार का वŢ होगा और िजसे हम खाट के नकाराȏक मूʞो ंको देखकर खीचंा जा सकता है, x 
उदाहरण के िलए यहां से हम Ɛा करŐ गे  देखŐ िक आह खाट माइनस 1 का Ůितलोम उदाहरण के िलए तीन पीआई बटा चार के बराबर 
होगा
 इसिलए माइनस एक यहां खȏ हो गया है और Ūी पीआई बटा फोर होगा तो यह छह यूिनट है
 इसिलए तीन पीआई बटा चार साढ़े चार यूिनट सही होगा तो यह कही ंऔर कही ंहोगा तो यह बराबर शूɊ से एक है और यह मान y 
यहां तीन पीआई चार से अिधक है और िफर आह आगे के िलए और भी अिधक नकाराȏक मूʞो ंके िलए जो हम देखŐगे वह यह है िक 
खाट उलटा का मूʞ  फ़ंƕन की ओर जाएगाpi 
 इसिलए अब हम अंदर जा रहे हœ  इस िदशा के ŝप मŐ हम मूʞ बनाते हœ तो यह इस कॉलम मŐ का मान है Ɛोिंक अिधक से y y 
अिधक नकाराȏक हो जाता है
 इसिलए शूɊ से एक से घटाकर तीन का वगŊमूल अिधक नकाराȏक हो जाता है, यह जा रहा है  पाई की ओर तो हमारे पास Ɛा y x 
होगा तो यह आह है
 इसिलए यह पीआई है
 इसिलए यह वŢ िबंदीदार वŢ कुछ इस तरह से जाएगा,
 इसिलए हमारे पास अंत मŐ के खाट के िलए लाल िबंदीदार वŢ है तािक अिधक से अिधक नकाराȏक खाट उलटा हो जाए  y y y pi
की ओर Ůवृȅ होगा लेिकन हमेशा से कम होगा वाˑव मŐ यह कभी भी के बराबर नही ंहोगा अगला फ़ंƕन pi pi ah cosecant

हैfunction 
 इसिलए का है जैसा िक हम जानते हœ िक की 1 के ŝप मŐ पįरभािषत िकया गया है x cosecant function x oversine 
और यह भी है  एक आवतŊ फलन िũकोणिमतीय फलन है और Ɛोिंक यह की Ǜा से 1 अिधक है, इसे अथŊपूणŊ ŝप से पįरभािषत नही ंx 
िकया जाएगा जब भी शूɊ के बराबर होता है,sin x 
 इसिलए जब भी के का एक पूणाōक गुणज होता है, अथŊपूणŊ ŝप से पįरभािषत नही ंहोता है औरx , x pi cosecant 
 इसिलए का डोमेन कोसेकŐ ट फ़ंƕन पीआई के पूणाōक गुणको ंको छोड़कर सभी वाˑिवक संƥाओ ंका सेट है,
 इसिलए यह कोसेकŐ ट एƛ का डोमेन है और जो सीमा हम देखते हœ वह यह है िक Ɛोिंक कोसेकŐ ट एƛ साइन एƛ पर 1 है और 
साइन एƛ की सीमा सभी है माइनस 1 और ɘस 1 के बीच का मान Ɛा होगा िक साइन एƛ के ऊपर 1 अंतराल माइनस 1 से ɘस 1 
तक के सभी मानो ंको ले जाएगा और यह इस Ťाफ से बŠत ˙ʼ है जहां हमारे पास Ɨैितज अƗ पर है और हमारे पास है  ऊȰाŊधर x 
अƗ पर का कोसेकŐ ट जैसा िक हम देख सकते हœ िक नीला िबंदीदार वŢ माइनस वन और ɘस वन के बीच कभी भी कोई मान नही ंx 
लेगा और ऐसा
 इसिलए है Ɛोिंक यह साइन एƛ के ऊपर एक है और पाप एƛ माइनस वन और ɘस के बीच मान लेता है  एक और
 इसिलए कोसेकŐ ट फ़ंƕन की सीमा इस ŵेणी को छोड़कर सभी वाˑिवक संƥाओ ंका समूह है, 
शूɊ से 1 से ɘस 1 तक और
 इसिलए अब Ɛोिंक यह अभी भी आविधक है Ɛोिंक हम देख सकते हœ िक यह अभी भी एक आविधक कायŊ है कोसेकŐ ट एƛ एक 
आविधक कायŊ है  एƛ अगर हमारे पास है  ई इसे डोमेन के ŝप मŐ हम अभी भी कोसेकŐ ट फ़ंƕन के ʩुǿम को साथŊक ŝप से 
पįरभािषत नही ंकर सकते हœ और
 इसिलए हमŐ कोसेकŐ ट फ़ंƕन के डोमेन को Ůितबंिधत करने की आवʴकता है जैसा िक हमने अɊ िपछले िũकोणिमतीय कायŘ के िलए
िकया है,
 इसिलए इस मामले मŐ एक संभािवत िवकʙ यह है िक हम िवचार करŐ   इंटरवल माइनस पीआई बटा 2 से ɘस पाई बटा 2 पॉइंट 0 को 
छोड़कर ।

 इसिलए हम कोसेकŐ ट फंƕन के डोमेन को बंद इंटरवल माइनस पीआई बाय टू ɘस ɘस पाई बाय टू तक सीिमत करने जा रहे हœ, 
लेिकन पॉइंट जीरो को छोड़कर Ɛोिंक के बराबर है का शूɊ कोसेकŐ ट अथŊपूणŊ ŝप से पįरभािषत नही ंहै Ɛोिंक यह अब तक x x 
असंबȠ हो जाता है,
 इसिलए अब तक इस सेट या वाˑिवक रेखा के इस उपसमुǄय के िलए कोसेकŐ ट फ़ंƕन को Ůितबंिधत करके Ůितबंिधत कोसेकŐ ट 
फ़ंƕन का Ťाफ़ Ůितबंिधत कोसेकŐ ट फ़ंƕन का Ťाफ कुछ इस तरह िदखाई देगा मœ इसे यहां ठोस लाल वŢ के साथ खीचं रहा šं I  
और जैसा िक हम देख सकते हœ िक कोसेकŐ ट फ़ंƕन के डोमेन को इस अंतराल तक सीिमत करके भी हम देखते हœ िक सभी r 
Ůितबंिधत कोसेकŐ ट फ़ंƕन की आयु अभी भी वही है जो शूɊ से एक से ɘस वन को छोड़कर सभी वाˑिवक मान है Ɛोिंक यह िकसी 
भी तरह से शूɊ से एक से अिधक के बीच मेरा कोई मूʞ नही ंले सकता है, लेिकन मूʞो ंकी इस सीमा के अलावा यह अɊ सभी 
संभािवत मूʞो ंको लेता है Ɛोिंक माइनस पाई बाय 2 और 0 के बीच के अंतराल के िलए अगर हम यहां से शुŝ करते हœ तो यहां पर यह 
वैʞू माइनस वन है और अगर हम इस तरह जाते हœ तो हम देखते हœ िक कवŊ िनरंतर है और माइनस एक से शुŝ हो रहा है।
  यह माइनस इनिफिनटी तक सभी तरह से जाता है और इसी तरह अगर हम यहां से शुŝ करते हœ तो यह मान ɘस वन है और अगर 
हम इस तरह जाते हœ तो वŢ िफर से िनरंतर होता है और यह मान से एक से अनंत तक जाता है
 इसिलए हमारे पास मूʞ हœ  एक से अनंत तक और िफर माइनस 1 से माइनस इनिफिनटी तक, जो मूल ŝप से एक ही रŐज है,
 इसिलए डोमेन को वाˑिवक रेखा के इस सबसेट तक सीिमत करके भी 
कोसेकŐ ट फ़ंƕन की सीमा अभी भी समान है  वही है और इसके अितįरƅ आह हम यह भी देखते हœ िक यिद हम कोई लेते हœ तो y 
आइए हम इस ŵेणी सेट मŐ कोई लेते हœ तो हम कहते हœ िक हम के इस िवशेष मान को यहां लेते हœ,y y 
 इसिलए का यह मान दो िबंदु पांच से मेल खाता है तो यह है तो यह दो दशमलव पांच के बराबर हैy ah y 
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 इसिलए इस के िलए हम जो देखते हœ वह यह है िक का िबʋुल एक अनूठा मान है जो यहां इस Ůकार है िक इस का ah x x 
कोसेकŐ ट यह मान 2.
5 के बराबर है और िनिʮत ŝप से यह  मान Ůितबंिधत डोमेन मŐ िनिहत है यिद हमने डोमेन को Ůितबंिधत नही ंिकया होता तो कई अɊ 
मान होते, उदाहरण के िलए का यह मान या उदाहरण के िलए का यह मान या का यह मानx x x 
 इसिलए असीम ŝप से कई अɊ मान होते  का ऐसा है िक का कोसेकŐ ट 2.x x x 
5 होगा और
 इसिलए कोई अिȪतीय मान नही ंहै, लेिकन जब हम डोमेन को इस अंतराल तक सीिमत करते हœ तो हम देखते हœ िक इस ŵेणी मŐ के y 
िकसी भी मान के िलए हमेशा एक अिȪतीय होगा  रे Ōː ीक मŐ एक अिȪतीय टेड डोमेन ऐसा है िक उस का कोसेकŐ ट के मान x x x y 
के बराबर होगा और
 इसिलए िफर से इस Ůितबंध को करने से हमŐ कोसेकŐ ट फ़ंƕन के ʩुǿम को साथŊक ŝप से पįरभािषत करने मŐ सƗम होना चािहए 
जो मेरे पास इस ˠाइड मŐ इसे यहां ɘॉट करने का Ůयास करŐ गे और  यह ठीक उसी तरह िकया जा सकता है जैसा हम अɊ कायŘ के 
िलए दूसरे के िलए कर रहे हœ और मœ इसे जʗी से आपको िदखाऊंगा िक यह कैसा िदखता है
 इसिलए यह िफर से ऐसा िदखता है तािलका का उपयोग करके हम सािजश कर सकते हœ तािक हमारे पास Ɛा हो  Ɛा हमारे पास 
Ɨैितज अƗ पर है और ऊȰाŊधर अƗ पर का कोसेकŐ ट ʩुǿम है, कोसेकŐ ट ʩुǿम फ़ंƕन का डोमेन कोसेकŐ ट फ़ंƕन की सीमाy y 
होगी,
 इसिलए कोसेकŐ ट ʩुǿम फ़ंƕन का डोमेन अंतराल माइनस एक को छोड़कर सभी वाˑिवक संƥाएं हœ से ɘस वन और कोसेकŐ ट 
ʩुǿम फ़ंƕन की सीमा कोसेकŐ ट फ़ंƕन का संशोिधत या Ůितबंिधत डोमेन होगा िजसे हमने िपछली ˠाइड पर देखा था जो िक बंद 
अंतराल माइनस पीआई टू टू टू िबंदु शूɊ को छोड़कर दो से अिधक पाई और िफर मूʞो ंकी इस तािलका का उपयोग करके हम यहां 
लाल वŢ के माȯम से यहां हœ और यहां कोसेकŐ ट उलटा फ़ंƕन का Ťाफ है और जैसा िक हम देख सकते हœ िक जैसे अिधक से y 
अिधक सकाराȏक हो जाता है मान  कोसेकŐ ट ʩुǿम 
शूɊ के इस मान की ओर जाएगा,
 इसिलए यहां यह वŢ लाल वŢ हमेशा सकाराȏक पƗ पर Ɨैितज अƗ से ऊपर होगा और के नकाराȏक मानो ंके िलए लाल वŢ y 
हमेशा Ɨैितज अƗ के नीचे होगा,
 इसिलए मेरा मतलब है  वŢ और इसी तरह सेकŐ ट फ़ंƕन मŐ एक समान सम˟ा होगी और सेकŐ ट फ़ंƕन के िलए भी हमŐ दूसरे 
िũकोणिमतीय कायŘ की तरह अथŊपूणŊ ŝप से सेकŐ ट फ़ंƕन के ʩुǿम को पįरभािषत करने की आवʴकता है, हमŐ इसके डोमेन को भी
Ůितबंिधत करना होगा Ɛोिंक का बराबर है  का एक ओवर कॉस और हम जानते हœ िक का शूɊ होता x ah secant x x cos 
है जब भी बटा दो का एक िवषम गुणज होता है,x , pi 
 इसिलए फ़ंƕन के डोमेन सेट को सभी सेट के ŝप मŐ पįरभािषत िकया जाता है सभी वाˑिवक संƥाएँ , के secant o f pi 
िवषम गुणको ंको छोड़कर दो से दो Ɛोिंक के िवषम गुणको ंपर के दो सेकंड अǅी तरह से पįरभािषत नही ंहœ जैसा िक इस pi x 
Ťाफ से भी देखा जा सकता है जहाँ हमारे पास Ɨैितज अƗ पर और ऊȰाŊधर अƗ पर का छेदक है।x x 
 और जो हम देखते हœ वह िफर से सेकŐ ट फ़ंƕन भी आविधक है और जैसा िक हम देख सकते हœ िक रŐज यह है िक Ɛोिंक एƛ का 
सेकŐ ट एक ओवर कॉस एƛ है और कॉस एƛ माइनस वन और ɘस वन के बीच है तो Ɛा होता है िक सेकŐ ड की सीमा फ़ंƕन संपूणŊ 
वाˑिवक रेखा है जो िक माइनस वन और ɘस वन के बीच के अंतराल को छोड़कर यहां संपूणŊ ऊȰाŊधर अƗ है,
 इसिलए यह सीमा है और अɊ िũकोणिमतीय कायŘ की तरह ही हमŐ िफर से वही सम˟ा है Ɛोिंक सेकŐ डरी फ़ंƕन इस डोमेन के साथ 
आविधक है इसके साथ एक डोमेन के ŝप मŐ हम ʩुǿम को साथŊक ŝप से पįरभािषत नही ंकर सकते हœ और
 इसिलए हमŐ सेकŐ ट फ़ंƕन के डोमेन को भी Ůितबंिधत करने की आवʴकता है,
 इसिलए हम जो करते हœ वह यह है िक हम डोमेन को 0 और पीआई के बीच Ůितबंिधत करते हœ 
इसिलए हम लेते हœ  Ůितबंिधत डोमेन शूɊ से पीआई के बीच बंद अंतराल होने के िलए, लेिकन जैसा िक हम देख सकते हœ िक हमारे r 
पास िबंदु बराबर बटा दो नही ंहोना चािहए और इसका कारण यह है िक के बराबर के दो सेकंड के बराबर है  ठीक x pi x pi x 
से पįरभािषत नही ंहै,
 इसिलए संशोिधत डोमेन 0 से पीआई अंतराल होगा, िबंदु पीआई को 2 से छोड़कर और सेकŐ ड फ़ंƕन का Ťाफ तब होगा जो मœ लाल 
वŢ के साथ िचिũत कर रहा šं,
 इसिलए यह सेकŐ ड फ़ंƕन का Ťाफ होगा जब  डोमेन इस अंतराल तक 2 से पर Ůितबंिधत है और जैसा िक हम देख सकते हœ x pi 
िक डोमेन के इस Ůितबंध के बाद भी पूरी रŐज अभी भी वही है, यह अभी भी सभी वाˑिवक मान है , अंतराल माइनस 1 से ɘस 1 को 
छोड़कर,
 इसिलए सभी मान हœ माइनस 1 से ɘस 1 को छोड़कर और हम जो देखते हœ वह यह है िक यिद हम का कोई मान लेते हœ तो हम y 
हमेशा ऐसा कर सकते हœ यिद हम का कोई मान लेते हœ तो का एक अिȪतीय मान होगा जैसे िक का सेकŐ ड बराबर है  और y x x y x
का वह मान इस अंतराल मŐ होगा और
 इसिलए  इस Ůितबंध से हम अथŊपूणŊ ŝप से सेकŐ ट फ़ंƕन के ʩुǿम को पįरभािषत कर सकते हœ िजसे मœ यहां पįरभािषत कर रहा šं,
 इसिलए इस Ťाफ पर हमारे पास Ɨैितज अƗ पर है और लंबवत अƗ पर सेकŐ ट ʩुǿम ɘॉट िकया गया है और जैसा िक हम देख y 
सकते हœ िक हम िफर से जा रहे हœ बनाम के िलए तािलका मानो ंका उपयोग करŐ  , उलटा फ़ंƕन इस से x secant x secant 
पįरभािषत िकया गया है िक यह डोमेन होगा जो मूल ŝप से फ़ंƕन की ŵेणी है और उलटा फ़ंƕन की सीमा secant secant 

का Ůितबंिधत डोमेन होगा फ़ंƕन जो 0 से है , िबंदु बटा 2 को छोड़कर।secant pi pi 
 यह वही है जो हमŐ इस ʩाƥान मŐ िमलता है हमने शुŝ मŐ िũकोणिमतीय कायŘ के ʩुǿम को पįरभािषत करने का Ůयास िकया था, 
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लेिकन हम तुरंत एक सम˟ा मŐ पड़ गए Ɛोिंक िũकोणिमतीय कायŊ आह हœ  उनमŐ से अिधकांश आविधक हœ और
 इसिलए उनके डोमेन की सामाɊ पįरभाषा के साथ उनके ʩुǿम को साथŊक ŝप से पįरभािषत करना मुİʭल है 
और िफर हम Ɛा देखते हœ  डɲू यह था िक यिद हम इन कायŘ के डोमेन को सीिमत करते हœ तो हम उनके ʩुǿम को साथŊक ŝप से 
पįरभािषत कर सकते हœ,
 इसिलए अगली कƗा मŐ हम इन सभी को पįरभािषत करने और इन 6 ʩुǿम िũकोणिमतीय कायŘ के बीच बŠत सारी पहचान और 
संबंधो ंको पįरभािषत करने का Ůयास करŐ गे िजɎŐ हमने आज की कƗा मŐ पįरभािषत िकया है।
  आपको धɊवाद 
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