
 హࡹ మ࠾ࡍ పޔࠫࡍల߯ ߕలठవ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం ڒబܽद గత ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ అనంత࠳న 
పޔࠫࡍల ࡍڷంۨ చࡍऐ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ త࢐ࡏత ࠭࠲ 
ఫంࣾనऱ ޑ࠴फ కएࡅ లޔࠫࡍంۨ ప߅సంబం ړߖ ऒߖڜ   లࣾހలߘ ప࡯ࢣࡍంۧ࠭ మ࠾ࡍ త࢐ࡏత ࠭࠲ 
ఫంࣾనऱ ఉతओ .ంۧ࠭ࠚరంߦऴ ޜफޒ
म޳ࣄ ఈ ࠭࠲ ڴࡍࣃࡍబܽद ۨవڒ ߘޑڷࣃనڜ ޜߖ޳ ߘߝ  ంతంࡅ ࡹకए కएࡅ   పޒࠫࡍ అనంతం x f a 
మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ   పޒࠫࡍ అޙ࠼ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  అߖ అڕߘం޳ం, అߩओ ఉతओ ݡ  x g l l ߤफ ఫంࣾޒ
కएࡅ  పࡏࣃ ޒࠫࡍऱ ఇږߘࣃ  ޴లంڴ ఉం݄ అనంړߖޑ సࠪనం మ࠾ࡍ ऴపږޒలంڴ ఉం݄ fx gx l l 
ఇ޴ ऴపږޒల అనంతం ڒబܽद ࢑ ࢟ܽ܊ߦ ߘߝషయంࣃۯ ࢓܌ࡏ ߖߖ޵ ࡹफ  l ߘ
ओߩఅ ,ݟంڝߘఅ ߖఅ ࢟ܽ܊ߦ బܽदڒ झ࡯ంۧߧ۫ మనం ݡ న޴ ఏࠫటం݄, l 
ऒߕࣆ  కం݄ ߭దभڴ޴ ఇ࢐छ  m.࡯
 మనం 
द࡮ݥ द࡮ݥ న࣒࠳ అం݄ ࡯ߕھߘక ߖ ࢟ܽ܊ߦ   కం݄ తڕए వ ఉం݄ అࡏࣃ ޴ऱ కం݄ mod x x fx gx m 
ఎڕए వ అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ࠭ంڴ޶ మనࣄ࡯ޘ ڕన޴ ఏࠫటం݄ ࡅకए  పޔࢂࢗ ړ ޒࠫࡍం޴ xx g a l
छ޳ వడంڝࣆޓ సࠪనం ړ ओߦۮ ڴసࠪనం ޜ ࡽబܽद ఎڒ ޴ఉంܿం ڴ ࢟ܽ܊ߦ ࠾ࡍమ ࡌ లం݄ ఎޜ ࡽ l 
సࠪనంڴ ఎߧझ छ޳ వడంڝࣆޓ ߤ࡮  ,޴ఉంܿం ڴ ࢟ܽ܊ߦ ݞږ ޴అ ࡌ
द࡮ݥ వछߖऴ࢐య ߖ ࢟ܽ܊ߦ   ంݟ, అం݄ ࠳న࣒ ࡮ݥद   కం݄ తڕए వ  కం݄ ఎڕए వ ఇ࠳ ޴న࣒ ऴ1ߖڴ mod x 1 0 x 
झߧఎ ࡽఎ ࡹవࡱ࢑ రपߪసం ޴फంࣆۨࣇ एڕకం݄ త ߤ࡮ వڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఎࡓ ޜ ࡽంޜݡ సࠪనం, అం݄ l 

కएࡅ  g x 
కం݄ ࡓంݡ ऴڴ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴, ఈ సందరग ంࡓ ࡹంݡ మ޳ ݡ࠮ ࠾ࡍछ  l x l l ݡంࡓ ࡌ

మధङ  ఉంܿం޴, అޙ࠼ మనڕ ఈ ऴڴ ࠪऴత࠲ అవసరం.x 
కएࡅ కएࡅ   పޒࠫࡍ అనంړߖޑ సࠪనం కߘక ࡮ݥद द࡮ݥ న࣒࠳ బܽदڒ ޴ఉం ࢟ܽ܊ߦ 2     x f mod x 

एڕకం݄ త ݡంࡓ వ ఉం݄ ࡅకए  అ޴ߝ x f 
నऒڕࣆޓ ࡏࠬ  ధߕతघ క సంఖङ  ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం޴.m 
द࡮ݥ    కߖషदం࡮ݥ ڴद  ఒకܽ మ࡮ݥ ࠾ࡍद  ,ޙ࠼సࠪనం అ ڕݡంࡓ 

द࡮ݥ న࣒࠳  కం݄ తڕए వ మ0 ࠾ࡍ కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ , ఇࡅ ޴కए  mod x x fx g.޴फంࣆۨࣇ ߖऱ అࡏࣃ 
కం݄ ఒక ࡓంړܽݟ కం݄ ఎڕए వ మ࠾ࡍ మనڒ ڕవలࣄన޴ ఇ޴ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद  m l t  m 

మనం ఒక ࡓ ऱܿ ࡓ ړ ߖంڴݡ ఎం۪ڕంܼ࠭ అం݄ ఒకܽ ޳छ m l ڴసࠪనం ړ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ࡌ m m l m 
ఉం࡯ݞ 
छ޳ ऱࡏࣃ ం݄ ఒకڕఎం۪ ߖఅ ݡంࡓ ݟంߘ ఒకܽ ߘߝ బܽदڒ m m by l m l m ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ݡంࡓ  ࡌ
ఇ޴ 

द࡮ݥ న࣒࠳  కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ ओߩ డ࡮ऱ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿందߖ ఇޔࠋۮ ޴ం޴ mod x a fxdx m 
కएࡅ బܽदڒ  పޒࠫࡍ fxgx 
అనంړߖޑ సࠪనం అ࢑ ޻ధంڴ మనం ߕࣆऒ  కం݄ తڕए వ అߧࡐߖ ߖంచవ۪ऐ ऒߖڴ࠙ ఆ ߘߝ బܽदڒ   l 
भ޳ట࢘޳ ం  ߕࣆऒ ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ ݟడం۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  బܽद lڒ ޴న࠳
ऴపࢢऒ ంచంߕࣆ ݟऒ ऒߕࣆ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  బܽद lڒ ޳ڒ ޴ࡔ࢘ ޴అనంతࠪ అ ޴అ ޒࠫࡍన ప࠳సࠪన ړ
మనం ࠴దట ఉ޳హరణڴ ప޳࡯ࢣࡍभ ం సࠪనం అڕࣆޓ ߖం޳ం 1 ޳छ  సࠪనం fx x x ړరऴసం 0ޔచ ࡌ
కएࡅ ࠾ࡍమ ޶ڒ  అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ అۮ ߖపओ బܽद ఇకएڒ సࠪనం ړߖݞ డ 0 వదभ ࡅకए కएࡅ   x g x f f 
ప0 ޒࠫࡍ వదभ ࡅకए  అనంత పࡅ ޒࠫࡍకए  అనంతం పޒࠫࡍ మనం మ࣋ށڷ ߖ ࠾ࡍफ ݞږ x x fx gx
ऒߕࣆ ऒߖసࠪనం అ ړ ంܽړ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ߕࣆऒ  x fxgx ޒࠫࡍబܽद పڒ ޶ڒ సࠪనం ړ

బܽद ఇకएڒ ࣆښ ߖసࠪనం  అత ړߖ޳ఒక ࡹ డ మనం ࡅకए  పࡅ ޒࠫࡍకए  అనంత࠳న పޒࠫࡍ t fx gx 
ऒߕࣆ  మ࠾ࡍ ఉతओ కएࡅ फޒ  పޒࠫࡍ ఇߩओ फࣃ۫ ߘహరణ޳ఒక ఉ ݡ ࠭ మ࠾ࡍ మనం ߖ޵ऒ  ࣋ए छ ࡛ x 
छ޳ ऐࡍࠪ ࡌ నటऱޙ࠼ ఇߩओ కएࡅ ݡ  ࠪరऐ డం ޳छ వछߖऴ࢐య ࡌ ంݟ x g 
ఏࣄ ߕ޼बర࠳న సమ࠻ల చޔరऴࡅ ړߖࣃకए ओߩऱ అࡏࣃ  మనం x x fx g x c ߖసࠪనం అ ړ సంڝ ݡ
फࣃ۫ ऒߕࣆ ࠭ కएࡅ ऱࡏࣃ బܽदڒ ޶ڒ సࠪనం ړ  పࣄ ޒࠫࡍबర࠳న ړ సࠪనం ڒబܽद మనం x fx gx c
ఉతओ నऒޔࢂࢗ ࡏసం ఒకڝ फޒ టऱޙ࠼ అࣃ۫ ޴फ ࠭ అనంړߖޑ మ࠾ࡍ మࡖకܽ ߕࣆऒ  , ޴ంޔࢂࢗ ړ
పߖޒࠫࡍ మనڒ ڕవలࣄన ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ రऐࠪ ڴ వ۪ऐ  ޾ࡶ ࠵యగలۯ ڴమనం అనంతం ߖߖ޳ ,
भ޳۫ ం, ߖߖ޳ మనం త޶పࡍ ఉ޳హరణڴ ࠪరऐ గలࠪ, మనం మࢁऱ ߖ ఒకړߖ޳ సࠪనంڕࣆޓ ڴంܼ࠭ fx

చޔరऴసం మࡅ ࠾ࡍకए బܽद ఇకएڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ޜ  డ మࢁऱ ࡅకए కएࡅ   పޒࠫࡍ x x g x x f x 
కएࡅ కएࡅ   అనంత పߕࣆ ޒࠫࡍऒ  అࡏࣃ ޙ࠼ऱ ߕࣆऒ छ޳ సంڝ ޶ڒ సࠪనం ړ  g fx dx x x ࡌ
ఒకړߖ޳ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ ఆ߯ మనం ࣃ۫ ߖߖ޳फ కएࡅ ऱࡏࣃ బܽद మనంڒ ࠭  ఎడమ ޒۯ fx gx 
పړࡵ ߖޒࠫࡍए ంۨనటऱޙ࠼ ఇ޴ ऴపږޒల అనంతం మړޒۯ ݟڕ ࠾ࡍ సࠪనం పږߘࣃ ޒࠫࡍల అనంతం 
బܽद ఈ సందరगڒ ంࡹ ఎడమ ޒۯ పࡱޔࠫࡍ మޒۯ ݟڕ ࠾ࡍ పࡱޔࠫࡍ సࠪనంڴ ఉండ࢓ మ࠾ࡍ అ࢑ 
అనంతం ࠳ ޳ࡶన࣒ అనంతం అږ ߘߝ ߖङ ࠗ అۮ ߖపओ న ࣋ए࠳సࠪన ړߖݞ छ x x gx ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࡛
పࡏࣃ ޒࠫࡍऱ అ޴ߝ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ङږ ఒకܽ ࡌ బܽद ఉతओڒ ࠗ  fx gxfx x gx x x 0 ޒࠫࡍఈ ప ࠾ࡍफ మޒ
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వ۪ऐڒ 0 ޴అ 0 ޒࠫࡍల ప࠻బܽद అనంత సమڒ  ఇ޴ అనంతం ڒవ۪ऐ  ఇ࠳ ޴న࣒ అనంతం ڒవ۪ऐ  ఇ޴ 
ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ వ۪ऐڒ  ऐࢢߖऱ అࢁమ  ޴బܽद ఇڒ  త ࡐపం ࠭ڵంߩ అనంతం ࡏࣃऱ 0 ݞږ మ࠾ࡍ అࡍߖ भషद 
 ޒࠫࡍప ࠾ࡍపం మࡐ
సమసङ ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ పߕࣆ ߖޒࠫࡍऒ ऒߖݞऴ࢐య ڴసࠪనం ړ  తߩओ  ,޶డږయۯ 
ఎం޶కం݄ ఒక ఫంࣾࡅ ߤకए  పߕࣆ ڕࠬ ޒࠫࡍऒ  ࠪऴత࠲.
  ఇతర పޒࠫࡍ పࠫࡍత࠳న޳ڒ ޳ అ޴ߝ మࡖక ࢑షయం ఏࠫటం݄ , మࡓ ࠾ࡍంݟంܽ పޒࠫࡍ fx gx 
అనంతం అࡅ ,  ޙ࠼కए కएࡅ   పޒࠫࡍ అనంతం మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ   పޒࠫࡍ అޙ࠼, ఉతओ  फx f x gޒ
కएࡅ  పޒࠫࡍ ఏࠫ݇ మనం ۮపओ గలం.
  అࡱऱ  అనంతం అߩओ ఉతओ ݡ  फ oޒ
కएࡅ  పޒࠫࡍ అనంతం మ࠾ࡍ మࡖకܽ పࡹޒࠫࡍ ఒకܽ అనంతం మ࠾ࡍ మࡖకܽ ऴపږޒల అనంతం 
అࡅ ޙ࠼కए  పޒࠫࡍ అనంతం మࡅ ࠾ࡍకए  పޒࠫࡍ ऴపږޒల అనంతం అࡏࣃ ޙ࠼ऱ f x g fx gx 
పޒࠫࡍ ऴపږޒల అనంతం మࡓ ࡏࠬ ࠾ࡍంݡ పޔࠫࡍల࢟ܽڻߜ ߘ ఇߖऔ ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ڴܾߖ , ఆ߯ మࢁऱ 
ఉతओ  फޒ
అږߘࣃ ޴ߝల అనంړߖޑ సࠪన࠳న పߖޒࠫࡍ కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ࡓంݡ ऴపږޒల సంఖङ ల 
ఉతओ ల సంఖङږߘࣃ फޒ ంచవ۪ऐߧࡐߖ ంۨڵࡆऱ ఉపࢁమ ߘల࠻࢑ష ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߘ  ࣒ڻऴࡍ 
సओ ڴరణంڒఅ అ࢑ ޙ࠼అ ߤషߖ߸ݥ షदంڴ ఉం࡯ݞ, ఎం޶కం݄ ࠬڕ మࡓ ࠾ࡍంݢ ߭దभ ధߕతघ క fx gx 
సంఖङ  అࡹ ,ޙ࠼ ఒకܽ ߭దभ ధߕతघ క సంఖङ  అޙ࠼ మࡖకܽ ߭దभ ऴపږޒల సంఖङ  అޙ࠼ ఉతओ ऱ fxࢁफ మޒ
߭దभ ږߘࣃల సంఖङ .࡯ݞఉం ڴ
  ߭దभ ऴపږޒల సంఖङ  మࡓ ࠾ࡍంݢ ߭దभ ऴపږޒల సంఖङ ఉతओ ,ޙࡷ ల సంఖङږߘࣃ फ ߭దभޒ  అޔ࢓ం޴ 
म޳ࣄ బܽद ఈڒ ంతం ޔࠋۮనऒ దంޑ  సమసङ  ఏࠫటం݄, ࠬڕ ఒకܽ ߭దभ ࢟ܽ܊ߦ ۃߜ సంఖङ  అޙ࠼ మࡖకܽ 
ۨనऒ ల సంఖङږߘࣃ   అޙ࠼ ఆ ఉతओ తघߕफ ߭దभ ధޒ క సంڣङ నऒۨ ޳ࡶ  ङڣల సంږߘࣃ   ࡔ࢘ ޴అ ޳ࡶ 
పओۮ ࠭࠲ ߖఅ ޳ఉంܿం ڴबరంࣄ  भ޳బܽद సంऴగࣕڒ ࠭ࡶ ం.
फࣃऴ࢐ ߘల ࠹ర߷ ޒࠫࡍప ࠭࠲   ڴबరంࣄ ంతڜ కܽࡖఅనంతం మ ޒࠫࡍఅనంతం ఉం݄ ఒక ప ڕబܽद మనڒ ࠭
ఉంܿం޴, ఇ޴ ఎలऱߩओ  ,޴ంకం ఉంܿంࡌबࣄ ߕ޼ఏ ࠾ࡍన࣒ అనంతం మ࠳ ڕసࠪనం, మన ړߖޑఅనం ݢ
అ࠳ ޴న࣒ అనంړߖޑ సࠪనం, ఇښ ࢑వలం సం܉थ ࠪనం అߦۮ ߖओ కएࡅ ߤఒక ఫంࣾ ࡯  పޒࠫࡍ అనంతం 
అޙ࠼ మࡖకܽ ࣄबరం అޙ࠼ ఈ ࠴తफం అనంతం అ࢑ ޻ధంڴ ఒక ఫంࣾࡅ ߤకए  పޒࠫࡍ ऴపږޒల c 
అనంతం మࡖక ఫంࣾࡅ ߤకए  పࣄ ޒࠫࡍबరంڴ ఉంܿం޴, అߩओ ల అనంతం అనంతం పऱ࣒ږޒऴప ޒࠫࡍప ݡ  
అనంతం అ࠼ ఉం࡯ݞ, ఇ޴ 
అనంతం ࠳న࣒ అనంߖޑऒ  ఇࣆफం޴ అߩओ औߖన࣒ ఇ࠳ ݡ औߖన࣒ ఇ࠳ ڕࠬ ܾߖ  ڕߕ ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ߖܾߖ
ఇߖऔ झ࠹݅ ܾߖ  ఇߖऔ औߖఇ ޴ఉం݄ ఇ ܾߖ औߖఇ ܾߖ झ࠹݅ ܾߖ औߖన࣒ ఇ࠳  औߖన࣒ ఇ࠳ సࠪనం ړܾߖ  ܾߖ
औߖన࣒ ఇ࠳ झ࠹݅ ܾߖ औߖన࣒ ఇ࠳  ఈకछ ܾߖ औߖఇ ܿ ࡽ गࡌబܽद ఈ సందڒ ܾߖ లࡹ పࡎߖ ࡱޔࠫࡍ पత࠳న࢑ 
ऒߖڜ ݞږ ߖసࠪనం అ ړܽ࢒  అࡍߖ भషद ࡱߦࡐ మనం ۫࠭ࢡ అనంతం ࠳న࣒ అనంతం ఇ޴ ఇߕࣆ ޻ऒ  
పओۮ మనం ߖऱ అࡏࣃ ࡍߖఒక అ ޴అనంతం ఇ ࠭ࡶ भషद ࡐపం 0 ࠑ 0 ݞږ ఇ޴ మనం ఇంతڕ ࠭ం࠭ࣃ۫ ޶ 
ङߙ , మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంݢ ప0 ࡱޔࠫࡍ అڷ , ޙ࠼ణకం ࡅకए  పޒࠫࡍ సమసङ సమసङ ݟంߘ   వరڕ
ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ అ࢐ ޴సफవ సంఖङ వ۪ऐڒ  వ۪ऐڒ 0 ޴అ ޳ࡶ  छ޳ అనంతం ޴ఇ  ޳ࡶ   అనంతం ࡌ
వ۪ऐڒ  , అ޴ మࢁऱ అࢢߖऐ త ࡐపం మ࠾ࡍ త࢐ࡏత మనం మߖڜࡍऒ  అࡍߖ भషद ߦࡐలࣃ۫ ߘफ  బܽदڒ ࠭
ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ లڕ పޒࠫࡍ అనంతం అړߖ޳ߝ ఒక ఉ޳హరణ ఇࣃफ  ߘల ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒऴ ࡏࠬ ,ߘ
ఖۨऐ ߘߝ ߖరࣃ۫ తంڴ అڕߘంܿߕऒ ओߩటߝڕࡏۯ ړ2 ߖ హరణ ఏࠫܽ޳బܽद ఒక ఉڒ ߘ మనం x pi ݡ x
కएࡅ పओۮ ߖޒࠫࡍప ߤܼ  గలࠪ.
కएࡅ , టం݄ࠫ࠲࢑షయ నࣄ࡯ޘ ڕటం݄, మనࠫ࠲࢑షయ నࣄ࡯ޘ ڕబܽद మనڒ   x x x ࣒ڒ ࠑ ߤ࣌ ߤܼ 
ऒߕࣆ 2 ࠆఆ ࣒ڒ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1 2 ࠑ  ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ࠆఆ ߤ࣌ ݞږ  pi ࠑ ߯ ߤܼ బܽदڒ సࠪనం ړ
రछߖ ݀ ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद ܼߤ ఆߖ ݀ ܿ ࠆరछ ۨంచబడࡅ ߗڒ ޶ࡶకए छ޳ ݡంࡓ ߤܼ   x ڵ࡯క ߖ߯ ࡌ
ఉనऒ  ۨనऒ రछߖ ࡹమంࡌ࢑  ۨంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ అ࡮ అޙ࠼ మనࣄ࡯ޘ ڕన మ࢑ ࡗషయం ఏࠫటం݄ , x
కएࡅ ఉం݄ ړ2 ڕవర ݟంߘ 0  pi x cos x pi pi ݟంߘ ݟంߘ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݞږ 

కएࡅ ఉం݄ ߩ࢙ݟڕ ړ  ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡅ ࣒ڒ ߘߝకए  ऴڶ ߘ ࠆڴయవ۪ऐ   pi x cos x 
ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ  వదभ ఇ޴ ఒకܽ ఎం޶కం݄ ऴࠆڴ ఇ࡮ కࣆߧߖफంࡓ ࡏࠬ ޴ం޳ ݡछ ऒߕࣆ ࡌ  z, x ڵ࡯క ߖ߯ 
ఉంܼࡏ మ࠾ࡍ ఇڒ ޴బܽद ఇڒ ޴బܽद ࡓంߕࣆ ࣒ڒ ࠑ ݡऒ  మࡌ࢑ ࡏࠬ ࠾ࡍమంࡹ ఉనऒ ओߩ  pi pi x ݡ
ఇږߘࣃ ޴లంڴ ఉంܿంߘ 0 ޴ంߘ ݟం2 ݟ వరߘ ࡏࠬ ڕంߘ 2 ݟంݟ వరڕ ఉనऒ ओߩ  pi pi pi ޴అ ݡ
ऴపږޒలంڴ ఉంܿం࢐ , ޴సफ3 ړߖ࢐ వరڕ ఇ޴ ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद pi by 2 

छ޳ 2 ݟంߘ ߩఎడమ࢙ ޒࠫࡍప ࣒ڒ ࠑ x 1 x pi.޴ంޔࢂࢗ ړ ࡌ
औߖఇ ࢟ܽ܊ߦ ޴ఇ 1 ޒࠫࡍప ޒۯ  छ޳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړܾߖ  by cos x cos x ޒࠫࡍప ޒۯ ݟڕ ߖ޳ఒక ࡌ
ऴపږޒల అనంړߖޑ సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए छ޳ ݡంࡓ ޒࠫࡍప ߤ࣌   సࠪనం xa t pi ړߖ޳ఒక ޴ఇ ࡌ
బܽद ఉతओڒ కएࡅ రంڒయమం ऴపߖ फޒ  ఎడమ ޒۯ పޒࠫࡍ అనంړߖޑ సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए  x x ߤܼ 
కएࡅ ऒߖ޵ ࡏࠬ ,ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړߖޑల అనంږޒऴప ޒࠫࡍప ޒۯ ݟڕ  డవ۪ऐ۫ ݞږ   
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ఈ వదभ 2 ޳छ రछߖ ࡌ ۨంచబడࡅ ߖకए छ޳ 2 ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟంߘ ࠆڴऴ ߤܼ  ओߩऱనࢀࢗ ړ ࡌ pi x pi ޴అ ݡ
అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴, ఆ߯ మࢁऱ వదभ 0 ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࢙ߩ అ޴ ఈ ࢑ధంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद pi pi 
వదभ 2 ޳छ छ޳ 2 ݟంߘ ఎడమ ࡏࠬ  ޴ఉంܿం ࡌ నऒڕࡏۯ ߖ ࡌ టऱޙ࠼, అߩओ కएࡅ ݡ pi ڴ޴దभ߭ ߤܼ  x 
మ࠾ࡍ ߭దभ ږߘࣃల ࢐సफవ సంఖङ छ޳ 2 ݟంߘ బܽद ఎడమڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ ओߩऱనࢀࢗ ړ ࡌ x pi ݡ tan x 
అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴, అߘ ݟڕ ߖ ࡏࠬ ޙ࠼ం޳ 2 ݟछ ం݄ piڕࡏۯ ࡌ

కएࡅ ల సంఖङږޒదभ ऴప߭ ࠾ࡍమ ޴దभ߭  ߤܼ   అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ܼࡅ ߤకए  ప޳ 2 ޒࠫࡍछ  x x x ߤܼ ࡌ
కएࡅ छ޳ 2 ޒࠫࡍప ޒۯ ݟڕ  cot of x cotangent x ࡏࠬ ڴ࢑ధం ޻సࠪనం అ ړߖޑల అనంږޒऴప ࡌ

మ࠾ࡍ సڒ ࡔబܽद త޶ప࢑ ࡍషయం ࣃۯ ߘߝफ ࠪ ంۨࡍڷ ߖ޳  ߘ ऱܼ డటం అ޴ߝ secant x cosecant x 
అనంతం మ࠾ࡍ వదभ అనంత࠳న పޔࠫࡍల వదभ పޒࠫࡍ అం݄ ఏࠫܽ ఇߖऔ కएࡅ బܽदڒ ܾߖ  mi nus x f
అ޴ߝ కం݄ ఎڕए వ ڝసం ߖరछ ۨంచబݟన ఒక ఫంࣾߤ అڕߘం޳ం  m x 
ऒߖన అ࠼అ ޴కం݄ ߭దभ ޳ࡶ ంܽߖ ڔరछ ۨంచబڜ ޙݟంత ࢟ܽ܊ߦ అ࢑࠙ ߖంచంݟ, అߩओ  మనం m m ݡ
అనంతం వదभ ࡅకए కएࡅ   పࡍڷ ޒࠫࡍంۨ ࠪ ऱܼ డవ۪ऐ పओۮ ߖఅ ޒࠫࡍబܽद మనం పڒ  వ۪ऐ .x f 

కएࡅ కएࡅ   అనంߖޑऒ  సࠬࣆߧफనऒ ओߩ  సࠪనం   x f f x l ړ ޴ఇ ݡ
ఏߕ޼ ఎߧझ ఇۨऐ ࢟ܽ܊ߦ ߤ࡮ నటऱޙ࠼ అకए డ ధߕతघ క ࣄबࡌంకం ఉం࢟ܽ܊ߦ ޴ అం݄ ࡅకए  ak fx ݭ࠵ 
झߧఎ ޴న࣒ ఇ࠳ एڕకం݄ త ߤ࡮ వڴ ఉంܿం޴ l 
 x k  ݟయంۯ తంࠫࡍబܽद అనంతం వదभ పڒ ޴బܽद కం݄ ߭దभڒ

ओߩన࠼అ ޴దभ߭ ࡮ۧ డ࡮ऱ కएࡅ ࡏࠬ  దగ ړ ڴఏకపࣾం ߖ  ठరڴ ఉంۯ ࡮ݦయగޙڵ࡯, ఇ޴ వదभ x x f l x 
ఉనऒ  పޒࠫࡍ అనంతం అߖ ఒక సంఖङ  అߖ అర बం.l 
 ఎߧझ ఇۨऐ ڴ޴కం݄ ߭దभ 0 ߤ࡮ నటऱޙ࠼ ऴపږޒల అనంతం ࢐ ࡮సफవ సంఖङ  ల xږޒంత ऴపڜ  ,సࠪనం ڕ
సంఖङ  ఉం޴ అం݄ కం݄ తڕए వ ࠳న࣒ ࡅకए झߧఎ ࡹవࡱ࢑ రपߪసం , ޴फంࣆۨࣇ ߖ  n n x l f ݟڕ ߤ࡮
కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ۨऴతం ఈ స࡮ ߵ కࣆߧߖफం޴  మనڕ ఇకए డ ڜంత ఉం޴, ఇ޴ ఎړ ࡽ ose l 
సࠪన࠳న ࠪ ఆ߯ ߘߝ ఏߕ޼ ఎߧझ झߧన࣒ ఎ࠳ ߘߝ ం݄, ఆ߯ڕఎం۪ ߖ ߤ࡮ ప  ߖ ߤ࡮ ऱ࣒  y , l l 
ఎߧझ కएࡅ అనంతం వదभ ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ ړ ߤ࡮  పޒࠫࡍ x f 
అం޴ంۨన ړ సࠪనం అ࠭ޑࠋۮ ߖ  ఇకए డ ߖڜऒ  ఉߕऒ కएࡅ అం݄ ࠼  కం݄ ߭దभ޴ l k x kf x 
అ࠼నߩओ డ࡮ऱ झߧన࣒ ఎ࠳  ప  ݟంߘ ߤ࡮ ऱ࣒  ఎߧझ మధङ ߤ࡮  ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇ޴ మ࠾ࡍ ఫంࣾߤ ఇ࡮ l l k 
ఉంܿం޴ ఈ సందరग ంࡹ మనం పޒࠫࡍ సࠪనం అ࠭ޑࠋۮ ߖ అ࢑ ޻ధం࢟ܽڻߜ ڴ ఇߖऔ  వదभ అం݄ l ܾߖ
ࠬ దగ ठర ఈ ࠴తफం n 
ఉం݄ ړߖ޵ ࠭ం޶ ఫంࣾߤ ఈ ߖ సڴࡍठ झߧఎ ߕ޼బܽद ఏڒ ࡯࢐ڝࡏۯ  ఇۨऐ ߤ࡮ నటऱࡏࠬ ޙ࠼ ఈ ߖ n l n 
ఎం۪ڝవ۪ऐ  అం݄ ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ ఇకए డ ఏڒ ߕ޼వ۪ऐ అర ߖ޵  बం ఇߩओ ऒߖڜ ݡ  ఉ޳హరణల ޳छ भ޳۫ ࡌ ం 
కएࡅ ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ ߖ న࠳సࠪన ړ బܽद ఒకܽ మనంڒ కएࡅ   పޒࠫࡍ మࡅ ࠾ࡍకए  x fx x f x f 
కएࡅ  పޒࠫࡍ ఏࠫܽ మ࠾ࡍ అనంޔࢂࢗ ړߖޑంߖ޵ ߘߝ ޴ऒ  ऴ࢐యڒ ߘబܽद ࡅ ߘߝ  ࡱ࢒కए  x ah x 

छ޳ ߖ కएࡅ  ఎంత ޒࠫࡍబܽद పڒ ߘంܼڕࣆޓ ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ కएࡅ   ఇߖऔ ڙ ܾߖ ऱړ ࠹࠼ f x x f x 
దभ fx߭ ࠾ࡍదभ మ߭ ߖ ࡏࠬ ,޴ంޔڷࡏం݄ ఏࠫ జڕࣆޓ ڴసࠪనం ړ ࠑ 1 ߖ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ x x
࢐సफవ సంఖङ లږߘࣃ ओߩం݄ అڕࣆޓ ڴ నऒۨ ࠑ 1 ݡ నऒۨ ࠾ࡍమ ڴ޴ అర ߖ޵ బܽदڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ޴ बంx 
తघߕధ ߕ޼ఏ ࡏࠬ క࠳నపओ నऒۨ ڔܽ  ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ కం݄ ۨనऒ ߖ޳ ߖ ࠑ 1 ࡏࠬ ,ం݄ڕࣆޓ ߘ x ڴ޴
యవ۪ऐۯ కएࡅ బܽदڒ  కएࡅ   ఈ పߕࣆ ޒࠫࡍऒ  x f ڴనంݎక ߖߖ޳ బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ
ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧࡐߖ भ޳ ం, ߖ޵ऒ झ࡯ంۧߧ۫ మనం ړߖݞంచߧࡐߖ  ం޴ ఏࠫటం݄ ఏߕ޼ ఎߧझ  ߤ࡮
ఇۨऐ నటऱߕࣆ ,ޙ࠼ऒ  కం݄ ߭దभ ఎߧझ ఇవछ ߤ࡮ బడߖవछ ంݟ, అߩओ एڝߘక ߖ మనం ݡ అం݄ ak ࡯࢐ x k 
కం݄ ߭దभ޴ అࡅ ޙ࠼కए  ఎߧझ एڕకం݄ త ߤ࡮ వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ڕࣆޓం݄ ఎߧझ  x f k ߤ࡮
छ޳ झߧఎ  ޴దभ߭ ޙ࠼సࠪనం అ ړ1 ࡌ छ޳ ߤ࡮ छ޳ సࠪనం అం݄ ړ1 ࡌ झߧఎ ࡌ  కం݄ x k fx 1 x ߤ࡮
తڕए వڴ ఉం࡯ݞ, అ࠳ ޴న࣒ ߕࣆऒ కएࡅ  కएࡅ న޶నం࠼అ ݭ࠵   అ޴ߝ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ fx x f x 
ऒߕࣆ  అం݄ ޳छ ల సంఖङږߘࣃ ࠭࠲  కం݄޶ఎం ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖ޳ఒక ࡌ  కం݄ ߖ ߭దभڴ޴ x k x
ऒߕంܿڕࣆޓ ऒߕࣆ న࣒࠳ బܽदڒ ࠭  ఇ޴ తڕए వ అߖऒ  కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद fx t  han epsilon x k xx
కएࡅ  పޒࠫࡍ అనంࢇࢗ ړߖޑऱ f 
పߕࣆ ޒࠫࡍऒ  క x x xߖऱ 0 గమࢁమ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑల అనంږޒऴప ڴ࢑ధం ޻సࠪనం అ ړ
ऴపږޒల ࢐సफవ సంఖङ  అ޳ 1 ޙ࠼छ ओߩఎలऱ  ࡌ నऒۨ ޴అ ߗڒ ,޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ݢ  మ࠾ࡍ ۨనऒ  x 
ऴపږޒలంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ఇ޴ ऴపږޒల ࢐సफవ సంఖङ  అޔ࢓ంߕࣆ ߗڒ ޴ऒ దగ ࡮ۧ ړ ठరڴ aa 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߖ ݞږ ޴జం ڒబܽद ఇߩओ भ޳ۯ తంࢀࠫ ߘల࠻࢑ష ݡంࡓ మనం ఈ ݡ ం ڒబܽद 
రछߖ చߕలߘ కలపడం ޳छ .࠭ࢡ۫ మనం ఒకܽ ࡌ
 పޒࠫࡍ అనంతం మ࠾ࡍ మࡖకܽ అనంతం వదभ పڒ ޒࠫࡍబܽद అనంత࠳న పޒࠫࡍ మ࠾ࡍ అనంతం వదभ 
పࡅ ޒࠫࡍకए రछߖ  చߕలߘ కలపడం ޳छ కएࡅ మనం ࡌ కएࡅ   పߖޒࠫࡍ అనంࢗ ړߖޑళ ऱడం x f x 
అనంړߖޑ సࠪనం అߖ ߖరछ ۨంచవ۪ऐ , ఒక࢘ళ 
ऒߕࣆ  కం݄ ఏߕ޼ ߭దभڴ ఇۨऐ నటऱߖڜ ,ޙ࠼ऒ  ఉߕऒ ऒߕࣆ ࠼  కం݄ ߭దभ޴ అం݄ ࡅకए  m k x f 
అߖऒ ంܽڔ కం݄ ߭దभ޴ కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद ࠭࠲ అనంతం వదभ ࡅకए కएࡅ   పޒࠫࡍ అనంతం m x k x f 
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అߖ అంܼ࠭ ఒక࢘ళ ࡅకए  ఏߕ޼ ߭దभ ࡱ࢑వ ڝసం ࡅకए   మనం x x f s ڴ࢑ధం ޻అ ޴వ ߭దभࡱ࢑ 
అనంతం వదभ ప࠳ ߖޒࠫࡍన࣒ అనంతంߖ ڴరछ ۨంచవ۪ऐ ڴఅనంతం ߖޒࠫࡍల అనంతం వదभ పږޒऴప ޳ࡶ 
రछߖ ۨంచవ۪ऐ  అ࢑޻ధం࠳ ڴన࣒ అనంړߖޑ సࠪన࠳న అనంࢇࢗ ړߖޑऱ పߖ ߖޒࠫࡍరछ ۨంచవ۪ऐ  fxx 
మ࠾ࡍ అనంړߖޑ సࠪన࠳న ࡅకए  ऴపږޒల అనంࢇࢗ ړߖޑऱ పߖޒࠫࡍ మࢇࢗ ࠾ࡍऱ x fx x 
పߖޒࠫࡍ పࠫࡍతం ۯయవ۪ऐ  .
  ऴపږޒల అనంړߖޑ సࠪన࠳న ࡅకए  ऴపږޒల అనంతం ڒబܽद ఉ޳హరణړ మనం ࡅకए fx x x ړ 
సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ   పߖޒࠫࡍ అనంతంڕࣆޓ ړࡹం݄, x f x 
ఇࡅ ޴కए కएࡅ   అనంత పړޒࠫࡍ సࠪనం, ఇ޴ ऴపږޒల అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽद ఇ޴ x x x 
సࠪనం  ऴపږޒల అనంతం సࡕన޴ ఎం޶కం݄ మనړ ڕ సࠪన࠳న ఉంܿంڒ ޴బܽद ߭దभ ږߘࣃలx fx x 
సంఖङ  అݞږ ޙ࠼ ߭దभ ధߕతघ క సంఖङ  మࡅ ࠾ࡍకए  ߭దभ ऴపږޒల సంఖङ  అޙ࠼, మనం fx x f x g 
కएࡅ ం݄ڕࣆޓ  ߭దभ ऴపږޒల సంఖङ  చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అޙ࠼ ఇకए డ ࡅకए  పޒࠫࡍ f x x x x g 

అనంړߖޑ సࠪనం ఇ޴ అనంړߖޑ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇࡅ ݞږ ޴కए కएࡅ   పޒࠫࡍ ఎం޶కం݄ x x g x 
ऴపږޒల అనంߖޑऒ भ޳۫ ߖޒࠫࡍంత పڜ అనంతం వదभ ߗڒ ,޴ంܿంڕࡏۯ  ం, అߖ ޴ऴషए ࠫంచ޶  st 
పओۮ ߖఅ ࠆఆ ߤ࣌ బܽदڒ ऴపశऒ ړߖݞ  పޒࠫࡍ అనంړߖޑ సࠪనం ڒబܽद ࡅకए ఒక ఆవర ߤ࣌  फన x x x 
ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ ఏࡅ ߕ޼కए ऒߖఅ ޴ఇ ߤ࣌  पࡌߪ  ంڒల మࡅ ߤ࣌ ࠾ࡍకए  అߖऒ पࡌߪ  ంړߖڒ m pi m 
ऒߕࣆ  m.ߤ࣌ ం݄ڕࣆޓ ݡంࡓ ߕ޼మనం ఏ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ

 ప ऱ࣒  అߩओ ऒߖఅ ޴ఇ ݡ पࡌߪ  ంڒల ړ మࢁऱ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ మనం ఇకए ݡ డ   pi pi by two m
۫࣋फ, ࣌ࡅ ߤకए  పߖ ߖޒࠫࡍర प࠼ంచߤ࣌ ړߖݞ ఉం݄ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ మనం ۫࡯ݞ అం݄ ఈ x x 
ఫంࣾڴ ړ ߤ ఏࠫ జޔڷࡏం޴  ߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभޔࡏࠪ ڴ޴ం޴࣋۫ ࠭࠲ ߗڒ ,޴ ఏࠫటం݄, ఈ x 
ఫంࣾ0 ڕࠬ ߤ మ࠾ࡍ తࡌछ త 2 ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ సڴࡍठ pi pi ޴ంޔ࢓వృతమࡌనߩ 
 బܽदڒ
కएࡅ ࡏࠬ ऒߕڕࣆޓ ڴ޴ఎంత ߭దभ ߤ࣌   ऴపږޒల࠳న޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒకܽ మధङ फࣇۯ లనంݩ   x ߝ
ఉంܿం޴.
 ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ఈ సందరग ంࡅ ࡹకए  x ߤ࣌ 
फࣇۯ లనంݩ ࡹమంࡌ࢑ ߕ޼ఏ ࡹ࢑ݟߖ ݡంࡓ ఒకܽ ࠾ࡍఒకܽ మ ࢟ܽڻߜ కएࡅ  బܽदڒ ޴ఉంܿం ߝ  pi x 
फనऒࣆߧఅనంతం సࠬ ޒࠫࡍప ߤ࣌ ం޶న ఇ޴ ఉࡶ ࡹړߖదߖ మనం ۫ࣃफ హరణ x inf޳ఒక ఉ ޴బܽद ఇڒ ࠭
వదभ ఫంࣾࡅ ߤకए  పޒࠫࡍ  సڴࡍठ బܽद ఇకएڒ ޶ࡶ  డ ࠬࡅ ࡏకए  ఏ ࡱ࢑వߕڕࣆޓ ߘऒ  inity l ࡏࠬ 
ఫంࣾ࠳ ߖ ߤన࣒ ఎߧझ ప  ݟంߘ ߤ࡮ ऱ࣒  ఎߧझ మధङ ߤ࡮  ఉంۯ ࡮ݦయࡏࡶ, ߭దभڴ޴ ఉం࡮ݦ l l x 
ఎం۪ڝవడం ޳छ వల మధङࡱ࢑ లږޒऴప ߤఫంࣾ ࡌ  అߖऒ .ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖంܿందڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑ 
 మ࠾ࡍ ఒకܽ ڒబܽद ࠬࡏ ఏ޴ ఎం۪ߕڕऒ  అࡅ ޴కए  అߖऒ  ߭దभ ࡱ࢑వలړ ڕ దగ ठరڴ ఉండ޶ ,x l 
 అంࡅ ښ޶కए కएࡅ ޒࠫࡍప ߤ࣌  కएࡅ ࣒ڒ   పߖޒࠫࡍ కڵ࡯ ఉండ޶, అڼ࡮ అనంߖޑऒ  x x x 
సࠬࣆߧफనऒ ओߩ కएࡅ అనంతం ۯంߧసࠬ ڴ࢑ధం ޻అ ޶ࡶ ࡹړߖఉ ڼ࡮అ ݡ  ప࣒ڒ ޒࠫࡍ xx 
మࢁऱ ఉڒ ޶ࡶ ࡹړߖబܽद ࡅకए కएࡅ   పࡍۯ ޒࠫࡍనߩओ  అనంతం x f x l ݡ
వړ ߤ సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए  పޒࠫࡍ అనంతం ࡓంړݡ సࠪనం, ఇకए డ వߤ మࡓ ࠾ࡍంݡ xx g l l l  
࢐సफవ సంఖङ ओߩఅ ࡱ కएࡅ ࠾ࡍమ ݡ  పޒࠫࡍ అనంతం వదभ వߤ పऱ࣒  బܽद fx gx l lڒ సࠪనం ړ݀ 
ఇ޴ పࡱޔࠫࡍ వߤ మࡓ ࠾ࡍంݡ అޙ࠼ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ పڝ ޒࠫࡍసం ఈ ࠴తफం ߖయమం l l 
ࠪऴత࠲ అߩओ కएࡅ ߤఫంࣾ ޒࠫࡍతफం ప࠴ ݡ  ఎࡽ వߤ మ࠾ࡍ ఎࡽ వߤ పऱ࣒  ఎࡽ ݀ అߝ పޔࠫࡍల ࠴తफం
ఉంܿంڒ ,޴బܽद 
మనࡅ ڕకए కएࡅ   పޒࠫࡍ ఒకܽ మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ   పࡓ ޒࠫࡍంݡ ఉనऒ టऱޙ࠼, అ޻ x f l x g l 
࢑ధంڴ ఇతర సందࡌग లߧ۫ ࡹన ऱܿڴ ఇߧࡐߖ ޴ంచబޔݡం޴ .
 ఉతओ ࡓ ऱ సࠪనం ఒకࡏࣃ फޒ ऱܿ ࡓంڷ ݞږ ݡణకం ڝసం ࣔరం ߕࣆऒ  బܽद అనంతంfx dx l lڒ ޶డږڒ 
వదभ పޒࠫࡍ ఒకܽ మࡅ ࠾ࡍకए  పࡓ ޒࠫࡍంڕݡ సࠪనం అޙ࠼ ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङfx l x g l l 1  
మ࠾ࡍ అߕࣆ ޴ߝऒ ࢐సफవ సంఖङ ߖڒ  ऒߕࣆ ݡంࡓ  ओߩఅ ޶ڒ సࠪనం ړ छ޳ ݡ  l 2 l 2 zen rl gx ࡌ

పޒࠫࡍ ఒకܽࡓ ړంړݡ సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ ఒకܽ ߕࣆऒ వ۪ऐڒ  ओߩఇ  ࡯࠻ۯ ݡంࡓ ߗڒ   fx l l l l ݡ
ఈ ࠭ڵంڝ ߩసం ߕࣆऒ ࡍߖఒక అ ڕమన ޙ࠼అ ޒࠫࡍప ݡఉం ݞంڕڒ  भషद ࡐపం వࣆफంڒ ޴బܽद l2 0 
ఉ޳హరణߘߝ ړ ఒక ఉ޳హరణ ࣃۯफ फࣃۯ హరణ޳ఒక ఉ ߘߝ బܽदڒ ߘ  ఒకܽ fx ޜߖ޳బܽद ఒకڒ ߘ
పओۮ ए࣋ ࠑ  ࠾ࡍమ ړߖݞ छ బܽद ఇకएڒ సࠪనం ړ ࡛ డ ࡅకए  పޒࠫࡍ ఉంܿంࡅ  ޴కए  gx 1 x x fx 
అనంతం అ޴ߝ అనంతం వదभ ࡅకए కएࡅ   0 పޒࠫࡍ, అ0 ݞږ ޴ అం݄ ޳छ छ޳ ࡌ  x g gx gx fx ࡌ
కएࡅ  పޒࠫࡍ ఒకޜߖ޳ సࠪనం  ߖ ࣋ए छ ऒxߖޑఅనం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ޴బܽद ఇڒ ݟంచంڵ࠙  ޜ ࡛ x x x 
సࠬߧం޵ڜ ۯभ ޜ ߖ పࣆۯ ޒࠫࡍफం޴, అ޳ ߖ ߘߝ ޙ࠼छ fx ݋ߕ ߕ޼ఏ ޴ఇ ࠾ࡍफ మ࣋۫ ࡌ gx gx fx x 
ఈకछ ऒߕࣆ  సࠪనం ړ ࡽ छ޳ బܽदڒ ړ కएࡅ ࡌ  పړ ޒࠫࡍ సࠪనం మڵ࠙ ޜ ߖ ࠾ࡍంచబݟన fx gx 0 fx x
పओۮ ߖసࠪనం అ ޜߖ޳ఒక ߖ ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ  छ޳ వడంڝࣆޓ ߖ న࠳సࠪన ړߖݞ gx ۯంߧసࠬ ࡌ fx x 
फࣃ۫ ߖఉంద ޒࠫࡍప ڕभ మన޵ڜ ࠭ అనంతం సࠪనం 0 , ఇ޴ అనంߖޑऒ  సࠬࣆߧफనऒ ओߩ  f x x x ݡ
కएࡅ కएࡅ   పޒࠫࡍ మࡅ ࠾ࡍకए छ޳  కएࡅ ࡌ  పޒࠫࡍ ఈ సందరग ం޳ ࡹछ కएࡅ ࡌ  g x g fx fx g 
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फࣃ۫ ࡏࠬ ߖన అ࠳बరࣄ   x c c fx gx ࠾ࡍమ ޴फంࣆऱ ఇࢁమ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړݟڕ ޒࠫࡍబܽद పڒ ࡏ
పࡓ ޒࠫࡍం0 ݢ అޙ࠼ అ࢑ ޻ధంࡓ ڴంݢ అనంతం అޙ࠼ అࡍߖ भషद ߦࡐలߘ ߰ంڒ ࠼ޑ޶బܽद ߕࣆऒ  
छ޳ ऒߕࣆ ࡌ छ޳ అనంతం ޳ࡶ   అనంతం ࡌ
అనంతం వదभ పޔࠫࡍలڕ అࡍߖ भషद ࡱߦࡐ అڼ࡮ మనڕ పޒࠫࡍ ఉం݄ ఉంܿంࡅ ޴కए కएࡅ   f x x g 
అనంతం మ࠾ࡍ పޒࠫࡍ ऴపږޒల అనంతం  మనం ߄ࣃరణంۮ ڴపओ झڡఎ܊ న࣒࠳ ࠭ࡶ  పޒࠫࡍ n fx 
అం݄ ఇߖऔ औߖన࣒ ఇ࠳ ܾߖ ࡍߖఅ ݞږ ޴ఇ ܾߖ भషद ࡐపం ߕࣆ ݞږऒ  బܽद మనంڒ ࡔऱ అనంతం సࡏࣃ 
చࡍऐ ం۪ڕనऒ ఇపओ ޴ ܽవరڕ పޔࠫࡍల߯ ఎడమ ޒۯ మޒۯ ݟڕ ࠾ࡍ పޔࠫࡍల వదभ చࡍऐ ంۧ࠭.
 
ప࢐ ޒࠫࡍసफవ సంఖङ ऒߖڜ ߖࡶ ࡱޔࠫࡍప ࠭ࢡ۫ ఉండటమం݄ ఏࠫ݇ మనం ڴ  ఉ޳హరణలݞږ ߘ l 
 ࠭ࢡ۫ న࣒ అనంతం అం݄ ఏࠫ݇ మనం࠳ ޳ࡶ అనంతం ޒࠫࡍప ,࠭ࢡ۫
ఇߩओ సంఖङ న࣒ అనంతం ఇ࢑࠳ ࠾ࡍఅనంతం మ ݡ  ޙڵ࡯యగۯ ڴ޴దभ߭ ڴఏకపࣾం ߘ ߤఫంࣾ ࠭࠲  ޶ڒ 
అనంړߖޑ సࠪన࠳న పࡱޔࠫࡍ మ࠾ࡍ ऴపږޒల అనంߖޑऒ  ఏకపࣾంڴ ۨనऒ  ߖߖ޳ ޙڵ࡯యగۯ ڴ޴
ఏకపࣾంڴ ߭దभ ऴపږޒల సంఖङ రऐࠪ ڴ వ۪ऐ , అߩओ  లږޒऴప ࠾ࡍమ ޒࠫࡍఅనంతం వదभ ప ࠭࠲ ݡ
అనంతం వదभ పޒࠫࡍ అߝ అࡌब ऒߖ .࠭ࢡ۫ ݞږ 
औߖఇ ڕࠬ   औߖగܽ࢟ ఇߜ ܾߖ కएࡅ ߤफ ఫంࣾ࣋࡯ޘ ࡱޔࠫࡍవదभ ప ܾߖ  ऴڶ ߘ ࠆڴయడం వంܽ ఫంࣾࡅ ߤకए  
లࣾހలߖ ߘర प࠼ంచడం࡮ۧ ࡹ ఉపࡆగకరంڴ ఉంܼ࠼.

అ޴ߝ ఇߖऔ औߖగܽ࢟ ఇߜ ޳ࡶ ܾߖ ओߩసࠪనం, అ ړܾߖ కएࡅ ߤఫంࣾ ࡏࠬ ݡ  ऴࣆ ߘ ࠆڴలభంڴ   mit 
యవ۪ऐڶ  మ࠾ࡍ ఫంࣾࡍڷ ߤంۨ ߖڜऒ  లࣾހల࢘ࣄޓ ݞږ ߘయవ۪ऐ ङߕఉప ࡍప޶బܽद తڒ , సం࠭࠲ ࡹ 
ఉతओ ऒߕ ల ࠙వనࡷన ڕ࡯ڒङ ల࣒ ࡮ۧ ࡹ ఉపࡆగకర࠳న ࠙వనలߖ ߘరछ ۨంచړߖݞ పޔࠫࡍలߘ 
ఉపࣃڵࡆफ ࠭.
 ఫంࣾࡅ ߤకए एړࡵ ࡮ఎ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  ంۧ޳۫ ࡹभ ం మޒࠥ ߖ޳ ࠾ࡍక ऴ࠭ߦఖङ త ఏࠫ݇ ࣃ۫ ࠭࠲फ ࠭ 
మ࠾ࡍ ఉతओ ऒߕ ల ࡅకए  అߝక అߘవర फߕలࣃ۫ ݞږ ߘफ ࠭, అߖ ࠭࠲ ڼ࡮రంతర ఫంࣾߘ ߤ 
రछߖ ۨంచړߖݞ పޔࠫࡍలߘ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మߖ ࠾ࡍరంతర ఫంࣾߤ ల ࡅకए ऒߖڜ   లࣾހలߘ చࡍऐ फࣃ ࠭ 
ధనङ  ࡱ޳࢐
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