
 வணக்கம், வரம்௖கள் பற்௣ய நான்காவௌ ௳ரி௵ைரக்ஶ வ௠க, எனேவ கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் 
எல்ைலயற்ற வரம்௖கைளப் பற்௣ ௳வாொத்ேதாம் , ௔ன்னர ்
ெசயல்பா௄களின் ஷட௄்த்ெதாைகையப் ெபா௥த்ௌ வரம்௖களின் ஼ல பண்௖கைளப் 
பாரத்்ேதாம், ௔ன்னர ்ெசயல்பா௄களின் தயாரிப்௖டன் ெதாடங்ழேனாம்.
 நான் அைதத் ெதாடரழ்ேறன், எனேவ கடந்த ௚ைற இந்த ேதற்றத்ொல்  இன் இன் x f 
எல்ைலயற்ற மற்௥ம் இன் இன் வரம்௖ ஆக இ௠ந்தால் மற்௥ம் ௗஜ்௷யமாக இல்ைல a x g l l 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ௔ன்னர ்தயாரிப்௖ ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ மடங்ஶ இௌ fx gx l 
ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால் ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் மற்௥ம் எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் இௌ l 
எொரம்ைற ௚ூ௳௧, எனேவ ேநரம்ைற ௳ஷயத்ொல் இைத நி௡௔க்ழேறன், எனேவ l l 
ேநரம்ைற என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், 
௔ன்னர ்நாம் காட்ட ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியதாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.m 
  ெடல்டா பா஼டூ்வ் என்பைத நாம் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், அதாவௌ ேமாட் ைமனஸ் x 
ெடல்டா ஐ ௳ட ஶைறவாக இ௠ந்தால், இௌ எஃப்எக்ஸ் மடங்ஶ ௷எக்ஸ் ௙ ஐ ௳ட அொகமாக x 
இ௠ப்பைதக் ஶ௣க்ஶம், எனேவ ௚த௧ல் நமக்ஶத் ெதரிந்த ௳ஷயம் என்னெவன்றால் , ௷ வரம்௖ 

க்ஶ ெசல்ழறௌ.xx 
க்ஶ சமம் எ௄த்தல் மற்௥ம் ேநரம்ைற எனேவ எப்஼லாைன எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் என்௥ l l l 

இரண்டால் ெசால்லலாம் , அௌ௵ம் ேநரம்ைற 
ெடல்டா 1 பா஼டூ்வ் என்௥ நாம் எ௱தலாம் ெடல்டா 1 பா஼டூ்வ், ேமாட் க௯த்தல் ெடல்டா 1 ஐ x 
௳ட ஶைறவாக 0 ஐ ௳ட ெபரியௌ இௌ ைமன௻ன் ஐக் ஶ௣க்ழறௌ x g 
௚௱ மொப்௔ல் என்பௌ எப்஼ேலாைன ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ, இௌ ஆல் இரண்ூற்ஶ சமம், l l 
இௌ இன் ல் g x 
இரண்௄ ழராம் ஐ ௳ட ெபரியௌ, இந்த ௳ஷயத்ொல் இரண்௄ மற்௥ம் ௛ன்௥ ஆல் x l l 
இரண்௄ இைடேய உள்ளௌ, ஆனால் நமக்ஶ இந்த மட௄்ேம ேதைவ.g x 

இன் இன் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமமாக இ௠ப்பதால் ெடல்டா 2 பா஼டூ்வ் உள்ளௌ,   x f 
அதாவௌ ேமாட் ைமனஸ் ெடல்டா இரண்ைடக் காடூ்௩ம் ஶைறவாக இ௠ந்தால்,  நீங்கள் x 
எ௄க்ஶம் ேநரம்ைற எண்ைண ௳ட இன் ெபரியௌ என்௥ அரத்்தம்.x f 
  ெடல்டா ஒன்௥ மற்௥ம் ெடல்டா இரண்ூன் ஶைறந்தபடச் ெடல்டா௵க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், 
ெடல்டாைவ 
௳ட ஶைறவாக௵ம், 0 ஐ ௳ட அொகமாக௵ம் ைமனஸ் இ௠ந்தால் mod x 

இன் மடங்ஶ என்பைத ௙ண்௄ம் எ௱ௌேவாம்., x fx g 
ஐ ௳ட ஒ௠ ௚ைற இரண்௄ மடங்ஶ அொகம் மற்௥ம் நாம் ௳௠ம்௖வௌ இௌ ஐ ௳ட  m l t  m 

அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ ஐ ஒ௠ ௚ைற ஆல் இரண்௄ சமமாக ஐ ேதர௵் m l m 
ெசய்ழேறாம், அதாவௌ ஒன்௥ க்ஶ இரண்௄ மடங்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், m l by l
எனேவ ஒன்ைற ௛லம் இரண்௄ ஆக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ நான் ேதர௵் ெசய்தால் m l m m 
ஒ௠ ௚ைற ௛லம்  இரண்௄ சமம் மற்௥ம் இௌ l m 

ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக இ௠க்ஶம் ேபாெதல்லாம் ஐ ௳ட mod x minus a fxdx m 
அொகமாக இ௠க்ஶம் என்௥ ஷ௥ழறௌ, எனேவ இன் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் அேத ேபால் fxgx 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக இ௠ப்பைத நி௡௔க்கலாம், எனேவ அந்த பஶொைய அ௄த்தைத l 
த௳ரக்்கலாம்.

ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக இ௠ந்தால் என்ன நடக்ஶம் என்பைதப் பாரக்்க௵ம், இௌ ௘க௵ம்  l 
௚க்ழயமானௌ, எனேவ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான வரம்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான l 
வரம்௖ ௚ூ௳௧யா என்௥ ேகள்௳ எ௱ப்௖ங்கள், எனேவ 
௚த௧ல் உதாரணத்ைதக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம்.
 1 ஆல் சௌரம் என்பௌ 0 க்ஶ சமமாக இல்ைல மற்௥ம் இன் என்பௌ சௌரம் என்௥ x x x g x 
ெசால்வதற்ஶ சமம் எனேவ இங்ேக இன் இன் வரம்௖ 0 இல் இன் ௚ூ௳௧ வரம்௖ x f x x 
மற்௥ம் ஐப் ெப௠க்ழனால் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் அைனத்ௌ க்ஶம் ஒன்௥க்ஶ சமம் gx x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் இல்ைல எனேவ வரம்௖ fxgx 

இல் ஒன்௥க்ஶ சமம்  அவரௌ வழக்ஶ எனேவ இங்ேக நாம் இன் வரம்௖ ௷எக்ஸ் இன் t fx 
இன்ஃ௔னிடூ் வரம்௖ ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் தயாரிப்௔ன் வரம்௖ ஒன்௥ இப்ேபாௌ இைத சௌரமாகx 
மாற்௣னால், இன் ஐ மாற்௣ எ௱தலாம்.x g 
 எந்த மா௣௧ ேநரங்கள் சௌரத்ொற்ஶ இன் மடங்ஶ என்பௌ ௔ன்னர ் க்ஶ சமம் x x fx g c x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இல்ைல , எனேவ ௚ைற இன் வரம்௖ மா௣௧ க்ஶ சமம் என்௥ fx gx c 
பாரக்்ழேறாம்.
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 ௚ூ௳௧க்ஶ மற்௥ம் மற்ெறான்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்ழறௌ, வரம்ைப எந்த உண்ைமயான 
எண்ணாக ேவண்௄மானா௩ம் மாற்றலாம், அைத ௚ூ௳௧யாக மாற்ற ௚ூ௞மா என்௥ 
பாரப்்ேபாம், அைத அ௄த்த உதாரணம் ௛லம் ௙ண்௄ம் எஃப்எக்ஸ் ௛லம் ஒன்௣ற்ஶ சமமாக 
எ௄க்கலாம் சௌரம் மற்௥ம் இன் க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இங்ேக x x g x 
௙ண்௄ம் இன் இன் வரம்௖ இன் இன் ௚ூ௳௧ வரம்௖ ௗஜ்௷யம் ஆனால் ௚ைற x f x g fx dx 
ஆனௌ க்ஶ ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் எனேவ ௚ைற இன் இடௌ ைக வரம்ைபக் x fx gx 
கணக்ழட்டால், இௌ எொரம்ைற ௚ூ௳௧ மற்௥ம் வலௌ ைகக்ஶ சமம் வரம்௖ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧
எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் இடௌ ைக வரம்௖கள் மற்௥ம் வலௌ ைக வரம்௖கள் சமமாக இல்ைல 
என்பைத௞ம், அைவ ௚ூ௳௧ அல்லௌ ைமனஸ் ௚ூ௳௧யாக இ௠ப்பைத௞ம் நான் சௌர x gx 
க்ஶ சமமாக க்௟ப் என்௥ ஷ௥வதற்ஶ சமமாக எ௄த்தால், வரம்௖ ௚ைற என்பௌ x fx fx gxfx 

சௌரம் என்பௌ கனசௌரம் எனேவ தயாரிப்௖ மற்௥ம் இந்த வரம்௖ 0 எனேவ ௚ூ௳௧ x gx x x 
௚ைறகளின் வரம்௖ 0 அௌ 0 ஆகலாம் அௌ ௚ூ௳௧யாக இ௠க்கலாம் அௌ ைமனஸ் 
௚ூ௳௧யாக இ௠க்கலாம் இௌ எந்த உண்ைமயான எண்ணாக௵ம் இ௠க்கலாம்.
  ௙ண்௄ம் ஒ௠ நிசச்யமற்ற வூவ ௚ூ௵ ௚ூ௳௧ ௚ைற 0 மற்௥ம் நிசச்யமற்ற வூவம் மற்௥ம் 
வரம்௖ ஼க்கைலப் ெபா௥த்தௌ.
  
மற்ற வரம்௖ வைரய௥க்கப்படட்தா இல்ைலயா என்பைதப் பாரக்்க, மற்௥ம் இரண்ூன் fx gx 
வரம்௖ம் எல்ைலயற்றதாக இ௠ந்தால்  , இன் வரம்௖ ௚ூ௳௧ மற்௥ம் இன் இன் வரம்௖ x x g 
என்றால், உற்பத்ொ௜ன் வரம்௖ என்ன என்௥ ெசால்லலாம்.
  ேம௩ம்  ௚ூ௳௧ ௔ன்னர ்உற்பத்ொ௜ன் வரம்௖ ௚ூ௳௧ , மற்ெறான்௥ வரம்௔ல் ஒன்௥ o 
௚ூ௳௧ மற்௥ம் மற்ெறான்௥ எொரம்ைற ௚ூ௳௧ என்றால் இன் எல்ைல ௚ூ௳௧ மற்௥ம் x g 
இன் இன் வரம்௖ எொரம்ைற ௚ூ௳௧ ௔ன்னர ் ேநரங்களின் வரம்௖ எொரம்ைற g fx gx 
௚ூ௳௧ மற்௥ம் எொரம்ைற ௚ூ௳௧யாக இ௠ வரம்௖கைள௞ம் நீங்கள் ைவத்ொ௠க்கலாம், 
௔ன்னர ்௙ண்௄ம் தயாரிப்௖ என்பௌ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ சமமான வரம்ைபக் ெகாண்௄ள்ளௌ
, ஏெனனில் இரண்௄ எொரம்ைற எண்களின் தயாரிப்௖ ேநரம்ைற எண்ைணக் ெகா௄க்ழறௌ, 
எனேவ இந்த ௳ஷயங்கைள ௙ண்௄ம் நீங்கள் பயன்ப௄த்ொ நி௡௔க்க ௚ூ௞ம்  ௔ன்னைட௵ 
வைரயைற ஆனால் அைவ உள்௬ணர௵்டன் ெதளிவாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ஏெனன்றால் 
உங்களிடம் மற்௥ம் இரண்௄ம் ெபரிய ேநரம்ைற எண்ணாக இ௠ந்தால், அந்த தயாரிப்௖ fx gx 
௙ண்௄ம் ெபரிய ேநரம்ைற எண்ணாக இ௠க்க 
ேவண்௄ம்.
  ெபரிய எொரம்ைற எண் மற்௥ம் இரண்௄ம் ெபரிய எொரம்ைற எண்களாக இ௠ந்தால், தயாரிப்௖
ெபரிய ேநரம்ைற எண்ணாக இ௠க்ஶம்,
 அதனால் இந்த ேதற்றம் ஷ௥ழறௌ.
  ௔ரசச்ைன என்னெவன்றால், உங்களிடம் ஒன்௥ ெபரிய ேநரம்ைற எண்ணாக இ௠ந்தால் 
மற்ெறான்௥ ஼௣ய ேநரம்ைற எண்ணாக இ௠ந்தால், அந்த தயாரிப்௖ ெபரிய ேநரம்ைற 
எண்ணாக இ௠க்ஶமா அல்லௌ ஼௣ய ேநரம்ைற எண்ணாக இ௠க்ஶமா அல்லௌ ேவ௥ ஏதாவௌ 
மா௣௧யாக இ௠க்ஶமா என்௥ ெசால்ல ௚ூயாௌ, எனேவ ா௠க்கமாகக் ஷ௥ேவாம்.
  நாம் வரம்௖ பூவங்கைள எ௱ௌேவாம், எனேவ நம்௘டம் ௚ூ௳௧ இ௠ந்தால் ஒ௠ வரம்௖ 
௚ூ௳௧ மற்ெறான்௥ ஼ல நிைலயானௌ, இௌ எப்ெபா௱ௌம் ௚ூ௳௧க்ஶ சமம், ைமனஸ் 
௚ூ௳௧ மற்௥ம் எந்த மா௣௧௞ம் இ௠ந்தால் அௌ க௯த்தல் ௚ூ௳௧க்ஶ சமம், இைவ ெவ௥ம் 
ஶ௣௝டாஶம் என்பைதக் ஶ௣ப்௔ட௵ம் .
 ஒ௠ ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ ௚ூ௳௧யாக இ௠ந்தால் மற்ெறான்௥ ஒ௠ மா௣௧ இந்த c, 
ெதாைக ௚ூ௳௧ அேத ேபால் ஒ௠ ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ எொரம்ைற ௚ூ௳௧ மற்ெறா௠ 
ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ ஒ௠ மா௣௧, ௔ன்னர ்வரம்௖ எொரம்ைற ௚ூ௳௧ ௚ூ௳௧ மற்௥ம் 
௚ூ௳௧யாக இ௠க்க ேவண்௄ம் இௌ ௚ூ௳௧ைய க௯த்தல் ௚ூ௳௧ைய அளிக்ழறௌ ௔ன்னர ்
ைமனஸ் இன்ஃ௔னிடூ் உங்க௬க்ஶ ைமனஸ் இன்ஃ௔னிடூ்ைய ெகா௄க்ஶம் மற்௥ம் என்னிடம் 
௚ூ௳௧ ௚ைற ௚ூ௳௧ இ௠ந்தால் இௌ ௚ூ௳௧ ௚ூ௳௧ ௚ைற க௯த்தல் ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் 
ைமனஸ் இன்ஃ௔னிடூ் ைமனஸ் இன்ஃ௔னிடூ் ைடம்ஸ் ைமனஸ் இன்ஃ௔னிடூ் என்பௌ 
௚ூ௳௧க்ஶ சமம் எனேவ இந்தச ்சமயங்களில் வரம்௖கள் நிரண்௜க்கப்படட்ைவ இைவ 
இதற்ஶச ்சமமாக இ௠க்கக் ெகா௄க்கப்படூ்௠க்ஶம் ஼ல நிசச்யமற்ற வூவங்கைள நாம் 
பாரத்்ொ௠ப்ேபாம்.
 ௚ூ௳௧ இௌ௵ம் 0 ஆல் 0 வைர௜லான ஒ௠ நிசச்யமற்ற வூவமாஶம், இௌ எண் மற்௥ம் 
வஶப்௔ன் வரம்௖கள் இரண்௄ம் 0 ஆக இ௠ந்தால் , ேகாட்பாடூ்ன் வரம்௖ ஼க்க௧ல் இ௠ந்ௌ 
஼க்கைலப் ெபா௥த்ௌ 
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அௌ உண்ைமயான எண்ணாக இ௠க்கலாம் அல்லௌ 0 ஆக இ௠க்கலாம் அல்லௌ  இௌ 
௚ூ௳௧யால் ௚ூ௳௧யாக இ௠க்கலாம், அௌ ௙ண்௄ம் ஒ௠ நிசச்யமற்ற வூவமாஶம் , ௔ன்னர ்
இன்௑ம் ஼ல நிசச்யமற்ற வூவங்கைளக் காண்ேபாம், எனேவ ௚க்ேகாண௳யல் 
சார௖்க௬க்கான எல்ைல ௚ூ௳௧ என்பதற்ஶ ஒ௠ உதாரணம் த௠ழேறன், எனேவ 
நீங்கள் ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄கைளப் பாரத்்ொ௠ப்௕ரக்ள் என்௥ 
நான் நம்௖ழேறன் ஆனௌ ஐ 2 ஆல் ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ இன் டானின் வரம்ைப நாம் x pi x 
ஷறலாமா.

 அதனால் நமக்ஶத் ெதரிந்த ௳ஷயம் என்னெவன்றால் , இன் டான் என்பௌ ைசன் ஆல் x x 
காஸ் ஆல் ைசன் ஆஃப் ஆஶம்.x 
  ைப 2 ஆல் 1 க்ஶ சமம் மற்௥ம் ைப௜ன் காஸ் ைப 2 ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ டான் ைப 
இரண்டால் வைரய௥க்கப்பட௳ல்ைல எனேவ ைப௜ன் டான் இரண்௄ 
வைரய௥க்கப்பட௳ல்ைல ஆனால் எக்ஸ் டான் என்பௌ ைப இரண்டாகக் ெகாண்ட ஒ௠ ஼௣ய 
இைடெவளி௜ல் வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ.
 நமக்ஶத் ெதரிந்த மற்ெறா௠ ௳ஷயம் என்னெவன்றால் , இ௧௠ந்ௌ வைர 2 ஆக x 0 pi 
இ௠ந்தால் இன் ேநரம்ைறயாக௵ம் , ௧௠ந்ௌ க்ஶ 2 ஆக௵ம் இ௠ந்தால் இன் x cos x pi pi x 
காஸ் எொரம்ைறயாக௵ம் இ௠க்ஶம், எனேவ நான் இன் வைரபடத்ைத வைரயலாம்.cos 

எனேவ இௌ ௗஜ்௷யத்ொல் ஆக உள்ளௌ , இௌ என்பதன் காரணமாக இௌ ஒன்௥தான்,   x z x 
நீங்கள் இரண்௄ ௛லம் ௗஜ்௷ய ைபையப் ெபற்௥ள்ளரீக்ள், ௔ன்னர ்இௌ ஆக உள்ளௌ, pi 
எனேவ இன் காஸ் ைப இரண்௄ ஆல் ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் நீங்கள் இைடெவளி௜ல் x 
இ௠க்ஶம்ேபாௌ அௌ ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் 0 ௧௠ந்ௌ வைர 2 வைர அௌ pi 
எொரம்ைறயானௌ நீங்கள் இ௧௠ந்ௌ 2 க்ஶ ஆக இ௠க்ஶம் ேபாௌ உண்ைம௜ல் 3 pi pi pi by 2
வைர அௌ எொரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் எனேவ 

ஆல் ஆனௌ க்ஶ இடௌ௖றத்ொல் இ௠ந்ௌ 2 ஆல் ெசல்ழறௌ.x x pi 
 ைக வரம்௖ 1 ஆல் இௌ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் மற்௥ம் இன் cos x cos x 
வலௌ ைக வரம்௖ எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் மற்௥ம் இன் ைசனின் வரம்௖  xa t pi by two
இௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ தயாரிப்௖ ௳ொ௜ன்பூ இன் x 
இடௌ ைக வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் என்பைத அ௣ேவாம் இந்த ைப௜ல் 2 ஆல் 
வைரய௥க்கப்படாத டான் இன் வைரபடத்ொ௧௠ந்ௌ நீங்கள் 2 ஆல் க்ஶ ெசல்௩ம்ேபாௌ x pi 
அௌ ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ, ௔ன்னர ்௙ண்௄ம் அௌ 0 இல் ஆக௵ம், இந்தப் பக்கம் இௌ pi 
ேபாலேவ இல் 2 ஆக௵ம் ெசல்ழறௌ.pi 
  நீங்கள் ஐ இட௘௠ந்ௌ 2 ஆல் அேழனால் , இன் டான் ெபரிதாக௵ம் ெபரிய ேநரம்ைற pi x 
எண்ணாக௵ம் மா௥ம், எனேவ டான் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ, இடௌ௖றத்ொல் இ௠ந்ௌ 2 ஆல் x x 
ைபக்ஶ ெசல்ழறௌ, அேத சமயம் நீங்கள் ஐ வல௘௠ந்ௌ 2 ஆல் அேழனால் pi 

இன் டான்  ெபரிய மற்௥ம் ெபரிய எொரம்ைற எண்ணாக மா௥ம், எனேவ டான் இன் வலௌ x x 
ைக வரம்௖ டான் இன் ைப௜ல் 2 ஆல் எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் அேத ேபால் நீங்கள் காட் x 
ஆஃப் ேகாட்டான்ெஜன்ட் ெசகண்ட் மற்௥ம் ேகாெசகண்ட் சரி, அ௄த்த ௳ஷயம் நான் x x x x 
ெசய்ேவன்  ேபாவௌ என்பௌ  ௚ூ௳௧ மற்௥ம் இல் உள்ள ௚ூ௳௧ வரம்௖கள் என்பதன் mi 
அரத்்தம் என்ன  எனேவ இன் என்பௌ ஐ ௳ட ெபரிய க்ஶ nus infinity x f m  x 
வைரய௥க்கப்படட் ஒ௠ ெசயல்பா௄ அல்லௌ ஐ ௳ட m 

ெபரிய அைனத்ொற்ஶம் வைரய௥க்கப்படட்ால் ஼ல ேநரம்ைற என்௥ ைவத்ௌக் x m 
ெகாள்ேவாம்.

இன் இன் இன்ஃ௔னிடூ்ைய ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ இௌ க்ஶ சமம்  x f x l 
ஏேத௑ம் எப்஼லான் பா஼டூ்வ் ெகா௄க்கப்படட்ால் அங்ஶ ேநரம்ைற மா௣௧ உள்ளௌ ak 
பா஼டூ்வ் அதாவௌ ைமனஸ் இன் ேமாட் எப்஼லாைன ௳ட ஶைறவாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ fx l x 

ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்ஶம் எனேவ ௚ூ௳௧௜ல் வரம்௔ட௵ம் ௘கப் ெபரியதாக இ௠க்ஶம் k x 
ேபாெதல்லாம் இன் ஐ தன்னிசை்சயாக க்ஶ அ௠ழல் இ௠க்ஶம்பூ ெசய்ய ௚ூந்தால், x f l 
இௌ இல் உள்ள வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் என்பௌ ஒ௠ எண் x l  
ஆஶம்  ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ எொரம்ைற ௚ூ௳௧  0 ஐ ௳ட ெபரிய எப்஼லான் ெகா௄க்கப்படட்ால்x 
உண்ைமயான எண்ேக்ஶ சமம் ஼ல எொரம்ைற எண்கள் உள்ளௌ, அதாவௌ ஐ ௳ட n n 
ஶைறவானௌ ைமனஸ் இன் எஃப் ஐக் ஶ௣க்ழறௌ ௚௱ மொப்௔ல் எப்஼லாைன ௳ட x l 
ஶைறவாக இ௠ப்பதால் படம் இந்த சப் ேபால் ெதரிழறௌ எங்களிடம் ஼ல எல் உள்ளௌ, இௌ ose 
எல் க்ஶ சமமான நமௌ ஆஶம் , ௔ன்னர ்நான் ஏேத௑ம் எப்஼லாைனத் ேதர௵்ெசய்தால், y 
௔ன்னர ்நான் எல் ைமனஸ் எப்஼லைன எல் ௔ளஸ் எப்஼லா௑க்ஶ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் , 
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௚ூ௳௧௜ல் இன் இன் வரம்௖, வழங்கப்பட்ட க்ஶ சமம் என்௥ ஷ௥ேவாம்.x f l 
 இங்ேக ஼ல உள்ளௌ, அதாவௌ இன் ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்ஶம் ேபாெதல்லாம் k x kf l 
ைமனஸ் எப்஼ேலா௑க்ஶம் க்ஶம் இைட௜ல் இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இௌ l plus epsilon k 
மற்௥ம் ெசயல்பா௄ இப்பூ இ௠க்கலாம் இந்த ௳ஷயத்ொல் வரம்௖ சமம் என்௥ ஷ௥ேவாம்.
 இேதேபால் எொரம்ைற ௚ூ௳௧௜ல் என்றால், உங்களிடம் இந்த ஷட௄்த்ெதாைக இ௠ந்தால் l 
இதற்ஶ ௚ன் ெசயல்பா௄ இந்த ஐ சரியாக அேக ேவண்௄ம், எனேவ எந்த எப்஼லைன௞ம் n l 
ெகா௄க்கப்படட்ால் நீங்கள் இைத ஐ ேதர௵் ெசய்யலாம் , அதாவௌ ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖ n 
இங்ேக எௌ௵ம் இ௠க்கலாம்  இைதத்தான் இப்ேபாௌ ஼ல எ௄த்ௌக்காட௄்கள் ௛லம் பாரப்்ேபாம்,
எனேவ ஒன்௥ நாம் க்ஶ சமமான மற்௥ம் இன் இன் வரம்௖ மற்௥ம் இன் இன் x fx x f x x 
வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் ேபாௌ இன் வரம்௖ என்ன என்௥ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் x 
ஆஹா இைத எ௱த ேவண்டாம்.
  நான் இன் ஐ க்ஶ சமமாக எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன்,x f x 
 அதனால் வரம்௖ என்ன  இன் இன் இன்ஃ௔னிடூ் க்ெளய்ைமக்ஶ ெசல்ழறௌ, எனேவ x f x 
நீங்கள் ஐ 1 ஆல் க்ஶ சமமாக எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் என்ன நடக்ஶம், நீங்கள் ஐ ெபரிய fx x x 
மற்௥ம் ெபரிய ேநரம்ைற உண்ைமயான எண்ணாக எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், 1 ஆல் x 
஼௣யதாக௵ம் ஼௣யதாக௵ம் மா௥ம் , அதாவௌ நீங்கள் ஏேத௑ம் ேநரம்ைற என்றா௩ம் ஼௣ய 
ேநரம்ைற உண்ைமயான எண்ைண எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், அைத ௳ட ஼௣யதாக 1 ஆல் ஐ x 
உ௠வாக்கலாம், எனேவ இன் இன் வரம்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், அைதx f 
க௄ைமயாக நி௡௔க்க ௚யற்஼ப்ேபாம், இைத நி௡௔க்க நாம் காட்ட ேவண்ூயௌ 
என்னெவன்றால் எந்த எப்஼ேலாைனக் ெகா௄த்தா௩ம், ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரிய 
எப்஼ேலாைனக் ெகா௄க்க ேவண்௄ம், எனேவ ஐக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், அதாவௌ ஐ ak k 
௳ட ெபரியதாக இ௠ந்தால், இன் எப்஼லாைன ௳ட ஶைறவாக இ௠க்ஶம், எனேவ ஐ x x x k 
எப்஼லானால் 1 க்ஶ சமமாக எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் ஐ ௳ட ெபரியௌ  க்ஶ சமம் 1 ஆல் x k 
எப்஼லான், 
இௌ ஆல் என்பௌ எப்஼லாைனக் காடூ்௩ம் ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைதக் x x 
ஶ௣க்ழறௌ  .
 ேநரம்ைற எண்ணான ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்ழேறாம் எனேவ ைமனஸ் ௗஜ்யம் இௌ k x fx t
ஶைறவாக இ௠க்ஶம்  அைனத்ௌ ஐ ௳ட ெபரியௌ எனேவ ௚ூ௳௧க்ஶ han epsilon x k 
ெசல்௩ம் இன் இன் வரம்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் அேத xx f 
ேபால் எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் ேபாௌ இன் வரம்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம், இௌ x x 
௙ண்௄ம் 0 ஶ௣ப்௖ எொரம்ைற உண்ைமயான எண்ணாக இ௠ந்தால் 1 ஆல்  எப்ெபா௱ௌம் x x 
எொரம்ைறயாக இ௠க்ஶம், ஆனால் அௌ ஒ௠ ஼௣ய மற்௥ம் ஼௣ய எொரம்ைறயாக மா௥ம், 
எனேவ அௌ எொரம்ைற உண்ைமயான எண்ணாக மா௥ம், ஆனால் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ௘க aa 
அ௠ழல் உள்ளௌ, எனேவ இௌ௵ம் உண்ைமதான் இப்ேபாௌ இந்த இரண்௄ ௳ஷயங்கைள௞ம் 
இைணப்ேபாம் , எனேவ வைரயைறகைள இைணப்பதன் ௛லம் ஒன்ைறப் பாரப்்ேபாம்.
  எல்ைலயற்ற வரம்௖ மற்௥ம் ௚ூ௳௧௜ல் உள்ள வரம்௖ ஆழயவற்௣ன் வைரயைறகைள 
இைணத்ௌ, இன் இன் வரம்ைப ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்வௌ ௚ூ௳௧க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் x f x 
என வைரய௥க்கலாம்  
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ , அதாவௌ இன் என்பௌ ஐ ௳ட ெபரியௌ, ஐ ௳ட k x f m k x 
ெபரியௌ, எனேவ ௚ூ௳௧௜ல் இன் இன் எல்ைல ௚ூ௳௧ என்௥ ெசால்ழேறாம், இன் x f x 
எந்த ெபரிய மொப்௖க்ஶம் இன் மொப்௖ ெபரியதாக இ௠ந்தால் அௌேபாலேவ நாம் x f 
௚ூ௳௧௜ல் உள்ள வரம்ைப க௯த்தல் ௚ூ௳௧ அல்லௌ எொரம்ைற ௚ூ௳௧௜ல் வரம்௖ 
௚ூ௳௧ என்௥ வைரய௥க்கலாம்   .

இன் எொரம்ைற ௚ூ௳௧ எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் எனேவ உதாரணமாக இன்   fx x x 
க்ஶ சமமான மற்௥ம் இன் இன் வரம்ைப ௚ூ௳௧க்ஶ ெசன்றால், இௌ இன் இன் x x f x x 
௚ூ௳௧ வரம்௔ற்ஶ சமம் எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ இௌ சமம்  எொரம்ைற ௚ூ௳௧ சரியானௌ, 
ஏெனன்றால் க்ஶ சமமான உள்ளௌ, எனேவ ெபரிய ேநரம்ைற எண்ணாக இ௠ந்தால் x fx x fx 
ஒ௠ ெபரிய ேநரம்ைற எண் மற்௥ம் என்றால் ஒ௠ ெபரிய எொரம்ைற எண்ணாக இ௠ந்தால், x x 

இன் என்பௌ ெபரிய எொரம்ைற எண்ணாஶம்.f x 
க்ஶ சமம் சௌரம் ௔ன்னர ்இங்ேக இன் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் இௌ ௚ூ௳௧க்ஶ  x x x g x 

சமம் மற்௥ம் எொரம்ைற ௚ூ௳௧ைய அேஶவதால் இௌ இன் இன் வரம்௖ ஆஶம், x x g 
ஆனால் ௚ூ௳௧௜ல் ஼ல வரம்௖கள் ெவளிேயறாௌ.
 எனேவ இன் ைசன் என்௥ ெசால்௩ம் ேகள்௳ வரம்௖, இன்ஃ௔னிடூ்ைய ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ x x 

இன் ைசன் என்பௌ ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட கால சார௖் மற்௥ம் எந்த இன் ைசன் என்பௌம் , , x m pi 
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இௌ அைனத்ௌ ௚௱ எண் மற்௥ம் ைசன் என்ற ௚௱ எண்க௬க்ஶம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் m pi 
ஷட்டல் ஐ இரண்டாகக் ஷடூ்னால், இௌ எல்லா ௚௱ எண் க்ஶம் ௙ண்௄ம் ஒன்௥க்ஶ சமம் pi m 
எனேவ இப்ேபாௌ இன் ைசனின் வரம்ைப நிரண்யம் ெசய்ய இன் ைசன் என்றால் என்ன x x 
ஆஶம் என்பைத இங்ேக பாரத்்தால் நாம் பாரக்்க ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், இந்த 
ெசயல்பாடூ்ற்ஶ ஆக என்ன நடக்ஶம்.x 
  ெபரிதாக௵ம் ெபரியதாக௵ம் ஆழறௌ, ஆனால் நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், இந்த 
ெசயல்பா௄ உங்களிடம் மற்௥ம் 2 க்ஶ சமமாக உள்ளௌ , ௔ன்னர ்இௌ சரியாக x 0 pi pi 
௙ண்௄ம் நிகழ்ழறௌ, எனேவ நீங்கள் எவ்வள௵ ெபரிய இன் ைசைன எ௄த்தா௩ம் எொரம்ைற x 
ஒன்௥க்ஶம் ஒன்௥க்ஶம் இைட௜ல் ஊசலா௄ழறௌ.
  இௌ ைமனஸ் ஒன்௥ எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் இன் ைசன் x 
ெநகூவ் ஒன்௥க்ஶம் ஒன்௥க்ஶம் இைட௜ல் இரண்௄ என்ற நீள இைடெவளி௜ல் pi 
ஊசலா௄வதால், இன் ைசனின் வரம்௖ ௚ூ௳௧ைய ெந௠ங்ழ வ௠வதால் இௌ இல்ைல x 
என்பைதக் காண்ழேறாம், எனேவ இௌ ஒ௠ எ௄த்ௌக்காட௄் இல் ெசயல்பாட்ூன் வரம்௖  inf 

சரியாக இல்ைல, எனேவ இங்ேக நீங்கள் இன் எந்த மொப்ைப எ௄த்ௌக் ெகாண்டா௩ம், inity l 
ஐ ெபரியதாகத் ேதரந்்ெத௄ப்பதன் ௛லம், ைமனஸ் எப்஼ேலா௑க்ஶம் எல் ௔ளஸ் x l 

எப்஼ேலா௑க்ஶம் இைட௜ல் ெசயல்பாடை்டச ்ெசய்ய ௚ூயாௌ, 
ஏெனனில் ெசயல்பா௄ எொரம்ைற ஒன்௣ற்ஶ இைடேய உள்ள அைனத்ௌ மொப்௖கைள௞ம் 
எ௄க்ஶம் என்பௌ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்.
 மற்௥ம் ஒன்௥, நீங்கள் எைதத் ேதர௵் ெசய்தா௩ம், அௌ இன் அைனத்ௌ ெபரிய x 
மொப்௖க௬க்ஶம் க்ஶ ெந௠க்கமாக இ௠க்காௌ, அதனால்தான் இன் ைசன் வரம்௖, l x x 
௚ூ௳௧ைய ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ இன் காஸ் வரம்௖ இல்ைல.x 

ஐ ெந௠ங்ஶம் ௚ூ௳௧௜ன் வரம்௖ ௙ண்௄ம் இல்ைல. xx
 எனேவ இன் இன் x x 
வரம்௖ ௚ூ௳௧ைய எல் 1 க்ஶ சமம் என்௥ம் இன் ௷௜ன் எல்ைல ௚ூ௳௧ைய எல் xx 
இரண்௄க்ஶ சமம் என்௥ம் ெகாள்ேவாம்.
  இரண்௄ உண்ைமயான எண்கள் ௔ன்னர ் மற்௥ம் இன் இன்ஃ௔னிடூ்௜ன் வரம்௖ fx gx l 
ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄க்ஶ சமம் எனேவ இௌ ஒ௠ l 
௖ள்ளி௜ல் வரம்௖க்ஶ இந்த ஷட௄் ௳ொ மட௄்ேம.
 ெசயல்பாடூ்ன் ஒன் மற்௥ம் எல் ஒன் ௔ளஸ் எல் ௅ வரம்௖களின் ஷட௄்த்ெதாைக, எனேவ l 
மற்ற நிகழ்௵க௬க்ஶ நாம் காடூ்யௌ ேபால் இைத௞ம் நி௡௔க்க ௚ூ௞ம்   

மடங்ஶகள் என்பௌ க்ஶ சமம் ஒ௠ ௚ைற இரண்௄ம், பங்ஶக்ஶ வஶக்ஶம் fx dx l l l 
ௗஜ்௷யமாக இ௠க்கக்ஷடாௌ ௚ூ௳௧௜ல் இன் வரம்௖ ஒன்௥ மற்௥ம் இன் வரம்௖ fx l x g l 
இரண்௄க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் எந்த உண்ைமயான எண்ேம் மற்௥ம் என்பௌ l 1  l 2 
ௗஜ்௷யமற்ற உண்ைமயான எண் இரண்௄ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் அல்ல, l 2 zen rl 
௔ன்னர ் இன் வரம்௖ ஒன்௥ இரண்௄க்ஶ சமம் எனேவ இங்ேக ஒன்௥ ௗஜ்௷யமாக gx fx l l l 
இ௠க்கலாம் ஆனால் இரண்௄ ேவண்௄ம்  இப்ேபாௌ இந்த ௚ூ௵க்ஶ ௗஜ்௷யமாக இ௠ங்கள் l 

வரம்௖ 0 என்றால், நாம் ஒ௠ நிசச்யமற்ற பூவத்ைதப் ெப௥ழேறாம், எனேவ , l2 
உதாரணத்ொற்ஶ நான் ஒ௠ உதாரணத்ைதச ்ெசய்ேவன், எனேவ ஐ ஒன்௥க்ஶ மற்௥ம் fx x gx 
க்ஶ 1 சௌரத்ொற்ஶ சமம் எனேவ இங்ேக வரம்௖  x x fx 
இன் ௚ூ௳௧ என்பௌ ௚ூ௳௧௜ல் இன் இன் 0 வரம்௖ ஆஶம், அௌ௵ம் 0 x g 

ஆல் ௛லம் வரம்௖ ஒன்௥க்ஶ சமம்  சௌரத்தால் வஶக்கப்ப௄வதால் இௌ க்ஶ gx gx fx x x x 
சமம் எனேவ  ௚ூ௳௧ைய ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ இன் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் ஆனால் x fx gx 
நான் ஐ ஆல் பாரத்்தால் இௌ க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.gx fx x 
  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ எனேவ ஆல் வரம்௖ 0 க்ஶ சமம் மற்௥ம் ஆல் வஶக்கப்படட் ஒ௠ fx gx x 
மா௣௧ைய மற்௥ம் ஐ ஆல் ஐ சமமாகக் ஷ௥வதற்ஶ சமமாக ஐ x gx x x fx 
எ௄த்ௌக்ெகாள்வதன் ௛லம், ஆனௌ ௚ூ௳௧க்ஶ சமமாக வ௠ம்ேபாௌ இன் இன் வரம்௖ x  x f 
இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம்.
 0, இௌ ௚ூ௳௧ைய ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ இன் இன் வரம்௖ மற்௥ம் இன் இன் வரம்௖x x g x g fx 
ஆஶம்.
 
எஃப்எக்ஸ் மற்௥ம் ௷எக்ஸ் வரம்௖ இரண்௄ம் 0 ஆக இ௠ந்தால், இரண்௄ம் ௚ூ௳௧யாக 
இ௠ந்தால், நிசச்யமற்ற வூவங்கைளப் ெபறலாம், எனேவ ௗஜ்௷யத்தால் ௗஜ்௷யம் அல்லௌ 
௚ூ௳௧யால் ௚ூ௳௧ என்பௌ ௚ூ௳௧௜ல் உள்ள வரம்௖க௬க்ஶ நிசச்யமற்ற வூவங்கள்.
 ௚ூ௳௧ மற்௥ம் இன் வரம்௖ எொரம்ைற ௚ூ௳௧  ைமனஸ் இன் வரம்௖ என்ன x g n fx gx 
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என்பைத நாம் ெபாௌவாக ெசால்ல ௚ூயாௌ, எனேவ ௚ூ௳௧ க௯த்தல் ௚ூ௳௧ இௌ௵ம் ஒ௠ 
நிசச்யமற்ற வூவமாஶம், ேம௩ம் ௗஜ்௷ய ௚ைற ௚ூ௳௧ சரி, எனேவ நாம் ௳வாொத்தௌ 
என்னெவன்றால், நாம் இௌவைர ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் இடௌ ைக மற்௥ம் வலௌ ைக வரம்௖கைளப் 
பற்௣ ௳வாொத்ேதாம்.
 வரம்௖ உண்ைமயான எண்ணாக இ௠ப்பதன் அரத்்தம் என்ன என்பைத 
நாங்கள் பாரத்்ேதாம் வரம்௖கள் இல்லாத ஼ல உதாரணங்கைள௞ம் பாரத்்ேதாம், வரம்௖ l 
௚ூ௳௧ அல்லௌ க௯த்தல் ௚ூ௳௧ என்றால் என்ன என்பைதப் பாரத்்ேதாம், 
இப்ேபாௌ ௚ூ௳௧ மற்௥ம் க௯த்தல் ௚ூ௳௧ இைவ எண் அல்ல  ெசயல்பாடை்ட 
தன்னிசை்சயாக ெபரிதாக்க ௚ூந்தால் ௚ூ௳௧க்ஶ சமமான வரம்௖கள் என்௥ ெசால்ழேறாம் ,
அைத தன்னிசை்சயாக ஼௣யதாக மாற்௣னால், அைத தன்னிசை்சயாக ெபரிய எொரம்ைற 
எண்ணாக மாற்றலாம், ௔ன்னர ்௚ூ௳௧௜ல் வரம்௖ மற்௥ம் எொரம்ைற ௚ூ௳௧௜ல் வரம்௖ 
என்ற அரத்்தத்ைத௞ம் பாரத்்ேதாம்.
  ெசயல்பாட்ூன் பண்௖கைள ோரம்ானிப்பொல் 
௘க௵ம் பய௑ள்ளதாக இ௠க்ஶம்.

என்பௌ ௚ூ௳௧ அல்லௌ எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ சமம், ௔ன்னர ்நீங்கள் ெசயல்பாட்ூன்   mit 
வைரபடத்ைத எளிதாக வைரயலாம் மற்௥ம் ெசயல்பாடை்டப் பற்௣ய ஼ல பண்௖கைள௞ம் 
க௯க்கலாம், எனேவ அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் ெடரிேவூவ்களின் க௠த்ௌகளான கால்ஶல௻ல் 
௘க௵ம் பய௑ள்ள க௠த்ௌகைள வைரய௥க்க வரம்௖கைளப் பயன்ப௄த்ௌேவாம்.
 ெசயல்பாடூ்ன் வ௯த்ேதான்றைல எவ்வா௥ கணக்ழ௄வௌ என்பைதப் பாரப்்ேபாம், அதன் 
இயற்௔யல் ௚க்ழயத்ௌவம் என்ன என்பைத நாங்கள் பாரப்்ேபாம், அதன் ௔றஶ 
ெடரிேவூவ்களின் பல பயன்பா௄கைளப் பாரப்்ேபாம், ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பாடை்ட 
வைரய௥க்க வரம்௖கைளப் பயன்ப௄த்ௌேவாம், ௔ன்னர ்ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄களின் 
஼ல பண்௖கைளப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம் நன்௣ 
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