
 नमˑे और सीमा पर चौथे ʩाƥान मŐ आपका ˢागत है,
 इसिलए िपछले ʩाƥान मŐ हमने अनंत सीमाओ ंके बारे मŐ चचाŊ की और िफर हमने 
कायŘ के योग के संबंध मŐ सीमाओ ंके कुछ गुणो ंको देखा और िफर हमने कायŘ के उȋाद के साथ शुŜआत की तो चिलए  मœ इसके साथ 
जारी रखता šं
 इसिलए िपछली बार हम इस Ůमेय पर Ŝके थे यिद की की सीमा अनंत है और के की सीमा x f x g 

है और मान लीिजए गैर-शूɊ है तो उȋाद फ़ंƕन की सीमा गुना यह है  अनंत के बराबर अगर धनाȏक है और यह l l fx gx l 
ऋणाȏक अनंत है यिद ऋणाȏक है तो मुझे धनाȏक के मामले के िलए यह सािबत करने दŐ  िक धनाȏक है तो हमŐ जो l l l 
िदखाना है वह यह है िक 

को शूɊ से बड़ा िदया जाए िजसकी हमŐ आवʴकता है हमŐ डेʐा सकाराȏक खोजने की जŝरत है जैसे िक मॉड एƛ माइनस ए m 
डेʐा एƛ से कम नही ंहै, इसका मतलब यह होगा िक एफएƛ गुना जीएƛ एम से अिधक है,
 इसिलए सबसे पहले हम जो जानते हœ वह यह है िक एƛ के जी की सीमा एक तक जा रही है एल के बराबर है लेने से और l 
सकाराȏक है
 इसिलए को बटा दो के बराबर लेने से जो सकाराȏक भी है हम एक डेʐा पा सकते हœ मुझे डेʐा 1 सकाराȏक िलखनेepsilon l 
दŐ  जैसे िक माइनस डेʐा से कम 1 0 से अिधक इसका अथŊ है का घटा पूणŊ मान मŐ से कम है जो mod x x g l epsilon l 
बटा दो के बराबर है िजसका अथŊ है िक का के x g x 

बटा दो से बड़ा है इस मामले मŐ बटा दो और तीन बटा दो के बीच है लेिकन हमŐ के केवल इस की आवʴकता है  l g l l x g 
इसी तरह से से दो से अिधक l 
इसिलए Ɛोिंक की की सीमा अनंत के बराबर है, डेʐा 2 धनाȏक मौजूद है जैसे िक ऋणाȏक डेʐा दो से कम का x f mod x 
अथŊ होगा िक का x f 
आपके Ȫारा िलए गए िकसी भी धनाȏक संƥा से अिधक है और िफर  िफर से हम िलखŐगे िक यह एम Ɛा होना चािहए उसके िलए m 
यिद हम ऐसा लेते हœ यिद डेʐा Ɋूनतम डेʐा एक और डेʐा दो के बराबर है तो मॉड एƛ घटा डेʐा से कम और 0 से अिधक इसका 
मतलब यह होगा िक का एफएƛ गुना जी से एक गुना बटा दो से बड़ा है और हम जो चाहते हœ वह है हैट यह से बड़ा x m l t  m 
होना चािहए
 इसिलए हम को एक गुना बटा दो बराबर चुनते हœ िजसका अथŊ है िक एक को दो बार बटा के बराबर होना चािहए,m l m m m l 
 इसिलए यिद मœ एक को दो बटा चुनता šं तो एक गुना से  दो एम के बराबर है और यह कहता है िक एफएƛडीएƛ m m l m l 
एम से बड़ा है जब भी मॉड एƛ माइनस ए डेʐा से कम होता है तो एफएƛजीएƛ की सीमा अनंत के बराबर होती है इसी तरह हम 
शूɊ से कम के िलए सािबत कर सकते हœ तो मुझे उस िहˣे को छोड़ दŐ  जो हम करŐ गे  देखŐ िक Ɛा होता है यिद शूɊ के बराबर है तोl 
यह अिधक महȕपूणŊ है
 इसिलए Ůʲ Ɛा है यिद शूɊ के बराबर है तो Ɛा सीमा शूɊ के बराबर है Ɛा यह अनंत है यह कुछ और है तो आइए पहले l 
उदाहरण पर िवचार 
करŐ  आइए हम को बराबर मान लŐ 1 बटा वगŊ के बराबर नही ंहै और का बराबर वगŊ के बराबर है,fx x x 0 x g x 
 इसिलए इस मामले मŐ यहां 0 पर की की सीमा के की अनंत सीमा है, यिद हम और को गुणा करते हœ तो यह शूɊ x f x g fx gx 
के बराबर है।
  सभी के िलए एक के बराबर है शूɊ के बराबर नही ंहैx 
 इसिलए की सीमा fxgx 
t .
 मŐ एक के बराबर है  उसका मामला तो यहाँ हम एक उदाहरण देखते हœ जहाँ की सीमा की अनंत सीमा शूɊ है और उȋाद कीfx gx 
सीमा अब एक है यिद हम इसे वगŊ से बदलते हœ तो यिद हम बदलते हœ तो मुझे x 

का बदलकर ऐसा िलखने दŐ  िकसी भी İ̾थर समय वगŊ मŐ हम देखते हœ िक का गुणा तब के बराबर होता है के x g x x fx g c x 
िलए शूɊ के बराबर नही ंहोता है और
 इसिलए गुणा की सीमा İ̾थर के बराबर होती है,fx gx c 
 इसिलए हम देखते हœ िक उȋाद के िलए यिद कोई जा रहा है अनंत तक और दूसरा शूɊ पर जा रहा है, सीमा को िकसी भी वाˑिवक 
संƥा के ŝप मŐ बनाया जा सकता है िजसे हम िफर से चाहते हœ देखते हœ िक Ɛा हम इसे अनंत बना सकते हœ Ɛा हम इसे अगला 
उदाहरण बना सकते हœ हम िफर से को एक के बराबर होने के िलए लेते हœ का वगŊ और का के बराबर होना है तो यहाँ fx x x g x 
िफर से के की सीमा की की अनंत सीमा शूɊ है लेिकन गुणा के िलए एक बटा के बराबर होगा जो शूɊ के x f x g fx dx x x 
बराबर नही ंहै और िफर हम देखते हœ िक
 इसिलए यिद हम गुणा के बाएं हाथ की सीमा की गणना करते हœ तो यह ऋणाȏक अनंत और दािहने हाथ के बराबर है सीमा fx gx 
सकाराȏक अनंत है
 इसिलए हम देखते हœ िक इस मामले मŐ बाएं हाथ की सीमा और दािहने हाथ की सीमाएं बराबर नही ंहœ और वे अनंत या शूɊ अनंत हœ यिद
मœ घन के बराबर वगŊ के बराबर लेता šं तो सीमा की सीमा बार एक बटा वगŊ है घन हैx x gx fx fx gxfx x gx x 
 इसिलए गुणनफल है और यह सीमा 0 हैx 
 इसिलए अनंत समय की सीमा 0 यह 0 हो सकती है यह अनंत हो सकती है यह शूɊ से अनंत हो सकती है यह कोई भी वाˑिवक संƥा
हो सकती है
 इसिलए यह  िफर से एक अिनिʮत ŝप है िनʺषŊ अनंत काल 0 भी है और अिनिʮत ŝप है और सीमा सम˟ा पर िनभŊर करती है,
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 इसिलए आपको कभी भी सीमा को शूɊ के बराबर िलखने की गलती नही ंकरनी चािहए Ɛोिंक एक फ़ंƕन की सीमा शूɊ है ठीक है 
आपके पास है  यह देखने के िलए िक दूसरी सीमा पįरिमत है या नही ंदूसरी बात यह है िक यिद और दोनो ंकी सीमा अनंत है तोfx gx 
हम कह सकते हœ िक उȋाद की सीमा Ɛा है यिद की की सीमा अनंत है और की की सीमा है  इसके अलावा  अनंत तो x f x g o 
उȋाद की सीमा अनंत है और दूसरी है यिद सीमा मŐ से एक अनंत है और दूसरी ऋणाȏक अनंत है यिद की की सीमा अनंत है x f 
और की की सीमा ऋणाȏक अनंत है तो की सीमा गुणा ऋणाȏक अनंत है और आपके पास ऋणाȏक अनंत होने के x g fx gx 
िलए दोनो ंसीमाएं हो सकती हœ, िफर उȋाद है उȋाद की सकाराȏक अनंतता के बराबर होने की सीमा है, ऐसा
 इसिलए है Ɛोिंक दो नकाराȏक संƥाओ ंका उȋाद एक सकाराȏक संƥा देता है, 
इसिलए इन चीजो ंका उपयोग करके आप िफर से सािबत कर सकते हœ Ůितगमन पįरभाषा लेिकन उɎŐ सहज ŝप से ˙ʼ होना चािहए 
Ɛोिंक यिद आपके पास एफएƛ और जीएƛ दोनो ंबड़ी सकाराȏक संƥा हœ तो उȋाद को िफर से बड़ी सकाराȏक संƥा होनी 
चािहए यिद एफएƛ मŐ से एक बड़ी सकाराȏक संƥा है तो दूसरी बड़ी नकाराȏक संƥा है तो उȋाद आपको देगा  बड़ी ऋणाȏक 
संƥा है और यिद दोनो ंबड़ी ऋणाȏक संƥाएँ हœ तो गुणनफल बड़ी धनाȏक संƥा होगी
 इसिलए यह Ůमेय केवल इतना ही बता रहा है िक  सम˟ा यह है िक यिद आपके पास एक बड़ी नकाराȏक सकाराȏक संƥा है तो 
दूसरी एक छोटी सकाराȏक संƥा है, उस İ̾थित मŐ हम यह नही ंकह सकते हœ िक उȋाद एक बड़ी सकाराȏक संƥा होगी या एक 
छोटी सकाराȏक संƥा होगी या यह कोई अɊ İ̾थरांक होगा तो चिलए संƗेप मŐ बताते हœ  हम सीमा ŝपो ंको िलखŐगे
 इसिलए यिद हमारे पास अनंत है तो एक सीमा अनंत है दूसरा कुछ İ̾थर है तो यह हमेशा अनंत के बराबर होता है हमारे पास शूɊ से 
अनंत और कोई İ̾थरांक होता है तो वह शूɊ से अनंत के बराबर होता है ȯान दŐ  िक ये िसफŊ  यह कहने के िलए संकेतन हœ  यिद एक 
फ़ंƕन की सीमा अनंत है और दूसरा एक İ̾थर है, तो यह योग अनंत है, इसी तरह एक फ़ंƕन की सीमा ऋणाȏक अनंत है, दूसरे 
फ़ंƕन की सीमा एक İ̾थर है, तो सीमा ऋणाȏक अनंत अनंत और अनंत होनी चािहए, यह अनंत घटा अनंत देता है िफर माइनस 
इनिफिनटी जो आपको माइनस इİɈिनटी देगा और अगर मेरे पास इİɈिनटी टाइʈ इनिफिनटी है तो यह इİɈिनटी इİɈिनटी के 
बराबर है माइनस इİɈिनटी माइनस इİɈिनटी माइनस इİɈिनटी टाइʈ माइनस इİɈिनटी इİɈिनटी के बराबर है,
 इसिलए इन मामलो ंमŐ सीमाएँ िनधाŊįरत हœ िक ये इसके बराबर होने के िलए िदए गए हœ, कुछ अिनिʮत ŝप भी हमने देखे हœ िक इİɈिनटी
माइनस इनिफिनटी यह हम यह नही ंकह सकते िक यह समान ŝप से शूɊ गुना है  अनंत यह एक अिनिʮत ŝप है 0 बटा 0 यह हमने 
पहले देखा है िक यिद अंश और हर दोनो ंकी सीमाएं 0 हœ तो भागफल की सीमा यह सम˟ा से सम˟ा पर िनभŊर करती है यह एक 
वाˑिवक संƥा हो सकती है या यह 0 या हो सकती है यह अनंत से अनंत अनंत हो सकता है जो िफर से एक अिनिʮत ŝप है और बाद 
मŐ हम कुछ और अिनिʮत ŝप देखŐगे तो मुझे एक उदाहरण देना चािहए जहां िũकोणिमतीय कायŘ के िलए सीमा अनंत है, मुझे यकीन है 
िक आपने िũकोणिमतीय कायŘ को देखा है,
 इसिलए एक उदाहरण Ɛा है  Ɛा हम कह सकते हœ िक के टैन की सीमा के 2 तक पŠंचती है।x pi 
 तो हम जानते हœ िक हम जानते हœ िक का टैन साइन बाय कॉस भी साइन है।x x x 
  पाई बटा 2 बराबर 1 है और पाई बटा 2 शूɊ के बराबर है
 इसिलए टैन पाई बटा टू अपįरभािषत है
 इसिलए पीआई बटा टू का टैन पįरभािषत नही ंहै लेिकन एƛ के टैन को एक छोटे से अंतराल मŐ पįरभािषत िकया गया है िजसमŐ पाई 
बटा दो है और
 इसिलए यिद  हम देखते हœ िक यह एक और चीज है जो हम जानते हœ िक एƛ का कॉस भी सकाराȏक है यिद एƛ 0 से पीआई तक 2 
है और एƛ का कॉस नकाराȏक है यिद एƛ पीआई से दो से पीआई तक है तो शायद मœ कॉस का Ťाफ खीचं सकता šं  तो यह x 
शूɊ पर है यह एक है Ɛोिंक का Ťाफ इस तरह िदखता है िक आपके पास शूɊ बटा दो है और िफर यह हैz x pi pi 
 इसिलए का बटा दो शूɊ है और जब आप अंतराल मŐ होते हœ तो यह सकाराȏक होता है 0 से बटा 2 यह x cos of pi pi 
ऋणाȏक होता है जब आप से 2 से तक वाˑव मŐ 3 बटा 2 होते हœ तो यह ऋणाȏक होता हैpi pi pi 
 इसिलए इसिलए 1 की सीमा के ŝप मŐ बाईं ओर से से 2 तक जाती है  1 बटा कॉस की हˑ सीमा यह धनाȏक cos x x pi x 
अनंत के बराबर होगी और एक बटा कॉस के दािहने हाथ की सीमा यह ऋणाȏक अनंत और की Ǜा सीमा के बराबर है टी x xa 
पीआई बटा दो यह एक के बराबर है
 इसिलए उȋाद िनयम से हम जानते हœ िक
 इसिलए एƛ के तन की बाएं हाथ की सीमा अनंत के बराबर है और एƛ के तन की दािहने हाथ की सीमा नकाराȏक अनंत के बराबर 
है यह आप भी देख सकते हœ  एƛ के टैन के Ťाफ से जो इस पीआई पर 2 से पįरभािषत नही ंहै और 0 से जब आप पीआई से 2 तक जाते
हœ तो यह अनंत तक जाता है िफर यह पीआई पर 0 होता है और इस तरफ यह इस तरह से पीआई पर 2 से जाता है  यिद आप बायी ंओर 
से को 2 से आगे बढ़ाते हœ तो का बड़ा और बड़ा धनाȏक वाˑिवक संƥा बन जाता है,pi x tan 
 इसिलए अनंत तक जाता है Ɛोिंक बाईं ओर से तक 2 से जाता है जबिक यिद आप को दाईं ओर से 2 से tan x x pi pi 
बढ़ाते हœ तो का बड़ी और बड़ी ऋणाȏक संƥा हो जाती हैx tan  
 इसिलए टैन की दािहनी हाथ की सीमा बटा 2 पर टैन की सीमा ऋणाȏक अनंत के बराबर होती है इसी तरह आप x pi x x 

और की खाट के िलए िलख सकते हœ तो अगली बात मœ कŝंगा  इस बारे मŐ बात cotangent x secant x cosecant x 
करŐ  िक अनंत सीमा पर अनंत और मील की सीमा से हमारा Ɛा मतलब है  तो मान लीिजए िक का एक ऐसाnus infinity x f 
फलन है, िजसे से अिधक के िलए पįरभािषत िकया गया है  या कुछ धनाȏक है यिद इसे से बड़े सभी के िलए पįरभािषत m x m m x 
िकया गया है तो हम अनंत पर की की सीमा के बारे मŐ बात कर सकते हœ ,x f 
 इसिलए हम सीमा कहते हœ एƛ के एफ के ŝप मŐ एƛ अनंत के करीब पŠंचता है यह एल के बराबर है यिद कोई ईपीएसलॉन 
सकाराȏक िदया जाता है तो वहां एक सकाराȏक İ̾थरांक मौजूद होता है एक सकाराȏक होता है जैसे िक एफएƛ माइनस एल का 
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मोड ईपीएसलॉन से कम होता है जब भी एƛ के से बड़ा होता है तो अनंत पर सीमा इसका सीधा सा मतलब है िक यह एƛ पर सीमा है 
अनंत के बराबर एक संƥा है यिद आप एƛ के एफ को मनमाने ढंग से एल के करीब बना सकते हœ जब भी एƛ बŠत बड़ा होता है तो 
यहां एल एक वाˑिवक संƥा है
 इसिलए इसी तरह हम एƛ के एफ की सीमा कहते हœ जैसे ही ऋणाȏक अनंत तक पŠंचता है, वाˑिवक संƥा के बराबर होता है x 
यिद िदया गया एİɛलॉन 0 से बड़ा है तो कुछ ऋणाȏक संƥा मौजूद है जैसे िक से कम का अथŊ है का ऋणाȏक n n x f x l 
पूणŊ मान मŐ से कम है,epsilon 
 इसिलए िचũ इस तरह िदखता है हमारे पास यहाँ कुछ है यह हमारा बराबर है और िफर अगर मœ कोई एİɛलॉन चुनता ose l y l 
šं और िफर अगर मœ घटाकर से ɘस एİɛलॉन लेता šं और हम कहŐगे िक अनंत पर की की सीमा के l epsilon l x f l 
बराबर है यहाँ कुछ मौजूद हœ जैसे िक जब भी के से बड़ा हो, माइनस एİɛलॉन से ɘस एİɛलॉन के बीच होना k x, x kf l l 
चािहए, तो यह है और फ़ंƕन यह कुछ इस तरह हो सकता है इस मामले मŐ हम कहŐगे िक सीमा बराबर है इसी तरह ऋणाȏक k 
अनंतता पर इसका मतलब है िक यिद आपके पास यह रािश है, तो इससे पहले िक फ़ंƕन को इस के ŝप मŐ सही पŠंचना है,n l 
 इसिलए िकसी भी एİɛलॉन को देखते Šए आप इसे चुन सकते हœ जैसे िक फ़ंƕन का मान यहां कुछ भी हो सकता है।n 
 इसका मतलब यह है िक अब कुछ उदाहरणो ंसे देखते हœ तो एक यह है िक यिद हम के बराबर लेते हœ और की की सीमा x fx x f 
और की की सीमा के ŝप मŐ अनंत तक जाती है तो मुझे इसे नही ंिलखना चािहए तो चिलए  मœ का बराबर एक बटा x f x x f x 
लेता šं तो सीमा Ɛा है  के के ŝप मŐ अनंतता के दावे मŐ जाता है तो Ɛा होता है यिद आप को 1 बटा के बराबर लेते हœx f x fx x 
तो यिद आप को एक बड़ा और बड़ा धनाȏक वाˑिवक संƥा मानते हœ तो 1 बटा छोटा और छोटा हो जाएगा, इसका मतलब है x x 
िक यिद आप कोई धनाȏक लेिकन छोटी धनाȏक वाˑिवक संƥा लेते हœ, तो आप 1 बटा को उससे छोटा बना सकते हœ ,x 
 इसिलए की की यह सीमा शूɊ के बराबर होनी चािहए, आइए हम इसे सƢी से सािबत करने का Ůयास करŐ  तािक यह सािबत हो x f 
सके िक हमŐ जो िदखाना है वह है िक िकसी भी एİɛलॉन को िदया जाए तो एİɛलॉन को शूɊ से बड़ा िदया जाए तो हमŐ को ऐसे ak 
खोजना होगा िक यिद से बड़ा हो तो का एİɛलॉन से कम हो,x, k x f 
 इसिलए यिद हम को एİɛलॉन से 1 के बराबर लेते हœ तो से बड़ा  बराबर 1 बटा एİɛलॉन इसका ताȋयŊ है िक जो िक k x k fx 
एक बटा है, को एİɛलॉन से कम होना चािहए जो िक माइनस जीरो का मॉड हैx fx 
 इसिलए का एक बटा के बराबर है और माइनस ज़ीरो जो िक एक बटा के बराबर है और Ɛोिंक  हम को एक धनाȏक x f x x x 
संƥा से बड़ा मान रहे हœk 
 इसिलए घटा शूɊ यह कम है हान एİɛलॉन सभी के िलए से बड़ा हैfx t  x k 
 इसिलए की की अनंत तक जाने की सीमा शूɊ के बराबर है इसी तरह एक बटा की सीमा के ŝप मŐ ऋणाȏक अनंत xx f x x 
तक जाता है यह िफर से है 0 ȯान दŐ  िक यिद एक ऋणाȏक वाˑिवक संƥा है तो 1 ब  हमेशा ऋणाȏक होता है लेिकन िफर x x 
यह एक छोटा और छोटा ऋणाȏक हो जाता है
 इसिलए यह एक ऋणाȏक वाˑिवक संƥा बन जाता है लेिकन शूɊ के बŠत करीब होता है
 इसिलए यह भी सच है िक अब हम इन दो चीजो ंको िमलाते हœ तािक पįरभाषाओ ंको िमलाकर हमने देखा िक एक की पįरभाषा है सीमा 
अनंत है और दूसरा अनंत पर सीमा है
 इसिलए अनंत सीमा और अनंत पर सीमा की पįरभाषाओ ंको िमलाकर 
हम की की सीमा को पįरभािषत कर सकते हœ Ɛोिंक अनंत तक जा रहा है अनंत के बराबर हो सकता है यिद x f x 
शूɊ से बड़ा कोई मीटर िदया गया हो तो कुछ मौजूद है शूɊ से बड़ा है जैसे िक का सभी के िलए से बड़ा है, से k x f , x m k 
बड़ा है,
 इसिलए हम कहते हœ िक अनंत पर की की सीमा अनंत है यिद के िकसी बड़े मान के िलए का का मान बड़ा है  इसी x f x x f s 
तरह हम अनंत पर सीमा को माइनस इनिफिनटी या िलिमट को नेगेिटव इनिफिनटी से इनिफिनटी के ŝप मŐ पįरभािषत कर सकते हœ, 
इसी तरह कोई भी माइनस इनिफिनटी के बराबर अनंत तक जाने वाली िलिमट को पįरभािषत कर सकता है और िलिमट को fxx x 
अनंत के बराबर के नेगेिटव इİɈिनटी मŐ जा रहा है और िलिमट को जा रहा है  एफएƛ की ऋणाȏक अनंतता ऋणाȏक अनंत fx x 
के बराबर है, उदाहरण के िलए यिद हम एƛ के बराबर एƛ और एƛ के एफ की सीमा को अनंत तक ले जाते हœ तो यह एƛ के एफ 
की अनंत सीमा के बराबर है Ɛोिंक एƛ नकाराȏक अनंत तक जाता है यह बराबर है  ऋणाȏक अनंत सही है Ɛोिंक हमारे पास x 
के बराबर हैfx 
 इसिलए यिद बड़ी धनाȏक संƥा है तो भी एक बड़ी धनाȏक संƥा है और यिद का यिद एक बड़ी ऋणाȏक संƥाx fx x f x 
है तो का बड़ा ऋणाȏक संƥा है यिद हम का मान लŐ  के बराबर वगŊ तो यहाँ के की सीमा जैसे अनंत के पास x f g x x x g x 
पŠँचती है यह अनंत के बराबर है और यह की की सीमा भी है Ɛोिंक ऋणाȏक अनंत तक पŠँचता है लेिकन अनंत पर कुछ x g x 
सीमा देखते हœ जो िक नही ंहै  सŐट तो 
एƛ की साइन की Ůʲ सीमा के ŝप मŐ एƛ अनंत के बराबर पŠंचता है,
 इसिलए याद रखŐ िक एƛ की साइन एक आविधक कायŊ है और िकसी भी एम पीआई की साइन यह सभी पूणाōक एम के िलए शूɊ के 
बराबर है 
और अगर हम कोई दो मीटर लेते हœ तो साइन पीआई ɘस पीआई दो तो यह सभी पूणाōक एम के िलए िफर से एक के बराबर है 
इसिलए अब अगर हम यहां देखŐ िक Ɛा होता है यिद एƛ की साइन की सीमा िनधाŊįरत करने के िलए एƛ की साइन की सीमा िनधाŊįरत
करने के िलए हमŐ यह देखना है िक एƛ के ŝप मŐ इस फ़ंƕन का Ɛा होता है  बड़ा और बड़ा हो जाता है लेिकन हम जो देखते हœ वह 
यह है िक यह फ़ंƕन आपके पास के बराबर 0 और िफर 2 है और िफर यह सही दोहराता रहता हैx pi pi 
 इसिलए 
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आप की साइन िकतनी भी बड़ी लŐ, नकाराȏक एक और एक के बीच दोलन करता रहता है यह एक है  यह माइनस वन हैx 
 इसिलए इस मामले मŐ चंूिक की साइन x 
ऋणाȏक एक और एक के बीच दो लंबाई के िकसी भी अंतराल मŐ दोलन करती रहती है, हम देखते हœ िक की साइन की सीमा pi x x
के ŝप मŐ अनंत तक पŠंचती है, यह मौजूद नही ंहै,
 इसिलए यह एक उदाहरण है जहां सूचना पर कायŊ की सीमा  ठीक से मौजूद नही ंहैinity 
 इसिलए यहाँ कोई फकŊ  नही ंपड़ता िक आप का िकतना मूʞ लेते हœ, आप को बड़ा चुनकर फ़ंƕन को माइनस एİɛलॉन से l x l l
ɘस एİɛलॉन के बीच नही ंबना सकते Ɛोिंक आप जानते हœ िक फ़ंƕन नकाराȏक के बीच सभी मानो ंको ले जाएगा।
  और एक तो कोई फकŊ  नही ंपड़ता िक आप Ɛा चुनते हœ, यह एƛ के सभी बड़े मूʞो ंके िलए एल के करीब रहने के करीब नही ंहोगा,
 इसिलए एƛ की साइन की सीमा मौजूद नही ंहै इसी तरह एƛ के कॉस की सीमा जैसे एƛ अनंत तक पŠंचती है िक भी मौजूद नही ंहै 
इसी तरह की सीमा को अनंत तक पŠंचने के िलए िफर से कुछ गुण मौजूद नही ंहœ,xx 
 इसिलए मान लŐ िक की की सीमा जैसे ही अनंत तक पŠंचती है, एक के बराबर है और के की सीमा दो के x f x l xx g l 
बराबर अनंत तक पŠंचती है जहां एक और दो वाˑिवक संƥाएं हœ तो l l  
अनंत पर एफएƛ ɘस जीएƛ की सीमा एल एक ɘस एल दो के बराबर है,
 इसिलए यह एक िबंदु पर सीमा के िलए िसफŊ  यह योग िनयम है यिद सीमाएं सीिमत हœ एल एक और एल दो तो योग की सीमा समारोह के 
सीमा एक और एक जोड़ दो का योग है,l l l 
 इसिलए यह सािबत िकया जा सकता है जैसे हमने अɊ मामलो ंके िलए िदखाया है इसी तरह यिद हमारे पास की की सीमा एकx f l 
है और की की सीमा दो है तो सीमा गुणनफल गुना बराबर है एक गुना दो भी भागफल के िलए हर शूɊ नही ंx g l fx dx l l 
होना चािहए
 इसिलए यिद अनंत पर की सीमा एक है और के की सीमा दो के बराबर है जहां कोई भी वाˑिवक संƥा है fx l x g l l 1  
और एक गैर शूɊ वाˑिवक संƥा है ज़ेन दो शूɊ के बराबर नही ंहै तो बटा की सीमा एक बटा दो l 2 l 2 rl fx gx l l 
के बराबर है,
 इसिलए यहां एक शूɊ हो सकता है लेिकन दो को करना होगा  इस िनʺषŊ के िलए अब शूɊ न हो l l 
यिद सीमा है तो हमŐ एक अिनिʮत ŝप िमलता हैl2 0 
 इसिलए उदाहरण के िलए मुझे एक उदाहरण करने दŐ  तािक बराबर एक बटा और बराबर 1 बटा वगŊ हो, तो यहां कीfx x gx x x 
सीमा जा रही है  की fx 
अनंतता, अनंत पर के की 0 सीमा है जो िक 0 भी है, की सीमा बटा बटा बराबर एक बटा है  को एक बटा x g fx gxfx gx x x
वगŊ से िवभािजत िकया जाता है,
 इसिलए यह के बराबर है औरx 
 इसिलए बटा की सीमा के ŝप मŐ अनंत के करीब पŠंचता है, यह अनंत के बराबर है, लेिकन अगर मœ बटा को fx gx x gx fx 
देखता šं और यह िकसी भी के िलए एक बटा के बराबर है  शूɊ करने के िलएx x 
 इसिलए बटा की सीमा 0 के बराबर है और को एक İ̾थरांक के बराबर और को एक बटा से िवभािजत करने gx fx fx x gx x 
पर हम देखते हœ िक हमारे पास की की सीमा है Ɛोिंक अनंत तक पŠंचता है 0 जो िक के की सीमा भी है Ɛोिंक x f x x g x 
अनंत तक पŠंचता है और के Ȫारा की सीमा आप देखते हœ िक इस मामले मŐ के Ȫारा İ̾थर हैx g fx x g fx 
 इसिलए सीमा के बराबर हैc 
 इसिलए िफर से यह देता है  यह अिनिʮत ŝप कहता है यिद और की सीमा दोनो ं0 हœ समान ŝप से यिद दोनो ंअनंत हœ fx gx 
तो अिनिʮत ŝप Ůाɑ होगें
 इसिलए शूɊ से शूɊ या अनंत Ȫारा अनंत अनंत पर सीमा के िलए अिनिʮत ŝप हœ और 
इसी तरह यिद हमारे पास की की सीमा है के की अनंतता और सीमा ऋणाȏक अनंत है  हम सामाɊ ŝप से यह नही ंx f x g n 
कह सकते हœ िक माइनस की सीमा Ɛा हैfx gx 
 इसिलए इİɈिनटी माइनस इनिफिनटी यह भी एक अिनिʮत ŝप है, शूɊ गुना अनंत ठीक है तो हमने जो चचाŊ की है वह है हमने अब 
तक की सीमा पर एक िबंदु पर चचाŊ की है बाएं हाथ और दािहने हाथ की सीमा हमने देखा है िक सीमा के वाˑिवक संƥा होने का Ɛा 
अथŊ है हमने कुछ उदाहरण भी देखे हœ जहां सीमाएं मौजूद नही ंहœ हमने देखा है िक अनंत या ऋण अनंत होने की सीमा के िलए इसका l 
Ɛा अथŊ है 
अब अनंत और शूɊ अनंत ये संƥा नही ंहœ लेिकन  हम कहते हœ िक अनंत के बराबर सीमाएँ यिद फ़ंƕन को मनमाने ढंग से बड़ा और 
नकाराȏक अनंत बनाया जा सकता है यिद इसे मनमाने ढंग से छोटा बनाया जा सकता है तो इसे मनमाने ढंग से बड़ी ऋणाȏक संƥा 
बनाया जा सकता है तो हमने अनंत पर सीमा और नकाराȏक अनंत पर सीमा का अथŊ भी इन सभी अवधारणाओ ंको देखा 
फ़ंƕन के गुणो ंको िनधाŊįरत करने मŐ बŠत उपयोगी होते हœ जैसे िक फ़ंƕन का Ťाफ खीचंना यिद आप अनंत ऋणाȏक अनंत पर 
सीमाएं जानते हœ और जहां ली  एमआईटी अनंत या नकाराȏक अनंत के बराबर है तो आप आसानी से फ़ंƕन का Ťाफ खीचं सकते हœ 
और फ़ंƕन के बारे मŐ कुछ गुणो ंको भी घटा सकते हœ,
 इसिलए अगले ʩाƥान मŐ हम कैलकुलस मŐ एक बŠत ही उपयोगी अवधारणाओ ंको पįरभािषत करने के िलए सीमाओ ंका उपयोग 
करŐ गे जो िक डेįरवेिटव की अवधारणा है  फ़ंƕन का और हम देखŐगे िक फ़ंƕन के ʩुȋɄ की गणना कैसे करŐ  इसका भौितक महȕ 
Ɛा है और िफर हम डेįरवेिटव के कई अनुŮयोगो ंको भी देखŐगे, हम िनरंतर फ़ंƕन को पįरभािषत करने के िलए सीमाओ ंका उपयोग 
करŐ गे और िफर िनरंतर कायŘ के कुछ गुणो ंपर चचाŊ करŐ गे धɊवाद 
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