
 అందڔࡍ హࡹ ఇ޴ పޔࠫࡍల߯ ࠮డవ ఉపߕङ సం, ڒబܽद ۨవࡍ ఉపߕङ సం ۨవࡹࡍ ۨవࡍ ఉపߕङ సంࡹ 
ऐࡍంۨ చࡍڷ లޔࠫࡍన ప࠳అనంత ࠭࠲ ంచడం ऴߦరంࠚంۧ࠭ ڒబܽद ڜ ޜߖ޳ ߘߝనڒ ߘޑڷࣃబܽद 
మనం అనంత࠳న పࡱޔࠫࡍ అం݄ ఏࠫ݇ ࡏڷफڕࣆۯం޳ం.
   
ఏߕ޼ ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ  ఇۨऐ నటऱࡅ ޙ࠼కए  పޒࠫࡍ అనంړߖޑ సࠪనం అߖ ߖరछ చనం  m x f 
కएࡅ అం݄ ,࠭ޑࠋۮ  కం݄ ࠳న࣒ తڕए వڴ ఉనऒ ओߩ డ࡮ऱ కएࡅ   కం݄ ߭దभڴ޴ x mod x a x f m 
ఉంܿం࡮ݥ ޴द  కం݄ ࡅకए  అߖ ޴ߝ తڵనంతڴ దగ ठరڴ ఉంۯ ࡮ݦయడం ޳छ  x f x ڴ޴దभ߭ ڴఏకపࣾం ࡌ
యవ۪ऐۯ ,  
అర ޜహరణ޳ఒక ఉ ߖߖ޵ బܽद మనంڒ ޶డږఉండ ڴసࠪనం ړ ߗڒ बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, a
ఉ޳హరణࡅ ڕకए సࠪనం.x f 1 x ړ ࠑ 
 చޔరऴసం మ࠾ࡍ ఈ ఫంࣾړ0 ߤ సࠪన࠳న వదभ x 
రछߖ ۨంచబడߗڒ ޶ࡶ ఇ޴ అߖऒ ऒߕࣆ-ߤߕ  రछߖ ړ ۨంచబݟంڒ ޴బܽद పޒࠫࡍ ఏࠫܽ అߖ x 
అ޳ڷݡం ڒబܽद ߕࣆऒ నऒڕࡏۯ ړ ओߩ కएࡅ ݡ కएࡅ   పޒࠫࡍ ఏࠫܽ ڒబܽद మనం ۫࣋ࠑ 1 ޴ x x f x 
घࣃ ࡮ۧ ߖ ߘߝ తघߕరऴసం  ధޔం݄ చڕࣆޓ ڴ క ޳ࡶ ऴపږޒల ࢐సफవ సంఖङ  అߩओ ए࣋ ݡ छ ࡛ x ll x 
छ޳ ࢐సफవ సంఖङ దभ ధన߭ 1 ࡌ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ڙ ऱࡅ ࠹࠼కए కएࡅ   పߝڕࡏۯ ړ0 ޒࠫࡍటߩओ  x f x ݡ
ఇ޴ అనంړߖޑ సࠪనం మߖ ࠪ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍరछ చߖߕऒ  ఉపڵࡆంۨ ࣃߧࡐߖफ ࠭.
 మనం ۫ߧంచవలࣄం޴ ఏࠫటం݄, ఏ࢟ܽ܊ߦ ߕ޼ ఇۨऐ నటऱޙ࠼ మనం ࡮ݥद ऒߕࣆ బܽदڒ ࡯ߕھߘక ߘ  m 
కం݄ ఎڕए వ ఇ࢐छ द࡮ݥ ࠾ࡍమ ޴కం݄ ߭దभ 0 ݭ࠵ న࣒ 0࠳ బܽदڒ ࡯  కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ 0 కం݄ m x 
ఎڕए వ ࡮ݥद .࡯ߕھߘక ߘ

కएࡅ  ఇߩओ కएࡅ బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴ޴కం݄ ߭దभ ݡ  అం݄ ఏࠫܽ, అࡅ ޙ࠼కए  కం݄ f x m x f f x m 
߭దभ޴ అం݄ ߖ޵ అర बం మనం కం݄ ޳छ ऒߕంܿڕߘలݞఉం ڴ޴దभ߭ ࡌ ࠭, ఇ޴ చదర޳ 1 ߩछ  m x x m ࡌ
కం݄ తڕए వ అߖ ऴ࢐యړߖݞ సࠪనం 
మ࠾ࡍ ఇ޴ 
छ޳ ݋ࡐ एڕఒకܽ కం݄ త ࡌ వ ړ సࠪనం ڒబܽद మనం ۫ࣃफ ࠭ కߘక m mod x
द࡮ݥ కएࡅ ߘ  వర ठ࠮లం ޳छ  బܽद m mڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ కం݄޶ం ఎం޳ంڕࣆޓ ڴసࠪనం ړ1 ࡌ
కएࡅ ߘߝ  వర ठߖ࡮࠮ऒ ओߩలం  ఇږߘࣃ ޴బܽद ఇڒ ߘగలڝࣆޓ  ࢐సफవ సంఖङ ݡ  m 

द࡮ݥ  కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ మߕࣆ ࠾ࡍऒ द࡮ݥ రऴసంޔచ ޙక߱ڒ సࠪనం ړ  ࣋ए छ ࡛ కం݄ mod x x x 
తڕए వڴ ఉంܿం޴, ఇ޳ 1 ޴छ छ޳ 1 ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡌ ए࣋ ࡌ छ ࡛ కం݄ ఎڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం޴,m x m 
ఎం޶కం݄ 0ړ సࠪనం ޶ڒ మ࠾ࡍ ఇࡅ ޴కए  ࠪ అం݄ అޙ࠼ కం݄ ఎڕए వ ࡮ݥद  x x f x mod m x 
కం݄ తڕए వ మߕࣆ ࠾ࡍऒ ओߩటߝڕࡏۯ ړబܽद 0ڒ ޶ڒ సࠪనం ړ  x x ݡ
छ޳ 1  x ޒۯ బܽद మనం ఎడమڒ ޴फంࣆۯ ࢓܌ࡏ ޴ఇ ߖసࠪనం అ ړߖޑఅనం ޴ఇ ޒࠫࡍప ߩచదర ࡌ
మޒۯ ݟڕ ࠾ࡍ పߖ ߖޒࠫࡍరछ ۨంచవ۪ऐ  
అ࢑޻ధంߖ ڴరछ చనంࡹ మనం ఎడమ ޒۯ ݟڕ ޳ࡶ ޒۯ పߖޒࠫࡍ అనంతం అߖ 
రछߖ ۨంచవ۪ऐ  అం݄ ࡅకए కएࡅ ڴసࡏవ ޳ࡶ సࠪనం ړߖޑఅనం ޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ న࣒࠳   పޒࠫࡍx f x 

కएࡅ  ప ऱ࣒ x f.޴ంޔࢂࢗ ړ 
  ఏߕ޼ ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ  ఇۨऐ నటऱޒۯ ݟڕ ޙ࠼ పޒࠫࡍ అనంړߖޑ సࠪనం ఉం࡮ݥ ޴द  ఉం޴ ఈ m 
द࡮ݥ  ߯ ఆ߄రపݟ ఉండవ۪ऐ  ఇږߘࣃ ޴లంڴ ఉంܿం޴ అం݄ మనڕ ఉం݄ ఎడమ ޒۯ పڝ ޒࠫࡍసం m x 
మనం ࡌ࢑మం ࠪऴతࣃ۫ ࠲फ एڕబܽद కం݄ తڒ ߩఎడమ࢙ ړ  ࠭ వ మ࠾ࡍ ఎڕए వ ఉం݄  ࠳న࣒ a x a 
द࡮ݥ  కం݄ ఇࡅ ޴కए  కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿందߖ మޒۯ ݟڕ ࠾ࡍ పړޒࠫࡍ వࡏసڴ కం݄ x f m x a 
߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ పऱ࣒ द࡮ݥ   కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ࡅకए  కం݄ ߭దभڴ޴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఉ޳హరణڕ x f m f
ఫంࣾڝ ߤసం  ࡅకए  సࠪనం 1 ړ0 ࠑ సࠪనం ޒۯ ݟڕ ޶ڒ పߕࣆ ޒࠫࡍऒ నऒޔࢂࢗ ړ  పޒࠫࡍ x x xx x 

కएࡅ కएࡅ  ऒߕࣆ  ళࢗ ړ ऱడం అ޴ߝ అనంړߖޑ సࠪనం ఎంڕ޶ ఇڒ ࢓܌ࡏ ޴బܽद 0 కం݄ ߭దभ޴ x x f m 
అޙ࠼ మనం ࡮ݥद .࡯ߕھߘక ߖ ࢟ܽ܊ߦ 

కం݄ ఎڕए వ మ࡮ݥ ࠾ࡍद  కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ టऱޙ࠼, ఇࡅ ޴కए   x 0 x 
छ޳ 1 ߖ f ޴फంࣆۨࣇ ڴసࠪనం ړ ࡌ x

एڕకం݄ ఎ ޴బܽद ఇڒ వڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇకए డ ࡮ݥद  ఏ޴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࢐సफవ సంఖङ  ధߕతघ కం కߘక m m 
द࡮ݥ వछߖఉండ ڴసࠪనం ړ 1  ం࢐ ݟసफవ సంఖङ  ఈ ࡮ݥद  ధߕతघ క పࠪࡍణం మ࠾ࡍ అߕࣆ ޴ߝऒ  కం݄ m x 
߭దभ޴ మ࡮ݥ ࠾ࡍद  కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ టऱޙ࠼, ఇ޳ ޴छ  m ޜߖ޳ఒక ,ޙ࠼నటऱ࠼సࠪనం అ ړߖ޳ఒక ࡌ
ఒకܽ కం݄ ߭దभ޴ కߘక ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ړ ړ  వదभ ఉనऒ సࠪనం  అనంతం x m x ړߖ޵ ޒࠫࡍప ޒۯ ݟڕ 
అ࢑޻ధంڴ మనం ߮ۮओ  ऴపږޒల అనంతం అߖ పߖ ߖޒࠫࡍరछ फࣃۨ ࠭  ఏߕ޼ ऴపږޒల ࡌߪप ంకం 
ఇۨऐ నటऱࡅ ޙ࠼కए  పޒࠫࡍ ऴపږޒల అనంړߖޑ సࠪనం ڒబܽद ఏߕࣆ ߕ޼ऒ  కం݄ తڕए వ ఉం݄ x f n 
द࡮ݥ द࡮ݥ ऱࢁమ ࢟ܽ܊ߦ   ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ అం݄ ࡅకए  ఇۨऐ న ऴపږޒల సంఖङ  కం݄ తڕए వڴ n x f 
ఉం࡯ݞ 
ऒߕࣆ द࡮ݥ న࣒࠳   కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ ओߩ డ࡮ऱ  అߝ࡮ ऴࣃ࢐फ  బܽद మనం mod x aڒ ߘ
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కएࡅ  ఎడమ ޒۯ ప࠳ ߖޒࠫࡍన࣒ అనంړߖޑ సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए  x x 
రछߖ ڴసࠪనం ړߖޑల అనంږޒऴప ߖޒࠫࡍప ޒۯ ݟڕ ۨంచవ۪ऐ चࢁబܽद మనం మڒ   ఉ޳హరణ ߖ fx x 
छ޳ भ޳۫ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ ం ڒబܽद ߕࣆऒ  వదभ ఉనऒ కएࡅ   ఈ ࡅకए  x f ړߖޑఅనం ޒࠫࡍప ޒۯ ݟڕ 
సࠪనం అߖ మనం ۫ࡍڷ ޒۯ ݟڕ ,࠭ࢡంۨ ఏࠫܽ ఎడమ ޒۯ పࡍڷ ޒࠫࡍంۨ ڙ ऱۯ ࠹࠼యంڒ ݟబܽद 
ఎడమ࢙ڙ ߩ ऱۯ ࠹࠼యంࡅ ݟకए కएࡅ  ऱ సओࢁమ ޴సࠪనం, ఇ ړߖޑల అనంږޒऴప ޒࠫࡍప ޒۯ  షदంڴ x f 
ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ ऴపږޒల ࢐సफవ సంఖङ  అ޳ ޙ࠼छ  x xࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ݞږ 1 ࡌ

࢐సफవ సంఖङ లږޒऴప ߖ దగ ړ0 ޴ం݄ అڕࣆޓ ڴ ठరڴ ఉంܿం޴.x
 ం݄, x neڕߘంۧలߧࡐߖ ࠭࠲ ڴనంݎక ߗڒ ޴నࡕనంబ࡛ స ࢟ܽڼ  ޴ంޔ࢓దभ అ߭ ࠑ 1 
ऒߕࣆ  కం݄ తڕए వڴ ఇవछ బడߖవछ ంݟ, అߩओ द࡮ݥ ࡏࠬ ݡ  n ߘߝ ޙ࠼అ ࡮అ , ޴ఉంܿం ࣄనవలھߘక ߘ
తछ రڴ ऴࣃ࢐फ द࡮ݥ బܽदڒ ߘ द࡮ݥ ړߖݞయۯ సࠪనం ړన࣒ 1࠳ ߘ n ڕࠪ ߖఅ ݟంڝࣆޓ ڴసࠪనం ޜ 1 ߘ
द࡮ݥ  అవసరం అߖ గమߖంచంݟ  ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ छ޳ బܽदڒ   n n ޴ఇ ࠑ న࣒ 1࠳ బܽदڒ ࢟ܽڻߜ 1 ࡌ
࢐సफవ సంఖङ లږߘࣃ  మ࠾ࡍ ߭దभ ऴపږޒల సంఖङ  అޙ࠼ ఈ ࡮ݥद  ఇߩओ నऒۨ ݡ  ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ  n 
అޔ࢓ం޴, ఒక࢘ళ ࡮ݥद ओߩఅ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࠑ న࣒ 1࠳  న ఉం݄ అం݄ nߩ࢙ ఎడమ ړ ߕ మనం ݡ x 0 x 
0 కం݄ తڕए వ అޙ࠼ అ࠳ 0 ޴న࣒ ࡮ݥद  కం݄ ఎڕए వ అం݄ ࠳న࣒ ࡮ݥद  కం݄ ఎڕए వ అߖ అం݄ ఇ޴ పऱ࣒  x 
द࡮ݥ న࣒࠳ న࠳సࠪన ړ1  కం݄ ఏ޴ ఎڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం޳ ޴छ ల సంఖङږޒऴప ڕబܽद మనڒ ࡔస ࡌ  x n 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡮ݥद  కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ అࠑ 1 ޴ߝ కం݄ ఎڕए వ అߖ గమߖంచంݟ, ఈ 1 ࠑ ఇ޴ x n n 
ऴపږޒల࠳నڒ ޴బܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ࠳న࣒ 1 ࠑ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿందࣆۨࣇ ߖफం޴ మ࠾ࡍ  x n x 0 
కం݄ తڕए వ ࠳న࣒ కం݄ ఎڕए వ మ࠾ࡍ ఇߩओ  బܽदx 0 x thi  sڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ న࣒࠳ ఈ ݡ
 ఇ࠳ ޴న࣒ కం݄ 1 ࠳ ࠑన࣒ ఎڕए వڴ ఉంݞలࣆۨࣇ ߖफం޴ మ࠾ࡍ ఇࠑ 1 ޴ కం݄ తڕए వڴ n x x n 
ఉంݞలࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद కం݄ తڕए వ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡮ݥद  కం݄ ఎڕए వ అࡅ ޙ࠼కए  x 0 x f 1 
छ޳ एڕకం݄ త ޴సࠪనం  ఇ ࡌ వ ڒబܽद ࡅకए  ఎడమ ޒۯ పޒࠫࡍ x n x 
औߖన࣒ ఇ࠳ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړܾߖ भ޳۫ ݡ ం ڒబܽद మనం ఫంࣾࡅ ߤకए  పޒࠫࡍ 
అర ߖల అనంతం అږޒऴప ޳ࡶ ల అనంతంږߘࣃ बం ఏࠫ݇ ఇߩओ भ޳۫ ݡ ం.
  లࣾڒ ࡱހబܽद ࠭ంڴ޶ మనڕ మ࠾ࡍ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ   fx gx x f 
పޒࠫࡍ అనంړߖޑ సࠪనం మ࠾ࡍ వదभ ࡅకए కएࡅ   పڜ ޒࠫࡍంత ڕ సࠪనం, ఇ࢐ ޴సफవ సంఖङa x g l
అ࠼న తࡌछ త 

కएࡅ  పޒࠫࡍ ఏࠫܽ  ప ऱ࣒  fx gx ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖޑऱ అనంࢁమ ޴బܽद ఇڒ 
ఫంࣾߤ ల ࠴తफం ఉం݄ , ఒక ఫంࣾࡅ ߤకए  పږߘࣃ ޒࠫࡍల అనంతం మ࠾ࡍ మࡖక ఫంࣾࡅ ߤకए  పޒࠫࡍ 
ఉࡹړߖ ఉంݟ మ࠾ࡍ పࠫࡍత࠳నటऱ࠴ ,ޙ࠼తफం ࡅకए  పޒࠫࡍ అనంతంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ߖ޵ऒ  
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖమనం అ ړߖݞవڝफం۪ࡏڷ   సం܉थ ࠪనం మనڕ ఏߕ޼ అనంతం ఉనऒ టऱޙ࠼ మ࠾ࡍ a a 
ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ  అޙ࠼ ఇ޴ అనంړߖޑ సࠪనం, ڒబܽद మనࡐ ڕపం అనంతం మ࢐ ࠾ࡍసफవ సంఖङ  
కएࡅ  పޒࠫࡍ ఉనऒ ओߩ డ࡮ऱ  అనంతంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఇ࡮ۧ ޴ సओ షदంڴ ఉం࡯ݞ మ࢓܌ࡏ ࠾ࡍ మనం 
ప   ޴ఉంܿం ࣄయవలۯ ऱ࣒ కएࡅ   పޒࠫࡍ అనంړߖޑ సࠪనం అࣆߧ۫ ߖफంڒ ޴బܽद ߕࣆऒ  కం݄ fx gx m 
ఎڕए వ ఇ࢐छ ओߩఅ ࡯ द࡮ݥ మనం ݡ द࡮ݥ న࣒࠳ అం݄ ࡯ߕھߘక ߖ ࢟ܽ܊ߦ   కం݄ తڕए వ మ࠾ࡍ mod x x 
సࠪనం ޶ڒ అం݄ 

 ప ऱ࣒  ఉం࡯ݞ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴, అࡅ ޙ࠼కए  పޒࠫࡍ అనంతం మࡅ ࠾ࡍకए  fx gx m fx gx 
పޒࠫࡍ అߖ ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद l 
ఈ పࡅ ޒࠫࡍకए రछߖ  చనం ऴపڒరం 

కएࡅ  పړ ޒࠫࡍ సࠪనం ڒబܽद, ڜ ڴ࡮ంత ࡮ݥद  ఒకܽ ఉందߖ మనࣆࡱޘ ڕ x g l mod 
द࡮ݥ న࣒࠳  1 కం݄ తڕए వ , ఇ࠳ ޴న࣒ ࡅకए కएࡅ  एڕఒకܽ కం݄ త ݭ࠵  వڴ ఉందߖ x x l g 

 ,޴फంࣆۨࣇ
బܽद మనం ఇకएڒ డ ࣆۯफనऒ झߧన ఎ࠳సࠪన ړ  ޴ द࡮ݥ న࠳సࠪన ڕ ߤ࡮  ఒక ߖ ࢟ܽ܊ߦ ఎం۪ڝం1.ݟ
కएࡅ ޴నࣄ࡯ޘ ڕబܽद మనڒ   పࡅ  ޒࠫࡍకए ओߩऱనࢀࢗ ړ  g x x a ߕ޼ఏ ڕవర ݟంߘ  సࠪనం ݡ al l 
ఎߧझ ఇۨऐ ࢟ܽ܊ߦ ߤ࡮ నటऱ࡮ݥ ߘߝ ,ޙ࠼द द࡮ݥ న࣒࠳ అం݄ ,ߘనగలھߘక ߘ  కం݄ తڕए వڴ mod x a 
ఉనऒ ओߩ కएࡅ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ݡ కएࡅ  ओߩఉండన ڴసࠪనం ޜ  झߧఎ ݡ एڕకం݄ త ߤ࡮ వڴx x l g mod
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ऴపޙङ కంߘߝ ڴ ఎߧझ ऒߕڕఎం۪ ߖ ߤ࡮  న࣒ ఒకܽ కం݄ mod gx l࠳ లం݄ݞఉం ڴఒకܽ  ߘ
తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠳న࣒ ࡮ݥद  కం݄ తڕए వ ߕࣆऒ  కం݄ ఒకܽ ఎڕए వ అం݄ ࡅకए  mod x x g 
అ࠳ ޴ߝన࣒ వߤ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  వߤ మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ మనڕ లࣆࠚफంݞږ ޴ మనڕ l l 
ఇవछ బޔݡంࡅ ޴కए కएࡅ   పޒࠫࡍ సࠬߧంۯటܿవంܽ ࡅకए  పޒࠫࡍ అనంړߖޑ సࠪనం x f x x a 
తघߕధ ߕ޼బܽद ఏڒ క ࢐సफవ సంఖङ కएࡅ ߘߝ సంڝ   ࢐సफవ సంఖङ  కం݄ ࡅకए  ߭దभۯ ڴ޴యగలߘ x x f 
కएࡅ బܽदڒ  ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡮ݥद ఇకए ߘߝ ޴ఉం ࢟ܽ܊ߦ 2  డ అߖ ऴࣃ࢐फ  x f m one ࠾ࡍమ ߘ
फࣃ࢐త ऴ࢐ࡏత ޴ఇ ߘߝ द࡮ݥ న࣒࠳ బܽदڒ ߘ एڕకం݄ త ݡంࡓ  వ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  కం݄ ఎڕए వ mod x a 
అ࠼నߩओ డ࡮ऱ కएࡅ   ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߩओ  మనం x f m fx ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
 ప ऱ࣒ द࡮ݥ బܽद మనంڒ  ࡯ݞ۫ ߖ  द࡮ݥ ڴషदంߖక ߘ   మ࡮ݥ ࠾ࡍद   అڕࣆޓ ߖం݄ అ޴ మࢁऱ gx 1 2
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द࡮ݥ ణంࠪࡍప  ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ   మ࡮ݥ ࠾ࡍद బܽद ve 1ڒ ࠼ఉంܼ ڴ ࢟ܽ܊ߦ ݢంࡓ   2 mod x 
द࡮ݥ న࣒࠳  కం݄ తڕए వ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  కం݄ ఎڕए వ 
ప  ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ࠳న࣒ ࡮ݥद  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, ఇ࡮ݥ ޴द  2 fx gx mod x a fx
కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴.

మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡮ݥद  1 కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद 1 ޳छ छ޳ 2 ޴ఇ 1 ޴ఇ ࡌ m 1 mod x a x  ڴఒక ऴ ࡌ
అ޴ߝ మనࣄ࡯ޘ ڕన ߖ޳కం݄ ఎڕए వ ࠳న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ߗڒ మనڒ ڕవలࣄన޴ ఏࠫటం݄, మనڕ l x 
కएࡅ   ప ऱ࣒ एڕకం݄ ఎ ޴ߝఅ  ࡯࢐ڒ  వڴ ఉం࡯ݞ, ఇకए డ ఇవछ బݟన ధߕతघ క సంఖङ  కߘక ఇ1 ޴ f g x m m 
మ޳ 2 ࠾ࡍछ भ޳ऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړ ޴ఇ ࡌ ం .m
ఒకܽ  ప ߤబܽद మన వڒ  ऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद ߘߝ ఎం۪ڕం݄  ఒకܽ  ప ऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ m m m l m m 

ओߩఅ ,࡯ݞఉం ڴసࠪనం ޜ द࡮ݥ న࣒࠳ ݡ एڕకం݄ త ݡంࡓ  వڴ ఉనऒ ओߩ డ࡮ऱ కएࡅ   ఈ l mod x a x f m
ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంۯ ࡮ݦయవ۪ऐ  బܽदڒ 

 ప ऱ࣒  పޒࠫࡍ ఇ޴ అనంړߖޑ సࠪనం ڒబܽद  ఈ ࡍऴ࣒ڻ ऴڜ ࠆߪంۮం ړ ऱషदంڴ కߧߖంచవచऐ  fx gx ߘߝ ߖ
फߦۮ  ,ߘ
అࡅ ࡏࠬ ޙ࠼కए  పߖޒࠫࡍ అర बం ࡯࢐ڝࣆۯ  ఇߖऔ fx fx ڴ޴నంత ߭దभࣄవలڒ ڕࠬ ߖ ࡏࠬ అం݄ ܾߖ
ऐࡏࠪ వ۪ऐڝ , అం݄ ߖ దగ ठర తڵనంతڴ ఉం࡮ݦ ఎం۪ڝవ۪ऐ  మࡅ ࠾ࡍకए  పޒࠫࡍ x a x g 
పࠫࡍత࠳నڒ ޴బܽद అڜ ޴ంత పࠫࡍత సంఖङ  దగ ठర ఉంܿంڒ ޴బܽद ఆ ޑ࠴फ ऒߖ  మࢁऱ ߭దभۯ ڴ޴యవ۪ऐ .
 బܽद xڒ ం޳ڷݡఅ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ޙ࠼అనంతం అ ࡱޔࠫࡍప ݡంࡓ ڴ࢑ధం ޻అ ޴ంࣄవలڒ ڕࠬ  
కएࡅ  పޒࠫࡍ 
అనంړߖޑ సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए  పݞږ ޒࠫࡍ అనంతం అޙ࠼ మࢁऱ  ప ऱ࣒  పޒࠫࡍ ఇ޴ x g fx gx 
అޔ࢓ం޴  ఇߖऔ ऒߕࣆ ࢓܌ࡏ ऱࢁసࠪనం మ ړܾߖ  కం݄ ఎڕए వ ఇ࢐छ ओߩఅ ,࡯ తछ ߘߝ ݡ రڴ ऴࣃ࢐फ  m ߘ
ऒߕࣆ బܽदڒ  కం݄ ఒకܽ ఎڕए వ ࡮ݥद  ఉం޴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  కం݄ ࡓంݡ ߭దभ ࡮ݥद  ఉం޴ అం݄ ࠳న࣒mod x 
द࡮ݥ  కం݄ తڕए వ ߕࣆऒ  కం݄ ఒకܽ ఎڕए వ ఇࣆۨࣇ ߖ ޴फం޴  కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ f x x 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡮ݥद एڕకం݄ త ݡంࡓ  వڴ ఉనऒ టऱࡅ ,ޙ࠼కए  పݞږ ޒࠫࡍ అనంతం కߘకmod x a x g 
छ޳ సం కం݄ 2ڝ ߖ޵ ߘߝ छࡌత ࠾ࡍమ ߘయగలۯ ڴ޴దभ߭ ߖ ࡌ త m gx
द࡮ݥ द࡮ݥ షदߖక  ݟంڝࣆޓ ڴऱ సࠪనంࢁమ ߘ द࡮ݥ 1   2 ఇږߘࣃ ޴లంڴ ఉంܿం޴, ఆ߯ ࠳న࣒ ࡮ݥद  mod x 
కం݄ ߕࣆऒ  కం݄ తڕए వ, ఇ޴  ప ऱ࣒  కం݄ ఎڕए వ ఉం࡯ݞ అࣆۨࣇ ߖफం޴  ప ऱ࣒  అ޴ߝ కం݄fx gx fx gx m 
పऱ࣒ ݡంࡓ ऱ అనంతం  ఇకएࢁమ ޒࠫࡍతफం ప࠴ బܽदڒ ޴ఇ , ݡంࡓ ࠑ  డ అ࢑޻ధంࡏࠬ ڴ m m 

కएࡅ ऱࢇࢗ ړ  పޒࠫࡍ అనంړߖޑ సࠪనం అڝߘవ۪ऐ , అߩओ afx ݡ x 
కएࡅ పओۮ ఏࠫ ߘߝ ంۨࡍڷ ޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ ऱࡏࣃ న࠳बరࣄ  గలߘ అ޴ అనంړߖޑ సࠪనం ڒబܽद x c f x 

మనం ۫డ޴ࡃࠓ ఇ࢟ܽ܊ߦ ࣄ ޻ అޙ࠼ ఇ޴ 
औߖగܽ࢟ ఇߜ ࡓ ࣄ ޙ࠼అ 0 ࣄ సࠪనం ړܾߖ ऱܿ ڒబܽद ࢐సफړߖ࢐ ఇړ0 ޴ సࠪనం అړ0 ࣄ ޙ࠼ సࠪనం.fx 0 
एڕకం݄ ఎ 0 ,ޙ࠼అ ࢟ܽ܊ߦ ࣄ ఒకܽ ࣒ښ  ޴దܽ࠴ ڕ޶ఎం ޴బܽद ఇڒ  వ ఇ࢐छ छ޳ ࣄ , ࡯  m m ݞږ ࡌ
 బܽदڒ ࢟ܽ܊ߦ ࣄ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴ ࢟ܽ܊ߦ
ఎࠆఎڡझ  పޒࠫࡍ ఇߖऔ द࡮ݥ బܽदڒ ܾߖ द࡮ݥ బܽदڒ ޴ఉం ࢟ܽ܊ߦ   కం݄ ࠳న࣒ తڕए వ ࡮ݥद  కం݄ mod x 
తڕए వڴ ఉంܿం޴, ఇࣆۨࣇ ߖ ޴फం޴ మ޳ ࠾ࡍछ ఈ సంఖङ ࡌ  కం݄ ఎڕए వ ࡏࣃऱ మࢁऱ f c t m x c fx m
కం݄ ఎڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఎం޶కం݄ ڴ ࢟ܽ܊ߦ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡏࣃऱ పޒࠫࡍ అనంړߖޑ c c fx 
సࠪనం అߖ అర बం ऴపږޒలంڴ ఉం݄, అߩओ छ޳ మనం ݡ  c m m ޶ڒ ࢟ܽ܊ߦ ޴అ ࠭ࡶऴ࢐య ߖఅ ࡌ
ऒߕࣆ ࠾ࡍఉం݄ మ ڵ࡯క మనం కߘక ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ࢟ܽ܊ߦ న࣒࠳ బܽदڒ  కం݄ తڕए వ c 
ఇۨऐ నటऱ޳ ߘߝ , ޙ࠼छ n n n c ,޴ఉంܿం ڴలంږޒऱ ऴపࢁమ ޴ऴ࢐࣋फ, ఇ ޜ న࣒࠳ ߘ ߘߝ ,ऴ࢐࣋फ ߖఅ ࡌ
ఎం޶కం݄ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ږߘࣃలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠳ ࠑన࣒ అ޴ߝ n c n c 
ऴపږޒల ࢐సफవ సంఖङ  అం݄ ޳छ తघߕధ ޴ఇ ࡌ కంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ࡅకए కएࡅ   పޒࠫࡍ n c x f 
छ޳ ࠾ࡍల అనంతం మږߘࣃ ࢐సफవ సంఖङ లږߘࣃ ࡌ  అ࠼నం޶న మనం 0 కం݄ ఎڕए వ ࡮ݥद  n c ߘ
కھߘనవ۪ऐ , అం݄ ࠳న࣒ ࡮ݥद  కం݄ తڕए వ , ఇࡅ ޴కए छ޳ ޴फంࣆۨࣇ ߖ  కం݄ mod x x f ࡌ n n 
ఎڕए వ అߧ۫ ߘߝ ߖంۧ࡯झ ం޴ ఏࠫటం݄ ࡏࣃऱ పޒࠫࡍ ऴపږޒల అనంతం అం݄ మనڕ c fx mod x 
द࡮ݥ న࣒࠳  కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ࡏࣃऱ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿందߧ۫ ߘߝ ߖంۧ࠳ ࡯న࣒ c xfx n n 
ఉనऒ ڴలంږߘࣃ ࣄ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ࣄ న࣒࠳ ݟంߘ ం޶న మనం ۯయవ۪ऐ c ޜ న࣒࠳ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ  
కएࡅ బܽदڒ ݟంచంށڷ ࡓ న࣒࠳  ऱܿ మࢁऱ ࠳న࣒ ࡓ ऱܿ ࠳న࣒ కం݄ ࠳న࣒ కం݄ ఎڕए వ, x c f c n c 
అం݄ ࠳న࣒ ࠳న࣒ కం݄ ఎڕए వ మ࠾ࡍ ఇࡏࣃ ޴ऱ అߖ ऴ࢐యړߖݞ సࠪనం ڒబܽद cfx n c fx fx n 
కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ 

కएࡅ ऱࡏࣃ రछߖ  చన ప࠳ ޒࠫࡍన࣒ అనంړߖޑ సࠪనం మڝ ࠾ࡍసం ߕࣆऒ కएࡅ ऱࡏࣃ   c fx c c fx 
ۨవࡍ సందరग ం ߖరछ ۨంచబݟన అߖऒ ऒߕࣆ సంڝ  కएࡅ బܽदڒ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ऱ fx x x c fࡏࣃ 
కएࡅ  పߕࣆ ޒࠫࡍऒ  fx ޙ࠼ల అనంతం అږޒऴప ޒࠫࡍప ࡯ݞఉం ڴ
పږߘࣃ ޒࠫࡍల అనంతం ޳ࡶ ऴపږޒల అనంతం  అۮ ߖపओ  ޳ࡶ ڴలంږߘࣃ ంకంࡌबࣄ ړߖݞ
ऴపږޒలంڴ ఉం޳ అߖ ఇకए డ ࠬ܉ ࡏऴగతफڴ ఉం࢟ܽڻߜ  ࡯ݞ ఇߖऔ  ࢟ܽ܊ߦ ޴ఇ ޙ࠼అ ࢟ܽ܊ߦ ࣄ ܾߖ
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ఇߖऔ  గܽ࢟ߜ ࣄ ޴ంޔ࢓అ ܾߖ
అࣄ 0 ޙ࠼ అ0 ޙ࠼ ఓڒ ښబܽद మనڕ ఎࠆఎڡझ  మ܊ ࠾ࡍఎڡझ నపओ࠳అనంత ޒࠫࡍతफం ఉం݄ ప࠴   ڔܽ
పߖڜ ړޒࠫࡍऒ ऒߕఉ ࡱయࠪߖ  యߖ మనం ۫࠭ࢡ.
కएࡅ ࠾ࡍఅనంతం మ ޒࠫࡍబܽद పڒ ޶ࡶ࢑షయం  ۫డ ఒక ࣔ ࠭࠲    ప࠳ ޒࠫࡍన࣒ fx  g x 
అనంతం అޙ࠼  ప ऱ࣒  పࡍڷ ޒࠫࡍంۨ మనం ఏࠫ ۮపओ గలం ڒబܽद ఈ సందరग ంࡹ ఏࠫ జޜڷࡏం޴ fx gx 
అం݄ అనంڕࡏۯ ړߖޑంܿం޴ మ࠾ࡍ ऴపږޒల అనంڕࡏۯ ړߖޑంܿంڒ ޴బܽद  ఇ޴ ఇߖऔ  fx gx ܾߖ
औߖన࣒ ఇ࠳ औߖఇ ޴ఇ ࡏందڜ ࡹࠬ బܽदڒ పంࡐ ܾߖ ఊࣕంచవ۪ऐ ߖందޔࢂࢗ ړܾߖ , ఇ࠳ ޴న࣒ ఇߖऔ  ړܾߖ
औߖబܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ औߖన࣒ ఇ࠳ ܾߖ ऒߖڜ బܽदڒ ޶ڒ జంߖ ޴అ ޙ࠼అ 0 ܾߖ  ఉ޳హరణల ޳छ भ޳۫ ࡌ ం 
झڡఎࠆఒకܽ ఎ ࡱహరణ޳బܽद ఉڒ .ం޳ంڕࣆޓ 

࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࠑ న࣒ 1࠳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖ޳ఒక ࡌ छ  సం  x gx x xڝ ࡗ܋ -ߤߕ ݢంࡓ ࡛
రछߖ ۨంచబݞन ఇకए ,࠼ డ 0ߝڕࡏۯ ړటߩओ మన దగ ݡ ठర ఉనऒ  x fx ޴
కएࡅ  పڴޒࠫࡍ ఉంܿం޴ , అࡅ ޴ߝకए  పޒࠫࡍ అనంతం మࡅ ڴ ࠾ࡍకए  పޒࠫࡍ.x x x x 
  అऴ߱۶ 0 ࠳న࣒ ఇߖऔ కएࡅ కం݄޶ఎం ܾߖ ࡓ న࣒ 1࠳  ऱܿ మ࠾ࡍ మన ࠭ߘపܽ ࢑షయం x g f x 
ऴపڒరం 
, మనం ࣋ށڷफ ఈ ࠳న࣒ 1 ऴపږޒల ࣄबࡌంకం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴, ఇߩओ ప  ݡ ऱ࣒  fx gxfx
 ప ऱ࣒ పऱ࣒ ߩంۨ ఏࠫܽ  చదరࡍڷ  ए࣋ ࠑ ߤన࣒ వ࠳  छ ࡛ అߖऒ ంܽߕࣆ ڔऒ , ఇړݟڕ 0 ޴ సࠪనం ޶ڒ gx x x 
ऒߕࣆ ߤబܽद ఈ ఫంࣾڒ ఉనऒ ڵ࡯క ߖ బܽद  పڒ ޴ఉంܿం 0 ࡮ښఒ ࡹమంࡌ࢑  ऱ࣒ కएࡅ   పߕࣆ ޒࠫࡍऒ  fx gx ړ
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఇ࡮ ఉంܿంద࢑࠙ ࡏࠬ ߖంచవ۪ऐ   ఎలऱ࢘ ళߖ ࡮జ࠲ అࡓ ޙ࠼ండవ ఉ޳హరణ ۫޳भ ం 
ఇߩओ झڡఎ ࠆన ఎ࠳సࠪన ړ ݡ भ޳۫ ߖ  ం, ߖ ߘߝ వߤ పऱ࣒  వࠑ ߤ ࣋ए छ fx ߘంܼڕࣆޓ ڴసࠪనం ړ ࡛ fx x 
మ࠾ࡍ అ࠳ ޴ߝన࣒ వࠑ ߤ ࣋ए छ రछߖ సంڝ ݢంࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛ ۨంచబడߕࣆ ࢓ऒ  బܽद gx x xڒ 
మనం ߕࣆऒ నऒڕࡏۯ ړ ओߩ కएࡅ ݡ కएࡅ   పߖޒࠫࡍ ۫࣋फ, ఇ޴ మࢁऱ ࠴దܽ ఫంࣾࡅ ߤకए  x x f 
పޒࠫࡍ, ఇ޴ ఒకޔࢂࢗ ړߖ޳ం޴ మ࠾ࡍ ࣋ए छ छ޳ ࡛  x ޒࠫࡍప ڕమన ࠾ࡍఅనంతం మ ޒࠫࡍప ߖ޳ఒక ࡌ
ఉం݄ మనం ۫࠭ࣃ  ఒక ఫంࣾ࢐ ߤసफవ సంఖङ  మ࠾ࡍ మࡖకܽ అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴, ఆ߯ ࠴తफం మࢁऱ 
అనంతం ڒబܽद ఇࡅ ޴కए కएࡅ   అనంత పړޒࠫࡍ సࠪనం, x g 
ఇ࠳ ޴న࣒ అనంతం అޙ࠼  ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ ఇకए డ  ప ऱ࣒  ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ߕࣆ  ޶ڒऒ  fx gx fx gx xړ
సࠪనం ڒబܽद  ప ऱ࣒  పޒࠫࡍ ఇకए డ ఒకړߖ޳ సࠪనం మߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍऒ  ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ  fx gx ڕ
ऐࡍࠪ నటऱޙ࠼ ఇకए డ ఒకࡍڷ ߖ޳ంۨ ऴపޙङ కంڴ ఏࠬ ڒ ޶ࡶబܽद ߖ వߤ పऱ࣒  వࠑ ߤ ࣋ए छ fx ڴసࠪనం ړ ࡛ x 
న  ప࠳बరࣄ ంతڜ ߖ ం݄, మనంڕࣆޓ ऱ࣒ ए࣋ ࠑ   छ ంܼ࠭.fxڕࣆޓ ڴసࠪనం ړ ࡛ c 1 x 
 ఇకए డ ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ  ధߕతघ క ऴపږޒలం 0 ޳ࡶ అޙ࠼  ప ऱ࣒ కएࡅ   పޒࠫࡍ ఇకए c fx gx c ړ ݦ
సࠪనం ڒబܽद ఈ అనంతం ࠳న࣒ అనంతం ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ వ۪ऐڝࣆޓ   న࣒ c࠳ బܽद ఈ అనంతంڒ 
అనంతం అం݄ అర बం ޴ߖࡶ ఏۯ ߕ޼యవ۪ऐ  ࢐సफవ సంఖङ బܽद ऴపశऒڒ ݞږ   అ޴ అనంతం ࠳ ޳ࡶన࣒ b 
అనంతం ڒవ۪ऐ भ޳۫ ం݄ڕࣆޓ ړࡹగణࡍబܽद మనం పڒ ߘ࢓ऱ అࢁనం మ߄బܽद సࠪڒ  ం మ࠾ࡍ fx gx 

 ప ऱ࣒  అనంړߖޑ సࠪనం అߦۮ ߖओ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ࡏ  fx gx ړߖݞయۯ ࡮లభం  అࣆ ࡮ۧ ం݄ڕࣆޓ 
ए࣋ ߖ ߘߝ छ ए࣋ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ߖ ࠾ࡍమ ړݡంࡓ ޜ ࡛ छ ओߩం݄, అڕࣆޓ ڴసࠪనం ړ ࡛ fx ߖ ݡ x gx x fx 
ऒߕࣆ  వదभ పߖ ޒࠫࡍ ఇߖऔ औߖన࣒ ఇ࠳ ޒࠫࡍప ܾߖ పऱ࣒  ࠾ࡍసࠪనం మ ړܾߖ fx ࠑ ݡంࡓ  gx fx gx x 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠑ ߤన࣒ వ࠳  छ ࡛ ఇ޴  ࣋ए छ छ޳ ࡛ బܽद ࣋एڒ ఒకܽ ࡌ छ छ޳ ࡛  x x x ړߖޑఒకܽ అనం ࡌ
ऒߕࣆ ޒࠫࡍబܽद పڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖంܿందڕࡏۯ ప  ޴ంޔࢂࢗ ړ ऱ࣒  ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ సࠬߧంۯ x fx gx x x 
ऒߕࣆ కएࡅ   పړޒࠫࡍ సࠪనం, ఇ޴ అనంړߖޑ సࠪనం మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ మనం ڝࣆޓవడం ޳छ  ࡌ
ం݄ ఈకछڕࣆޓ ए࣋ ࠑ ߤవ ࡽ छ ࡛ మ࠾ࡍ ఈకछ న࣒ ݀ ࣋ए࠳ ࡽ छ ࡛ పޒࠫࡍ  ప ऱ࣒  ఇ޴ fx x gx x fx gx 
औߖన࣒ ఇ࠳ కం݄ ఇకए޶ఎం ޴ంޔ࢓అ ܾߖ డ  ప ऱ࣒  అ࠳ ޴ߝన࣒ వࠑ ߤ ࣋ए छ ࡛ పޒࠫࡍ మ࠾ࡍ fx gx x fx 

కएࡅ  ప࠳ ޒࠫࡍన࣒ అనంతం ڒబܽद మనం ۫ࣄం޴ ఏࠫటం݄, ఈ అనంతం ࠳న࣒ అనంతం ఏߕ޼ x g 
వ۪ऐڝࣆޓ ࡍߖన࣒ అనంతం అ࠳ ఈ అనంతం ߩంڵ࠭ బܽदڒ  भషद ࠫߖషం ࡐపం , అం݄ 
ఈ పޒࠫࡍ ఏࠫ݇ ࠬࡏ ࠭ంߖ ڴ޶ర प࠼ంచڒ ࡏࡶబܽद ఒకࡏ అనంޙࢀࢗ ړߖޑ మࡖకܽ ࠳న࣒ అనంతం  ఇ޴ 
సమసङ సమసङ ݟంߘ   వరڕ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఒక అࡍߖ भషद ࡐపం మ࠾ࡍ ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ  ޳ࡶ 
 ప ऱ࣒ వ۪ऐڒ న࣒ అనంతం࠳ ޳ࡶ  వङ ڴऴగతफ܉ ߘలޔࠫࡍంܽ ప࡮బܽद మనం అڒ  వహࡍంۧ࡯.

࢑షయࠫ࠲టం݄ , ఫంࣾనऱ ఉతओ ऒߖڜ బܽदڒ ࡔస ࡱހంۨన లࣾ߅సంబం ړफޒ కएࡅ ऱࢇࢗ ړ    r a f xx 
పޒࠫࡍ అనంړߖޑ సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ   పڜ ޒࠫࡍంత ړ సࠪనం, ఇ࢐ ޴సफవ సంఖङ  x g l
అ࠼నߩओ పओۮ ఏࠫ ߘߝ ంۨࡍڷ ޒࠫࡍప ݡ గలࡅ  ߘకए కएࡅ ऱࡏࣃ  కएࡅ ߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ   fx g x 
ऴపޙङ క సందࡌग ऒߖ ఇకए ,࠭ࢡ۫  డ ࡅకए  అࣄ ޴ߝबర࠳న హڕए  న g x࠳ల అనంతږߘࣃ ޒࠫࡍబܽद , పڒ 
ऒߕࣆ ޳ࡶ ړߖޑన࣒ అనం࠳ కएࡅ ంకంࡌबࣄ ߕ࠳సࠪన ړ फ߯ࡏڷ   ఆ߄రపݟ ఉంܿంద࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ.
  ఇకए డ మనం ߰ం޴޻ ఏࠫటం݄ 

 l l , ړߖޑల అనంږޒऴప ޴ఉం݄ ఇ ڴలంږޒऴప ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖޑఅనం ޴ఇ ޙ࠼అ ࢟ܽ܊ߦ
సࠪనం మ࠾ࡍ అޙ࠼ ఏࠫ జޔڷࡏంݞږ ޾ అڒ ࠭ޑڷݡబܽद మనࣄ ڕबర࠳న ఫంࣾ0 ߤ ఉం݄ l 0 
ఇకए డ ࣄबర࠳న సమࡅ ࡱ࠻కए  0 ఆ సందరग ంࡹ పࡅ ߗڒ 0 ޒࠫࡍకए కएࡅ   పߕࣆ ޒࠫࡍऒ  f  x x g 
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అޙ࠼ అ޴ మࡍంత ړ ऱషद࠳నڒ ޴బܽद 
ऒࢢऴప ߖఏࠫట ޙ࠼సࠪనం అ ړ0 ంచంڒ ݟబܽद ࠭࠲ ఈ ऴపశऒ లڕ త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ సࠪ߄నం l 

ఇࣃफ ࠭ మࣃۯ ݞږ ࠭࠲ ࠾ࡍफ ࠭ త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ అనంతం వదभ పޔࠫࡍల ࡍڷంۨ ڝࣆࡱޘంݟ 
ఆం࠾ ࠾ ڡ 
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