
 அைனவ௠க்ஶம் வணக்கம் இௌ வரம்௖கள் பற்௣ய ௛ன்றாவௌ ௳ரி௵ைர, எனேவ கடந்த 
௳ரி௵ைர௜ன் ௚ூ௳ல் கைட஼ ௳ரி௵ைர௜ல் எல்ைலயற்ற வரம்௖கள் பற்௣ ௳வாொக்கத் 
ெதாடங்ழேனாம், எனேவ அைதத் ெதாடரழ்ேறன், எனேவ எல்ைலயற்ற வரம்௖கள் என்றால் 
என்ன என்பைத நிைன௵ப௄த்ௌழேறன்.
   
எந்த ேநரம்ைற உண்ைமயான எண் ெகா௄க்கப்படட்ால் இன் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் m x f 
என்௥ வைரயைற ஷ௥ழேறாம், அதாவௌ  இன் ஐ ௳ட 0 ஶைறவாக இ௠க்ஶம் x mod 
ேபாெதல்லாம் ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்ஶம் ேநரம்ைற ெடல்டா உள்ளௌ.m x 
 ெடல்டாைவ ௳ட இன் ஐ தன்னிசை்சயாக     ெபரிதாக்கலாம்  சௌரம் மற்௥ம் இந்த x f 
ெசயல்பா௄ க்ஶ சமமாக 0 இல் வைரய௥க்கப்பட௳ல்ைல, ஆனால் x 
இௌ அைனத்ௌ அல்லாத ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளௌ , வரம்௖ என்ன என்௥ x 
ேகட்ேபாம், எனேவ ௗஜ்௷யத்ைத ெந௠ங்ஶம்ேபாௌ இன் இன் வரம்௖ என்ன, எனேவ நாம் x x f 
பாரப்்பௌ 1 நான் ஐ ௘க௵ம் ஸ்மா என்௥ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் சௌரம்  ேநரம்ைற by x x ll 
அல்லௌ எொரம்ைற உண்ைமயான எண் ௔ன்னர ் சௌரத்தால் 1 ஒ௠ ெபரிய ேநரம்ைற x 
உண்ைமயான எண்ணாக மா௥ழறௌ, எனேவ ஷற்௥ என்பௌ ஐ ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ இன் x 0 x f 
இன் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் மற்௥ம் அைத எங்கள் வைரயைறையப் பயன்ப௄த்ொ 
நி௡௔ப்ேபாம்.
  நாம் காட்ட ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், எந்த ௙ பா஼டூ்வ் ெகா௄க்கப்படட்ா௩ம் நாம் ஒ௠ 
ெடல்டாைவக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ  ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால், 0 ஐ 
௳ட ெபரிய ெடல்டாைவக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், அதாவௌ க௯த்தல் 0 ேமாட் 0 ஐ ௳ட x 
ெபரியதாக௵ம் ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக௵ம் இ௠ந்தால்.

இன் இப்ேபாௌ ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்க ேவண்௄ம் இன் என்றால் என்ன, ஆனால்  f x m x f 
இன் ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்க ேவண்௄ம், அதாவௌ ஐ ௳ட ஒ௠ சௌரம் ெபரிதாக f x m m x 

இ௠க்க ேவண்௄ம், இௌ சௌரம் 1 என்௥ எ௱ௌவதற்ஶ சமம் ேம௩ம் இௌ க்ஶ x by m mod x 
சமமான ஒன்௥க்ஶ சமமானதாஶம், எனேவ ெடல்டாைவ இன் வரக்்க௛லத்ொன் ௛லம் 1க்ஶ m 
சமமாக எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
  இப்ேபாௌ உண்ைமயான எண் ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக௵ம் , ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ mod x x 
சமமாக இல்லா௳ட்டால் சௌரம் ெடல்டா சௌரத்ைத ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ, இௌ 1 க்ஶ x by m 
சமம் மற்௥ம் இௌ 1 சௌரம் ஐ ௳ட ெபரியௌ, by x m 

க்ஶ சமம் அல்ல , இௌ இன் என்பௌ என்றால் ஐ ௳ட ெபரியௌ என்பௌ x 0 x f mod m x 
ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ மற்௥ம் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இல்ைல, எனேவx 

ஐ ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ சௌரத்ொன் 1 வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் என்பைத இௌ நி௡௔க்ழறௌ, x 0 x 
எனேவ இடௌ ைக மற்௥ம் வலௌ ைக வரம்ைப நாம் வைரய௥க்கலாம்.
 
இேதேபால் வைரயைற௜ல் இடௌ ைக அல்லௌ வலௌ ைக வரம்ைப ௚ூ௳௧ என்௥ 
வைரய௥க்கலாம், அதாவௌ இன் ைமனஸ் எஃப் க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் x 
அல்லௌ ௚ைறேய இன் ஷட்டல் எஃப் வரம்௖க்ஶ சமம் என்௥ ெசால்ழேறாம்.x 
  அதாவௌ வலௌ ைக வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் என்றால் 
ஏேத௑ம் ேநரம்ைற உண்ைமயான எண் ெகா௄க்கப்படட்ால் ெடல்டா உள்ளௌ, இந்த ெடல்டா m m
ஐச ்சாரந்்ௌ இ௠க்கலாம் இௌ ேநரம்ைற, அதாவௌ இடௌ ைக வரம்௖க்ஶ இ௠ந்தால் நாம் x 
இைடெவளிைய மட௄்ேம பாரக்்ழேறாம் க்ஶ இடௌ௖றம், என்பௌ ஐ ௳ட ஶைறவாக௵ம் a x a 
அொகமாக௵ம் இ௠ந்தால்  ைமனஸ் ெடல்டாைவ ௳ட இௌ இன் என்பௌ ஐ ௳ட x f m 
அொகமாக௵ம் வலௌ ைக வரம்௔ற்ஶ ௚ைறேய ஐ ௳ட ெபரியதாக௵ம் ௔ளஸ் ெடல்டாைவ x a 
௳ட ஶைறவாக௵ம் இ௠ந்தால் இன் என்பௌ ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , x f m 
எ௄த்ௌக்காட்டாக ெசயல்பாட்ூற்ஶ  இன் 1 க்ஶ சமம் க்ஶ சமம் இல்ைல வலௌ ைக f x xx 0 
வரம்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம் வரம்௖ இன் இன் ஃ௔ளினிட்ூக்ஶ சமம் ஏன் இௌ x x x f 
இவ்வள௵ ஆதாரம் ஏன் 0 ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்க ேவண்௄ம், நாம் ஒ௠ ெடல்டா m 
ேநரம்ைறைய கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்.

ஐ ௳ட அொகமாக௵ம், ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக௵ம் இ௠ந்தால்  x 0 
, இௌ இன் க்ஶ சமமான க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், இௌ ஐ ௳ட அொகமாக இ௠க்க x x x m 
ேவண்௄ம், எனேவ இங்ேக ெடல்டாவாக என்ன இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ 

ஒ௠ உண்ைமயான எண் ேநரம்ைற என்பதால் ெடல்டா 1 க்ஶ சமமாக இ௠க்கட௄்ம்  m by m 
உண்ைமயான எண் இந்த ெடல்டா ஒ௠ ேநரம்ைறயான அள௵ , ௔ன்னர ் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ைத x 
௳ட ெபரியதாக௵ம், ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக௵ம் இ௠ந்தால், அௌ க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், m 
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ஒன்௥ ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்ஶம், x m 
எனேவ வலௌ ைக வரம்௖ ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொல் க்ஶ சமம்  ௚ூ௳௧ அேத ேபால நாம் x 
ெசால்௩ம் ெநகட்ூவ் இன்ஃ௔னிடூ் என்௥ வரம்௖ வைரய௥ப்ேபாம் 

இன் இன் வரம்௖ ஐ ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ எொரம்ைற எண்ேக்ஶ சமம்  எொரம்ைறயான ௚௱x f x 
எண் ெகா௄க்கப்படட்ால், ௗஜ்௷யத்ொற்ஶக் ஶைறவான ெடல்டா பா஼டூ்வ் உள்ளௌ, ெடல்டா n n
ஐச ்சாரந்்தௌ, அதாவௌ இன் ெகா௄க்கப்படட் எொரம்ைற எண்ைண ௳ட ஶைறவாக இ௠க்க x f 
ேவண்௄ம் 
ௗஜ்௷யம் க௯த்தல் ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக இ௠க்ஶம் ேபாெதல்லாம் ெடல்டாைவ mod x a 
௳ட ஶைறவாக இ௠க்ஶம், எனேவ நான் இைதப் ேபாலேவ எ௱ௌழேறன் 

இன் இடௌ ைக வரம்௖ இன் ைமனஸ் ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் மற்௥ம் இன் , x x x 
வலௌ ைக வரம்௖ எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் எனேவ நாம் ௙ண்௄ம் ஒ௠ 
உதாரணம் க்ஶ சமமாக ஐப் பாரப்்ேபாம், எனேவ ௗஜ்௷யத்ொல் உள்ள இன் இந்த இன் fx x x f 
வலௌ ைக வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் என்பைதக் கண்ேடாம், வலௌ ைகையப் பற்௣ என்ன இடௌ 
ைக வரம்ைபப் பற்௣ உரிைம ேகா௠வௌ இடௌ ைக இன் இன் ைக வரம்௖ எொரம்ைற x f 
௚ூ௳௧க்ஶ சமம், இௌ ௙ண்௄ம் ெதளிவாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ஏெனனில் எொரம்ைற x 
உண்ைமயான எண்ணாக இ௠ந்தால், ஆல் 1 என்பௌம் எொரம்ைறயாக இ௠க்ஶம், ேம௩ம் ஐ x x 
எொரம்ைற உண்ைமயான எண்ணாக எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் 0 க்ஶ ௘க அ௠ழல் இ௠க்ஶம் 1 ஆல் 

ஒ௠ ெபரிய ஆக இ௠க்ஶம்  இலக்க எண் சரியானௌ ஆனால் கண்ூப்பாக நாம் நி௡௔க்க x ne 
ேவண்௄ெமன்றால், 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக ெகா௄க்கப்பட ேவண்௄ம், நீங்கள் ெடல்டாைவக் கண்௄௔ூக்க n 
ேவண்௄ம், அப்பூயானால் ௳ைரவாக எ௱ௌழேறன், எனேவ ெடல்டாைவ ைமனஸ் 1 க்ஶ 
சமமாக எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள்.
  ஒ௠ ேநரம்ைற உண்ைமயான எண் எனேவ 1 ஆல் எொரம்ைறயானௌ, இௌ 1 ஆல் என்பௌ n n 
ேநரம்ைற எண் மற்௥ம் ெபரிய எொரம்ைற எண்ணாக இ௠ந்தால், இந்த ெடல்டா இப்ேபாௌ n 
஼௣ய ேநரம்ைற எண்ணாக இ௠க்ஶம், ெடல்டா ைமனஸ் 1 ஆல் க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், நாம் n
என் க்ஶ இடௌ௖றமாக இ௠ந்தால், அதாவௌ ஐ ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ, ஆனால் அௌ 0 x 0 x 0 
ைமனஸ் ெடல்டாைவ ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால் , அதாவௌ ைமனஸ் ெடல்டாைவ ௳ட x 
ெபரியௌ, இௌ ௔ளஸ் 1 க்ஶ சமமான ைமனஸ் ெடல்டாைவ ௳ட என்ன ெபரியௌ என்பைதக் x 
ஶ௣க்ழறௌ  ஆல் சரி , என்பௌ எொரம்ைற எண்ணாக௵ம், ைமனஸ் ெடல்டாைவ ௳ட n x 
அொகமாக௵ம் இ௠ந்தால், ஆனௌ ஆல் 1 ஐ ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம் என்பைத நிைன௳ல் x n 
ெகாள்ள௵ம், இந்த 1 ஆல் என்பௌ எொரம்ைறயானௌ, எனேவ இௌ ைமனஸ் ஆனௌ ஆல் n x n 
ைமனஸ் 1 ஐ ௳டக் ஶைறவாக இ௠ப்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ மற்௥ம்  க்ஶம் ஶைறவானௌ x 0 x 0 
ஐ ௳ட ெபரியௌ மற்௥ம் இப்ேபாௌ இந்த க௯த்தல் ேநரம்ைற எனேவ இௌ ைமனஸ் x thi  s n 
ஐ ௳ட 1 ஆல் ைமனஸ் அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைத௞ம் இௌ 1 ஆல் ஐ ௳ட x x n 
ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைத௞ம் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ க்ஶம் ஶைறவாக௵ம் x 0 
ைமனஸ் ெடல்டாைவ ௳ட அொகமாக௵ம் இ௠ந்தால் 

இன் 1 ஆல் சமமாக இ௠க்ஶம்  இௌ ஐ ௳டக் ஶைறவாக உள்ளௌ, எனேவ இன் இடௌ ைகx x n x 
வரம்௖ ைமனஸ் ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் சரி, எனேவ இப்ேபாௌ பாரப்்ேபாம், எனேவ ஒ௠ 
ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧ அல்லௌ எொரம்ைற ௚ூ௳௧ என்௥ என்ன அரத்்தம் 
என்௥ இப்ேபாௌ பாரக்்கலாம்.
  பண்௖கள் எனேவ ௚த௧ல் நம்௘டம் மற்௥ம் உள்ளன என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், fx gx 
ேம௩ம் இன் இன் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் என்௥ம் x f 

இல் இன் இன் வரம்௖ ஼ல க்ஶ சமம், இௌ ஒ௠ உண்ைமயான எண்ணாஶம், ௔றஶ , a x g l 
இன் வரம்௖ என்ன  ௔ளஸ் எனேவ இௌ ௙ண்௄ம் ௚ூ௳௧க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், fx gx 

எனேவ ஒ௠ ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧ மற்௥ம் மற்ற ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ 
உள்ளௌ மற்௥ம் வைரய௥க்கப்படட் இரண்௄ ெசயல்பா௄களின் ஷட௄்த்ெதாைக இ௠ந்தால், 
ெதாைக௜ன் வரம்௖ ௚ூ௳௧யாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.
 இைத நிைன௳ல் ைவத்ௌக் ெகாள்ள நாம் ஒ௠ என எ௱தலாம் நமக்ஶ ஏேத௑ம் ௚ூ௳௧ 
இ௠ந்தால் மற்௥ம் என்பௌ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் என்றால் அௌ எந்த உண்ைமயான எண்ணாக a 
இ௠ந்தா௩ம் சரி, எனேவ வூவ ௚ூ௳௧௜ன் வரம்௖ மற்௥ம் ௚ூ௳௧யாக இ௠க்க ேவண்ூய 
ஒ௠ உண்ைமயான எண் இ௠க்ஶம்ேபாெதல்லாம் இௌ ௘க௵ம் ெதளிவாக இ௠க்க ேவண்௄ம் 
என்பதற்கான ஆதாரம் நமக்ஶ உள்ளௌ  மற்௥ம் இன் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் fx gx 
என்பைதக் காட்ட௵ம், எனேவ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகமாக ெகா௄க்கப்படட்ால், ெடல்டாைவ m 
௳ட க௯த்தல் ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக௵ம் , சமமாக இல்லாத ெடல்டா பா஼டூ்வ் mod x x 
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ஒன்ைறக் கண்ட௣ய ேவண்௄ம்.
ஐ ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம், ஆனால் இன் வரம்௖ ௚ூ௳௧ மற்௥ம் இன் வரம்௖   m fx gx l 

என்௥ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ இந்த வரம்௔ன் வைரயைற௜ன்பூ இன் வரம்௖ x g l 
க்ஶ சமம் என்பதால், ஼ல ெடல்டா ஒ௠ ேநரம்ைறயான ேமாட் உள்ளௌ என்பைத நாங்கள் 
அ௣ேவாம்.

க௯த்தல் ெடல்டா 1 ஐ ௳ட ஶைறவானௌ , இௌ ைமனஸ் இன் இன் ேமாட்  x a x l g 
ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவாக இ௠ப்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ, 
எனேவ நாம் இங்ஶ 1 
க்ஶ சமமான க்ஶ சமமான ெடல்டா ஒன்ைறத் ேதர௵் ெசய்ழேறாம் என்பைத epsilon 
நிைன௳ல் ெகாள்ள௵ம்.

இன் க்ஶ ெசல்௩ம் ேபாௌ சமம்  ௚தல் வைர ஏேத௑ம் எப்஼லான் பா஼டூ்வ்  x x, a al l 
ெகா௄க்கப்படட்ால், நான் ஒ௠ ெடல்டாைவக் காணலாம், அதாவௌ ைமனஸ் mod x a 
ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக௵ம் , ஆனௌ ைமனஸ் இன் இன் க்ஶ சமமாக இல்லாத x x l g mod 
ேபாெதல்லாம் ஐ ௳ட ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம் எனேவ ஶ௣ப்பாக நான் epsilon epsilon 
ஐ ேதரந்்ெத௄த்ௌள்ேளன்  ேமாட் ௷எக்ஸ் ைமனஸ் எல் ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாக உள்ளௌ, எனேவ 
ேமாட் க௯த்தல் ெடல்டாைவ ௳ட ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஒன்௥ அொகம் x 
, இௌ எல் ைமனஸ் ஒன் மற்௥ம் எல் ௔ளஸ் ஒன் ஆழயவற்௥க்ஶ இைடேய உள்ளைதக் 
ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ இௌேவ நமக்ஶக் ழைடக்ஶம்.

ன் இன் வரம்௖, ஐ ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம், எனேவ எந்த ேநரம்ைற  x f x 
உண்ைமயான எண்ேக்ஶம் நான் இன் ஐ அந்த உண்ைமயான எண்ைண ௳ட ெபரியதாக x f 
மாற்ற ௚ூ௞ம், எனேவ இன் x f 
அொகமாக இ௠க்ஶம் ெடல்டா 2 ேநரம்ைற உள்ளௌ .
 
நான் இங்ேக என்௥ எ௱ௌழேறன், இௌ என்ன என்பைத நான் ௔ன்னர ்எ௱ௌழேறன், m one 
எனேவ ெடல்டா இரண்ைட ௳ட ஶைறவாக௵ம் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட mod x minus a 
அொகமாக௵ம் இ௠க்ஶம் ேபாெதல்லாம் இன் ஐ ௳ட அொகமாஶம், எனேவ இப்ேபாௌ x f m 
என்ன நடக்ழறௌ என்பௌ ஐப் பாரக்்க ேவண்௄ம்.fx plus 

எனேவ ெடல்டாைவ ஶைறந்தபடச்ம் ெடல்டா 1 மற்௥ம் ெடல்டா 2 என்௥ எ௄த்ௌக்  gx 
ெகாண்டால் அௌ ௙ண்௄ம் ஒ௠ பா஼டூ்  அள௵ ெடல்டா 1 மற்௥ம் ெடல்டா 2 இரண்௄ம் ve 
ேநரம்ைறயாக இ௠ப்பதால், ேமாட் க௯த்தல் ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக௵ம், ௗஜ்௷யத்ைத x 
௳ட அொகமாக௵ம் இ௠ப்பதால் இௌ மற்௥ம் ஐக் ஶ௣க்ஶம், ஏெனனில் ஐ fx gx delta 2 fx 
௳ட ஶைறவாக இ௠க்ஶம் ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ.mod x minus a 

மற்௥ம் என்பௌ ெடல்டா 1 ஐ ௳டக் ஶைற௵ , எனேவ 1 ஆல் 1 இௌ 2  m 1 mod x minus a by one
என்பௌ நமக்ஶத் ெதரிந்தைத ௳ட அொகமாக உள்ளௌ ைமனஸ் ஒன் எனேவ ஆனால் g x l 

நாம் ௳௠ம்௖வௌ என்னெவன்றால், இன் ஷட்டல் ேவண்௄ம்  என்பௌ ஐ ௳ட x f g x m 
அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், அங்ஶ ெகா௄க்கப்படட் ேநரம்ைற எண்ணாக இ௠க்க m 
ேவண்௄ம், எனேவ இைத க்ஶ சமம் இௌ 1 மற்௥ம் 2 ஆல் எ௱தலாம்.m 
 எனேவ நமௌ ஒன்௥ ஒன்௥ க்ஶ சமம் ஒன்௥ ைமனஸ் என நான் ேதர௵் ெசய்தால் m m m l 
என்னவாக இ௠க்க ேவண்௄ம்  ஒன்௥ ௔ளஸ் ஒன் ைமனஸ் க்ஶ சமமாக இ௠க்க m m l 
ேவண்௄ம் ௔றஶ ெடல்டா இரண்ைட ௳ட ஶைறவாக இ௠க்ஶம் ேபாெதல்லாம் mod x minus a x
இன் ஐ இந்த ஐ ௳ட அொகமாக ஆக்கலாம் எனேவ f m 

மற்௥ம் வரம்௖ இௌ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம்.fx gx 
 இந்த ௔ன்னைட௵ ஆதாரம் ெகாஞ்சம் ஼க்கலானதாகத் ேதான்றலாம் என்௥ ெசால்ழேறன், 
ஆனால் இன் வரம்௖ என்றால் நீங்கள் ௖ரிந்ௌ ெகாள்ள ேவண்௄ம் ௚ூ௳௧ fx 
என்பௌ ஐத் ேதரந்்ெத௄ப்பதன் ௛லம் நீங்கள் ௳௠ம்௖ம் x 
அள௵க்ஶ ெபரியதாக இ௠க்ஶம்பூ ஐ உ௠வாக்க ௚ூ௞ம்.fx 
 இரண்௄ வரம்௖க௬ம் ௚ூ௳௧யாக இ௠ந்தால் என்ன நடக்ஶம் என்௥ ேகட்ேபாம், எனேவ 

இன் க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் மற்௥ம் இன் இன் எல்ைல௞ம் ௚ூ௳௧ x af x g 
என்றால், ௙ண்௄ம் மற்௥ம் இன் வரம்௖ இௌவாக இ௠க்ஶம்.fx gx 
  ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் ௙ண்௄ம் ஆதாரம் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியதாக இ௠க்கட௄்ம், ௔ன்னர ்m 
௳ைரவாக எ௱ௌழேறன், எனேவ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஒன்௥ ெபரிய ெடல்டா௵ம், ௗஜ்௷யத்ைத 
௳ட இரண்௄ ெபரிய ெடல்டா௵ம் உள்ளன, அதாவௌ ேமாட் க௯த்தல் ெடல்டாைவ ௳ட x 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஒன்௥ ெபரியௌ இௌ ஶ௣க்ழறௌ ௘௙௜ன் பாொைய இரண்டாகத் f 
ேதர௵்ெசய்வைத ௳ட அொகமாக உள்ளௌ , ேம௩ம் ேமாட் க௯த்தல் ெடல்டா இரண்ைட x x a 
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௳டக் ஶைறவாக இ௠ந்தால் , இன் வரம்௖ம் எல்ைலயற்றௌ என்பதால் , ஐ ஐ ௳ட 2 ஆல் x g gx m
ெபரியதாக மாற்றலாம் .
 
ெடல்டாைவ ௙ண்௄ம் சமமாக எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள்  ஶைறந்தபடச்ம் ெடல்டா 1 ெடல்டா 2 
இௌ ேநரம்ைற, ௔ன்னர ் க௯த்தல் ெடல்டாைவ ௳ட ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஼௣யௌ, இௌ mod x fx 
மற்௥ம் என்பௌ ஐ ௳ட இரண்௄ ஷட்டல் ஆல் இரண்௄, ஐ ௳ட அொகமாக இ௠க்க gx m m m 
ேவண்௄ம், எனேவ ெதாைக௜ன் வரம்௖ ௙ண்௄ம் ௚ூ௳௧  இங்ேக இேதேபால் நீங்கள் 

க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் என்௥ நீங்கள் ேகடக்லாம், ௔ன்னர ் இன் ஒ௠ afx x x 
நிைலயான மடங்ஶ க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்௖ பற்௣ நான் என்ன ெசால்ல ௚ூ௞ம் , அௌ c f 
௚ூ௳௧க்ஶ சமம்
 அதனால் நாம் பாரப்்பௌ இௌதான்  ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் 

ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால் இௌ எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் சரிc c 
என்றால் மடங்ஶ எனேவ நிசச்யமாக இௌ 0 க்ஶ சமம் என்றால் 0.c 0 c fx 0 c 

 எனேவ இௌ ஏன் ௚த௧ல்  ேகஸ் ஒன்௥ ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால் , 0 ஐ ௳ட அொகமாக m 
ெகா௄க்கப்படட்ால் , ஆல் என்பௌ ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம், ஏெனனில் ேநரம்ைறயாக c m c 
இ௠ப்பதால் , இன் வரம்௖ ௚ூ௳௧ என்பதால், ெடல்டா பா஼டூ்வ் உள்ளௌ, அதாவௌ ேமாட் fx x
ைமனஸ் ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ, இௌ எஃப் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ இன் இந்த x 
எண்ைண ௳ட ஆல் மற்௥ம் அொகமாக உள்ளௌ ைடம்ஸ் ௙ண்௄ம் ஐ ௳ட m c t c fx m 
அொகமாக உள்ளௌ என்௥ அவர ்ஶ௣ப்௔௄ழறார,் ஏெனனில் பா஼டூ்வ் ஆக இ௠ப்பதால் c c 
௚ைற இன் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் என்௥ அரத்்தம் எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் ஆல் fx c m c 
௛லம் எ௱த ௚ூயாௌ, அௌ ேநரம்ைற அல்ல, எனேவ க௯த்தல் ேநரம்ைறயாக மா௥ம்  எனேவc 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக இ௠ந்தால், நான் ஐ ஆல் எ௱ொனால், நான் ஐ ைமனஸ் n c n c 
ஆல் எ௱ொனால், இௌ ௙ண்௄ம் எொரம்ைறயாழறௌ, ஏெனனில் எொரம்ைற மற்௥ம் க௯த்தல் n c
ேநரம்ைற எனேவ ஆல் க௯த்தல் உண்ைமயான எண் அதாவௌ ஆல் இௌ n n c 
ேநரம்ைறயாழறௌ, எனேவ இன் இன் வரம்௖ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧ மற்௥ம் ௛லம் x f n c 
ேநரம்ைற உண்ைமயான எண் என்பதால், 0 ஐ ௳ட ெபரிய ெடல்டாைவக் காணலாம், அதாவௌ 
ேமாட் ைமனஸ் ெடல்டாைவ ௳டக் ஶைறவானௌ இௌ இன் ஐக் ஶ௣க்ழறௌ x x f 
நான் காட்ட ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், மடங்ஶ வரம்௖ எொரம்ைற ௚ூ௳௧ என்௥ c fx 
காட்ட ேவண்௄ம் .
 ைமனஸ் ஆல் ைமனஸ் ஼ மற்௥ம் ைமனஸ் ஼ பா஼டூ்வ் என்பதால் நம்மால் ௚ூ௞ம்  n 
இ௠௖ற௚ம் க௯த்தல் ஆல் ெப௠க்ழனால் , இன் க௯த்தல் ெப௠க்கல் ஆனௌ ைமனஸ் c x c f c
மடங்ஶ க௯த்தல் ஐக் காடூ்௩ம் அொகமாஶம்  ைடம்ஸ் இன் வைரயைற வரம்௖ n c fx 
ைமனஸ் இன்ஃ௔னிடூ்க்ஶ சமம் மற்௥ம் க்ஶ சமம் ௗஜ்௷யம் க்ஶ சமம் ஆனௌ c c fx 
அைனத்ௌ க்ஶம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம்,  எனேவ இன் மடங்ஶ இன் வரம்௖ ௗஜ்௷யமாக x x c f 
இ௠க்க ேவண்௄ம் சரி, இங்ேக நீங்கள் மட௄்ம் கவனமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , வரம்௖ ேநரம்ைற 
௚ூ௳௧க்ஶ அல்லௌ எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ  வ௠மா என்பைதக் ஷ௥வதற்ஶ மா௣௧ 
ேநரம்ைறயா அல்லௌ எொரம்ைறயா என்பைதச ்ெசால்ல ேவண்௄ம்.
  எொரம்ைற ௚ூ௳௧ ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால் இௌ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧யாக இ௠க்ஶம், c c 
எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் , 0 என்றால் 0 சரி, எனேவ மற்௥ம் ெதாைக இ௠ந்தால், வரம்௖ fx gx 
௚ூ௳௧யாக இ௠ந்தா௩ம் வரம்௔ற்ஶ ஼ல ௳ொகள் இ௠ப்பைதப் பாரத்்ேதாம்.
 ஒ௠ ௳ஷயம் நாம் ஹா  பாரக்்க௳ல்ைல எனேவ  இன் வரம்௖ ௚ூ௳௧ மற்௥ம் இன் fx g g 
இன் ைமனஸ் ௚ூ௳௧ என்றால் மற்௥ம் வரம்௖ பற்௣ என்ன ெசால்ல ௚ூ௞ம், எனேவ fx gx 
இந்த ௳ஷயத்ொல் என்ன நடக்ழறௌ என்றால் ௚ூ௳௧ைய ெந௠ங்ஶழறௌ மற்௥ம் fx gx 
எொரம்ைற ௚ூ௳௧ைய ெந௠ங்ஶழறௌ இௌ இன்ஃ௔னிடூ் ைமனஸ் இன்ஃ௔னிடூ் வூவம் 
எனேவ இௌ ௚ூ௳௧க்ஶ ேபாழறௌ என்௥ உங்களில் ஼லர ்௟ழக்கலாம், இௌ ைமனஸ் 
இன்ஃ௔னிடூ்க்ஶ ேபாழறௌ எனேவ இன்ஃ௔னிடூ் ைமனஸ் இன்ஃ௔னிடூ் 0 ஆஶம் ஆனால் அௌ
உண்ைமயல்ல, 
எனேவ ஼ல உதாரணம் ௛லம் பாரக்்கலாம் உதாரணங்கைள எப்எக்ஸ் எ௄ப்ேபாம் சௌரம் x 
மற்௥ம் ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம் சௌரம் இரண்௄ம் ௗஜ்௷யம் அல்லாதவற்௥க்ஶ gx x x 
வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளௌ, ௔ன்னர ்இங்ேக 

ஐ ெந௠ங்ஶம்ேபாௌ இன் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் மற்௥ம் இன் இன் வரம்௖ ஆக x 0 fx x g x 
இ௠க்ஶம்  அேஶ௚ைறகள் 0 ைமனஸ் ௚ூ௳௧, ஏெனனில் இன் என்பௌ இன் 1 மடங்ஶ x g x f
ஐத் த௳ர ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல , ேம௩ம் நமௌ ௚ந்ைதய ௳ஷயத்ொன்பூ இந்த க௯த்தல் 1 
என்பௌ நாம் ெப௠க்ழனால் எொரம்ைற மா௣௧ ஆஶம், ௔றஶ இௌ ைமனஸ் ௚ூ௳௧க்ஶ 
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ெசல்ழறௌ, இப்ேபாௌ மற்௥ம் மற்௥ம் என்பௌ ஒன்௥  சௌரம் ௔ளஸ் ைமனஸ் fx gxfx gx x 
ஒன்௥ சௌரம், இௌ அைனத்ௌ க்ஶம் 0 க்ஶ சமமாக இ௠க்காௌ, எனேவ இந்த ெசயல்பா௄ x x 
ௗஜ்௷யத்ைதக் ெகாண்ட இைடெவளி௜ல் ஒேர மாொரியாக 0 ஆஶம், எனேவ மற்௥ம் இன்fx gx 
வரம்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம், எனேவ இௌ இௌ என்௥ நீங்கள் நிைனக்கலாம்.
  எப்ெபா௱ௌம் உண்ைம ஆனால் இரண்டாவௌ உதாரணத்ைதப் பாரப்்ேபாம், இப்ேபாௌ 
எஃப்எக்ஸ் சமமாக இ௠ப்பைதப் பாரப்்ேபாம்.
  ௗஜ்௷யம் எனேவ ௗஜ்௷யத்ைத ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ இன் இன் வரம்ைபப் பாரத்்தால், இௌ x x f 
௙ண்௄ம் ௚தல் ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ ஆஶம், இௌ ஒன்௥க்ஶ ெசல்௩ம் ஒன்௥ மற்௥ம் சௌரம் x 
ஒன்௣ன் வரம்௖ ௚ூ௳௧ என்௥ நாம் பாரத்்ேதாம்.
 ஒ௠ சார௖் ஒ௠ உண்ைமயான எண் மற்௥ம் மற்ெறான்௥ ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ, ௔ன்னர ்
ஷட௄்த்ெதாைக ௙ண்௄ம் ௚ூ௳௧, எனேவ இௌ இன் ௚ூ௳௧ வரம்௔ற்ஶ சமம் இௌ இன் x x 
ைமனஸ் ௚ூ௳௧, ஆனால் மற்௥ம் என்றால் என்ன , இங்ேக ஷட்டல் என்பௌ fx gx fx gx 
ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ இல்ைல  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ மற்௥ம் இன் வரம்௖  x fx gx 
இங்ேக ஒன்௥க்ஶ சமம் மற்௥ம் நான் இைத ஏேத௑ம் உண்ைமயான எண்ணாக மாற்௣னால் 
இங்ஶ ஒன்௣ல் ஼றப்௖ எௌ௵ம் இல்ைல, எனேவ ஐ ஒ௠ ௔ளஸ் ஒன் ைப சௌரத்ொற்ஶ fx x 
சமமாக எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் 
, ஼ல நிைலயான ஷட்டல் 1 ஆல் சௌரத்ொற்ஶ சமமாக ஐ எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம்.c x fx 

என்பௌ எந்த நிஜ எண் ேநரம்ைற எொரம்ைறயாகேவா அல்லௌ 0  c 
ஆகேவா இ௠ந்தால் மற்௥ம் இன் வரம்௖ க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த fx gx c 
௚ூ௳௧ைய க௯த்தல் ௚ூ௳௧ எந்த உண்ைமயான எண்ைண௞ம் ஆகலாம், எனேவ இந்த c 
௚ூ௳௧ க௯த்தல் ௚ூ௳௧க்ஶ எந்த அரத்்த௚ம் இல்ைல.
  உண்ைமயான எண்ேம் 
ஷட, அௌ ௚ூ௳௧ அல்லௌ க௯த்தல் ௚ூ௳௧யாக இ௠க்க ௚ூ௞மா என்பௌதான் ேகள்௳, 
எனேவ பொல் ௙ண்௄ம் ஆம், எனேவ நாம் பரி஽௧த்தால் ஐப் பாரப்்ேபாம் மற்௥ம் ஆனௌ fx gx 

மற்௥ம் ௚ூ௳௧க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் என்௥ ஷ௥ழறௌ, எனேவ நான் இைத எ௄த்தால் fx gx 
௙ண்௄ம் ௘க௵ம் எளிௌ  அவ்வா௥ ெசய்ய நான் ஐ சௌரத்தால் இரண்௄க்ஶ சமமாக௵ம், fx x gx
என்பௌ ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சௌரமாக௵ம் இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் , x 
ௗஜ்௷யத்ொல் வரம்௖ என்பௌ இன் ௚ூ௳௧ வரம்௖ ைமனஸ் ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் மற்௥ம் fx gx 

ஷட்டல் என்பௌ சௌரம் இரண்௄ ௔ளஸ் ைமனஸ் ஒன் ைப சௌரம்  சௌரத்தால் fx gx x x x x 
ஒன்௥, எனேவ சௌரத்தால் ஒன்௥ ௚ூ௳௧ைய ெந௠ங்ஶழறௌ என்பைத அ௣ேவாம், எனேவ x x
இன் வரம்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்௩ம் ௔ளஸ் fx gx 
வரம்௖ இௌ சௌரம் ௗஜ்௷யத்ைத ெந௠ங்ஶம் வரம்௖க்ஶ சமம், இௌ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் .x x 

சமம் ஒன்௥ சௌரம் மற்௥ம் சமம் ைமனஸ் இரண்௄ சௌர வரம்௖ ௔ளஸ் இௌ  fx x gx x fx gx 
ைமனஸ் ௚ூ௳௧ ஆழறௌ ஏெனனில் இங்ேக என்பௌ இன் சௌர வரம்௖ fx plus gx fx x 
௚ூ௳௧ மற்௥ம் இன் இன் வரம்௖ க௯த்தல் ௚ூ௳௧ நாம் பாரத்்தௌ என்னெவன்றால், இந்தx g 
௚ூ௳௧ைய க௯த்தல் ௚ூ௳௧ எைத௞ம் எ௄க்கலாம், எனேவ இந்த ௚ூ௳௧ைய க௯த்தல் 
௚ூ௳௧ ஒ௠ நிசச்யமற்ற நி௘ட வூவம் ஆஶம், அதாவௌ 
இந்த வரம்௖ என்னவாக இ௠க்ஶம் என்பைத நீங்கள் ௚ன்ேப ோரம்ானிக்க ௚ூயாௌ, எனேவ 
ஒன்௥ ௚ூ௳௧க்ஶம் மற்ெறான்௥ ைமனஸ் ௚ூ௳௧க்ஶம்  ெதாைகயானௌ ஼க்க௧ல் இ௠ந்ௌ 
஼க்கைலச ்சாரந்்ௌ இ௠க்ஶம் அௌ என்ன என்பௌ உ௥ொயற்ற வூவம் மற்௥ம் ஏேத௑ம் 
உண்ைமயான எண் அல்லௌ ஷட்டல் அல்லௌ க௯த்தல் ௚ூ௳௧யாக இ௠க்கலாம், எனேவ  
இௌேபான்ற வரம்௖கைள நாம் கவனமாக ைகயாள ேவண்௄ம்.

௳ஷயம் என்னெவன்றால் , ெசயல்பா௄களின் தயாரிப்௖க்கான பண்௖கள் சரி, எனேவ   r xx 
இன் ஼ல க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் மற்௥ம் இன் வரம்௖ ஼ல க்ஶ சமம் a x g l 
இௌ ஒ௠ உண்ைமயான எண்ணாஶம், ௔ன்னர ்வரம்ைப பற்௣ நான் என்ன ெசால்ல ௚ூ௞ம் x 
இன் ௚ைற இன் ஒ௠ ஼றப்௖ நிகழ்ைவப் பாரத்்ேதாம், இங்ஶ என்பௌ ஒ௠ fx g g of x 
நிைலயான உரிைமயாஶம், எனேவ வரம்௖ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧ க௯த்தல் ௚ூ௳௧ அல்லௌ 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக உள்ளதா என்பௌ மா௣௧௜ன் அைடயாளத்ைதப் ெபா௥த்தௌ என்௥ 
பாரத்்ேதாம்.
  இங்ேக நாம் ெப௥வௌ என்னெவன்றால், ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால் இௌ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம், l l
எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் இௌ எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ சமம், ேம௩ம் ஆக இ௠ந்தால் l 0 
என்ன நடக்ஶம் என்௥ ேகட்ேபாம், எனேவ இங்ஶ நிைலயான ெசயல்பா௄ 0 இ௠ந்தால், 
நிைலயான ேநரங்கள் இன் 0 என்றால் வரம்௖ 0 ஆனால் இன் இன் வரம்௖ ௗஜ்௷யமாகf  x x g 
இ௠ந்தால் அௌ ௘க௵ம் ௚க்ழயமானௌ, எனேவ 

Pru
tor
@
IIT
K



க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் என்ன என்௥ ேகள்௳ எ௱ப்௖ங்கள், எனேவ அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் l 0 
இந்தக் ேகள்௳க௬க்ஶப் பொலளிப்ேபாம்.
 
௚ூ௳௧௜ல் உள்ள வரம்௖கைளப் பற்௣ அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் அ௣க  நான் உங்க௬க்ஶ 
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