
 എبാവർുׯം ഹേലാ ഇത് പരിധികെളുׯറിتു׺ മൂؗാമെ؋ ْപഭാഷണമാണ്, അതിനാൽ 
അവസാനെ؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ അവസാനെ؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ അനؓമായ 
പരിധികെളുׯറി്׺ ചർ׺ െചإാൻ തുട׹ി , അതിനാൽ ഞാൻ അത് തുടരെ؂, അതിനാൽ അനؓമായ 
പരിധികൾ െകാ؇് എؓാണ് ഉേؐശിؗുׯെത്ؗ ഞാൻ ഓർׯെ؂.   ഏെത׸ിലും േപാസിئീവ് റിയൽ 
സംഖّ നൽകിയാൽ, ന്െറ ന്െറ പരിധി അനؓതയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ നിർവചനം ഞ׹ൾ m x- f 
പറയുؗു, അതായത് ന്െറ െനׯാൾ 0 കുറവായിരിുׯേآാൾ ന്െറ േനׯാൾ x- mod- x- f m-
വലുതായിരിുׯം. െഡൽئേയׯാൾ ന്െറ എؗത് ഏകപײീയമായി വലുതാׯാം, എؗത് x f x a  
േയാട് േവ؇ْത അടുؚമുتതും എؗാൽ യ്്ׯ തുലّമبാ؋തും ആയതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് a 
മനസിലാׯാൻ ْശമിׯാം , ഉദാഹരണ؋ിന് ന്െറ എؗത് 1 ന്െറ ന് തുലّമാണ്. ചതുരം , ഈ x f x 
ഫംഗ് ഷൻ  ന് തുലّമായ ൽ നിർവചി׺ി؂ിب, എؗാൽ ഇത് എبാ േനാൺ-സീേറായ് ുׯം 0 x- x 
നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, എؓാണ് പരിധി എ്ؗ നമു്ׯ േചാദിׯാം, അതിനാൽ പൂജّേ؋ാട് x 
അടുുׯേآാൾ ന്െറ ന്െറ പരിധി എؓാണ്, അതിനാൽ നأൾ കാണുؗത് 1 ആണ് ഞാൻ x f by x x 
എടു؋ാൽ ചതുരം വളെര സ് മയാണ്  േപാസിئീവ് അെ׸بിൽ െനഗئീവ് റിയൽ സംഖّ പിؗീട് ll 1 
ന്െറ ചതുരം ഒരു വലിയ േപാസിئീവ് യഥാർ، സംഖّയായി മാറുؗു, അതിനാൽ അവകാശവാദം x x 
ന്െറ പരിധി 0-െന സമീപിുׯേآാൾ ന്െറ പരിധി അനؓതയ്്ׯ തുലّമാണ് , ഞ׹ളുെട നിർവചനം x 
ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ ഇത് െതളിയിുׯം. നമു്ׯ കാണിേׯ؇ത് , ഏത് േപാസിئീവ് ആയാലും നമു്ׯ ഒരു
െഡൽئ കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ  പൂജّേׯ؋ാൾ വലുത് നൽകെ؂, 0-േനׯാൾ വലിയ ഒരു 
െഡൽئ കെ؇േ؋؇തു؇് , അതായത് ൈമനസ് 0 േമാഡ് 0-േനׯാൾ വലുതും െഡൽئേയׯാൾ x 
കുറവും ആെണ׸ിൽ ന്െറ ഇേؚാൾ എؗതിേനׯാൾ വലുതായിരിׯണം ന്െറ എؗാൽ f x m x f x 
ന്െറ എؗതിേനׯാൾ വലുതായിരിׯണം ഇതിനർ،ം ചതുരം എؗതിേനׯാൾ വലുതാകാൻx m x m 
നأൾ ആْഗഹിുؗുׯ എؗാണ്.  കൂടാെത എؗ റൂ؂ിൽ ഒؗിൽ താെഴയുت ന് തുലّമാണ് , m mod x 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ , േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ ന്െറ വർ״മൂലّം 1 ന് തുലّമായി െഡൽئ m m 
എടുׯാം , അതിനാൽ ഇത് ഒരു േപാസിئീവ് ആണ് േമാഡ് െഡൽئേയׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ x x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമെ׸بിൽ ഇേؚാൾ യഥാർ، സംഖّ ചതുരം െഡൽئ സ്കٔയറിേനׯാൾ കുറവാണ്, x 
അത് 1 ന്െറ ന് തുലّമാണ് , ഇത് 1 ന്െറ ചതുരം എؗതിേനׯാൾ വലുതാെണ്ؗ ഇത് m x m 
സൂചിؚിുؗുׯ, കാരണം ന് തുലّമب , ഇതാണ് ന്െറ എؗത് ആെണ׸ിൽ x 0 x f mod m 
എؗതിേനׯാൾ വലുതാണ് െഡൽئേയׯാൾ കുറവാണ് , പൂജّ؋ിന് തുലّമب , അതിനാൽ 0-െന x x x 
സമീപിുׯേآാൾ 1 ചതുര؋ിന്െറ പരിധി ഇത് അനؓതയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ ഇത് െതളിയിുؗുׯ, x 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇടതു ൈകയുെടയും വലതു ൈകയുെടയും പരിധി നിർവചിׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ 
ഞ׹ൾ ക؇ു. അതുേപാെല നിർവചന؋ിൽ നമു്ׯ ഇടതു ൈക അെ׸بിൽ വലത് ൈക പരിധി 
അനؓതയായി നിർവചിׯാം, അതായത് ന്െറ ഒരു ൈമനസ് േല്ׯ േപാകുؗ പരിധി x f x 
അനؓതയ്്ׯ തുലّമാണ് അെ׸بിൽ യഥാْകമം ന്െറ പരിധി ന്െറ ؛സ് േല്ׯ േപാകുؗു  x x f 
ഏെത׸ിലും േപാസിئീവ് യഥാർ، സംഖّ  നൽകിയാൽ വലതു ൈകയുെട പരിധി അനؓതയ്്ׯ 
തുലّമാണ്. യുെട ഇടതുവശ്؋, ൽ കുറവും വലുതും ആെണ׸ിൽ  ഒരു ൈമനസ് a x a-
െഡൽئേയׯാൾ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ന്െറ േനׯാൾ വലുതാെണؗും വലതു ൈക പരിധി്ׯ x f m-
യഥാْകമം േനׯാൾ വലുതും ؛സ് െഡൽئേയׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ ന്െറ േനׯാൾ x a- x- f m-
വലുതായിരിׯണം, ഉദാഹരണ؋ിന് ഫംഗ് ഷന് േവ؇ി  ന്െറ  ന്െറ ന് തുലّമب  ന് തുലّമب f x 1 xx 0
വലതു ൈക പരിധി പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ന്െറ ന്െറ അനؓതയ്്ׯ തുലّമാണ്, x x f x 
എؓുെകാ؇ാണ് ഇത് ഇْത െതളിവാണ്, േനׯാൾ വലുത് നൽകെ؂, നമു്ׯ ഒരു െഡൽئ േപാസിئീവ് m 0 
കെ؇േ؋؇തു؇്. 0-ൽ കൂടുതലും െഡൽئേയׯാൾ കുറവുമാെണ׸ിൽ, ഇത് ന്െറ ന്െറ x x x f 1 x 

ന് തുലّമായിരിׯണം, ഇത് എؗതിേനׯാൾ വലുതായിരിׯണം, അതിനാൽ ഇവിെട െഡൽئ x m 
എؓായിരിׯണം, അതിനാൽ ഒരു യഥാർ، സംഖّ േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ െഡൽ1 ئ ന് m by m 
തുലّമായിരിׯെ؂  യഥാർ، സംഖّ ഈ െഡൽئ ഒരു േപാസിئീവ് കٔാ؇ിئിയാണ് , തുടർ്ؗ x 
പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതും െഡൽئേയׯാൾ കുറവും ആെണ׸ിൽ, ഒؗിന് തുലّമായ െഡൽئേയׯാൾ m 
െചറുതാെണ׸ിൽ ഒ്ؗ എؗതിേനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ വലത് ൈകയുെട പരിധി ഒؗിന്െറ x m 
പൂജّ؋ിൽ ന് തുലّമാണ്  ഇൻഫിനിئി അതുേപാെല തെؗ നأൾ പറയുؗ െനഗئീവ് x 
ഇൻഫിനിئിയുെട പരിധി നിർجചിുׯം ന്െറ ന്െറ പരിധി, െന സമീപിുׯേآാൾ , ഏെത׸ിലും x- f x-
െനഗئീവ് പൂർ؉സംഖّ നൽകിയാൽ െനഗئീവ് അനؓതയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ പൂജّേׯ؋ാൾ n 
കുറവാെണ׸ിൽ െഡൽئ േപാസിئീവ് വീ؇ും െഡൽئ െന ആْശയിׯാം, അതായത് ന്െറ n- x- f 
നൽകിയിരിؗുׯ െനഗئീവ് സംഖّേയׯാൾ കുറവായിരിׯണം. പൂജّം ൈമനസ് mod x a 
െഡൽئേയׯാൾ കുറവായിരിുׯേآാൾ, ഉദാഹരണ؋ിന്, ഞാൻ സമാനമായി എഴുതാം , ന്െറ ഇടതു x 
ൈക പരിധി ൈമനസ് അനؓതയ്്ׯ തുലّവും ന്െറ വലതു ൈക പരിധി ന്െറ വലതു ൈക x x 
പരിധിയും െനഗئീവ് അനؓതയ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം അതിനാൽ നമു്ׯ വീ؇ും എؗതിന് x 
തുലّമായ ഉദാഹരണം േനാׯാം, അതിനാൽ പൂജّ؋ിെല ന്െറ ഈ ന്െറ വലതു ൈകയുെട പരിധി x f 
അനؓതയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു, വലതു ൈകയുെട കാരّേമാ ഇടതു ൈകയുെട പരിധിയുെട
കാരّേമാ 
അ׹െന അവകാശെؚടാം ഇടത് ന്െറ ന്െറ ൈക പരിധി െനഗئീവ് അനؓതയ്്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് x f 
വീ؇ും വّװമായിരിׯണം, കാരണം ഒരു െനഗئീവ് റിയൽ സംഖّയാെണ׸ിൽ ന്െറ 1 െനഗئീവുംx x 
കൂടാെത െന െനഗئീവ് റിയൽ സംഖّയായി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ 0 ന് വളെര അടു؋ാണ് 1 ന്െറ x x 
ഒരു വലിയ ആയിരിുׯം  േഗئീവ് നآർ ശരിയാണ്, പേײ കർശനമായി നമു്ׯ ne 
െതളിയിׯണെമ׸ിൽ പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവ് നൽകെ؂, അേؚാൾ നി׹ൾ െഡൽئ കെ؇؋ണം , n 
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അ׹െനെയ׸ിൽ ഞാൻ െപെ؂്ؗ എഴുതെ؂, അതിനാൽ െഡൽئെയ ൈമനസ് 1-ന് തുലّമാׯാൻ െഡൽئ
എടുുׯക ന് െഡൽئ േവണെമ്ؗ ْശؑിുׯക  ഒരു േപാസിئീവ് റിയൽ സംഖّ അതിനാൽ 1 ന്െറ n n 
െനഗئീവായതിനാൽ ൈമനസ് 1 ന്െറ ഇെതാരു േപാസിئീവ് റിയൽ സംഖّയാണ്, വലിയ െനഗئീവ് n n 
സംഖّയാെണ׸ിൽ ഈ െഡൽئ ഇേؚാൾ ഒരു െചറിയ േപാസിئീവ് റിയൽ സംഖّയായിരിുׯം , െഡൽئ 
ൈമനസ് 1 ന്െറ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, നأൾ  n 
അ׹െന എടുുׯക , എന്െറ ന്െറ ഇടതുവശ؋ാെണ׸ിൽ, അതായത് 0-ൽ കുറവാെണ׸ിലും 0 x 0 x 
ൈമനസ് െഡൽئേയׯാൾ വലുതാണ്, അതായത് ൈമനസ് െഡൽئേയׯാൾ വലുതാണ്, ഇത് ؛സ് 1 ന് x 
തുലّമായ ൈമനസ് െഡൽئേയׯാൾ എؓാണ് വലുെത്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ  വഴി ശരി, അതിനാൽ x n 
നമു്ׯ ഒരു െനഗئീവ് സംഖّയും ൈമനസ് െഡൽئേയׯാൾ വലുതും ആെണ׸ിൽ , ന്െറ 1-േനׯാൾx n 

വലുതാണ് , ഈ 1 ന്െറ ഇതാണ് െനഗئീവ്, അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് ൈമനസ് 1 x n x 
ന്െറ എؗതിേനׯാൾ കുറവാെണؗും  0-ൽ കുറവായതിനാൽ ൈമനസ് 0-േനׯാൾ വലുതാണ് , n x x 
ഇേؚാൾ ഈ ൈമനസ് േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ ഇത് 1 ൈബ ൈമനസ് എؗത് ൈമനസ് x thi  s x 

േനׯാൾ വലുതായിരിׯണം എؗും 1 േനׯാൾ കുറവായിരിׯണെമؗും ഇത് n- by x n- 
സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ 0-ൽ കുറവും ൈമനസ് െഡൽئേയׯാൾ വലുതും ആെണ׸ിൽ ന്െറ x x- f 
1-ന് തുലّമാണ്  ഇത് േനׯാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ ന്െറ ഇടത് ൈക പരിധി ൈമനസ് x n- x 
ഇൻഫിനിئി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ േനാׯാം, അതിനാൽ ഒരു ഫംഗ്ഷന്െറ പരിധി 
േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئി അെ׸بിൽ െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئി എؗതുെകാ؇് എؓാണ് 
അർ،മാؗുׯെത്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം.  േْപാؚർ؂ികൾ അതിനാൽ ആദّം നമു്ׯ ഉം ഉം ഉെ؇്ؗfx gx 
കരുതുക, ْപവർ؋ിׯാൻ ന്െറ ന്െറ പരിധി അനؓതയ്്ׯ തുലّമാെണؗും ന്െറ ന്െറ x f x g a 
പരിധി ചില ന് തുലّമാെണؗും ഇത് ഒരു യഥാർ، സംഖّയാണ് പിെؗ ന്െറ പരിധി എؓാണ്  l fx 
 ്؇ര ׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯതുലّമായിരി ׯഅതിനാൽ ഇത് വീ؇ും അനؓതയ്് ٧്عസ് ജിഎ؛
ഫംഗ്ഷനുകളുെട ആെകു؋ക ഉെ؇׸ിൽ , ഒരു ഫംഗ്ഷന്െറ പരിധി േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئിയും മേئ 
ഫംഗ്ഷന്െറ പരിധി നിലനിൽؗുׯതും പരിമിതവും ആെണ׸ിൽ, തുകയുെട പരിധി 
അനؓമായിരിׯണം. ഇത് ഓർ؋ിരിׯാൻ നമു്ׯ ആയി എഴുതാം  െനാേ؂ഷൻ നമു്ׯ എെؓ׸ിലും a 
അനؓതയുെ؇׸ിൽ , എؗത് ഏെത׸ിലും യഥാർ، സംഖّ ആെണ׸ിൽ ഇത് അനؓതയ്്ׯ a 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ േഫാമിന്െറ അനؓതയുെടയും ഒരു യഥാർ، സംഖّയുെടയും പരിധി 
ഉ؇ാകുേآാെഴبാം അനؓമായിരിׯണം , ഇത് വളെര വّװമായിരിׯണം , െതളിവ് നമു്ׯ 
ആവശّമാണ്  ؛സ് ന്െറ പരിധി അനؓതയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ കാണിുׯക, അതിനാൽ fx gx 
പൂജّേׯ؋ാൾ വലുത് നൽകെ؂, അേؚാൾ നأൾ ഒരു െഡൽئ േപാസിئീവ് കെ؇േ؋؇തു؇്, m 
അതായത് ൈമനസ് െഡൽئേയׯാൾ കുറവും തുലّമبാ؋തും ؛സ് ആയിരിׯണം  mod x x fx gx m 
േനׯാൾ വലുതായിരിുׯെമ׸ിലും ന്െറ പരിധി അനؓമാെണؗും ന്െറ പരിധി ആെണؗും fx gx l 
നമു്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ പരിധിയുെട നിർവചനം അനുസരി്׺ ന്െറ ന്െറ പരിധി x g 

ന് തുലّമായതിനാൽ,  അ؋രം ഒരു േപാസിئീവ് െഡൽئ നിലവിലുെ؇്ؗ നമുׯറിയാം. ൈമനസ് l x 
െഡൽ1 ئ-േനׯാൾ കുറവ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത്, ൈമനസ് ന്െറ ന്െറ േമാഡ് ഒؗിൽ x l g 
കുറവാെണؗാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട െചؗുإത് ْശؑിുׯക,  1-ന് തുലّമായ എ٧لിേലാണിന് 
തുലّമായ െഡൽئ ഒ്ؗ േപാസിئീവ് തിരെ؁ടുുׯക എؗതാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ അറിയാവുؗത് g 
യുെട പരിധിയാണ്.  ന്െറ േല്ׯ േപാകുേآാൾ സമമാണ്  മുതൽ വെര എെؓ׸ിലും x x a al l 
എപ് സിേലാൺ േപാസിئീവ് നൽകിയാൽ, എനി്ׯ ഒരു െഡൽئ കെ؇؋ാനാകും, അതായത് േമാഡ് x 
ൈമനസ് എ െഡൽئേയׯാൾ കുറവും ൈമനസ് ന്െറ യുെട ഒരു േമാഡിന് തുലّമبാ؋തും x , x l g 
എ٧لിേലാണിേനׯാൾ കുറവായിരിׯണം, അതിനാൽ ْപേതّകിു׺ം ഞാൻ എപ് സിേലാണിെന 
തിരെ؁ടുു؋  ഒؗാകാൻ, േമാഡ് ജിഎ٧്ع ൈമനസ് എൽ ഒؗിൽ കുറവാണ്, അതിനാൽ േമാഡ് x 
ൈമനസ് െഡൽئേയׯാൾ കുറവാണ് പൂജّേׯ؋ാൾ വലുത്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ന്െറ എؗത് x g l 
ൈമനസ് വ؉ിനും ؛സ് വ؉ിനും ഇടയിലാെണؗാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് നമു്ׯ ലഭിؗുׯത്. ന്െറl x-

ന്െറ പരിധി, െന സമീപിുׯേآാൾ, അനؓതയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഏെതാരു േപാസിئീവ് f x-
റിയൽ സംഖّയ്ുׯം, എനി്ׯ ന്െറ െന ആ യഥാർ، സംഖّേയׯാൾ വലുതാׯാൻ കഴിയും, x- f-
അതിനാൽ ന്െറ ന്െറ എഫ് കൂടുതലായ ഒരു െഡൽ2 ئ േപാസിئീവ് നിലവിലു؇്. ഞാൻ ഇവിെട x- f- m 

എ്ؗ എഴുതെ؂, ഇത് പിؗീട് ഞാൻ എഴുതാം, അതിനാൽ ൈമനസ് െഡൽئ ര؇ിേനׯാൾ one mod x a 
കുറവും പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതും ആകുേآാെഴبാം ന്െറ ഒؗിെനׯാൾ വലുതായിരിുׯം, x f m 
ഇേؚാൾ എؓാണ് സംഭവിؗുׯത്, നأൾ ؛സ് േനാׯണം  അതിനാൽ നأൾ െഡൽئെയ ഏئവുംfx gx 
കുറ؁ െഡൽ1 ئ ആയും െഡൽ2 ئ ആയും എടു؋ാൽ അത് വീ؇ും േപാസിئിയാണ് െഡൽ1 ئ ഉം 
െഡൽ2 ئ ഉം േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ, േമാഡ് ൈമനസ് െഡൽئേയׯാൾ കുറവും പൂജّേׯ؋ാൾ x 
വലുതും ആയതിനാൽ ഇത് ؛സ് ആെണ്ؗ സൂചിؚിുׯം. ൈമനസ് എؗിവ fx gx m 1 , mod x a 
െഡൽ1 ئ േനׯാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ 1 െകാ؇് ഇത് 1 ആണ്, ഇത് 2 ആണ് ന്െറ ഒരു ْഗാം എؗത് x 
നമു്ׯ അറിയാവുؗതിേനׯാൾ വലുതാണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ , എؗാൽ നമു്ׯ േവ؇ത് ന്െറ ؛സ് l x x g
യുെട ആണ്  എؗത് നൽകിയ േപാസിئീവ് സംഖّയായിരുؗിട്؋ എؗതിേനׯാൾ f x m m 
വലുതായിരിׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ന് തുലّമാണ്, ഇത് 1 ഉം 2 ഉം െകാ؇് എഴുതാം. അതിനാൽ m 
എؓായിരിׯണം നുأെട ഒ്ؗ എؗത് ؛സ് വൺ ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ ഞാൻ m one m m l 
തിരെ؁ടുുׯകയാെണ׸ിൽ  ഒ്ؗ ؛സ് വൺ ൈമനസ് ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, ൈമനസ് m m l mod x a 
െഡൽئ ര؇ിേനׯാൾ കുറവായിരിുׯേآാെഴبാം നമു്ׯ ന്െറ ഈ ഒؗിെനׯാൾ x f m  
വലുതാׯാം, അതിനാൽ ؛സ് ന്െറ പരിധി ഇത് അനؓതയ്്ׯ തുലّമാണ്. ഈ റിْഗസ് ْപൂഫ് fx gx 
അൽؚം സ׸ീർ؉മാെണ്ؗ േതാؗുെമ׸ിലും എഫഎ്ക് സിന്െറ പരിധി ആെണ׸ിൽ എؗ ആശയം 
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നി׹ൾ മനشിലാׯണം. അനؓതയാണ്, അതിനർ،ം തിരെ؁ടു്؋ നി׹ൾ്ׯ ആവശّമുْتത  x 
വലുതായി എഫ്എ٧്ع ഉ؇ാׯാം എؗാണ്.  നി׹ൾ്ׯ ആവശّമുتത് േപാെല ര؇് പരിധികളും 
അനؓമാെണ׸ിൽ എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ േചാദിׯാം, അതിനാൽ ന്െറ പരിധി േല്ׯ x af 
േപാകുേآാൾ അനؓതയ്്ׯ തുലّവും ന്െറ ന്െറ പരിധിയും അനؓമാെണ׸ിൽ വീ؇ും ന്െറ x g fx 
പരിധിയും ന്െറയും പരിധി ഇതായിരിുׯം  അനؓതയ്്ׯ തുലّമായ െതളിവ് വീ؇ും gx 
പൂജّേׯ؋ാൾ വലുത് നൽകെ؂, അേؚാൾ ഞാൻ േവഗം എഴുതെ؂, അതിനാൽ പൂജّേׯ؋ാൾ വലുത് 
ഒ്ؗ െഡൽئയും പൂജّേׯ؋ാൾ ര؇് വലിയ െഡൽئയും നിലവിലു؇് , 
അ׹െന േമാഡ് ൈമനസ് െഡൽئേയׯാൾ കുറവാണ് പൂജّേׯ؋ാൾ വലുത് ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് x f 

ന്െറ പകുതി എംഎം ര؇ായി തിരെ؁ടുؗുׯതിേനׯാൾ വലുതാണ് , േമാഡ് ൈമനസ് എ x x 
െഡൽئ ര؇ിേനׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ, ന്െറ പരിധിയും അനؓമായതിനാൽ, എനി്ׯ െന ൽx g gx- m-
2 െകാ؇് വലുതാׯാം . െഡൽئ വീ؇ും തുലّമായി എടുുׯക  ഏئവും കുറ؁ത് െഡൽ1 ئ െഡൽ2 ئ 
ഇത് േപാസിئീവ് ആണ്, പിെؗ േമാഡ് ൈമനസ് െഡൽئേയׯാൾ കുറവാണ് പൂജّേׯ؋ാൾ വലുത്, x 
ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ؛സ് എؗത് എؗതിേനׯാൾ ര؇് കൂടി െകാ؇് ര؇് കൂടിയത് fx gx m m m m 
ആണ്, അതിനാൽ തുകയുെട പരിധി വീ؇ും അനؓമാണ്  ഇവിെട സമാനമായി നി׹ൾ്ׯ േചാദിׯാം , 

േല്ׯ േപാകുؗ ന്െറ പരിധി അനؓതയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ കരുതുക, പിെؗ ന്െറ പരിധി afx- x x 
ന്െറ തവണ എؗ رിരതയിേല്ׯ േപാകുؗതിെനുׯറി്׺ എനി്ׯ എ്ؓ പറയാൻ കഴിയും, x- c f 

അത് അനؓതയ്്ׯ തുലّമാേണാ, അതിനാൽ നأൾ കാണുؗത് ഇതാണ് സി േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ , 
ഇത് െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئി്ׯ തുലّമാണ് , സി െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ സി 0 ആെണ׸ിൽ സി ൈടംസ് 
എഫ്എ0 ٧്ع ആണ്, അതിനാൽ തീർ׺യായും ഇത് സി 0 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ 0 ന് തുലّമാണ്. 
എؓുെകാ؇ാണ് ഇത് ആദّം  േകസ് ഒ്ؗ േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ 0-േനׯാൾ വലുത് നൽകെ؂, c m m 
ന്െറ യും േപാസിئീവ് ആണ്, കാരണം േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ന്െറ പരിധി c c fx 
അനؓമായതിനാൽ െഡൽئ േപാസിئീവ് നിലവിലു؇്, അതായത് ൈമനസ് െഡൽئേയׯാൾ mod x 
കുറവാണ് ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ഈ സംഖّേയׯാൾ വലുതാണ് െകാ؇് അവൻ f  x m c , t  
സൂചിؚിؗുׯത് ൈടംസ് വീ؇ും േനׯാൾ വലുതാണ്, കാരണം േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ c fx m c 
അതിനർ،ം െനഗئീവാെണ׸ിൽ തവണ ന്െറ പരിധി അനؓതയ്്ׯ തുലّമാണ് എؗാണ്, c c fx 
അേؚാൾ േപാസിئീവ് അبാ؋ത് െകാ؇് എഴുതാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ ൈമനസ് േപാസിئീവ് c m c 
ആയി മാറുؗു. അതിനാൽ നമു്ׯ പൂജّ؋ിൽ കുറവുെ؇׸ിൽ , ഞാൻ െകാ؇് എെؗഴുതിയാൽ, c n 
ഞാൻ എؗത് ൈമനസ് െകാ؇് എഴുതുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് വീ؇ും െനഗئീവ് ആകും, കാരണം n c n 
െനഗئീവ് ആണ്, ൈമനസ് േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് ഒരു െനഗئീവ് യഥാർ، c n by c 
സംഖّയാണ് അതായത് ആയാൽ ഇത് േപാസിئീവ് ആവുؗു, അതിനാൽ ന്െറ ന്െറ പരിധി n x f 
േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئിയും ഒരു േപാസിئീവ് യഥാർ، സംഖّയും ആയതിനാൽ നമു്ׯ n by c 
0-േനׯാൾ വലിയ ഒരു െഡൽئ കെ؇؋ാം, അതായത് ൈമനസ് െഡൽئേയׯാൾ കുറവ്, ഇത് mod x x 
ന്െറ സൂചിؚിുؗുׯ എനി്ׯ കാണിേׯ؇ത് ൈടംസ് എഫ്എ٧്ع െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئിയാണ്, f c 
അതിനർ،ം നമു്ׯ േമാഡ് ൈമനസ് െഡൽئേയׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ സി ൈടംസ് േനׯാൾ x xfx n-
കുറവാെണ്ؗ കാണിׯണം എؗാണ് . ൈമനസ് -ൽ ൈമനസ് സി , ൈമനസ് സി േപാസിئീവ് n 
ആയതിനാൽ നമു്ׯ കഴിയും  ര؇് വശവും ൈമനസ് െകാ؇് ഗുണിുׯക, c 
അ׹െന ന്െറ ൈമനസ് തവണ എؗത് ൈമനസ് തവണ ൈമനസ് െകാ؇് ൈമനസ് x c f c n c- 
േനׯാൾ വലുതാണ്, അതായത് ൈമനസ് ൈമനസ് േനׯാൾ വലുതാണ് , ഇത് തവണ cfx n- c fx 
എഴുതുؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ േനׯാൾ കുറവാണ് ൈടംസ് ന്െറ നിർവചന പരിധി n- c fx 
ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി്ׯ തുലّമാണ്, കൂടാെത യുെട അവസാന േകസ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് തവണc c 

നിർവചി׺ിരിؗുׯ എبാ നും പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ ന്െറ തവണ ന്െറ fx , fx x x c f 
പരിധി പൂജّമായിരിׯണം ശരിയാെണ׸ിൽ , പരിധി േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئിയിേലേׯാ െനഗئീവ് 
ഇൻഫിനിئിയിേലേׯാ േപാകുേമാ എؗറിയാൻ رിരാ׸ം േപാസിئീവ് ആേണാ െനഗئീവ് ആേണാ എ്ؗ
ഇവിെട നി׹ൾ ْശؑിׯണം, അതുേപാെല പരിധി െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئിയാെണ׸ിൽ , ന്െറ fx x c 
തവണ യുെട പരിധി ഇത് തുലّമായിരിുׯം  െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئി സി േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ ഇത് f 
സി െനഗئീവും സി ആെണ׸ിൽ 0 ഓെകയും േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئി ആയിരിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ 
എഫ്എ٧عിന്െറയും ജിഎ٧عിന്െറയും ആെകു؋ക ഉെ؇׸ിൽ, പരിധി അനؓമാെണ׸ിലും പരിധി്ׯ 
ചില നിയമ׹ൾ ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു. ഒരു കാരّം ഞ׹ൾുׯ؇്  ക؇ിب  , ന്െറ പരിധി fx 
അനؓവും ന്െറ ന്െറ പരിധി ൈമനസ് ഇൻഫിനിئിയുമാെണ׸ിൽ ؛സ് ന്െറ x g fx gx 
പരിധിെയുׯറി്׺ നമു്ׯ എ്ؓ പറയാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ സംഭവിؗുׯത് fx 
അനؓതയിേല്ׯ അടുുؗുׯ, െനഗئീവ് അനؓതയിേല്ׯ അടുുؗുׯ ഇത് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് gx 
ഇൻഫിനിئി രൂപ؋ിലുتതാണ്, അതിനാൽ ഇത് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുെമ്ؗ നി׹ളിൽ ചിലർ 
ഊഹിേׯ׺ാം, ഇത് ൈമനസ് ഇൻഫിനിئിയിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് 
ഇൻഫിനിئി 0 ആണ്, പേײ അത് ശരിയب , അതിനാൽ നമു്ׯ ചില ഉദാഹരണ׹ളിലൂെട േനാׯാം, 
ഉദാഹരണ׹ൾ നമു്ׯ എടുׯാം. ഒؗിന് സമചതുരവും സമം ൈമനസ് 1 ന്െറ ചതുരവും fx x gx x 
ര؇ും േനാൺ-സീേറായ് ്ׯ നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, തുടർ്ؗ ഇവിെട നമു്ׯ ഉتത് ന്െറ x fx 
പരിധിയാണ്, 0-െന സമീപിുׯേآാൾ ന്െറ പരിധി അനؓതയ്ുׯം ന്െറ ന്െറ പരിധി ആയുംx x x g x 
 സമീപിؗുׯത് 0 എؗത് ൈമനസ് ഇൻഫിനിئിയാണ്, കാരണം ന്െറ എؗത് ന്െറ ൈമനസ് 1 x g x 
മട്׹ അبാെത മെئാؗുമب , നുأെട മുآെ؋ കാരّം അനുസരി്׺ , ഈ ൈമനസ് 1 നأൾ f 
ഗുണി׺ാൽ െനഗئീവ് رിരാ׸മാണ്, തുടർ്ؗ ഇത് ൈമനസ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, ഇേؚാൾ fx 
 ാ നും 0 gxfx gx x x xبസ് ഒؗായി മാറുؗു  ചതുരം കൂടാെത ൈമനസ് ഒ്ؗ ചതുരം എ؛ സ്؛
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വല؋ിന് തുലّമب, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ പൂജّം അടؗു׹ ഒരു ഇടേവളയിൽ ഒേരേപാെല  ആണ്, 0
അതിനാൽ ؛സ് ന്െറ പരിധി പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഇ׹െനയാെണ്ؗ fx gx 
ചിؓിׯാൻ നി׹െള ْപേലാഭിؚിേׯ׺ാം.  എبായ് േؚാഴും ശരിയാണ് എؗാൽ നമു്ׯ ര؇ാമെ؋ 
ഉദാഹരണം േനാׯാം, ഇേؚാൾ എഫ ്എക് സിന് തുലّമായി േനാׯാം, ഞാൻ എഫ ്എ٧്ع ഒരു ؛സ് വ؉ിന് 
തുലّമായി എടുുׯം സ്കٔയർ, ജിഎ٧്ع എؗത് ൈമനസ് ഒ്ؗ സ്കٔയറിന് തുലّമാണ്, ര؇ും x x 
നിർجചിؗുׯത് അب പൂജّം, അതിനാൽ പൂജّേ؋ാട് അടുുׯേآാൾ ന്െറ ന്െറ പരിധി x x x f 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് വീ؇ും ആദّെ؋ ഫംഗ്ഷന്െറ പരിധിയാണ്, ഇത് ഒؗിേല്ׯ േപാകുؗു , x 
ചതുര؋ിന്െറ പരിധി അനؓതയാണ്, നമു്ׯ പരിധിയുെ؇׸ിൽ അത് ഞ׹ൾ ക؇ു.  ഒരു ഫംഗ് ഷൻ 
ഒരു യഥാർ، സംഖّയാണ്, മെئാ്ؗ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, അേؚാൾ തുക വീ؇ും അനؓമാണ്, 
അതിനാൽ ഇത് ന്െറ അനؓ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് ൈമനസ് ഇൻഫിനിئിയാണ്, എؗാൽ ؛സ് x fx 

ആണ് , ഇവിെട ؛സ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ അب  പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിനാൽ gx fx gx x fx 
 gx ׯിലും യഥാർ، സംഖّയിേല്׸സ് ന്െറ പരിധി  ഇവിെട ഒؗിന് തുലّമാണ് , ഞാൻ ഇത് ഏെത؛
മാുئകയാെണ׸ിൽ ഇവിെട ഒؗിന് ْപേതّകിെ׺ാؗുമിب, അതിനാൽ എഫ്എ٧്ع എടുؗുׯതിന് പകരം x
ചതുര؋ിന് തുലّമായ എഫ്എ٧്ع എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ചില رിരമായ സി ؛സ് 1 ചതുര؋ിന് x 
തുലّമായ എഫ്എ٧്ع എടുുׯം. എവിെട എؗത് ഏെത׸ിലും യഥാർ، സംഖّ േപാസിئീവ് െനഗئീവ് c 
അെ׸بിൽ 0 ആെണ׸ിൽ ؛സ് ന്െറ പരിധി ഇവിെട ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ഇൻഫിനിئി fx gx c 
ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി്ׯ ഏത് യഥാർ، സംഖّയും എടുׯാം, അതിനാൽ ഈ അനؓത ൈമനസ് 
അനؓതയ്്ׯ അർ،മിب .  യഥാർ، സംഖّയും, അതിനാൽ ഇത് അനؓേമാ ൈമനസ് ഇൻഫിനിئിേയാ
ആകുേമാ എؗതാണ് േചാദّം, അതിനാൽ ഉ؋രം വീ؇ും അെത എؗായിരിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ 
പരിഗണിׯാം േനാׯാം, ؛സ് അനؓതയ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം എ്ؗ പറയുؗു, fx fx gx gx 
അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് എടു؋ാൽ ഇത് വീ؇ും വളെര ലളിതമാണ്  
അ׹െന െചإാൻ ഞാൻ എؗത് ര؇് ചതുര؋ിന് തുലّവും എؗത് ൈമനസ് ഒ്ؗ fx x gx x 
ചതുര؋ിന് തുലّവും ആയിരിുׯകയാെണ׸ിൽ , പൂജّ؋ിെല പരിമിതെؚടുു؋ക, ന്െറ fx gx 
അനؓമായ പരിധി, ൈമനസ് അനؓതയ്്ׯ തുലّമാണ് , ؛സ് എؗത് ര؇് ചതുര؋ിന് fx gx x 
തുലّമാണ്. ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ചതുരം ഏത്  ഒരു ചതുരം ആണ്, അതിനാൽ ന്െറ ചതുരം x x x 
അനؓതെയ സമീപിുؗുׯെവ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ന്െറ പരിധി പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു x 

 fx gx x x ׯഒؗിന്െറ പരിധി് ؗുׯാട് അടു؋തുലّമാണ് ഇത് ചതുരം പൂജّേ ׯസ് ന്െറ പരിധി്؛
തുലّമാണ്, ഇത് അനؓതയ്്ׯ തുലّമാണ് . ഒؗിന് ചതുര؋ിനും ന്െറ ൈമനസ് ര؇ിനും fx x gx x 
ചതുര؋ിനും തുലّമായ ؛സ് ഇത് ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ആയി മാറുؗു, കാരണം ഇവിെട ؛സ്fx gx fx 

എؗത് ന്െറ ൈമനസ് ഒ്ؗ സ്കٔയർ പരിധി അനؓവും ന്െറ പരിധി ൈമനസ് gx fx x x 
അനؓവുമാണ് അതിനാൽ നأൾ ക؇ത് ഈ അനؓത ൈമനസ് അനؓതയ്്ׯ എؓും എടുׯാം, 
അതിനാൽ ഈ അനؓത ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ഒരു അനിحിത നിമിഷ രൂപമാണ് , അതായത് ഈ പരിധി 
എؓായിരിുׯെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ മുൻകൂ؂ി തീരുമാനിׯാൻ കഴിയിب, 
അ׹െന ഒ്ؗ അനؓതയിേലുׯം മെئാ്ؗ അനؓതയിേലുׯം േപാകുകയാെണ׸ിൽ. തുക അനിحിത
രൂപമാണ് , ഏത് യഥാർ، സംഖّേയാ ؛സ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് അനؓതേയാ ആകാം, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ അ؋രം പരിധികെള സമാനമായി ْശؑാപൂർجം ൈകകാരّം െചإണം  സംഗതി ശരിയാണ്, r 
അതിനാൽ ഫംഗ് ഷനുകളുെട ഉൽؚؗ؋ിന്െറ ഗുണവിേശഷതകൾ , ന്െറ ചില യിേല്ׯ xx- a 
േപാകുؗ പരിധി അനؓതയ് ്ׯ തുലّമാെണؗും ന്െറ ന്െറ പരിധി ചില ന് തുലّമാെണؗും x- g l 
കരുതുക, ഇത് ഒരു യഥാർ، സംഖّയാണ്, അേؚാൾ പരിധിെയുׯറി്׺ എനി്ׯ എ്ؓ പറയാൻ കഴിയും  
ന്െറ തവണ ന്െറ ന്െറ ഒരു ْപേതّക േകസ് ഞ׹ൾ ക؇ു, അവിെട ന്െറ ഒരു رിരമായ fx g x g x 
അവകാശം മാْതമാണ്, അതിനാൽ പരിധി േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി്ׯ 
തുലّമാേണാ അേതാ പൂജّമാേണാ എؗത് رിരാ؋׸ിന്െറ ചിصെ؋ ആْശയി׺ിരിുؗുׯെവ്ؗ 
ഞ׹ൾ ക؇ു.  ഇവിെട നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് , േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ ഇത് അനؓതയ്്ׯ തുലّമാണ്, l 
ഇത് െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ ഇത് െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئി്ׯ തുലّമാണ് , കൂടാെത ആെണ׸ിൽ l l 0 
എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ േചാദിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട رിരമായ ഫംഗ്ഷൻ 0 
ഉെ؇׸ിൽ, رിരമായ സമയ׹ൾ ന്െറ അതായത് 0 ആെണ׸ിൽ പരിധി 0 ആണ്, എؗാൽ ന്െറf  x x 

ന്െറ പരിധി പൂജّമാെണ׸ിൽ അത് കൂടുതൽ നിർണായകമാണ്, അതിനാൽ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ g l 0 
എؓാെണ്ؗ േചാദിുׯക, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ േചാദّ׹ൾ്ׯ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഉ؋രം 
നൽകും, ഞ׹ളും അനؓതയിെല പരിമിതികെളുׯറി്׺ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ പഠിുׯക  അ്׸ യു 
യു Pru
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