
 పޔࠫࡍల߯ ࡓండవ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం ڒబܽद ࠴దܽ ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ పޔࠫࡍల ࡅకए  అࡌम ऒߖ  
ఇ ऐۧ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ పޔࠫࡍల ࡅకए झߧఎ ࣒ڻऴࡍ  द࡮ݥ ߤ࡮ రछߖ  చనం ࠭ࢡ۫ ݞږ మ࠭࠲ ࠾ࡍ 
ऒߖڜ  లࣾހలࣆ۫ ߘफߕऒ ऒߖڜ ߘߝ ܌ࡗ బܽद ఈڒ ࠭ ంܽڜ ߖనࣃڵࣃफ కएࡅ లޔࠫࡍప  ߘ  మߖࡍऒ  
లࣾࡱހ మ࠾ࡍ త࢐ࡏత ࠭࠲ మߖڜࡍऒ  ఫޑ࡯ల࡯ޘ ߘయܑࣃफ  ޜలހల లࣾޔࠫࡍప ࠭࠲ బܽदڒ ࠭
తफం వङ࠴ ࠭࠲ ࡍࣃࡍబܽद ۨవڒ ࠭ޑڷࣃనڜ ङޑ స ߖయࠪߖऒ  మ࠾ࡍ ఆ߯ ࣄबࡌంకం ࡅకए  బࣗߖࡿऒ  
మనం ఉతओ ܌ࡗ బܽद ఈڒ ࠭ࢡ۫ కएࡅ फޒ  పړޒࠫࡍ ఏࠫ జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం ఉతओ ऒߖయࠪߖ फޒ  అమࡱ 
కएࡅ వలంښ ޴బܽद ఇڒ ݟయంۯ  పࡅ ޒࠫࡍకए కएࡅ ࠾ࡍమ ړ   పࢇࢗ ړ ޒࠫࡍऱ పޒࠫࡍ ఉం݄,x x af x x
ఉతओ కएࡅ ߤफ ఫంࣾޒ  పࡏࣃ ޒࠫࡍऱ ఇݞږ ޴ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఉతओ కएࡅ फޒ  పړߖ޵ ޒࠫࡍ సࠪనం  fx gx 
పޔࠫࡍల ࡅకए  ఉతओ కएࡅ ޒࠫࡍల ప࠻फ ఈ సమޒ బܽद ఉతओڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ  కएࡅ फޒ  పޒࠫࡍ x g x a 
అ޴ߝ పࡅ ޒࠫࡍకए  ఉతओ झߧఎ ޴फ, ఇޒ द࡮ݥ ߤ࡮  ࠭࠲ ߗڒ ޴ంޔݡయబۯ ࢓܌ࡏ ంۨڵࡆఉప ߖ ߤషߖ߸ݥ 

फࣃట࢘޳ ߘ ࠭  ऴڕڒ ࠆߪంߖ޵ ݞऒ  ఉపڵࡆంۨ ఈ ఫߖޑ࡯ऒ फࣃయܑ࡯ޘ  కएࡅ బܽदڒ ߘ  th e x p 
కएࡅ ޴ం, అ޳ంڕߘఅ ߖఅ ޴బࣗప ޜలڒణڷ న࠳జߖ  అࣄ ޴ߝबࡌంకం ఒక ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ ఒక  ప ऱ࣒x p x 
 x.޴ఉంܿం ࡹపంࡐ ߩచదర ݡంࡓ

శړ फړ ఆ߯ సࠬߧం޵ڜ ۯभ ࡅకए  పޒࠫࡍ ఏړ ߕ޼ ఇړ ޴ సࠪనం ڒబܽद ߖ޵ऒ   n anx x x p a p 
కएࡅ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ࡏࠬ ړߖݞంచߧࡐߖ  పࢇࢗ ړ ޒࠫࡍऱ పޒࠫࡍ x x

a.ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖసࠪనం అ ړ
 
ఎߧझ द࡮ݥ ߤ࡮ झߧఎ ࡏࠬ బܽदڒ లభంࣆ ࡮ۧ యడంۯ ޴ంۨ ఇڵࡆఉప ߖ ߤషߖ߸ݥ   న cn࠳సࠪన ړ ߤ࡮
द࡮ݥ  పࣆۯ ߖफందڒ ࡯ݞ۫ ࡏࠬ ߖబܽद ఫంࣾߤ పړ ޒࠫࡍ సࠪనం, వదभ ఉనऒ  పړ ޒࠫࡍ సࠪనం fx x x a 
ऒߖ޵ బܽदڒ  ఉపڵࡆంచడం వలన చޔరऴసం ࡅకए  పޔࢂࢗ ړ ޒࠫࡍంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఉతओ  फ x x aޒ
 ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړߖࣃరऴޔవలం ఒక చښ రంڒయమం ऴపߖ
మߘ ࠾ࡍంړ ݟ ఇండࣾߤ పޔࢂࢗ ړ ޒࠫࡍం޴, ఇ޴ సహజ సంఖङ ऒߖఅ ࡹ సࠪనం x kx a ړ సంڝ  k k 
కएࡅ ޴బܽद ఇڒ కएࡅ   పޔࢂࢗ ړ ޒࠫࡍం޴, ఇ޴ x p x a 
కएࡅ ऱࡏࣃ 1  ߘऴ࢐యగల ࡮ఇ ߘߝ సࠪనం ړߖ޳దܽ࠴  0 ప ऱ࣒  పޒࠫࡍ పߘ ޒࠫࡍంݟ వరڕ x x n x 
పޒࠫࡍ వరڕ ఉంܿం޴, ఇ࠴ ޴తफం ߖయమం ऴపڒరం ఉంܿం޴ , ఆ߯ ࠬࡏ ఆ పߖޒࠫࡍ ఉప࣋ڵࡆफ 
కएࡅ ޴బܽद ఇڒ ޒࠫࡍన సమయం  ప࠳बరࣄ ߤన సమయం ఒక ఫంࣾ࠳बరࣄ  కएࡅ   పࣆۨࣇ ߖޒࠫࡍफం޴ x p 
x 
అࣄ ޴ߝबࡌంకం ࡅకए  పړޒࠫࡍ సࠪనం, ఇښ ޴వలం ߕࣆऒ  మࡅ ࠾ࡍకए  పړޒࠫࡍ ఒక ࡓ ऱܿ ఉంܿం޴ , x 

ఒక పऱ࣒ కएࡅ ߩచదర ޙࢀࢗ ړ  ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ పޒࠫࡍ ఉంܿంڒ  ޴బܽद సమయ పߘ ޒࠫࡍంݟ x x x a x n 
వరޔࢂࢗ ڕం޴ ఇߕࣆ ޴ऒ సࠪనం పऱ࣒ ړ  ఒకܽ ߖ޵ పښ ޒࠫࡍవలం ఒక ప ऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ఒక x a a a 
చޔరऴసం మߘ ࠾ࡍంݟ పߗڒ ޒࠫࡍ ఇࡅ ޴కए  వదभ ࡮࠮ङ ంకనం ۯయబݟన x n a to n a ap 
బࣗపࡱ࢑ ޴వ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ࠭࠲ అࣃۯ ࡮फ ࠭, ఉ޳హరణڕ 

ए࣋ ߖޒࠫࡍప ڴ छ ࡛ ప ऱ࣒  3  ప ऱ࣒  2 అߦۮ ߖओ లڕߘం݄, ࠬߖ޵ ࡏऒ  ఇ࡮ ऴ࢐యవ۪ऐ  1 వదभ బࣗప޴ x x x 
వ, అం݄ 1 ࣋एࡱ࢑ छ ࡛ ప ऱ࣒ ࡓ ݡ࠮  ऱܿ ఒకܽ పऱ࣒  ݀ , ఇ޴ ఒకܽ పऱ࣒  ऴޓ ప ऱ࣒  ݀, ఇ޴ ఆݟڕ ࡏ త޶పࡍ 
ం afx޳ంڕߘఅ ߖఉంద ޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ బܽदڒ ంۨࡍڷ ݋ంࢹڝ ల ߤఫంࣾ ݡంࡓ యమంߖ x 
మࡅ ࠾ࡍకए ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ޴ఉం ڒఇం ݞږ ޴ఇ ޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ  ओߩఅ ,޶ڒ సࠪనం ړ x ag ݡంࡓ ఈ ݡ
ఫంࣾߤ ల ࡅకए छ޳  కएࡅ ޴ఇ ޒࠫࡍప ࡌ  ప޳ ޒࠫࡍछ కएࡅ ࡌ  పړޒࠫࡍ సࠪనం fx x g x g x f 
కएࡅ ޙ࠼తం అ࡯ఫ ޴బܽद ఇڒ  ࣔరం ࡅకए  పړ0 ޒࠫࡍ సࠪనం అ޳ 0 ޙ࠼छ  గࣔరం x g࠙ ࡌ
రछߖ ۨంచబడڒ ޶బܽद మనం ߖ޵ऒ  ऴ࢐య࠭ࡶ.
  పߕࣆ ޒࠫࡍऒ అర ޴ఇ ,ޙ࠼అ ޴ߖڒ  म࠲ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ࣇऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ కएࡅ ߤ࣌ڜ ,   
పޒࠫࡍ పࡅ ޒࠫࡍకए కएࡅ ణకం , ࣔరంڷ   పߕࣆ ޒࠫࡍऒ అర ߖ޵ బܽदڒ ޶ڒ సࠪనం ړ बం   ࣔరం ࡅకए  
పߕࣆ ޒࠫࡍऒ కएࡅ ޒࠫࡍప ࡱ ߤఫంࣾ ݡంࡓ ,ޙ࠼నటऱڒ  ङږ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ సࠪనం ړߖڴ࠙  ࠗ x 
మࡓ ࠾ࡍంݡ  ప ऱ࣒ ए࣋ ݡ࠮  छ  x x x ړߖ޳వ࣋फ, ఒక ࣄంచవలށగ ߖޒࠫࡍన పݟంచబڵ࠙ ޜ ࡛
ओߩటߝڕࡏۯ ఇకए ݡ డ ࠬ࠴ ࡏదట ۫ࣃफ .ࡏ
ఒక ࣋ए ߖఅం݄ ఏࠫܽ అ ࡯   छ ࡛ ప ऱ࣒  వߝڕࡏۯ ړ ߤటߩओ కएࡅ రంࣔ ݡ  బࣗపڒ ޴బܽद ࣋ए छ ࡛ x x mit x 
 ప ऱ࣒  వߤ పޒࠫࡍ ఒక చޔరऴసం పऱ࣒  వߤ, ఇߕࣆ ޴ऒ ఒక ࣋ए ޒࠫࡍప ߘߝ బܽदڒ ޶ڒ  छ ప ړ ࡛ ऱ࣒  వړ ߤ x x 
రऴసం పऱ࣒ޔఒక చ  ߘऴ࢐యగల ࡮ఇ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ  ఒకܽړ సࠪనం అం݄ ࡓంݡ ఇߕࣆ ޴ऒ  ޶ڒ 
ङږ ఒక ޒࠫࡍబܽद పڒ ప ړ ࠗ ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ऴࠑ ޓ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వࢇࢗ ړ ߤऱ పښ ޒࠫࡍవలం పޔࠫࡍల x x x x 
ओߩఇ ࠾ࡍణకం మڷ ङ࡮࠮ ߖߖ޳ మనం  ࣆࡱޘ ڕబܽद మనڒ ࡱ޳బࣗప ݢంࡓ ݡ ంకనం ڒ ࡯࠻ۯబܽद 

వదभ ఒకޜߖ޳ సࠪనంڴ మనڕ ఒక ږङ ࠗ పऱ࣒  ݀ పऱ࣒  ऴޓ వࣆफం޴, ఇ޴ ఆࡓ ߖࡏం࢑ ۯݡభ܊ంచబݟం޴ x 
చऐࣛ ڕࠬ ߘߝ ߖఅ ݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ फࣃࡍ కएࡅ ߤరం ఫంࣾࣔ ,ߘ  పߕࣆ ޒࠫࡍऒ ओߩఅ ޙ࠼అ ޴ߖڒ    ݡ
గణన ࡅకए  పޒࠫࡍ ఉం޴ మ࠾ࡍ పࡅ ޒࠫࡍకए 0 ޙ࠼అ  ޒࠫࡍప ߤరం ఫంࣾࣔ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ߤ࣌ڜ 
పࡶ ޒࠫࡍదߖ మనం ۮపओ  బܽदڒ ࠭ࡶ

छ޳  gx fx ࡌ
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పࡅ ޒࠫࡍకए  పޒࠫࡍ సࠪనంڴ ఉనऒ ओߩ ఉండవ۪ऐ ݞږ ݡ ऒߕࣆ ړߖ܉ߖ   x g ڕవర ࡮ۧ మనం ړ
फࣃ۫ ࠭ ࣔరం ࡅకए  ప࢐ ޒࠫࡍసफߕࣆ ړߖ࢐ऒ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ఖङ࠭ ݡ  ࠼ఉంܼ ࡱహరణ޳న ఉ࠳
ఒక ࣋ए ݟనంھߘక ߖޒࠫࡍప ڕహరణ޳బܽद ఉڒ छ పऱ࣒  ݡ࠮ న࣒࠳ ࡛  x x x x ޜన࣒ ఒకܽ࠳ ఉం݄ ݡంࡓ 
బܽद ఇకएڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ డ మనం ࡅకए  పޔࢂࢗ ޒࠫࡍనऒ ऱܿ ۫ࣃफ ࠭.x 

ऒߕࣆ ޴న࣒ ఒకܽ, ఇ࠳ వలం ఒకښ ޴ఇ ړߖ޳ఒక ࡹ ߤన࣒ వ࠳ छࣃగ࠙ ڴࡏߝ బܽद మనంڒ ݞږ  మङ   x 
ऒߖయࠪߖ  ఉపڵࡆంచڒ ࠭ࡶబܽद మనం ڴࡏߝ ࠙గࣃछ మङ ऒߖయࠪߖ   ఉపڵࡆంచߗڒ ࠭ࡶ లవం ࡅకए  
లవం పߖޒࠫࡍ మࢁऱ 1 చదర࠳ ߩన࣒ 3 ࡏࣃऱ ۫ࣄనటऱ1  ޙ࠼ ప ऱ࣒ .0 ݞږ 2 
ङߙ బܽदڒ  మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంݟంܽ పߕࣆ ޒࠫࡍऒ ఇకए ړߖ܉ߖ  డ మనం ۫ࣃफ ࠭ వదभ ఒకړߖ޳ x 
సࠪన࠳న ߙङ మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంߕࣆ ݢऒ న࣒ 1 ఇకए࠳ బܽदڒ  డ x 

࣋ए छ కएࡅ ࡛ న࣒ 3  ప࠳  రకంڒ  ऱ࣒ ࡓ న࣒ 1࠳ ޴फ ఇ࣋ڵ࠙ ޜన࣒ 1࠳ ߖ 2  ऱܿ ࠳న࣒ 2ړ సࠪనం x x x x x x 
ओߩనݟంచబڵ࠙ ޜన࣒ 1࠳  x x ޙక߱ڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࠾ࡍమ ޙ࠼నటऱڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ޴ఇ ݡ
అߩओ యవ۪ऐۯ भ޶ర ߕࡕఎవ ݡ   ఈ ࠳న࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠪనం  అߘ ࡽం࠳ ݟన࣒ ࡓంݡ వరڕ x x 

ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒక߱ޙ పޒࠫࡍ x x 
࣋ए छ ప  ޓన࣒ ऴ࠳ ࡛ ऱ࣒  x x x x x ߝڕࡏۯ ړ1 ࡹన࣒ 2࠳ ޴ఇ ,޴ంޔߩ۫ ठڷ࠴ ړߖ޳ఒక ࡹన࣒ 1࠳ ݀ 

పړޒࠫࡍ సࠪనం ఎం޶కం݄ ࡏڷफం۪ڝంݟ పړࡵ ߖޒࠫࡍए ంచడం వలన మనం ఫంࣾࡱ࢑ ߤవߘ వదभ x 
పࡍగށంۧ࡯झ న అవసరం ޶ࡶ, ఒకړߖ޳ తڵనంత దగ ठరڴ ఉనऒ ओߩ  బܽद xڒ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ మనం ࠲ऴతࠪ ݡ
ఇ޴ మࢁऱ సࠪనం ఇښ ޴వలం బࣗపڒ ޴బܽद ఇ࠳ 1 ޴న࣒ 2 ࠳న࣒ 1 ڒ ,ݟڕబܽद ఈ ఉ޳హరణࡹ ࣔరం 
కएࡅ  పࡶ ޒࠫࡍనపओ छࣃగ࠙ ,ڔܽ మङ  పޒࠫࡍ సڴࡍठ ఉండవచऐ फࣃ۫ మనం ߖ  ߖޒࠫࡍప ޴బܽद ఇڒ ,࠭
కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ ంۯ ఒక ࠪర ठం, ڒబܽद పޒࠫࡍ అం݄ ఏࠫܽ  ࠳న࣒ ߖڷࡱߕ ࡹ ࡛ࠂ వర ठ࠮లం x x x
फ ఇకए࣋ڵ࠙ ޜݡంࡓ న࣒࠳ డ ఫంࣾߤ ఉంڒ ޴బܽद ఇకए డ మనڕ ఈ ఫంࣾ࠳ ߤన࣒ 4ړ సࠪనం ࠳న࣒ 4 f x x 
వర ठ࠮లం ࠳న࣒ ࡓం࢑ ޜݡభ܊ంచబݟం޴, x 
ఇ޴ ఏ కం݄ ఎڕए వ అߖ ߕ࠼రछ ۨంచబޔݡంߕࣆ  ޴ऒ x x r ߘߝ ޶ڒ సࠪనం ړ ڷࡱߕ ߗڒ సࠪనం ړ
ఒక ࡌ࢑మం మ࠾ࡍ ఏࡌ࢑ ߕ޼మం ڕࣆޓం݄, 
ऴపږޒల ࡌߪप ంࡱڒ ऴపږޒల ࢐సफవ సంఖङ లߘ కڵ࡯ ఉండڷࡱߕ ߖ ۪ द݀  ఏࡌ࢑ ߕ޼మం ڕࣆޓం݄, ఈ 
ఫంࣾߖ ߤరछ ۨంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ పޒࠫࡍ ఏࠫ݇ ࢐ڝࣆࡱޘలڕߘంܿߕऒ  ߤబܽद మనం ఈ ఫంࣾڒ ࠭
కएࡅ  పࡍڷ ޒࠫࡍంۨ ࠪ ऱܼ డవ۪ऐ .
 కߘక ఇ޴ మࢁऱ మనం సరࢁకృతం ۯయగలమߖ గమߖంచంݟ, కߘక మనం వర ठ࠮లం  ప ऱ࣒  ంۨ xށڷ ޜ݀ 
࢑భ܊ంచవ۪ऐ  , ఇߖ ޴ ߰ందړߖݞ వర ठ࠮లం ࠳న࣒ ࡓంࡅ ݡకए  సంࡆగం fx x 

ऱ వరࡏࣃ న࣒ 4࠳ ठ࠮లం  ప ऱ࣒  2 వర ठ࠮లం ޜ సࠪనం ࠳న࣒ 2 ࡓ ऱܿ ࣋ए छ ప  ݋ࡐ ࡛ ऱ࣒  2 మ࠾ࡍ x x x x 
ఇߩओ  బܽद xڒ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ޴ఇ ޜߖ޵ ࠾ࡍమ ޴फంࣆన࣒ 4 వ࠳ ڕफ మన࣋ށڷ ࡹరంࣔ ࡏࠬ ݡ

కం݄ ఎڕए వ మړ4 ࠾ࡍ సࠪనం ڒక߱ޙ ࣋ए छ ప  ݋ࡐ ࡛ ऱ࣒  సࠪనం  .x 0 x x ړ2 
 బܽदڒ 

ओߩటߝڕࡏۯ ړ కएࡅ ݡ  పޒࠫࡍ ఈ ఫంࣾߤ ࣋ए छ ప  ݋ࡐ ࡛ ऱ࣒ కएࡅ 2   పړޒࠫࡍ సࠪనం, ఇ޴ x 4 x f x x
కएࡅ  ఫంࣾߤ f 
నంత ۨనऒڵసࠪనం, త ړ సࠪనం వర ړߖ޵ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړڷࡱߕ నࣔࠫ ڷࡱߕ ࡹమంࡌ࢑  ठ࠮లంx 
పऱ࣒ ڷࡱߕ   ఇࡓ ޴ంݡ పऱ࣒ ङߙ ࡏࠬ బܽदڒ ڷࡱߕ ޴ఇ ݡంࡓ  మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡅకए  s two 
పߖޒࠫࡍ ߰ం޴నߩओ एړࡵ ߘలޔࠫࡍప ݡ ంచړߖݞ ఇ޴ మࡖక ࠪరठం మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంߕࣆ ݢऒ  బܽदڒ 
త޶పࡍ ఏࠫ ࣆۯफం޴ ఈ ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఈ ࢡం޳ࣄ ࢑۶ ݭम ంతం అంܼࡏ 
ऒߖڜ ޳ࡶ फࣃࡱߧ ߖߖ޵ ऱࡏࣃ एࣅ  ࡏ छ म޳ࣄ ܘ ంతం ڒబܽद ఇ߮ۮ ޴ओ కएࡅ ڕటం݄, మనࠫ޻  ఫంࣾߤ x f 
ఉందߖ అڕߘం޳ం, ࡅకए కएࡅ   కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ కڵ࡯ ఉనऒ  x f x g a ࡹమంࡌ࢑ 
అߖऒ కएࡅ సంڝ   కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴  x x h 
ంۨ ఉండవ۪ऐ࠼నࣔࠫ ߗڒ  సࠪనం ڒబܽद ఈ ࡓంݡ ఫంࣾߤ మࡅ ࠾ࡍకए  మధङ  x a fx g x x 
కएࡅ ڼ࡮ం, అ޳ంڕߘఅ ߖఅ ޴ఉంܿం ࡹమంࡌ࢑  పࡅ ޒࠫࡍకए  పړޒࠫࡍ సࠪనం మ࠾ࡍ g x x h 
పओۮ ߖఅ ݢంࡓ కएࡅ ߤక  ఫంࣾߘసࠪనం క ړߖݞ  పޒࠫࡍ మࡅ ࠾ࡍకए సࠪనం, l x x h l ڕ ݢంࡓ 
అߩओ కएࡅ भ޵ڜ ۯంߧఏࠫటం݄ , సࠬ ߩంڵ࠭ ݡ  పޒࠫࡍ ఇ޴ ఉࡹړߖ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ మࢁऱ x f x a 
అ޻ పڕ ޒࠫࡍ సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏ ऴߖ ࠆڴ ఉపڵࡆంచడం ۫࣋फ ఇ߮ۮ ޴ओ l ߤఒక ఫంࣾ ڕࠬ ,ఏࠫటం݄ ޴
ఉందߖ అڕߘం޳ం ڜంత వङ వࡹ߅ ఈ fx 

కएࡅ  మࡅ ࠾ࡍకए ల మధङ ߤఫంࣾ ݡంࡓ   ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ పޒࠫࡍ ఒ࡮ښ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ x g h 
సందరग ంߖ޵ ߘߝ ࡹऒ వछߖయڶ  ంڒ ݟబܽद మనࡅ ڕకए  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మనࡅ ڕకए  x f x g 
మ࠾ࡍ ఉంܿం޴  ఒక࢘ళ ࡅకए  ఎڷవ ఫంࣾߤ మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ ߤవ ఫంࣾڷ޴   పޒࠫࡍ h x x h x g 
ओߩఉం݄ అ ࡮ښఒ ݢంࡓ కएࡅ ݡ కएࡅ   పݞږ ޒࠫࡍ ఒక݄ ڒబܽद ࢡం޳ࣄ ࢑۶ ݭम ంߖޑऒ  ఎߧझ  f f ߤ࡮
द࡮ݥ రछߖ  చనం ఉపڵࡆంۨ ߧࡐߖంచవ۪ऐ ङ޳࢑ బܽदڒ  రछߖ ఈ ࡱबࡏ చߖߕऒ  ఉపڵࡆంۨ ߖ޵ऒ  
ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧࡐߖ ంచవచऐ ऒߕफࣆۨࣇ ߘߝ ߖ फࣃట࢘޳ ߘ࢓܌ࡏ ࠭࠲ ߗڒ ,ߘ ࠭ బڴࡱ޶ ఇ޴ 
ఖङ࠭ ࡮ۧ म޳ࣄ బܽद ఈڒ ޴న࠳ ంతం 
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పޔࠫࡍలߘ కంߪङ ܽంۯ ۃయడం࡮ۧ ࡹ ఉపࡆగకరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ۧࡏࣃ ࡮ऱ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ 
అం݄ ߖ޳ పޒࠫࡍ ఫంࣾړࡵ ࡏࠬ  ߤए ంۧలڕߘం݄ అ޴ సంړ ऱషदంڴ ఉండవ۪ऐ నऒۨ ࡏࠬ ߗڒ ,  ఫంࣾߤ 
మ࠾ࡍ ߭దभ ఫంࣾߘ ߤ కھߘనగޙڵ࡯ మࡏࠬ ࠾ࡍ పޔࠫࡍలࣆ ߘలభంړࡵ ڴए ంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ 
పࡱޔࠫࡍ ఒ࡮ښ ఉం݄ ݞږ ړߖ޵ అ޻ పޒࠫࡍ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  ఉపڵࡆంۨ ࠭ఖङ  న࠳
పࣃ۫ ߖޒࠫࡍफ ࠭.
म޳ࣄ  ంతం ڒబܽद ఒక అߧऱښషߕࣆ ,ڴ ߤऒ నऒڕࡏۯ ړ ओߩ కएࡅ फࡏڷ ߤఫంࣾ ߝకం݄ అ ݡ  పޒࠫࡍ x x x 
ఒకړߖ޳ సࠪనం అࣃߧࡐߖ ߖफ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ࠭  వదभ ࠑ పޒࠫࡍ ఒక గమߖకڕ సࠪనం అߖ పޒࠫࡍ x x 
ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴ఇ ړߖݞయۯ .ऴతంࣇ న࠳
 
ఇకए డ మనం 
ऒߖయࠪߖ ణకంڷ  ఉపڵࡆంచࡶమߖ గమߖకߘ ఉపڵࡆంచ࠭ࡶ ఎం޶కం݄ ࣔరం ࡅకए  ప0 ޒࠫࡍ, లవం 
కएࡅ  ప0 ݞږ ޒࠫࡍ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనڕ బࣗప࢓ࡶ ࡱ޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం ߖ ర޶भ ࣄۯ, ఆ߯ x
మనం ހڷతघ క ߖయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭.
म޳ࣄ ࢑۶ ݭంࢡ  ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంచడం ޳छ फࣃߧࡐߖ ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ ޒࠫࡍఈ ప ࡌ 1 ߘߝ బܽदڒ ࠭
 దట࠴
࢐ङ రࣃ बం ࡅకए  వృޑफ ऒߖ వछߖయڶ  ంڒ ,ݟబܽद ڕߕ వృతफం ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం ఒకܽ 
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ  కڵ࡯ ఉߕऒ ओߩఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴ఇ ߘ ऒߖހڝ న࠳సࠪన ڕ ߤయݟࡔ మనం ݡ  x 
ऒߖ܉ࠜޒఈ ऴ ߘߝ ࠾ࡍమ ࡹ ߤయݟࡔ ޴క ఇߘం, క޳ంڕࣆޓ फࣃڶ   x ߘంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ࠾ࡍమ ߘ
కߘޑߩࡱ మ࠾ࡍ మనం ߖ޵ऒ ంۨ , ఆ߯ ఇకएڵݟ߰ ݞږ  డ లంబంڶ ڴయంߘߝ ݟ ఈ ࠼ߦంటऱߘ 
ࡍڷ फంచߖవछ ంڒ ݟబܽद ఇకए డ ఈ ࠉం࢓޶ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అ޴ߝ ih  ave o a b c d 
࢐ङ రࣃ बం ࡅకए  ఒక వృޑफ ऒߖ  పࡍగށంచంݟ మ࠾ࡍ అݟࡔ ޴ߝయࡹ ߤ ఒక ڝణంڴ ఉండߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ x 
ఎడమ࢙ࣄڶ ړߩన ࠒమघ ओߩఇ ,ݟంచంށగࡍప ߘ మघࠒ మనం ఈ ݡ ऒޒऴపయ ݟంߘ  भ޳ ం.
 ߘߝ 
ऴట࠻ంࡽڵ ఓࠗ 
కएࡅ ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఇڒ࣊ ޴द࡛ ࣊ڒद࡛ ఓࠗ ࢙ࢡలङ ం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ ߭దभ ऴట࠻ంࡽڵ 
ఓࢡ࢙ ݋ࡕ ݭలङ ం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद మనڕ ఈ ࣊ڒद࡛ ఉం޴, ఇ࠴ ޴తफం సࡍए  ంత ࠙గంڜ ࡹ ࡽ
మ࠾ࡍ  ऴట࠻ంࡽڵ ఓࠗ ఈ ऴߦంతం ఈ ࣊ڒद࡛ ࢙ࢡలङ ం కం݄ తڕए వڴ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࣊ڒद࡛ మࢁऱ ఈ 
ऴట࠻ంࡽڵ ఓݭ మధङ  ఖۨऐ తంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ  ߰ం࠭ޑ޶, ఇߩओ ఉనऒ ڕమన ݡ  ఈ 
ऴట࠻ంࡽڵ ఓࠗ ऴߦంతం ఏࠫ݇ ۫޳भ ం.
ࡓ సగం ࣒ࠐ  ऱܿ సࠪనం ࡓ ऱܿ ݟڕ ఇࡅ ޴కए  సగం ߰డڕ࢓ సࠪనం ఇ޴ ఒకܽ ߰డ࢓ ఏࠫܽ oa bc oa bc 
తం తపओښసం ݟڕ ߤ࣌ ߤ࣌ ࢓బܽद ఈ ߰డڒ ݟంచంߖగమ ߖణం అڝ బܽद ఈڒ  మࡖకܽ ޶ڒ ఏࠬ x bc x x 
ఉనऒ ڴࡏ޶ఎ ޶ڒ షओߖ  ङߙ݃߱ࣝ ࠾ࡍफ మޒ ࣒ ఇకए డ ఒకܽ ڒబܽद ࡅకए  bu  t x bc ޜߖ޳ఒక ߤ࣌ 
ࡓ సగం ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ߤ࣌ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ऱܿ ఒక ࡓ ऱܿ ڒ ߤࣄబܽद మనڕ ऴࠜޒజం ఓࠗbc x x 
లङࢡ࢙ ం సړߖڴ సࠪనం ఇߩओ కएࡅ द࡛ڒ࣊ ݡ లङࢡ࢙ द࡛ڒ࣊  ం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ఎంత ڒబܽद sine x oab 
కएࡅ द࡛ڒ࣊ లङࢡ࢙  ం ڝణం ࡅకए షओߖ  एࡍస ޴ߝఅ ޴ణం ఉంڝ ڕబܽद మనڒ ޴ఉంܿం ࡹफޒ కएࡅ ࡽ  x 
కएࡅ వృతफం ߖ బܽदڒ ߤయݟࡔ ݡంࡓ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜణంڝ తफం࠴ ङ࡮ࢡ࢙  pi x ޜ ݡంࡓ ړߖ pi
࢑భ܊ంۨ ࡓంݡ pi 
కएࡅ న వృతफంߩ࢙ݟڕ ړߖހڝ ङ࡮ࢡ࢙ తफం࠴  ऒߖ  ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ڝణం ڝసం మనం ࡓ ߖంޜ ݡ x x pi
వృతफ ࢙ࢡలङ ంڵ࠙ ړࡹంۧ࠭ ڒబܽद ఇړ ޴ సࠪనం  వృతफంࡓ ߖࡹంࢡ࢙ ߯ ݡలङ ంڵ࠙ ޜంచబݟన޴ x
࢐ङ రࣃ बం ఒక చޔరऴࡓ ߯ ړߖࣃ ऱܿ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇڕߕ ޴ సగం ࠪऴత࠲ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࣊ڒद࡛ x 
లङࢡ࢙ ం సగం మ࠾ࡍ మనڕ ऴࠜޒజం ఓࢡ࢙ ݭలङ ం ݞږ అవసరం x 
ࡓ ంతం సగంߦऴ ࠾ࡍజం మࠜޒణం ऴڝ ऱ లంబࢁమ ޴బܽद ఇڒ ऱܿ ࡏࣃऱ ऴపకటన ߘߝ ۨऴߖޑऒ  మࢁऱ oa 
۫పߖవछ ంڒ ݟబܽद ऴࠜޒజం ఓࣅ࢑ ݭफర पం సగం ࡓ ऱܿ ࡓ ऱܿ ऴపకటన , ఈ ऴࠜޒజం ఓߖࡹ ݭ ऴపకటన ߰డ࢓ oa 
ఎంత అߖ మనం ۫࣋फ, ఈ ࣒ࠐ ߰డ࢓ ఒకܽ ڒబܽद ఈ ఎڴࡏ޶ ఉనऒ  ߰డڒ ߤܼ ࢓బܽद ఇ޴ సగం ࡓ ऱܿ x oa 
ࡓ ऱܿ ऴపకటనڕ సࠪనం ڒబܽद అ޴ సగం వ࠹݅ ߤझ  బܽद మనం  x xڒ ߤܼ ࠆࣔ ޴ఇ ߤܼ 
߰ం޴޻ ఏࠫటం݄, ߕࣆऒ మధङ ݡంࡓ ߯ ݟంߘ   ఉనऒ  ఏڝ ߕ޼సం మనڕ ऴࠜޒజం ఓࠗ ࢙ࢡలङ ం సగం ࣌ߤx 

లङࢡ࢙ द࡛ڒ࣊ ం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, అం݄ సగం ఇ޴  సగం కం݄ తڕए వ ܼړݟڕ ߤ ఇߕࣆ ޴ऒ  x x x 
మ࠾ࡍ మధङ  ఉనऒ  ऴపړߖހڝ ޒ వࡍ फࣆफం޴ ఇߩओ  ఏࠫటం݄, pi x ޴࣋ۯ మనం ݡ

అߕࣆ ޴ߝऒ  మ࠾ࡍ మధङ छ޳ ݡంࡓ   x pi sin x x ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ంచడంڵ࠙ ޜफࡏڷ ఉం݄ ࡌ
छ޳ ߖ޵  ంచడం܊࢑భ బܽदڒ ऒߖڴఈ స ݟంߘ ߖ޳ ޒదట ऴప࠴ ,ఏࠫటం݄ ޴޻మనం ߰ం ࡌ  ర޶भ 
వछߖయۯ ంڒ , ݟబܽद మనߤ࣌ ڕ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంߤܼ ޴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ x x x 
ఆ߯ ࣌޳ ߤछ एڕకం݄ త ߤ࣌ फ ఒకܽ కం݄࣋ڵ࠙ ࡌ వڴ ఉంܿం޴, ఇߖ޳ ޴ కం݄ తڕए వڴ xi x x 
ఉంܿం޴.
छ޳ ࣒ڒ ޴ఇ ,ڴంచڵ࠙ ޜ ࣒ڒ ߖ ߤ࣌ ߤܼ ,ڴంచڵ࠙ ޜ ߤ࣌ ߖ ߤܼ  బܽद x xڒ  సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ x x x x 
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మనం ߰ంڵ࠭ ޴޻ంڒ ߩబܽद ఒకܽ ߤ࣌ ࠑ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, ఇߕࣆ  ޴ऒ  మ࠾ࡍ మధङ  x x pi 
ఉనऒ  ऴప޳ ߤ࣌ڜ ړ ޒछ एڕఒకܽ కం݄ త ࡌ వ మ࠾ࡍ ఇߩओ మనం పరసओ ݡ రం ڕࣆޓం݄, ߘߝ పరసओ రంx x 
एڕకం݄ ఎ ࠑ ߤ࣌ 1 ڕబܽद మనڒ ޴ంޔࡏࠪ అసࠪనత  ޴फంࣆۨࣇ ޴ం݄ ఇڕࣆޓ వڴ ఉంܿం޴, x x 
ఇ޴ కం݄ ఎڕए వ ࠴తफం 0 కం݄ తڕए వ ڒ ݋ࡕ 2 ࠑబܽद ఇ࡮ۧ ޴ ࠭ఖङ  బܽदcos x x piڒ న అసࠪనత࠳
ऒߖ޵ ࠭࠲  మࢁऱ ऴ࢐యߖవछ ంݟ  అ޴ߝ కం݄ తڕए వ  అ޴ߝ మధङ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ x sine x x cos x 
ऒߕࣆ  మ࠾ࡍ మధङ  అߖऒ ఒకܽ pi x ړ 
ࡎభ ޜ న࣒࠳ ߖ ߘߝ బܽदڒ फ ࣄۯనటऱ࠳ , ޙ࠼న࣒ అࡅ ޴ߝకए కएࡅ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ࣒ڒ  x ߤ࣌  x x x x 
తపओ ޴నݟంచబڵ࠙ ޜ న࣒࠳  మࡖకܽ ڒద࠭࠲ ߖ గమߖంۧ࠭.x
x x  ࣒ڒ ݢంࡓ ޴సࠪనం, అ ړ ޜ ߤࣄ ऱࢁమ ޴ఇ ,޴ంݟంచబڵ࠙ ޜ న࣒࠳ ߤࣄ న࣒࠳ ޴ఇ ߤఫంࣾ ࣄࠐ  x x x 
మݞږ ࠾ࡍ ఫంࣾڒ ࡱ ߤబܽद ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ࠳న࣒ ږߘࣃలంڴ ఉంܿం޴, sin x by x x x 
ఎం޶కం݄ మనڕ ఈ అసࠪనత ఒకܽ ఉంڒ ޴బܽद ఒకߘ ߖ޳ంݟ అసࠪనత ࠳ ړߖ܉ߖన࣒ ߘంࡓ ݟంݡ pi 
మధङ ݟంߘ  ఉనऒ  ఏړ ߕ޼ సࡕనڒ ޴బܽद.pi x
 ఇߩओ ऒߕࣆ ڕమన ݡ ఉనऒ ڵ࡯క ߖ ऒߖࠪࡌ࢑   ߰ంࡹߖ޵ , ࠭޳ మనڕ ఈ అసࠪనత ఉంࠑ ࡹߖ޵ ,޴ x x 

కం݄ ఎڕए వ మ࠾ࡍ ఒకܽ కం݄ తڕए వ ఇߩओ ओߩటߝڕࡏۯ ړ0 ݟంߘ ޒࠫࡍమనం ప ݡ  cos x cos x ݡ
మࡅ 1 ࠾ࡍకए  పޒࠫࡍ ఏࠫ݇ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ.
 

కएࡅ ओߩటߝڕࡏۯ ړ  ࣒ڒ  కएࡅ  ޴ఇ ݡ కएࡅ ߤన ఫంࣾ࠳बరࣄ ࠾ࡍమ  ޴సࠪనం, ఇ ړ ࣒ڒ   x x 0 0 1
పޒࠫࡍ ఒకܽ ࢡం޳ࣄ ࢑۶ ݭम ంతం ޳छ ऒߕࣆ ࠑ తంښసం ޒࠫࡍసࠪనం ప ړߖ޳ఒక ࡌ  x x x ړ
నऒڕࡏۯ ओߩ  cos x ߝఅ ߘ ߤఈ ఫంࣾ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ݞږ ޴ఇ ݡ
ల మధङ ߤఫంࣾ ݡంࡓ  బం߅ంచడం ޳छ  ߖ޵ ࠾ࡍంۧ࠭ మߧࡐߖ ߖసࠪనం అ ړߖ޳ఒక ޒࠫࡍఈ ప ࡌ
పࣆ ࡱޔࠫࡍలభంړࡵ ڴए ంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ పړ1 ݞږ ޒࠫࡍ సࠪనం అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ.
ఖङ࠭ ࡮ۧ సంڝ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޒࠫࡍఒక ప ޴బܽद ఇڒ  एړࡵ ߘలޔࠫࡍక పߝऴతం  అࣇ న࠳ ంచړߖݞca n 
ऒߖ޵  ఉపڵࡆంచంڒ ,ݟబܽद ࠭࠲ ఈ ࣇऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంۨ ߖڜऒ  ఉ޳హరణలࣃۯ ߘफ  బܽदڒ ࠭
ఒకܽ ࡅ ߤܼ ߘߝకए  ప޳ ߖޒࠫࡍछ  x x x x x x ߤ࣌ ޴ఇ ࠑ ߤܼ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޻ ޴ऴ࢐࣋फ ఇ ߖఅ ࡌ
 x.ݟంచంߖగమ ߖసࠪనం అ ړऱ 1ࡏࣃ ࠑ

छ޳  cos x   ࠾ࡍమ ޙక߱ڒ సࠪనం ړ0 ࡌ
కएࡅ పంߦ  పࠑ ޒࠫࡍ ఇړ1 ޴ సࠪనం మ޳ ࣒ڒ ࠾ࡍछ  ఒకܽ x x x x ޜޒࠫࡍప ࣒ڒ ޒࠫࡍప ߖ޳ఒక ࡌ
 బܽदڒ ఒకܽ ݞږ ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ݞږ ޴బܽद ఇڒ
छ޳ ߤܼ ఉతओ ࡌ छ޳ ޒࠫࡍయమం పߖ फޒ ఒక ࠭ఖङ ޴ఉంܿం ڴకܽ సࠪనంڜߖ޳ఒక ޴ఇ ࡌ  న x x࠳
పޒࠫࡍ అం݄ ఒక ࠳న࣒ ڵ࠙ ޜ ࣒ڒంచబݟన ఈ పޒࠫࡍ ఏࠫܽ x x
బܽद ఇకएڒ డ 0ࢀࢗ ړऱనߩओ కएࡅ రంࣔ ݡ  ప0 ޒࠫࡍ అޔ࢓ం޴.x 
ङߙ  మࡔట࡛ ࡅకए  పޒࠫࡍ మࢁऱ 1 ࠳న࣒ 1, ఇ0 ޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ పړࡵ ߖޒࠫࡍए ంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭ 
ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ ݟంߘ ޒణࠫڝޒబܽद ऴڒ కएࡅ ణంڝ ࠭࠲ ,ݟంڝ  పߖހࠪࡍऒ  ڴపరం ߤ࣌ సగం ࡹణంڝ ݟڕ 
వङ ڔ फకࡍంచవ۪ऐ కएࡅ బܽदڒ  ए࣋ ߤ࣌   సࠪనం ڕ న࣒࠳  వࡱ࢑  छ ࡛ ఒక ࣒ڒ ࣒ڒ ݋ࡕ ࣋ए छ ࡛ ఒక 2a 1 2 2a 
ए࣋ ߤࣄ న࣒࠳ छ ࡛ ఇ޴ ఒక ࠳న࣒ ݀ ߤࣄ ࣋ए छ  a a a ߤ࣌ ݡంࡓ ݡంࡓ ࣒ڒ న࣒࠳ బܽद ఒకڒ  సࠪనం ړ ࡛
࣋ए छ కएࡅ ޴ߝఅ ࣒ڒ న࣒࠳ బܽद ఒకڒ సࠪనం ړ ࡛ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ࣌ߤ ࣋ए छ ࡓ ݡంࡓ ړ ࡛ ऱܿ తపओ  మࡖకܽ x x 
ङߙ బܽदڒ ޶ڒ మࡔట࡛ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ߤࣄ ࣋ए छ  న࣒ x x cos x by x࠳ బܽद ఒకڒ రంࣔ ݡంࡓ సࠪనం ړ ࡛
ఇࡓ ޴ంߤ࣌ ݡ ࣋ए छ ऒߕࣆ ޴నݟంచబڵ࠙ ޜ ࡛ x ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ޙ࠼నటऱڒ సࠪనం ړ x x

కएࡅ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ ߤ࣌  , ఇ޳ ޴छ ࡓ ݡంࡓ ࡌ ऱܿ ޳छ छ޳ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ  x x x x 2 ࡌ
వڕࣆޓ ࡹరంࣔ ߖ ఈ 2 ߘߝ ړݟڕ ऐۧ ఇకए ڕߕ బܽदڒ ߘ డ వࣆफంڒ ޴బܽद పޒࠫࡍ ఒక ࠳న࣒ ࣒ڒ x 2 x x

ऒߕࣆ ऒߕࣆ ߤ࣌ సࠪనం ړޒࠫࡍప ޴ఇ ,޴ంޔࢂࢗ ړ ళࢗ ړ ऱడం ࡓం࢑ ݡభ܊ంచబݟం޴  x x x x x x 
छ޳ ࡓ ݡంࡓ ࡌ ऱܿ ࡅకए  పߕࣆ ޒࠫࡍऒ ऒߕफతం ఉࣆऴప ࡱޔࠫࡍప ݡంࡓ బܽद ఈڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ  x x ࠼
ओߩబܽद ఇڒ ऒߕࣆ ,ఏࠫటం݄ ޴నࣄ࡯ޘ ڕమన ݡ ओߩటߝڕࡏۯ ړ కएࡅ ߤ࣌ ݡ  ప޳ ޒࠫࡍछ  ,x x x x ࡌ
అ޴ మన వదभ ఉనऒ  ఒకړߖ޳ సࠪనం  ࡅకए छ޳ ݡంࡓ ޴ߝఅ ߤ࣌  छ޳ ࡌ  బܽद x xڒ ޴నݟంచబڵ࠙ ࡌ
మనం ߖ ఉంۨࡓ ړ ޙంޜݡ సࠪనం, y x

ऒߕࣆ ऒߕࣆ  ޴ంޔ࢓అ ݞږ ړ x y t y x ߤ࣌ ޒࠫࡍబܽद ఈ పڒ సగం ࡹ కం݄޶ఎం ޴फంࣆڷ࠭ ړ x x 
కएࡅ ऒߕࣆ  ళࢗ ړ ऱడం ࡓ ߖ ߖం࣋ڵ࠙ ޜݡफ ޳छ సࠪనం, ఇకए ړޒࠫࡍప ࡌ డ ߕࣆऒ x x ړ y y y y 
కएࡅ  ࠾ࡍఒకܽ మ ޒࠫࡍఈ ప ࠾ࡍమ ޴ంܿంڕࡏۯ  ఇతర పࡅ 0 ޒࠫࡍకए  x x ,޴ంޔࢂࢗ ړ2 ࠑ ߤ࣌ 
ఇࡅ  ޴కए ऒߕࣆ అం݄  ޴సࠪనం, ఇ ړ ߤ࣌  ऒߕࣆ ࣒ڒ న࣒࠳ బܽद ఒకڒ  0 ޴ఇ ޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ 1 x xx 
ऒߕࣆ  sine x x ࠑ ఒకܽ ࡱޔࠫࡍప ڴఫంࣾనऱ పరం ޒణࠫڝޒऴ  ࠭ࣃ۫ ݡ࠮ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ
పߕࣆ ޒࠫࡍऒ  ఒకܽ మ࠾ࡍ ఆ పߕࣆ ࠑ ߖޒࠫࡍऒ  వదभ ఉపڵࡆంచడం ݞږ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఒక ࠳న࣒x x 

ऒߕࣆ ޒࠫࡍప ࠑ ऒߖڜ బܽदڒ సࠪనం ړ  ఇతర ఉ޳హరణలߘ ఉపڵࡆంۨ  ఈ ࣇऴڒ ࡱޑబܽद cos x x 
కएࡅ ݡంࡓ కएࡅ ߤܼ   పޒࠫࡍ ఏࠫܽ అం݄ ࣌ߤ ऴڵ࠙ ޜ ޓంచబޔݡంڒ ޴బܽद మనం ఏࠫ ۯయగలంx x
అం݄ ఇ޴ సࠪనం అం݄ మనం ܼࡓ ߖ ݀ ߤం࢑ ޜ ݡభ܊ంۨ , ఆ߯ ߕࣆऒ x ޜ ݡంࡓ ߖߖ޳ ޙక߱ڒ  x x x
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ంచవ۪ऐށڷ .
 అߩओ ࡓ ݡంࡓ ߘऴ࢐యగల ߖఅ ߘ ߘߝ ݡ ऱܿ ࡓంݡ అ࢑ ޻ధంڴ tan two x tan two x x x sine 

ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ߘ ࡓ ݡ࠮ ݡ࠮   ऱܿ ݡ࠮ ఆ߯ ߕࣆऒ  బܽद three x sin e x x x xڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ
మనڕ పޒࠫࡍ ఉం޴ 
ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ࠮ ݡంࡓ ࡹ޶ఇం ݡ छ޳ ఆ߯ ߘయగలۯ भ޶ర ߖ ఈ ߘߝ ޙక߱ڒ  x x x x ࡌ y tan y 
పߖޒࠫࡍ మనߕࣆ  ࣆࡱޘ ڕऒ छ޳ ޴అ ,޴ంܿంڕࡏۯ ړ కएࡅ తంښసం ߕ޼ఏ ࡌ  ఒక పޒࠫࡍ అ࠼న y y 

ऒߕࣆ వ۪ऐڝࣆޓ ݟంߘ ޒࠫࡍబܽद పڒ సࠪనం ړߖڒంࡌबࣄ ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ݞږ ޴అ ,޴ంܿంڕࡏۯ ړ  y 
కएࡅ బܽदڒ ऒߕࣆ ޒࠫࡍడవ ప࠮ ݡంࡓ   ఆ߯ x x x  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ݡంࡓ ݡంࡓ ޴ంޔࢂࢗ ړ ߤܼ 
పߤ࣌ ޒࠫࡍ ऴ޳ ޓछ సࠪనం x x ڕలޔవం ݡంࡓ ంటݟ࠮ ޴ఇ ,޴ంݟంచబڵ࠙ ޜ ݡ࠮ ޴నݟంచబڵ࠙ ࡌ
అߖ మనం ۫ࡓ ,࠭ࢡంݡ పࡱޔࠫࡍ ఒకܽ ڒబܽद ఇݟ࠮ ޴ంట ࡓంݡ వంޔలڕ సࠪనం అߖ మࡖక 
ఉ޳హరణ 

కएࡅ  పߦ ߖޒࠫࡍపం ߕࣆऒ  x x.޴ంݟంచబ܊࢑భ ݡ࠮ ړ
छ޳ ङ޳࢑ ޴మం ࡮ۧ ࡌ కएࡅ ݡ࠮ ఈ ࡱबࡏ  ఈ సంښతం ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ݞږ ړ  x x x x   ړ

ओߩ࢑ంۨ త࠙ ߖందޔࢂࢗ फࣃۯ ࡱ  సࠪనం x x ړ1 ޒࠫࡍఈ ప ߖڒ సࠪనం ړ1 ޒࠫࡍపం పߦ ࠾ࡍమ ࡏ
.࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖదڒ
  ఎం޶కం݄ ఇకए డ మనం ࡯࠻ۯझ ం޴ ఏࠫటం݄, మనం అ࢑ ޻షߖ࠻ऒ  ఉపڵࡆంۧڒ ࡯బܽद మనం ࢇࢗ ړऱ z
పߖޒࠫࡍ అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭ x 
ఇకए ,ݟంచంڵ࠙ ߖ ऴ࢐࣋फ ߖఅ ݡ࠮ ߘߝ డ ࡹ ڕߕపల ఉనऒ  సంښతం ఉం޴ , ఈ x ero sin three x 
పړ ޒࠫࡍ సࠪనం అࣆڵ࠙ ߘߝ ߖफߕऒ ऒߖ޵ ߘߝ ړߖݞంద߰ ߘ ߤఫంࣾ ޻అ ࠾ࡍమ ߘ 1 ࡯ంۧށڷ ޜ  3
ओߩఇ ࠾ࡍమ ړޒࠫࡍఈ ప ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޒࠫࡍబܽद ఈ పڒ పల ఉనऒࡹ ߤ࣌ ߘߝ ݡ  అ3 ޜ ޻x 3x
ऒߕफࣆڵ࠙ ऴ࢐యవ۪ऐ ߘదశ ࡗమ ࡏࠬ ࢐లం݄ڒ ڕࠬ ޳ࡶ ߘవలం ऴ࢐యగలښ ߘߝ బܽदڒ ߘ , ఇ޴ y 
కएࡅ ऒߕࣆ  సࠪనం.sine ړޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړݡ࠮ ऱࡏࣃ ړ  y 
 మ࠾ࡍ ఇకए డ ړ ݡ࠮ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇړݡ࠮ ޴ సࠪనం ڒబܽद ߖߖ޳ మࡖక ࢘ࡍయڴ ࡽࠋ y x y 
ࠪరऐ డం మంۨ޴, ఆ߯ ڝ ߤ࣌ ࡏ࢐సం ޳छ घࡏ߷ ࡌ फࣃڵࡆఉప ߘ࡮  y y ࡏࠬ ࡹరంభంߦసం ऴߗబܽद కڒ ࡏ
ओߩత  ࡯࠻ۯ ऒߕࣆ ޴ఇ ,޶ڒ సࠪనం ړޒࠫࡍప ࠑ ޓऴ ߤ࣌ ޴ఇ ,ݟయంۯ ࡮ఇ ړߖݞంచࡍ࢐ߖ ߘ  x xx ړ
సࠪనం ఇ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం ఇ޴ తߩओ  సࡕనڒ ޴బܽद మనం ࠪ ऱܼ  ࢑షయం ఏࠫటం݄ మనం ࡍప޶త ݦ
అనంత࠳న పࡱޔࠫࡍ అࣃࡱߧ ߖफ छ޳ హరణ޳వలం  ఒక ఉښ బܽदڒ ࠭  iiߖ ࠆఎ ࡏࠬ బܽदڒ ݟంచంࡍ࢑వ ࡌ
పࡍగణߕڕࣆޓ ړࡹऒ రߖ అڕߘం޳ం ߕࣆऒ  బܽद మనం x x xڒ ,సࠪనం ޜߖ޳సం ఒకڝ ޶ڒ సࠪనం ړ
ओߩటߝڕࡏۯ ړ0 फ ۨనऒ࣋۫ ࡏࠬ ߤఈ ఫంࣾ ݡ  ధߕతघ క సంఖङ छ޳ బܽदڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ1   x x x ࡌ
߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभޔࡏࠪ ڴ޴ంڒ ޴బܽद ఈ ఫంࣾߤ ల ऴࠆڴ ఈ ޵ర डచޔరऴڒࣃర ࣝపࡗख  ࠾ࡍమ ࡮
ऴపږޒల ڝసం  మనڕ ఇ޴ ऴపږޒలంڴ ఉంڒ ޴బܽद ఏࠫ జޔڷࡏం޴ అం݄ x x 

ओߩనࡍࠪ ړ0 అర ߖ޵ ݡ बం ߘ 1 ݟڕం޳ ݟछ  x x x x ࠾ࡍమ ޴ంޔࡏࠪ ڴ޴దभ߭ ࠾ࡍమ ڴ޴దभ߭ ࡌ
ऒߕࣆ ओߩనࡍࠪ ړ న࣒࠳  ऒߕࣆ ࡏࠬ ݟంߘ అం݄ ఎడమ ݡ छ޳  ం݄ ఒకܽڕࡏۯ ړ  ల xږޒదभ ऴప߭ ࡌ
సంఖङ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  మࡍంత కݎనం࢑ ڴవࣃࡍफ गࡌంܽ సంద࡮అ ߗڒ ࠭ లࡹ మనం 1 ࠑ x 
పߘ ݟڕ ߖޒࠫࡍంߝڕࡏۯ ړ0 ݟటߩओ కएࡅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖޑల అనంږߘࣃ ޴ఇ ݡ  ప0 ޒࠫࡍ x x 
అర ߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړߖޑల అనంږޒऴప ޴ఇ ࠑ   ޴ంޔࢂࢗ ړ న࣒࠳ बం ۨనऒ  ధన సంఖङ  అ1 ޙ࠼ x x 1 
దभ ధన సంఖङ߭ ࠑ  అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ۨనऒ  ऴపږޒల సంఖङ  అࠑ 1 ޙ࠼ ߭దभ ऴపږޒల సంఖङ  x x x 
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం  ఈ ۨࣔऒ లߘ ఉపڵࡆంచం࢟ܽ܊ߦ  ݟ ఇߖऔ औߖగܽ࢟ ఇߜ ࠾ࡍమ ܾߖ  అం݄ ܾߖ
వۯऐ फࣃۯ ڴనంݎంత కࡍమ ߖߖ޳ ߘߝ ࡹ ऱ࣒ڒ  వదभ ఉనऒ ݋ం࠼ߦ ఒక ࠾ࡍమ ߘ  ప࢟ܽ܊ߦ ߖޒࠫࡍ ఇߖऔ ܾߖ
औߖగܽ࢟ ఇߜ ޳ࡶ ओߧۮ ߖఅ ܾߖ నߩओ రछߖ ݡ ۨంచంݟ మ࠾ࡍ తࡌछ త మనం మߖڜࡍऒ  ఉ޳హరణలߘ 
త޶పࡍ తరగࣃ۫ ࡹޒफ  ߖ޳ ߝల అనంతం అږޒऴప ࠾ࡍల అనంతం మږߘࣃ ߖޒࠫࡍఈ ప ࠭࠲  ࠭
फࣃۯ గమనంࡗޒ ంతࡍంۨ మࡍڷ ࠭ మࡍڷ ߖ޵ ࠾ࡍంۨ ࠭࠲ మߖڜࡍऒ  ఉ޳హరణలࣃ۫ ߘफ ࠭ 
ధనङ ధనङ ࡱ޳࢐  ࡱ޳࢐
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