
 मयाŊदेवरील दुस̴या ʩाƥानात आपले ˢागत आहे, ʉणून पिहʞा ʩाƥानात आपण मयाŊदांचा अथŊ सांिगतला आिण नंतर आपण 
मयाŊदांची रीŤेस एİɛलॉन डेʐा ʩाƥा देखील पािहली आिण नंतर आʉी काही गुणधमŊ पाहत होतो ʉणून आज मी काही गोʼीसंह पुढे 
जाईन.
  मयाŊदेचे अिधक गुणधमŊ आिण नंतर आपण आणखी काही पįरणाम सांगू
 ȑामुळे आपण मयाŊदेचे गुणधमŊ पुढे चालू ठेवू
 ȑामुळे गेʞा वेळी आपण बेरीज फरक िनयम आिण नंतर İ̾थरांकाचा गुणाकार पािहला
 ȑामुळे आज आपण पाš या की गुणाकाराǉा मयाŊदेचे काय होते उȋादन िनयम फंƕन करा ʉणून हे सरळ सांगते की जर ची x 
मयाŊदा ǉा वर जाǻाची x af 
मयाŊदा आिण ची मयाŊदा ǉा वर जात असेल तर उȋादन कायाŊची मयाŊदा गुणा ही देखील अİˑȕात आहे आिण x x ag fx gx 
उȋादनाची मयाŊदा समान आहे  मयाŊदेचे गुणाकार या वेळा ची ची मयाŊदा वर जाते ʉणजे x g x a 
उȋादनाची मयाŊदा ही मयाŊदेचे गुणन असते हे पुɎा एİɛलॉन डेʐा ʩाƥा वापŝन िसȠ केले जाऊ शकते परंतु आʉी ते वगळू  ई 
पुरावा ȑाऐवजी पाš या की याचा वापर कŝन मी हा िनकाल सांगतो ʉणून समजा चा हा वाˑिवक गुणांक असलेला बŠपदी आहेx p 
जो चा आहे हा İ̾थरांक शूɊ अिधक एक अिधक दोन चौरस आहे.x p x x 

ची शƅी नंतर ची ची मयाŊदा कोणȑाही जवळ आʞावर ही ǉा ǉा बरोबरीची आहे ʉणून हे िसȠ  anx n x p x a a p 
करǻासाठी तुʉाला फƅ मािहत असणे आवʴक आहे ʉणून Ůथम लƗात ƽा की ची मयाŊदा ǉा वर जाणे ही ǉा x x a a 
बरोबरीची आहे एİɛलॉन डेʐा ʩाƥा वापŝन करणे खूप सोपे आहे, तुʉाला फƅ एİɛलॉनǉा समान डेʐा कायŊ करेल हे cn 
पहावे लागेल ʉणून फंƕनची मयाŊदा ची मयाŊदा ची मयाŊदा ला जाते, ʉणून हे वापŝन x x a 

वर जाताना वगाŊची मयाŊदा  ही उȋादन िनयमानुसार फƅ एका चौरसाएवढी असेल आिण ची ची इंडƕन मयाŊदेने x a x x kx a 
वर जाणारी ही नैसिगŊक संƥेतील सवŊ साठी साठी ǉा बरोबरीची असेलk k a 
 ȑामुळे ची ची मयाŊदा ला जाते x p x a 
हे सवŊ Ůथम मी असे िलš शकतो  1 गुिणले ची 0 अिधक मयाŊदेची मयाŊदा आिण ȑाचŮमाणे गुणा पयōतǉा मयाŊदेपयōत हीx x x n x 
बेरीज िनयमानुसार आहे आिण नंतर आपण İ̾थर वेळेची ती मयाŊदा वापरता एक फंƕन İ̾थर वेळ मयाŊदा ʉणजे ची ची मयाŊदा x p x

ला जाते ती İ̾थरांकाǉा मयाŊदेǉा बरोबरीची असते फƅ शूɊ अिधक a 
ǉा मयाŊदेǉा एक पट ʉणून अिधक चौरस ǉा दोन पट मयाŊदेपयōत जाते  अशाŮकारे x x x x 
ची ची वेळा मयाŊदा ला जाते ही शूɊ अिधक एक याǉा बरोबरीची मयाŊदा आहे फƅ एक अिधक एक चौरसाǉा दोन पट x n x a 

आिण ची मयाŊदा पयōत आहे  परंतु हे काही नसून बŠपदीचे मूʞ ǉा वर मूʞमापन केले जाते ʉणून आपण असे केले x n n a ap 
आहे उदाहरणाथŊ जर आपʞाला ही मयाŊदा चौरस अिधक 3 अिधक 2 पैकी एक ʉणायची असेल तर आपण हे असे िलš x x x 
शकता 1 वर बŠपदीचे मूʞ ʉणजे 1 चौरस अिधक तीन गुिणले एक अिधक दोन जे एक अिधक तीन अिधक दोन जे सहा उजवीकडे 
पुढील िनयम आहे दोन फंƕɌǉा भागफलाबȞल समजा , ची मयाŊदा वर जाǻाची मयाŊदा अİˑȕात आहे आिण ǉा x afx x ag
वर जाणारी मयाŊदा हे देखील पुढे अİˑȕात आहे आिण शूɊाǉा समान नाही तर या दोन फंƕɌǉा भागफलाची मयाŊदा x 

ǉा ने आहे ǉा ǉा मयाŊदेǉा ǉा ǉा मयाŊदेǉा बरोबरीने ǉा उजʩा मयाŊदेǉा बरोबरीने हा पįरणाम x g fx x g x f x 
आहे परंतु ǉा ǉा भाजकाची मयाŊदा जर 0 ǉा बरोबर असेल तर 0 ने भागाकार पįरभािषत केला जात नाहीx g 
 ȑामुळे नſीच आपण हे िलš शकत नाही परंतु  जर मयाŊदा शूɊ नसलेली असेल तर याचा अथŊ होतो आिण आपण हे सूũ वापŝ शकतो
की कोसाइनची मयाŊदा मयाŊदेचा भागफल आहे परंतु भाजकाची मयाŊदा शूɊाǉा बरोबरीची नसेल तर याचा अथŊ असा होतो की ती अंशाची
मयाŊदा आहे  दोन फंƕɌ 
मयाŊदेǉा भागाशी बरोबरी करतात जर 
भाजकाची मयाŊदा शूɊ नसलेली असेल तर उदाहरणाथŊ जर आपʞाला Ɛूब अिधक दोन अिधक तीन भागाकार चौरस अिधक x x x 
एक अशी मयाŊदा मोजायची असेल तर एक जवळ येतो ʉणून Ůथम येथे पहा  की काय आहे एक चौरस अिधक एक ǉा x li x x 
जवळ येत असताना भाजकाची बŠपदी आहे ʉणून वगŊ अिधक एकची मयाŊदा एक चौरस अिधक एक आहे जी शूɊ नसलेली mit x 
आहे ʉणून मी हे िलš शकतो की ची मयाŊदा एक चौरस अिधक एक वर जात आहे  एक चौरस अिधक एक समान आहे जे दोन x x 
आहे हे शूɊ शूɊ आहे ʉणून ची मयाŊदा एक घन अिधक दोन अिधक तीन बाय चौरस अिधक एक या मयाŊदेचा फƅ भाग x x x x 
आहे आिण आता दोɎी बŠपदी आहेत ʉणून आपʞाला मािहत आहे की  आपण फƅ ȑाचे मूʞमापन करणे आवʴक आहे ʉणजे x
समान एकावर आपʞाला एक घन अिधक दोन अिधक तीन िमळतील हे सहा भागाकार दोन आहे ʉणून हे तीन आहे मी तुʉाला 
चेतावणी देतो की आʉी सांिगतले की जर भाजक फंƕनची मयाŊदा शूɊ नसली तर भागाची मयाŊदा अİˑȇात असते आिण मयाŊदेǉा 
कोसाइनǉा बरोबरीची असते परंतु जर भाजक फंƕन मयाŊदा 0 असेल तर आपण असे ʉणू शकत नाही की मयाŊदा अİˑȇात नाही 
ʉणून ची ची gx fx 
मयाŊदा ǉा ची मयाŊदा समान असली तरीही ती अİˑȕात असू शकते  शूɊ ते खरं तर आपण पाहणार आहोत की बŠतेक x g 
महȇाची उदाहरणे अशी असतील जेʬा भाजकाची मयाŊदा ŮȑƗात शूɊाǉा बरोबरीची असेल, उदाहरणाथŊ ची मयाŊदा एक चौरसx x 
वजा तीन अिधक दोन भािगले वजा एक असेल तर शोधा, ʉणून येथे आपण ची मयाŊदा जात असʞाचे पहा.x x x 

उणे एक पैकी एक हे फƅ एक वजा एक आहे जे शूɊ देखील आहे ʉणून आपण थेट भागफल िनयम वापŝ शकत नाही ʉणून  x 
आपण थेट भागफल िनयम वापŝ शकत नाही  परंतु जर आपण अंशाची अंश मयाŊदा पािहली तर ती पुɎा 1 वगŊ वजा 3 वेळा आहे  1 
अिधक 2 जो 0 देखील आहे.

 ȑामुळे अंश आिण भाजक या दोɎीचंी मयाŊदा शूɊ आहे ŮȑƗात येथे आपण पाहतो की समान एकावर अंश आिण भाजक दोɎी x 
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शूɊ आहेत ʉणून वजा 1 हा येथे वगाŊचा घटक आहे  उणे 3 अिधक 2 भािगले वजा 1 हे समान वजा 1 गुिणले वजा 2 x x x x x x 
भािगले वजा 1 अथाŊतच एकाǉा बरोबरीचे नसʞास हे पįरभािषत केले जाते आिण जर एक बरोबर नसेल तर कोणी रȞ कŝ x x x 
शकतो  हा उणे एक आिण हे सम आहे  ते उणे दोन जर एक बरोबर नसेल तर ची मयाŊदा x al x x x 

चौरस वजा तीन अिधक दोन बाय वजा 1 पैकी एकाकडे झुकते ही वजा 2 ǉा 1 ǉा जवळ येणारी ची मयाŊदा समान आहेx x x x x 
कारण लƗात ठेवा की जेʬा मयाŊदेची गणना करताना आपʞाला समान वरील फंƕनचे मूʞ िवचारात घेǻाची आवʴकता नाहीx a 
तेʬा हे एकाǉा पुरेसे जवळ असते तेʬा आपʞाला हे मािहत असणे आवʴक आहे, ʉणून हे पुɎा समान आहे हे फƅ एक बŠपदीx 
आहे ʉणून हे 1 वजा 2 आहे उणे 1 बरोबर आहे ʉणून या उदाहरणात आपण पाहतो की 
भाजकाची मयाŊदा अİˑȕात नसली तरीही भागाची मयाŊदा योƶ असू शकते ʉणून मयाŊदा शोधǻाचा Ůयȉ करǻाचा हा एक मागŊ आहे 
आपण आणखी एक उदाहरण कŝया ʉणजे मयाŊदा काय आहे  हे वजा चार भािगले वगŊमूळ वजा दोन ने भागले आहे ʉणून x x x 
येथे फंƕन आहे ʉणून येथे बरोबर वजा 4 भािगले वगŊमूळ वजा दोन ने हे फंƕन आहे हे पेƗा मोठे असलेʞा कोणȑाही x x x x 
साठी पįरभािषत केले आहे  शूɊाǉा बरोबरीचे पण चार ǉा बरोबरीचे नाही  ʉणून जर मी मȯांतर आिण मȯांतर घेतले x r ight 
तर 
चारǉा आसपास कोणतेही मȯांतर Ǜामȯे ऋण पूणाōक ऋण वाˑिवक संƥा नसतात तर हे फंƕन पįरभािषत केले जाते आिण 
आपʞाला मयाŊदा काय आहे हे जाणून ƽायचे आहे जेणेकŝन आपण या फंƕनǉा मयाŊदेबȞल बोलू शकतो तर लƗात ƽा की हे पुɎा 
आपण सोपे कŝ शकतो ʉणजे आपण 
वगŊमूळ अिधक दोन ने गुणाकार आिण भागाकार कŝ शकतो हे वगŊमूळ वजा दोनचे संयुİƵत आहे िमळवǻासाठी वजा x x fx x 
4 गुणाकार वगŊमूळ अिधक 2 आहे वजा 2 गुणाकार वगŊमूळ अिधक 2 आिण आता जर तुʉी भाजकात गुणाकार केला तर आʉालाx x 

उणे 4 िमळेल आिण हे यासह रȞ होईल ʉणून हे वगŊमूळ अिधक 2 ǉा बरोबरीचे असेल तर ǉा बरोबरीचे असेल x fx x x 0 
आिण ǉा बरोबरीचे नसेल x 4 
 ȑामुळे ǉा जवळ येत असताना ची ची मयाŊदा या फंƕनǉा मयाŊदेइतकी आहे वगŊमूळ अिधक 2 जे ǉा फंƕन x 4 x f x x 
सारखेच आहे लहान पुरेशा मȯांतरात ǉा फंƕनमȯे x 

वगळून चार ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून हे समान आहे वगŊमूळ चार ɘस  दोन ʉणजे दोन अिधक दोन ʉणजे चार ʉणजे मयाŊदा x s 
मोजǻाचा हा आणखी एक मागŊ आहे जेʬा तुʉाला अंशाची मयाŊदा िमळते आिण भाजक दोɎी शूɊ असतात तेʬा पुढे काय होईल या 
Ůमेयाला हे सँडिवच Ůमेय ʉणतात िकंवा कधीतरी याला ʉणतात  ˍीझ Ůमेय ʉणजे हे काय ʉणते ते असे की समजा आपʞाकडे x 
चे फंƕन आहे समजा चे हे ǉा ǉा बरोबरीने मोठे आहे आिण ǉा ǉा बरोबरीǉा सवŊ साठी ǉा  x f x g x h x x 
बरोबरीǉा अंतराने समािवʼ आहे परंतु ते वगळले जाऊ शकते ǉा बरोबरीचे ʉणून समजा हे ǉा आिण ǉा याa x fx x x h x 
दोन फंƕनमȯे एक असलेʞा मȯांतरात आहे असे समजू की ǉा ची मयाŊदा ǉा ǉा मयाŊदेǉा बरोबरीची आहे आिण x g x h 
दोɎी समान आहेत ʉणायचे असʞास ǉा फंƕनची आिण ची दोɎी ǉा समान आहेत तर िनʺषŊ असा आहे की l x g x h l 

ǉा ची मयाŊदा जवळ आʞावर हे अİˑȕात आहे आिण ती पुɎा ȑाच मयाŊदेǉा बरोबरीची आहे बरोबर, जर तुʉी आलेख x f x l 
वापरताना पािहले तर  हे काय ʉणते की समजा तुमǉाकडे फंƕन आहे ʉणतो की काही अंतराने हे fx 

ǉा आिण ǉा दोन फंƕɌमȯे असते आिण मयाŊदा समान बरोबर असते ʉणून या Ůकरणात मी हे काढू या ʉणजे x x h 
आपʞाकडे चा आहे आिण आपʞाकडे चा आिण आहे.x f x g h 
 जर ǉा वरǉा फंƕन ची मयाŊदा आिण ǉा खालǉा फंƕन x h x g 
ची मयाŊदा जर ते दोɎी समान असतील तर ची ची मयाŊदा देखील सारखीच आहे ʉणून िटɔणी करा सँडिवच Ůमेय एİɛलॉन डेʐाx f 
ʩाƥा वापŝन िसȠ केले जाऊ शकते ʉणून मी सुचवेन की िवȨाथŎ ही ʩाƥा वापŝन हे िसȠ करǻाचा Ůयȉ कŝ शकतात परंतु 
आʉी पुरावा वगळू ȑाऐवजी ते ʉणतात की हे खूप महȕाचे आहे ʉणून हे Ůमेय संगणकीय मयाŊदांमȯे अȑंत उपयुƅ आहे ʉणून 
ब̴ याच वेळा असे होते की फंƕन Ǜाची मयाŊदा आहे  तु̱ हाला गणना करायची असेल तर ते गंुतागंुतीचे असू शकते परंतु जर तुʉाला 
लहान फंƕन आिण मोठे फंƕन सापडले आिण तुʉी मयाŊदा सहज काढू शकता आिण जर मयाŊदा समान असतील तर याला देखील 
समान मयाŊदा आहे ʉणून आʉी हे वापŝन एक महȇाची मयाŊदा पाš.
 Ůमेय ʉणून एक ऍİɘकेशन ʉणून आपण हे िसȠ कŝ की वरील वरील कायŊ िचɎाची मयाŊदा शूɊाǉा जवळ जाते तेʬा ही x x x 
एक समान असते ʉणून हे मयाŊदेसाठी एक अितशय महȇाचे सूũ आहे की शूɊावर ची मयाŊदा एक नोट समान आहे  येथे sin x x 
आपण भागफल िनयम वापŝ शकत नाही हे लƗात ठेवा कारण भाजकाची मयाŊदा 0 आहे अंशाची मयाŊदा देखील 0 आहे आिण येथे 
आपʞाकडे बŠपदे नाहीत जी आपण रȞ कŝ आिण नंतर भागफल िनयम वापरǻाचा Ůयȉ कŝ याऐवजी आपण काय कŝ.x 
  असे आहे की आपण 
सँडिवच Ůमेय वापŝन ही मयाŊदा 1 ǉा बरोबरीची आहे हे िसȠ कŝ, ʉणून मी Ůथम िũǛा एकचे वतुŊळ काढू या, ʉणजे माǟाकडे 
एक वतुŊळ आहे आिण या वतुŊळाची िũǛा एक आहे ʉणून माǟाकडे हे आहे हे एक आहे हे एक आहे आिण आता आपण रेिडयन x 
ǉा बरोबरीचा कोन घेऊ ʉणजे हा रेिडयन मȯे आहे आिण मी हा िũकोण काढू आिण मला हे दोन िबंदू जोडू दे आिण आपण हे x 
देखील वाढवू आिण नंतर येथे लंब काढू.
 मला हे मुȞे िचɎांिकत कŝ दे  येथे हा िबंदू हा आहे आिण हा ave o a b c d 
आहे िũǛा एकचे वतुŊळ समजा आिण हा िũǛामधील कोन x 
मानू या आिण डावीकडे काढलेʞा आकृतीचा िवचार कŝ या आता या आकृतीवŝन हे ˙ʼ होते की जर मी Ɨेũफळ बिघतले तर 
िũकोण ओएबीचे 
Ɨेũफळ हे सेƃर सेƃर ओअबǉा ƗेũापेƗा कमी आहे जे मोǬा िũकोणाǉा ƗेũफळापेƗा कमी आहे ओड उजवीकडे, तर 
आपʞाकडे हा सेƃर आहे हा संपूणŊ वतुŊळाचा एक अंश 
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आहे  अथाŊत िũकोण ओब हे Ɨेũ या Ɨेũाǉा ƗेũापेƗा कमी आहे आिण हे Ɨेũ पुɎा या िũकोणाǉा ओडमȯे काटेकोरपणे समािवʼ आहे,
 ȑामुळे आʉाला हे आȅाच समजले आहे की हे Ɨेũ कोणते आहे ते पाš या आमǉाकडे आता हे िũकोण ओबचे Ɨेũफळ आहे.
  पायाǉा अȯाŊ पट समान आहे गुणा उजवा जो ǉा अȯाŊ लांबीǉा समान आहे एक आहे हा एक आहे लांबी िकती oa bc oa bc 
आहे ʉणून लƗात ƽा की हा कोन आहे ʉणून ही लांबी काही नाही पण साइन साइन चे उजवे िचɎ आहे  हे काहीच नाहीx bc x x 

िवŜȠ बाजू आिण कणŊ यांचे गुणोȅर जे येथे एक आहे t 
 ȑामुळे ची  ने भागली तर बरोबर आहे ʉणून हे अधाŊ पट एक गुिणले आहे ʉणून x sine bc bc sine x sin x 
आपʞाला िũकोणाचे Ɨेũफळ िमळते चे Ɨेũफळ अȯाŊ आहे आता सेƃर ओअबǉा Ɨेũफळाचे Ɨेũफळ िकती आहेoab sine x 
 ȑामुळे सेƃरचे Ɨेũफळ हे कोनाǉा गुणोȅरामȯे आहे ʉणून आपʞाकडे कोन हा वतुŊळाǉा एकूण कोनाने भागला जातो दोन x pi
रेिडयन आहे ʉणून हे वतुŊळाǉा Ɨेũफळात दोन ने भागले तर दोन कोनासाठी आपʞाला वतुŊळाचे संपूणŊ Ɨेũफळ िमळते x pi pi 
ʉणून कोनासाठी आपʞाला दोन ने वतुŊळाǉा Ɨेũफळात भागले तर हे बरोबर आहे  वतुŊळाचे दोन Ɨेũफळाने x x pi x pi 
भागले तर गुिणले िũǛा एक चौरस आहेpi 
 ȑामुळे हे मला फƅ अधाŊ देतेx 
 ȑामुळे सेƃरचे Ɨेũफळ अधाŊ आहे आिण आपʞाला िũकोण ओडचे Ɨेũफळ देखील आवʴक आहे x 
ʉणून हा पुɎा काटकोन िũकोण आिण Ɨेũफळ आहे अधाŊ पट आहे वेळा जािहरात मला पुɎा िचũ दाखवू Ȩा ʉणजे िũकोण ओड oa 
Ɨेũफळ पटीǉा अधाŊ आहे जािहरात या िũकोणातील जािहरातीची लांबी िकती आहे ओड जर आपण पाहतो की हा पाया लांबीचा oa 
आहे तर ही िवŜȠ बाजू लांबीची टॅन आहे ʉणून हे अधाŊ आहे गुणा जािहरातीǉा अधाŊ ʉणजे अधाŊ आहे  वेळा एक गुिणले x oa tan

हा अधाŊ टॅन आहेx x 
 ȑामुळे आपʞाला जे िमळते ते ʉणजे शूɊ ते बाय दोन मधील कोणȑाही साठी आपʞाकडे िũकोण ओअबचे Ɨेũफळ अधाŊ pi x 
साइन हे Ɨेũाǉा ƗेũापेƗा कमी आहे जे अधाŊ आहे ǉा अȯाŊ पटापेƗा कमी बरोबर हे Ůȑेक कोन साठी खरे आहे x x tan x x 
जो शूɊ आिण दोन ने आहे आता आपण काय करतो की आपण संपूणŊ भाग ने िचɎाने भागतो जर शूɊ आिण पाई मȯे दोन pi x x 
ने असेल तर धनाȏक आहे ʉणून भागाकार  याȪारे आपʞाला जे िमळते ते आहे ʉणून Ůथम मी या Ůȑेकातून हा अधाŊ रȞ sin x 
करतो ʉणजे आपʞाला साइन पेƗा कमी टॅन पेƗा कमी आहे आिण नंतर साइन ने भाग केʞास एक पेƗा कमी साइन x x x x x 

पेƗा कमी आहे.x 
ला ने भागले परंतु ने भागले ʉणून हे ने एक बरोबर आहे ʉणजे  tan x sine x tan x sine x cos x cos x 

िनʺषŊ ʉणजे आपʞाला जे िमळते ते ʉणजे एक ʉणजे बाय साइन पेƗा कमी ʉणजे ǉा कोसाइनने एकापेƗा कमी x x x 
शूɊ आिण मधील Ůȑेक साठी दोन बाय दोन आता जर आपण पर˙र घेतले तर याचा अथŊ असा होतो की मी पर˙र घेतले x pi x 

तर  असमानता बदलते ʉणून आपʞाला 1 हे पेƗा मोठे आहे जे पेƗा मोठे आहे सवŊ 0 पेƗा कमी sine x x x cos x x pi 
पेƗा 2 बरोबर आहे ʉणून ही एक अȑंत महȕाची असमानता आहे ʉणून आपʞाला समजले आहे की मला हे पुɎा िलš Ȩा  x cos 

हे साइन बाय पेƗा कमी आहे जे एकापेƗा कमी आहे जर शूɊ पेƗा कमी असेल तर पेƗा दोन बाय दोन बरोबर x x x x x pi 
आहे जे आपण शोधत होतो ती पापाची मयाŊदा बाय आहे आʉी काय केले ते आʉाला आढळले आहे की पाप बाय  हा x x x x cos

आिण एक सवŊ साठी शूɊ आिण मधील दोन ने आहे ʉणून जर मी ला वजा ने बदलले तर आपण लƗात ƽा की वजा x x pi x x x
ची ची आिण वजा ची cos x cos x sine 
भािगले वजा आहे कारण पाप आहे  एक िवषम फंƕन हे वजा ने भागलेले वजा आहे जे पुɎा ने बरोबर x sin x x sin x x 
आहे जे दोɎी आहे  आिण बाय ही सम फंƕɌ आहेतcos x sin x x 
 ȑामुळे ऋण असेल तर वजा सकाराȏक आहे, कारण आपʞाकडे ही असमानता एक आहे , ʉणून एकापासून असमानता ही x x 
वाˑिवकता वजा बाय दोन ते बाय दोन मधील कोणȑाही साठी सȑ आहे.pi pi x 
 आता आपʞाला शूɊ असलेले एक मȯांतर िमळाले आहे Ǜामȯे आपʞाकडे ही असमानता आहे की बाय हा पेƗा x x cos x 
मोठा आहे आिण एकापेƗा कमी आहे आता आपʞाला फƅ ची मयाŊदा काय आहे आिण ची मयाŊदा 0 ǉा जवळ आʞावरcos x x 
1 ची मयाŊदा काय आहे हे जाणून घेणे आवʴक आहे  ǉा ची ǉा जवळ येताच हे फƅ 0 ǉा ǉा बरोबरीचे x cos x 0 cos 
आहे जे 1 आहे आिण अथाŊतच İ̾थर फंƕनची मयाŊदा सँडिवच Ůमेयानुसार एक समान आहे , मयाŊदा िचɎ शूɊाǉा जवळ x x x 
आʞावर हे देखील आहे एकाǉा बरोबरीने ʉणून आʉी हे िसȠ केले आहे की ही मयाŊदा 
दोन फंƕɌ आिण Ǜाǉा मयाŊदा मोजणे सोपे आहे अशा फंƕनमधील बाँिडंगȪारे वापŝन ही मयाŊदा एक समान आहे cos x 
आिण नंतर आʉाला मािहत आहे की ही मयाŊदा देखील 1 ǉा समान आहे .
  मयाŊदेसाठी अȑंत महȇाचे सूũ आिण आपण सीए  याचा वापर अनेक मयाŊदा काढǻासाठी करा ʉणजे आपण हे सूũ वापŝन n 
काही उदाहरणे कŝ ʉणजे एक ʉणजे जर मी टॅन बाय ची मयाŊदा िलिहली तर ती िकती असेल तर लƗात ƽा की टॅन बाय x x x x 
हे साइन बाय गुिणले 1 आहे  Ȫारे ǉा बरोबरीचे नसʞास आिण आपʞाला मािहत आहे की ची x x cos x x 0 sin x x x 
मयाŊदा ही 1 ǉा बरोबरीची आहे आिण ची एक मयाŊदा ǉा मयाŊदेने एक आहे ʉणून हे देखील एक आहे टॅन बाय cos x cos x x 

ǉा उȋादन िनयम मयाŊदेनुसार हे देखील एकमेकांǉा बरोबरीचे आहे एक महȇाची मयाŊदा ʉणजे एक वजा ची मयाŊदा x cos x x 
ने भागली तर आपण येथे असे आहे की वर जाताना भाजकाची मयाŊदा 0 आहे अंशाची मयाŊदा पुɎा 1 उणे 1 आहे जी 0 आहे आिण x 0 
आपʞाला ही मयाŊदा 
मोजायची आहे ʉणून िũकोणिमतीवŝन आठवा आपण कोनाǉा अȯाŊ उजʩा कोनाǉा साइनǉा संदभाŊत कोनाची ʩƅ कŝ cos 
शकतो ʉणून ची वजा बरोबर आहे  2 साइन ˍेअर राईट कॉस ʉणजे कॉस ˍेअर ए वजा िसन ˍेअर जो 2a cos 1 a 2a a 
एक वजा दोन पाप ˍेअरǉा बरोबर असतो  ʉणजे एक वजा दोन समान दोन साइन ˍेअर ʉणून एक वजा a cos a a cos x
हे दुसरे काही नाही तर ǉा दोन पट साइन ˍेअर बाय दोन ʉणून अंश हा दोन पट पाप ˍेअर बाय दोन भाजक आहे x x x x 
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ʉणून एक वजा हे दोन साइन ˍेअर बरोबर दोन भािगले बरोबर शूɊ नसेल तर आपण हे िलš शकतो हे cos x x x x x x x 
ǉा साइनǉा दोनने भािगले ने दोन पटीने दुसरे िचɎ आहे  बाय 2 उजवीकडे मी हे 2 भाजकात आणले आहे ʉणून मला येथे x x x x

2 ने िमळतो ʉणून ची मयाŊदा एक वजा ǉा शूɊावर जाǻाची मयाŊदा ही ची मयाŊदा ǉा शूɊावर x x cos x x x x sine x 
जाǻाǉा मयाŊदेइतकी आहे Ȫारे ǉा दुɔट साइनǉा मयाŊदेǉा बाय दोनǉा शूɊावर गेʞास या दोन मयाŊदा सȯा x x x x 
अİˑȕात आहेत ʉणून आता आपʞाला मािहत आहे की शूɊाǉा जवळ आʞावर बाय ची ती मयाŊदा आहे जी x x x 
आपʞाजवळ असलेʞा एका समान आहे ची साइन दोन ने भािगले दोन ने तर बरोबर दोन ने लावले तर बरोबर शूɊ x x y x y x 

देखील शूɊावर संपतो कारण हा चा अधाŊ आहे ʉणून ही मयाŊदा ही मयाŊदा ǉा शूɊावर जाणे दोन ने भािगले y t  y x x x x x
दोन ने भािगले x 

ǉा ǉा मयाŊदेइतके जेथे शूɊाǉा जवळ येत आहे आिण ही मयाŊदा आपʞाला मािहत आहे की एक आहे  अथाŊत ची y y y y x 
दुसरी मयाŊदा ǉा 0 वर जाणारी ही 0 ǉा ǉा बरोबरीची आहे जी 1 आहे जी शूɊ आहे ʉणून एक वजा मयाŊदा sine x 2 sine 

शूɊावर जाणे ही शूɊ बरोबर आहे ʉणून आपण तीन पािहले  िũकोणिमतीय फंƕɌǉा संदभाŊत मयाŊदा ʉणजे cos x x xx 
साइन बाय मयाŊदा शूɊ एक आहे आिण शूɊावर टॅन ची मयाŊदा वापरणे देखील एक आहे आिण एक वजा x x x x x x cos x 

ची मयाŊदा शूɊ आहे ʉणून इतर काही उदाहरण वापŝन  ही सूũे ʉणजे दोन ǉा टॅनला साइन तीन ने भागʞास ȑाची x x x x 
मयाŊदा काय आहे ʉणून आपण काय कŝ शकतो की हे समान आहे आपण टॅन दोन ला दोन ने भागाकार िलš शकतो आिण नंतरx x 

शूɊ नसʞास दोन ने गुणाकार कŝ शकतो x x 
मग मी टॅन दोन टॅन दोन बाय दोन गुिणले दोन ȑाचŮमाणे साइन Ūी पाप ʉणून िलš शकतो  तीन बाय तीन x x x x x e x x 
गुिणले तीन आिण नंतर शूɊावर जातो ʉणून आपʞाकडे मयाŊदा आहे x x 
आता या एका मȯे दोन बाय तीन जर शूɊ नसेल तर मी हा रȞ कŝ शकतो आिण नंतर आपʞाला ची मयाŊदा x x x x tan y y
ʉणून कळते.

शूɊापयōत पोहोचतो जी कोणȑाही िचɎाची ची एक मयाŊदा आहे ने ने शूɊाकडे जाताना ते देखील एक आहे ʉणून हे   y y y y 
İ̾थरांक बरोबर आहे मयाŊदेतून बाहेर काढले जाऊ शकते ʉणून ची दोन तृतीय मयाŊदा शूɊ टॅन दोन ने भागली जाते  आिण x x x 
नंतर मयाŊदेने भागाकार तीन ने भािगले तीन जे दोन तृतीयांश समान आहे आपण पािहले आहे की दोɎी मयाŊदा एक आहेत sine x x 
ʉणून ही दोन-तृतीयांश इतकी आहे दुसरे उदाहरण शोधा ची मयाŊदा पाप तीन भागाकाराǉा शूɊावर जाईल  Ȫारे बरेच x x x 
िवȨाथŎ असे समजून चुकतात की तीन चे हे िचɎ शूɊावर जात आहे देखील शूɊावर जात आहे आिण आपण पािहले आहे की x x x 
बाय ची मयाŊदा 1 ǉा बरोबर आहे परंतु ही मयाŊदा 1 ǉा बरोबरीची नाही  कारण इथे आपʞाला काय करायचे आहे की आपʞाला x 
तीच गोʼ वापरायची आहे ʉणून आपण िलिमट ला जात िलš  ने भािगले जर मी तीन िलिहलं तर इथे x z ero sin three x x 
माǟा आत जे काही आहे ते िचɎ आहे Ǜाने मी भाग करत आहे ही मयाŊदा 1 ǉा बरोबर आहे आिण नंतर मला तेच फंƕन 
िमळवǻासाठी 3 ने गुणाकार करावा लागेल ʉणजे ही मयाŊदा समान आहे या मयाŊदेपयōत आिण आता मी ȑाच ने भाग करत 3x 
असʞामुळे मी साइन ǉा आत आहे तेʬा मी फƅ िलš शकतो िकंवा जर तुʉाला हवे असेल तर तुʉी आणखी एक पायरी िलš 3x 
शकता हे ǉा शूɊ साइन ǉा गुिणले तीनने जाǻाǉा मयाŊदेइतके आहे y y y 
आिण िजथे हे तीन ǉा बरोबरीचे आहे आिण नंतर हे तीन ǉा बरोबरीचे आहे, ʉणून ते दुसयाŊ ʬेįरएबल मȯे बदलणे चांगले y x y 
आहे आिण नंतर ते बाय बरोबर सूũ वापरतातsine y y 
 ȑामुळे कमीतकमी सुŜवातीला आपण हे केले पािहजे  ही चूक टाळǻासाठी असे करा की हे मयाŊदेǉा समान नाही साइन तीन बाय x 

शूɊावर जाणे हे एक बरोबर आहे हे चुकीचे आहे बरोबर आहे ʉणून आपण पुढील गोʼीबȞल बोलू xx 
Ǜाला आपण अमयाŊद मयाŊदा ʉणतो ʉणजे फƅ  उदाहरणाȪारे समजावून सांगा ʉणून समजा तुʉी िवचारात घेता  साठी ii f x 

ǉा बरोबरीने साठी शूɊाǉा बरोबरीचे नाही ʉणून हे फंƕन जर आपण 0 ǉा जवळ जाताना पािहले तर ही लहान धन x x x x 
संƥा 1 बाय मोठी होत जातेx 
 ȑामुळे या फंƕनचा आलेख हा आयताकृती हायपरबोला आहे आिण ऋण साठी  आपʞाकडे हे ऋण आहे ʉणून काय घडते x x 
ʉणजे कडे झुकतो अिधक याचा अथŊ उजवीकडून 1 बाय मोठा होत जातो आिण हा शूɊ वजाकडे झुकतो ʉणजे x 0 x x 
डावीकडून शूɊाकडे गेʞास एक  Ȫारे मोठी ऋण संƥा बनते ʉणून आपण हे अिधक कठोरपणे समजावून सांगू परंतु आपण असे x 
काय ʉणतो अशा Ůकरणांमȯे आपण 1 बाय ची मयाŊदा ʉणतो कारण उजवीकडून 0 पयōत पोहोचतो ही सकाराȏक अनंतता x x 
आिण ची मयाŊदा 0 वजा पयōत जाते  1 बाय हे ऋण अनंताǉा बरोबरीचे आहेx x 
 ȑामुळे याचा सरळ अथŊ असा की जर ही लहान धन संƥा असेल तर 1 बाय ही मोठी धन संƥा बनते आिण जर ही लहान x x x 
ऋण संƥा असेल तर 1 बाय ही मोठी ऋण संƥा बनते.x 
  ही िचɎे वापरा  पॉिझिटʬ अनंत आिण ऋण अनंत फƅ असे ʉणायचे आहे की पुढǉा वगाŊत मी ते अिधक कठोर बनवेल आिण जेʬा 
आपण ʉणतो की एका िबंदूवरील मयाŊदा सकाराȏक अनंत िकंवा नकाराȏक अनंत आहे आिण नंतर आपण पुढील वगाŊत आणखी काही
उदाहरणे पाš.
 ही मयाŊदा सकाराȏक अनंत आिण नकाराȏक अनंत असǻाबȞल आʉी ते अिधक मागे टाकू आिण नंतर आʉी यावर आणखी काही 
उदाहरणे पाš.
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