
പരിധികെളുׯറിتു׺ ര؇ാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ ആദّ ْപഭാഷണ؋ിൽ 
ഞ׹ൾ പരിധികളുെട അർ،ം നൽകി, തുടർ്ؗ പരിധികളുെട റിْഗസ് എ٧لിേലാൺ െഡൽئ 
നിർവചനവും ഞ׹ൾ ക؇ു , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ചില േْപാؚർ؂ികൾ േനാുׯകയായിരുؗു, അതിനാൽ 
ഇ്ؗ ഞാൻ അതിന്െറ ചില ഗുണ׹ളുമായി തുടരും പരിധികൾ തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ കുറ്׺ ഫല׹ൾ കൂടി 
ْപُാٝവിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ പരിധികളുെട ഗുണ׹ളുമായി തുടരും, അതിനാൽ കഴി؁ തവണ 
ഞ׹ൾ സം വّതّാസ നിയമവും പിؗീട് ഒരു رിരാ؋׸ിന്െറ ഗുണിതവും ക؇ു, അതിനാൽ ഇ്ؗ 
ഉൽؚؗ؋ിന്െറ ْപവർ؋ന؋ിന്െറ ഉൽؚؗ؋ിന്െറ പരിധി്ׯ എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ േനാׯാം. 
റൂൾ അതിനാൽ ഇത് ലളിതമായി പറയുؗത് ന്െറ േല്ׯ േപാകുؗ ന്െറ പരിധിയും ന്െറ x af x x ag 
േല്ׯ േപാകുؗ ന്െറ പരിധിയും നിലവിലുെ؇׸ിൽ , ഉൽؚؗ ْപവർ؋ന؋ിന്െറ പരിധി തവണx fx 

നിലവിലു؇് , കൂടാെത ഉൽؚؗ؋ിന്െറ പരിധി ഉൽؚؗ؋ിന്െറ ഉൽؚؗ؋ിന് തുലّമാണ് ഈ gx 
സമയപരിധി ന്െറ യുെട പരിധി േല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഉൽؚؗ؋ിന്െറ പരിധി x g x a 
പരിധിയുെട ഉൽؚؗമാണ്, ഇത് എ٧لിേലാൺ െഡൽئ നിർവചനം ഉപേയാഗി്׺ വീ؇ും 
െതളിയിׯാനാകും, പേײ ഞ׹ൾ െതളിവ് ഒഴിവാുׯം, പകരം ഇത് ഉപേയാഗി്׺ എെؗ 
അനുവദിׯാെമ്ؗ േനാׯാം ഈ െറസു ْപُാٝവിുׯക ന്െറ എؗത് യഥാർ، ഗുണക׹ളുت ഒരു x p 
ബഹുപദമാെണ്ؗ കരുതുക, അത് ന്െറ എؗത് ഒരു رിരാ׸മായ ഒരു പൂജّവും ഒരു കൂടാെത x p x 
ര؇് ചതുരവും േചർؗതാണ്, അ׹െന ശװിയിേല്ׯ ന്െറ പരിധി വെര ന്െറ പരിധി വെര. x n n x 
ഏെത׸ിലും െയ സമീപിുׯേآാൾ, ഇത് യുെട ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് െതളിയിׯാൻ a a p 
നി׹ൾ അറി؁ിരിׯണം, അതിനാൽ ന്െറ പരിധി േല്ׯ േപാകുؗു എؗത് ആദّം ْശؑിുׯക, x x 
ഇത് ഒരു അവകാശ؋ിന് തുലّമാണ്. എ٧لിേലാണിന് തുലّമായ െഡൽئ ْപവർ؋ിുׯെമ്ؗ 
കാേണ؇തു؇്, അതിനാൽ ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി ന് തുലّമാണ്, െല പരിധി േല്ׯ േപാകുؗു, fx x x a 
അതിനാൽ ഇത് ഉപേയാഗിുׯേآാൾ ചതുര؋ിന്െറ പരിധി േല്ׯ േപാകും. ഉൽؚؗ x a 
നിയമമനുസരി്׺ ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, കൂടാെത ന്െറ ന്െറ ഇൻഡײൻ പരിധി േല്ׯ x- kx- a- 
േപാകുേآാൾ, ഇത് സٔാഭാവിക സംഖّയിെല എبാ യുെടയും ന് തുലّമാണ് ഒؗാമതായി, എനി്1 ׯ k- k-
തവണ ന്െറ 0 ؛സ് ലിമി്ئ ആയി എഴുതാം . നി׹ൾ ഒരു رിരമായ സമയ؋ിന്െറ പരിധി x 
ഉപേയാഗിؗുׯത് ഒരു ഫംഗ് ഷൻ رിരമായ സമയ പരിധിയാണ് , അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് x 
ന്െറ യുെട പരിധി ആണ് േല്ׯ േപാകുؗത് എؗത് رിരാ؋׸ിന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് p x a 
ഒരു പൂജّവും േപാകുേآാൾ ന്െറ പരിധിയുെട ഒരു മടു׹ം ആണ് ഒരു ؛സ് എؗതിേല്ׯ x x x 
ചതുര؋ിന്െറ ര؇് മട്׹ പരിധി അ׹െന േപാകുؗു ഒരു തവണ പരിധി േല്ׯ ആണ് x x n x 
േപാകുؗു ഇത് ഒരു പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് ؛സ് ഒ്ؗ ഇതിന്െറ പരിധി േകവലം ഒരു ؛സ് ര؇് മട്׹ a a 
ആണ് ഒരു ചതുരവും ന്െറ ന്െറ പരിധിയും ആണ്, എؗാൽ ഇത് ന്െറ ൽ x- n- a to n a- ap-
മൂലّനിർ؉യം െചؗുإ ബഹുപദ؋ിന്െറ മൂലّമبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ൽ ൽ ഒ്ؗ എ്ؗ x- x-
പറയുേآാൾ നമു്ׯ പരിധി േവണെമ׸ിൽ ഞ׹ൾ അ׹െന െചുؗുإ. സ്കٔയർ ؛സ് 3 ؛സ് 2 x 
അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ഇത് േപാളിേനാമിയലിന്െറ മൂലّമായി 1-ൽ എഴുതാം, അതായത് 1 സ്കٔയർ ؛സ് 
മൂ്ؗ തവണ ഒ്ؗ ؛സ് ടു, ഒ്ؗ ؛സ് ْതീ ؛സ് ടു, ആറ് വലത് അടു؋ നിയമം ര؇ിന്െറ 
ഘടകെുׯ؋റി׺ാണ് ഫംഗ് ഷനുകൾ അ׹െന േല്ׯ േപാകുؗ ന്െറ പരിധി നിലവിലുെ؇ؗും afx- x-

ന്െറ േല്ׯ ന്െറ പരിധിയുെ؇ؗും കരുതുക , ഇതും തുടർؗും നിലവിലു؇് , പൂജّ؋ിന് x- ag- x-
തുലّമب , ഘടക؋ിന്െറ പരിധി. ഈ ര؇് ഫംഗ് ഷനുകളുെടയും ന്െറ ന്െറ ന്െറ പരിധി്ׯ fx g x 
തുലّമാണ്, ഇത് ന്െറ ന്െറ ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് ഫലം എؗാൽ ന്െറ x g g x 
ഡിേനാമിേനئർ ന്െറ പരിധി 0 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ 0 െകാ؇് ഹരിുׯക നിർവചി׺ി؂ിب , അതിനാൽ g 
തീർ׺യായും ഇത് എഴുതാൻ കഴിയിب, പേײ പരിധി പൂജّമെ׸بിൽ ഇത് അർ،മാുؗുׯ, കൂടാെത 
ഡിേനാമിേനئറിന്െറ പരിധി പൂജّ؋ിന് തുലّമെ׸بിൽ േകാൈസന്െറ പരിധി പരിധിയുെട 
ഘടകമാണ് എؗ േഫാർമുല ഉപേയാഗിׯാം. ഇതിനർ،ം , ര؇് ഫംഗ് ഷനുകളുെട ഘടക؋ിന്െറ 
പരിധി , ഡിേനാമിേനئറിന്െറ പരിധി പൂജّമെ׸بിൽ പരിധിയുെട ഘടക؋ിന് തുലّമാണ്, 
ഉദാഹരണ؋ിന് , കّൂബിന്െറ പരിധി കണׯാׯണെമ׸ിൽ ര؇് ؛സ് ْതീ ചതുരം െകാ؇് x x x 
ഹരിുׯക ؛സ് വൺ ഒؗിെന സമീപിുׯേآാൾ ഇവിെട ആദّം നി׹ൾ ഒരു ചതുര؋ിേനാട് x x x 
അടുുׯേآാൾ ഡിേനാമിേനئറിന്െറ പരിധി എؓാെണ്ؗ നി׹ൾ ആദّം കാണുؗു ഒരു ചതുരവുംx x 
 x ,بസ് വൺ ആണ് , അത് പൂജّമ؛ ിന്െറ പരിധി؋സ് വ؉ും ബഹുപദമാണ്, അതിനാൽ ചതുര؛
അതിനാൽ ഇത് ന്െറ പരിധി ഒരു ചതുരവും ഒؗിേല്ׯ േപാകുؗതിനാൽ ഇത് ഒരു െസׯന്റിന് i x x 
തുലّമാെണ്ؗ എഴുതാം കٔയർ ؛സ് വൺ, അതായത് ര؇് ഇത് പൂജّമب, അതിനാൽ ന്െറ പരിധി ഒരു x x
കّൂബിേലയ് ുׯം ര؇് ؛സ് ْതീ സ് കٔയർ ؛സ് വ؉ിേലുׯം േപാകുؗതിന്െറ പരിധി േകവലം x x 
പരിധികളുെട ഘടകമാണ് , ഇേؚാൾ ര؇ും േപാളിേനാമിയലുകളാണ്, അതിനാൽ നأൾ െചേإ؇ത് 
ആവശّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം. ഒؗിന് തുലّമായ ൽ നമു്ׯ ഒരു കّൂബ് ؛സ് ടു ؛സ് മൂ്ؗ x-
ലഭിുׯം, ഇത് ആറ ്ര؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് മൂ്ؗ ആണ്, ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ മുؗറിയി്ؚ നൽകെ؂ , 
ഡിേനാമിേനئർ ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി പൂജّമെ׸بിൽ, യുെട പരിധി എ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁ു. ഘടകഭാഗം a 
നിലവിലു؇്, പരിധിയുെട േകാൈസന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ഡിേനാമിേനئർ ഫംഗ് ഷൻ പരിധി 0 
ആെണ׸ിൽ, പരിധി നിലവിലിെ്ؗب നമു്ׯ പറയാനാവിب, അതിനാൽ ന്െറ ന്െറ പരിധി gx- g 
യഥാർ،؋ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯേآാൾ േപാലും ന്െറ പരിധി നിലനിൽുׯം . fx- 
ഡിേനാമിേനئറിന്െറ പരിധി യഥാർ،؋ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമാകുേآാൾ ْപധാനെؚ؂ 
ഉദാഹരണ׹ളിൽ ഭൂരിഭാഗവും ഞ׹ൾ കാണും, ഉദാഹരണ؋ിന് , ന്െറ പരിധി ഒരു ചതുരം x x 
ൈമനസ് മൂ്ؗ ؛സ് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ കെ؇ു؋ക . ന്െറ പരിധി ൈമനസ് x x x x 
ഒؗിൽ ഒؗിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ഇത് ഒരു ൈമനസ് മാْതമാെണ്ؗ കാണുക ഒ്ؗ പൂജّവും ആയതിനാൽ
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നമു്ׯ േനരി؂് കٔാ؂ൻറ് റൂൾ ഉപേയാഗിׯാൻ കഴിയിب , അതിനാൽ നമു്ׯ കٔാ؂ൻറ് റൂൾ േനരി؂് 
ഉപേയാഗിׯാൻ കഴിയിب, പേײ നّൂമേറئറിന്െറ നّൂമേറئർ പരിധി കാണുകയാെണ׸ിൽ, അത് 
വീ؇ും 1 ചതുരْശ ൈമനസ് 3 തവണ 1 ؛സ് 2 ആണ്, അത് 0 ആണ്. അതിനാൽ പരിധി 
നّൂമേറئറിന്െറയും ഡിേനാമിേനئറിന്െറയും ര؇ും പൂജّമാണ് വാُവٝ؋ിൽ ഇവിെട നأൾ 
കാണുؗത് ൽ ഒؗിന് തുലّമായ നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും ര؇ും പൂജّമാണ്, അതിനാൽ x- x 
ൈമനസ് 1 ന്െറ ഒരു ഘടകമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട ചതുരം ൈമനസ് 3 ؛സ് 2 ൈമനസ് 1 െകാ؇് x x x 
ഹരിുؗുׯ ൈമനസിന് തുലّമാണ് 1 തവണ ൈമനസ് 2 െന ൈമനസ് 1 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ x x x 
തീർ׺യായും ഇത് നിർവചിׯെؚടുؗു ഒؗിന് തുലّമെ׸بിൽ, ഒؗിന് തുലّമെ׸بിൽ, ഒരാൾ്ׯ x x 
ഈ ൈമനസ് ഒ്ؗ റؐാׯാം, ഇത് ൈമനസിന് തുലّമാണ് ര؇് ഒؗിന് തുലّമെ׸بിൽ ന്െറ x x x x 
പരിധി ചതുരം ൈമനസ് മൂ്ؗ ؛സ് ടു ൈമനസ് 1 ന്െറ ഒؗിേല്ׯ മാറുؗു, ഇത് ൈമനസ് 1 ന്െറ x x x x 
പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, കാരണം പരിധി കണׯാുׯേآാൾ നأൾ ഓർുׯക െല ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം x-

ന് തുലّമായി കണׯാേׯ؇തിب, മതിയാകുേآാൾ മാْതേമ നأൾ അറിേയ؇തുൂت ഒؗിന് a- x 
അടു്؋, ഇത് വീ؇ും തുലّമാണ്, ഇത് ഒരു ബഹുപദമാണ്, അതിനാൽ ഇത് 1 ൈമനസ് 2 ആണ്, ഇത് 
ൈമനസ് 1 ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഈ ഉദാഹരണ؋ിൽ ഡിേനാമിേനئറിന്െറ പരിധി 
നിലവിലിെ׸بിലും ഘടക؋ിന്െറ പരിധി നിലനിൽുׯെമ്ؗ നമു്ׯ കാണാം ശരി, ഇത് പരിധി 
കെ؇؋ാനുت ഒരു മാർഗമാണ്, നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി െചإാം , ൈമനസ് നാലിന്െറ x x 
നാലിെന വർ״മൂലّം ൈമനസ് ര؇് െകാ؇് ഹരിുׯേآാൾ എؓാണ് പരിധി, അതിനാൽ ഇവിെട x 
ഫംഗ്ഷൻ ആണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ ഈ ഫംഗ്ഷൻ ഉ؇് തുലّമായ ൈമനസ് 4 വർ״മൂലّം f x x 

ൈമനസ് ര؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഏത് നും തുലّമാണ്, എؗാൽ നാല് x x x 
വല؋ിന് തുലّമب, അതിനാൽ ഞാൻ ഒരു ഇടേവളയും നാലിന് ചുുئമുت ഏെത׸ിലും ഇടേവളയും 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ െനഗئീവ് പൂർ؉സംഖّകൾ അട׹ിയി؂ിب െനഗئീവ് യഥാർ، സംഖّകൾ 
അേؚാൾ ഈ ഫംഗ് ഷൻ നിർവചിׯെؚ؂ിരിുؗുׯ, പരിധി എؓാെണ്ؗ അറിയാൻ ഞ׹ൾ 
ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധിെയുׯറി്׺ നമു്ׯ സംസാരിׯാം, അതിനാൽ ഇത് 
വീ؇ും ലളിതമാׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ നമു്ׯ വർ״മൂല؋ാൽ ഗുണിׯാനും ഹരിׯാനും 
കഴിയും. ؛സ് ടു ഇത് ന്െറ സംേയാജനമാണ് ലഭിׯാൻ റൂ؂് ൈമനസ് ര؇് എؗത് x sq fx uare x x 
ൈമനസ് 4 മട്׹ വർ״മൂലّം ؛സ് 2 ന്െറ വർ״മൂലّം ൈമനസ് 2 തവണ സ്കٔയർ റൂ؛ ؂്സ് 2 ന് x x x 
തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നി׹ൾ ഡിേനാമിേനئറിൽ ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് 4 ലഭിുׯം, ഇത് x 
റؐാുؗുׯ. എؗത് 0-ന് തുലّവും ന് തുലّവുമെ׸بിൽ സ്കٔയർ റൂ؛ ؂്സ് 2 -ന് തുലّമാണ്, x x 4- fx x 
അതിനാൽ ന്െറ പരിധി -െന സമീപിുׯേآാൾ ന്െറ പരിധി ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ സ് കٔയർ റൂ؛ ؂്സ് x- 4 x- x 

- ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്. ന്െറ ഫംഗ് ഷൻ േപാെല ഒരു െചറിയ ഇടേവളയിൽ നാല് ഒഴിെകയു2 ت x f 
നാലിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് സ് കٔയർ റൂ؂് നാല് ؛സ് ടുവിന് തുലّമാണ്, ര؇് ؛സ് ടു നാല് x 

ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ പരിധി ലഭിുׯേآാൾ പരിധികൾ കണׯാؗുׯതിനുت മെئാരു 
മാർഗമാണിത്. നّൂമേറئറിന്െറയും ഡിേനാമിേനئറുകളുെടയും ര؇ും പൂജّമാണ്, അതിനാൽ അടു؋ത് 
ഈ സിؑാؓമാണ് ഇതിെന ഈ സാൻഡ് വി്׺ സിؑാؓം എ്ؗ വിളിുؗുׯ അെ׸بിൽ ചിലേؚാൾ 
ഇതിെന സ്കٔീസ് സിؑാؓം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് പറയുؗത് നമു്ׯ ന്െറ ഫംഗ്ഷൻ x f 
ഉെ؇്ؗ കരുതുക, ന്െറ വലുതാെണ്ؗ കരുതുക ന്െറ ന് തുലّവും ഒരു ഇന്ററിെല എبാ നുംx f x- g- x-

ന്െറ ന് തുലّവുമാണ് അട׹ിയിരിുؗുׯ എؗാൽ തുലّമായിരിׯാം, അതിനാൽ ഈ x- h- val x fx 
ര؇് ഫംഗ് ഷനുകൾׯിടയിലുت ന്െറയും ന്െറ ന്െറയും ര؇് ഫംഗ് ഷനുകൾׯിടയിലുت ഒരു x h x 
ഇടേവളയിൽ ന്െറ പരിധി ന്െറ ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാെണؗും ര؇ും എ്ؗ പറയുؗതിന് x g x h l 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ ന്െറ ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, നിഗമനം , x g, x h l 

ന്െറ ന്െറ പരിധി അടുുׯേآാൾ ഇത് നിലനിൽുؗുׯ , അത് വീ؇ും അേത പരിധി്ׯ x- f x a 
തുലّമാണ് ശരി അ׹െന നി׹ൾ ഒരു ْഗാഫ് ഉപേയാഗിؗുׯത് കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് പറയുؗത്l 
നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ ഉെ؇്ؗ കരുതുക , ചില ഇടേവളകളിൽ ഈ എഫ്എ٧്ع ര؇് 
ഫംഗ്ഷനുകൾׯിടയിലാണ് ന്െറ ന്െറയും ന്െറ എؗതിന്െറയും പരിധി തുലّമാണ്, x x h x 
അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഞാൻ ഇത് വരയ്ׯെ؂ നമു്ׯ ന്െറ ഉ؇്, ന്െറ ന്െറ ഉം x f x g x x 
ന്െറ ഉം ഉ؇്, അതിനാൽ ന്െറ മുകളിെല ഫംഗ്ഷൻ ന്െറ പരിധിയും ന്െറ താഴ്ؗ  ഫംഗ്ഷൻ h x h x g 
യും ര؇ും ഒؗാെണ׸ിൽ ന്െറ പരിധി ഉം സമാനമാണ്, അതിനാൽ സാൻഡ് വി്׺ സിؑാؓം f x 
എ٧لിേലാൺ െഡൽئ നിർവചനം ഉപേയാഗി്׺ െതളിയിׯാനാകും , അതിനാൽ വിദّാർ،ികൾ്ׯ ഇത് 
ഉപേയാഗി്׺ ഇത് െതളിയിׯാൻ ْശമിׯാെമ്ؗ ഞാൻ നിർേؐശിുؗുׯ ഈ നിർവചനം പേײ ഞ׹ൾ 
െതളിവ് ഒഴിവാുׯം, പകരം ഇത് വളെര ْപധാനമാെണ്ؗ അവർ പറയുؗു, അതിനാൽ ഈ സിؑാؓം 
പരിധികൾ കണׯാؗുׯതിൽ വളെര ഉപേയാഗْപദമാണ്, അതിനാൽ നിരവധി തവണ സംഭവിؗുׯത് 
നി׹ൾ കണׯാׯാൻ ആْഗഹിؗുׯ ഫംഗ്ഷൻ സ׸ീർ؉മാേയׯാം, പേײ നി׹ൾ്ׯ കെ؇؋ാൻ 
കഴിയുെമ׸ിൽ ഒരു െചറിയ ഫംഗ് ഷനും വലിയ ഫംഗ് ഷനും നി׹ൾ്ׯ പരിധികൾ എളുؚ؋ിൽ 
കണׯാׯാം, പരിധികൾ ഒؗുതെؗയാെണ׸ിൽ ഇതിനും ഒേര പരിധിയു؇്, അതിനാൽ ഈ സിؑാؓം
ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ ഒരു ْപധാന പരിധി കാണും, അതിനാൽ ഒരു ആ؛ിേׯഷനായി ഞ׹ൾ ഫംഗ് ഷൻ 
ചി؋صിന്െറ പരിധി െതളിയിുׯം. ന് മുകളിൽ പൂജّെ؋ സമീപിുׯേآാൾ ഇത് ഒؗിന് x- x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ പാപ؋ിന്െറ പരിധി ന്െറ പൂജّ؋ിെല എؗത് ഒരു കുറിؚിന് തുലّമാണ് x- x 
എؗതിന്െറ വളെര ْപധാനെؚ؂ ഒരു േഫാർമുലയാണിത് ഡിേനാമിേനئറിന്െറ 0 ആണ് നّൂമേറئറിന്െറ 
പരിധിയും 0 ആണ് , ഇവിെട നമു്ׯ റؐാؗുׯ േപാളിേനാമിയലുകൾ ഇب, തുടർ്ؗ േകٔാ؂ന്റ് റൂൾ x 
ഉപേയാഗിׯാൻ ْശമിുׯക, പകരം നأൾ െചإാൻ േപാകുؗത് ഈ പരിധി 1 ന് തുലّമാെണ്ؗ 
െതളിയിുׯക എؗതാണ്. ഉപേയാഗിؗുׯത് സാൻഡ് വി്׺ സിؑാؓം അ׹െന െചإാൻ ഞാൻ ആദّം 
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ഒരു വൃ؋ം വരയ്ׯെ؂, അതിനാൽ എനി്ׯ ഒരു വൃ؋മു؇്, ഈ സർׯിളിന്െറ ആരം ഒؗാണ്, 
അതിനാൽ എന്െറ പׯൽ ഇതാണ് ഇെതാ്ؗ ഇതാണ് , ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു േകാണിന് തുലّമായ ഒരു 
േകാെണടുׯാം േറഡിയൻ അതിനാൽ ഇത് േറഡിയനിൽ ആണ്, ഞാൻ ഈ ْതിേകാണം വരയ്ׯെ؂, x x 
എെؗ ഈ ര؇് േപായിന്റുകളും േചർׯാം, ഞ׹ൾ ഇതും നീ؂ാം , തുടർ്ؗ ഇവിെട ഒരു ലംബമായി 
വരയ്ׯാം, അതിനാൽ ഞാൻ ഈ േപായിന്റുകൾ അടയാളെؚടു؋െ؂, അതിനാൽ എനി്ׯ ഇവിെട o 
ഉ؇് ഈ േപായിന്റ് ആണ് ഇത് ആണ്, ഇതാണ് എؗത് ഒരു േറഡിയസ് വൃ؋െ؋ a b c d 
പരിഗണിുׯക , എؗത് േറഡിയനിൽ ഒരു േകാണായിരിׯെ؂ , ഇടതുവശേׯ്؋ വര׺ിരിؗുׯ x 
ചിْതം പരിഗണിുׯക, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ചിْത؋ിൽ നി്ؗ േനാׯാം, ഈ വിُീٝർ؉ം ഞാൻ 
േനാׯിയാൽ വّװമാകും. ْടയാംഗിൾ ഓബിന്െറ വിُീٝർ؉ം െസعർٚ െസعർٚ ഒഎബിേനׯാൾ 
കുറവാണ്, ഇത് വലിയ ْടയാംഗിൾ ഓഡ് വല؋ിന്െറ വിُീٝർ؉േׯ؋ാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ്ׯ ഇത് െസعറٚാണ് , ഇത് മുഴുവൻ സർׯിളിന്െറയും ഒരു ഭാഗമാണ്, തീർ׺യായും ْതിേകാണ 
ഓബ് ഈ ഏരിയ കുറവാണ് ഈ െസعറٚിന്െറയും ഈ െസعറٚിന്െറയും വിُീٝർ؉േׯ؋ാൾ, ഈ 
ْതിേകാണ؋ിന് ഇടയിൽ വീ؇ും കർശനമായി അട׹ിയിരിുؗുׯ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇത് ലഭിു׺ , ഈ o 
ْപേദശ׹ൾ ഏെതാെׯയാെണ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ْതിേകാണ ഓബ് വിُീٝർ؉ം 
പകുതി മട്׹ തുലّമാണ്, അടിرാന؋ിന്െറ പകുതി മട്׹ തുലّമാണ്, ഇത് ഒഎയുെട പകുതി 
നീള؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒ്ؗ ഒ്ؗ ൈദർഘّം എؓാണ്, അതിനാൽ ഈ ആംഗിൾ ആെണ്ؗ bc x 
ْശؑിുׯക, അതിനാൽ ഈ നീളം ൈസൻ ൈസൻ ന്െറ വലത് ചിصമبാെത മെئാؗുമب , എതിർ bc x 
വശ؋ിന്െറയും ൈഹേؚാെടൻസിന്െറയും അനുപാതമبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ന്െറ ൈസൻ x 

വിഭജിׯെؚടുؗു ഒ്ؗ െകാ؇് ബിസി ൈസൻ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് പകുതി മട്׹ പാപം bc x 
ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം ലഭിുׯം പകുതി ൈസനിനു x o ab 

തുലّമാണ് ഇേؚാൾ െസعർٚ ഓബിന്െറ െസعർٚ ഏരിയയുെട വിُീٝർ؉ം എؓാണ് അതിനാൽ x 
െസعറٚിന്െറ വിُീٝർ؉ം എؗതിന്െറ വിُീٝർ؉؋ിന്െറ അനുപാതം േകാണിന്െറ 
അനുപാത؋ിലാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ േകാണാണ് എؗത് വൃ؋؋ിന്െറ െമാ؋ം േകാണാൽ x 
ഹരി׺ാൽ ര؇് ൈപ േറഡിയൻ ആണ്, അതിനാൽ ര؇് ൈപ േകാണിന് വലത് വൃ؋؋ിന്െറ x 
വിُീٝർ؉؋ിേല്ׯ ര؇് ൈപ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ സർׯിളിന്െറ മുഴുവൻ വിُീٝർ؉വും 
ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ േകാണിനായി നമു്ׯ െന വൃ؋؋ിന്െറ വിُീٝർ؉؋ിേല്ׯ ര؇് ൈപ x x 
െകാ؇് ഹരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് െകാ؇് ഹരി׺തിന് തുലّമാണ് സർׯിളിന്െറ x wo pi 
വിُീٝർ؉ം ൈപ േറഡിയസ് ഒരു ചതുര؋ിന്െറ ഇര؂ിയبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഇത് എനി്ׯ 
പകുതി നൽകുؗു, അതിനാൽ െസعറٚിന്െറ വിُീٝർ؉ം പകുതി ആണ്, ഞ׹ൾ്ׯ ْതിേകാണ x x 
ഓഡിന്െറ വിُീٝർ؉ം ആവശّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും ഒരു വലത് േകാണും വിُീٝർ؉ം 
പകുതിയുമാണ് ൈടംസ് ഓഡ് ൈടംസ് പരസّം ഞാൻ ചിْതം വീ؇ും കാണിׯെ؂, അതിനാൽ 
ْതിേകാണ ഓഡ് ഏരിയയുെട പകുതി ഇര؂ി ഒഎ ഇര؂ിയാണ് പരസّം ഈ ْതിേകാണ ഓഡിെല 
പരസّ؋ിന്െറ ൈദർഘّം എْതയാണ്, ഈ അടി؋റയുെട നീളം ഒ്ؗ, അതിനാൽ ഈ എതിർവശം നീളം
ടാൻ ആണ് അതിനാൽ ഇത് പകുതി ഇര؂ി ഇര؂ി പരസّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതായത് പകുതി ഇര؂ി x oa 
ടാൻ ഇത് പകുതി ടാൻ ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് പൂജّ؋ിനും ൈപുׯം ര؇ിനും x x 
ഇടയിലുت ഏത് നും ْതിേകാണ ഓബിന്െറ വിُീٝർ؉ം പകുതി ൈസൻ ആണ് െസعറٚിന്െറ x x 
വിُീٝർ؉േׯ؋ാൾ കുറവാണ്, അതായത് പകുതി അതായത് പകുതി ഇര؂ിയിൽ കുറവാണ് ടാൻ x, x 
വലത്, പൂജّ؋ിനും ൈപയ്ുׯം ഇടയിലുت ഓേരാ േകാണിനും ഇത് ശരിയാണ് ഇേؚാൾ നأൾ x, 
െചؗുإത് എؗ ചി؋صാൽ വിഭജിؗുׯതാണ്. പൂജّ؋ിനും ൈപയ് ുׯം ഇടയിലുت ര؇് x x sin x 
േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഇതുെകാ؇് ഹരി׺ാൽ ആദّം ഈ പകുതി റؐാׯാം 
ഇതിൽ ഓേരാؗിൽ നിؗും നമു്ׯ എؗത് േനׯാൾ കുറവാണ് േനׯാൾ കുറവാണ് , sine x x- tan x-
തുടർ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒ്ؗ ൽ നി്ؗ േനׯാൾ കുറവാണ്. ْപകാരം ഇത് sine xi x- x- cos x cos x 
െകാ؇് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഇതാണ് നിഗമനം അതിനാൽ ഒ്ؗ x by sine

േനׯാൾ കുറവാണ്, അതായത് പൂജّ؋ിനും നും ഇടയിലുت ഓേരാ നും ന്െറ േകാൈസൻ x- pi- x- x-
െകാ؇് ഒؗിൽ കുറവ് റിസിേْപാׯൽ എടുുׯക, ഇത് അർ،മാؗുׯത്, ഞാൻ െറസിേْപാׯൽ 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ അസമതٔ മാ׹ئൾ, അ׹െന നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 1 ൈസൻ ൈബ േനׯാൾ x x-
വലുതാണ്, ഇത് േനׯാൾ വലുതാണ് , എبാ؋ിനും 0-േനׯാൾ കുറവ് 2 വലത്, അതിനാൽ ഇത് cos x- x 
വളെര ْപധാനെؚ؂ ഒരു അസമതٔമാണ്. അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് വീ؇ും എഴുതെ؂, എؗത് cos x sine 

ൽ േനׯാൾ കുറവാണ്, അതായത് പൂജّം േനׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ ഒؗിൽ കുറവാണ്, ൽ x- x- x- x-
കുറവാെണ׸ിൽ േയׯാൾ കുറവാണ് . ഞ׹ൾ എؓാണ് െചᅃٝത്, നും ഒ്ؗ എبാ pi- sin x by x cos x 

നും പൂജّ؋ിനും നും ഇടയിൽ ര؇് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ കെ؇؋ി, അതുേപാെല ഞാൻ െന x pi x 
ൈമനസ് െകാ؇് മാئിرാപിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞ׹ൾ അത് ْശؑിുؗുׯ ൈമനസ് എؗത് x x x 
ന്െറ േകാസും ൈമനസ് ന്െറ ൈസൻ ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ മെئാؗുമب, കാരണം പാപം ഒരു x x 
വിചിْതമായ ْപവർ؋നമാണ്, ഇത് ൈമനസ് പാപമാണ് എؗത് ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് x x 
വീ؇ും െകാ؇് ന് തുലّമാണ്, അത് ഉം ഉം ആണ് എؗത് ഇര؂ sin x x cos x sin x x 
ഫംഗ് ഷനുകളാണ് , അതിനാൽ െനഗئീവാെണ׸ിൽ ൈമനസ് േപാസിئീവ് ആണ്, കാരണം നമു്ׯ x x 
ഈ അസമതٔമു؇്, അതിനാൽ ഒؗിൽ നി്ؗ അസമതٔം വാُവٝ؋ിൽ ഏത് നും ൈമനസ് ൈപ ൈബ x 
ടു ടു ടു ടു ടു ടു ൈബ ടു ൈബ വെരയും ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ഇടേവള ലഭിു׺ സിൻ 

ൈബ എؗത് േനׯാൾ വലുതും ഒؗിൽ കുറവുമാണ് എؗ ഈ അസമതٔം ഉت പൂജّം x x cos x-
അട׹ിയിരിുؗുׯ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ന്െറ പരിധിയും ന്െറ പരിധി 0 േല്ׯ അടുുׯേآാൾ 1 cos x x 
ന്െറ പരിധിയും എؓാെണ്ؗ അറിേയ؇തു؇് . സമീപി0 ുؗുׯ ഇത് 0 യുെട േകവലം ന് x cos 
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തുലّമാണ്, അത്  ആണ് , തീർ׺യായും رിരമായ ْപവർ؋ന؋ിന്െറ പരിധി ഒ്ؗ സാൻഡ് വി1 ്׺
സിؑാؓ؋ിന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ് , പരിധി ചിصം പൂജّേ؋ാട് അടുുׯേآാൾ ഇതും x by x, x 
ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഒ്ؗ എؗീ ര؇് ഫംഗ് ഷനുകൾׯിടയിൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ cos x, 
ബؖിؚിു׺െകാ؇് ഈ പരിധി ഒؗിന് തുലّമാെണ്ؗ െതളിയിു׺. ആരുെട പരിധികൾ കണׯാׯാൻ 
എളുؚമാണ് , അേؚാൾ ഈ പരിധിയും 1 ന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം. അതിനാൽ ഇത് 
പരിധിتുׯ വളെര ْപധാനെؚ؂ ഒരു േഫാർമുലയാണ്, നി׹ൾ്ׯ നിരവധി പരിധികൾ കണׯാׯാൻ 
ഇത് ഉപേയാഗിׯാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ ഉ؇ാുׯം. 
ഞാൻ ടാൻ ന്െറ ന്െറ പരിധി എഴുതുؗത് ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؗത് 0 ന് x x x x 
തുലّമെ׸بിൽ ന്െറ ന്െറ പരിധി ന്െറ ന്െറ പരിധി ഞ׹ൾׯറിയാം, ഇത് x x x x x by x sine x x x
തവണ 1 ന് തുലّമാണ്. ഇത് 1 ന് തുലّമാണ്, എؗതിന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് ന്െറ cos x cos x 
പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതും ഒؗാണ്, അതിനാൽ ന്െറ ഉൽؚؗ നിയമ പരിധി ْപകാരംtan x 

ന്െറ ന് തുലّമാണ്, ഇത് മെئാരു ْപധാന പരിധി്ׯ തുലّമാണ് ഒരു ൈമനസ് ന്െറ ഈ പരിധി x x cos x 
എؓാണ്, െകാ؇് ഹരി׺ാൽ േല്ׯ േപാകുേآാൾ ഡിേനാമിേനئറിന്െറ പരിധി 0 ആണ് , x x 0 
നّൂമേറئറിന്െറ പരിധി വീ؇ും 1 ൈമനസ് 1 ആണ്, അത് 0 ആണ് , ഈ പരിധി കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ 
ആْഗഹിുؗുׯ അതിനാൽ ْതിേകാണമിതിയിൽ നി്ؗ ഓർുׯക , വലത് േകാണിന്െറ പകുതിയുെട 
ൈസനിന്െറ അടിرാന؋ിൽ നമു്ׯ ഒരു േകാണിന്െറ േകാസ് ْപകടിؚിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ 2a
യുെട േകാസ് 1 ൈമനസ് 2 ൈസൻ സ്കٔയർ ഒരു റിഗിന് തുലّമാണ്. യുെട എؗത് 2a ht cos cos 
സ്കٔയർ ഒരു ൈമനസ് സ്കٔയർ ആണ്, അത് ഒരു ൈമനസ് ര؇് സ്കٔയർ ആണ്, അത് ഒരു sin sin a 
ൈമനസ് ര؇് എؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒരു എؗത് ര؇്cos two a sine square minus cos x 
തവണ ആണ് ന്െറ 2 ന്െറ ര؇് മട്׹ തുലّമാണ്, അതിനാൽ നّൂമേറئർ ര؇് മട്׹ sine square x sin 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് ര؇് ഡിേനാമിേനئർ ആണ്, ഇത് ഒരു ൈമനസ് ന്െറ ആണ്, ഇത് x x cos x x 
ര؇് ൈസൻ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് െകാ؇് ര؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ പൂജّ؋ിന് x x x x 
തുലّമെ׸بിൽ ഞ׹ൾ ഇത് എഴുതാൻ കഴിയും ഇത് ന്െറ ൈസനിെന ര؇ായി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ x x x
ന്െറ മെئാരു അടയാളം 2 െകാ؇് 2 വലത് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ വലത് ഈ 2 ഞാൻ ഡിേനാമിേനئറിൽ 
െകാ؇ുവؗു, അതിനാൽ എനി്ׯ ഇവിെട ആയി ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ന്െറ പരിധി ഒؗിന്െറ x 2 x 
പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു ൈമനസ് േകാസ് ൈബ എؗത് ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് x x x 
ൈസനിന്െറ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗ ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ് ര؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ന്െറ x x x 
പരിധി ര؇ായി ര؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ഈ ര؇് പരിധികളും x 
നിലവിലുെ؇׸ിൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ അറിയാം പൂജّേ؋ാട് അടുുׯേآാൾ ൈസൻ ന്െറ ന്െറ x x x 
പരിധി ആേണാ അത് ഇവിെട ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഇവിെട നമു്ׯ ഉتത് ന്െറ ൈസൻ ര؇ിെന x x 
െകാ؇് ര؇ായി ഹരി׺ാൽ ഇ؂ാൽ തുലّമാണ് ര؇് െകാ؇് പൂജّ؋ിേല്ׯ ചായുؗത് േപാെല y x x y 
യും പൂജّ؋ിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ, കാരണം ന്െറ പകുതിയാണ്, അതിനാൽ ഈ പരിധി y x x 

ന്െറ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ര؇് െകാ؇് െകാ؇് ഹരിؗുׯത് യുെട യുെട sine x x x y y 
പരിധി്ׯ തുലّമാണ് . പൂജّേ؋ാടടുുؗുׯ, ഈ പരിധി ഒؗാണ്, തീർ׺യായും ന്െറ മെئാരു പരിധി x 
ൈസൻ ന്െറ 0 േല്2 ׯ േല്ׯ േപാകുؗു, ഇത് 0 ന്െറ ൈസന് തുലّമാണ്, ഇത് 1 ആണ്, അത് പൂജّമാണ് , x 
അതിനാൽ ഒരു ൈമനസ് ന്െറ ന്െറ പരിധി േപാകുؗു പൂജّ؋ിന് ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്,cos x xx 
അതിനാൽ ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന׹ളുെട അടിرാന؋ിൽ ഞ׹ൾ മൂ്ؗ പരിധികൾ ക؇ു , ഒ്ؗ 

പരിധി പൂജّം ഒؗാണ്, കൂടാെത ന്െറ ന്െറ പൂജّ؋ിൽ ന്െറ പരിധി sine x x x tan x x x 
ഉപേയാഗിؗുׯത് ഒؗുമാണ് കൂടാെത ഒരു ൈമനസ് ന്െറ പരിധിയും ആണ് എؗത് പൂജّ؋ിന്cos x x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ സൂْതവാകّ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ മെئാരു ഉദാഹരണം, അതിനാൽ ര؇് ന്െറ x 
ഒരു ടാൻ ൈസൻ ْതീ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ എؓാണ് െചإാൻ കഴിയുക, ഇത് നമു്ׯ െചإാൻ x 
കഴിയും, ഇത് നമു്ׯ ടാൻ ര؇് ര؇് െകാ؇് ഹരിׯാം എؗതിന് തുലّമാണ് പൂജّമെ׸بിൽ x x x 
അതിെന ര؇് െകാ؇് ഗുണിുׯക, എനി്ׯ എ്ؗ എ്ؗ ര؇് െകാ؇് ര؇് x tan two x tan two x x x 
തവണ ര؇് എ്ؗ എഴുതാം അതുേപാെല എؗത് എ്ؗ എഴുതാം. മൂ്ؗ x sine three x sine three x x 
മട്׹ മൂ്ؗ തുടർ്ؗ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ നമു്ׯ പരിധിയു؇്, ഇതിൽ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ x, x x x
ആണ്, പൂജّമെ׸بിൽ എനി്ׯ ഈ റؐാׯാം , തുടർ്ؗ പൂജّേ؋ാട് അടുുׯേآാൾ െകാ؇് x x y y tan

യുെട പരിധി നമു്ׯ അറിയാം അതായത് , പൂജّേ؋ാട് അടുുׯേآാൾ െകാ؇് എؗ y y y y 
ചി؋صിന്െറ ഒരു പരിധി, അതും ഒؗാണ്, അതിനാൽ ഇത് رിരാ؋׸ിന് തുലّമായ പരിധിയിൽ 
നി്ؗ പുറെ؋ടുׯാം, അതിനാൽ ന്െറ മൂؗിൽ ര؇് പരിധി പൂജّം ടാൻ ര؇് േല്ׯ േപാകുؗു, ര؇്x x 

െകാ؇് ഹരി്׺ തുടർ്ؗ പരിധി ൈസൻ മൂ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ മൂ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ മൂؗിൽ x x x 
ര؇് തുലّമാണ്, ര؇് പരിധികളും ഒؗാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു, അതിനാൽ ഇത് മൂؗിൽ ര؇് ഭാഗ؋ിന് 
തുലّമാണ്, മെئാരു ഉദാഹരണം ന്െറ പരിധി പാപ؋ിന്െറ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു മൂ്ؗ െകാ؇് x x 
ഹരിുׯക മൂ്ؗ ന്െറ ഈ അടയാളം പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു എ്ؗ കരുതി പല വിദّാർ،ികളും x 
െതുئകൾ വരുുؗു؋ , പാപ؋ിന്െറ ന്െറ പരിധി ന്െറ പരിധി 1 ന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ഈ പരിധി x x 
1 ന് തുലّമب, കാരണം ഇവിെട എؓാണ് നأൾ െചേإ؇ത് ഒേര കാരّം ഉപേയാഗിേׯ؇തു؇്, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ പരിധി എ്ؗ എഴുതുؗു പാപം പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു 3 ഞാൻ മൂ്ؗ എ്ؗ x x x 
എഴുതിയാൽ അവൻ ഈ പരിധി 1 ന് തുലّമാണ് എؗതിനാൽ ഞാൻ ഹരി׺ാണ് ഉتത്, എؗാൽ അേത 
ഫംഗ് ഷൻ ലഭിׯാൻ ഞാൻ ഇതിെന  െകാ؇് ഗുണിׯണം, അതിനാൽ ഈ പരിധി ഈ പരിധി്3 ׯ
തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഞാൻ അേത െകാ؇ാണ് ഹരിؗുׯത് അത് ന്െറ ഉتിൽ ഉتേؚാൾ 3x sine 3x 
എനി്ׯ എഴുതാം അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ േവണെമ׸ിൽ ഒരു ചുവട ്കൂടി എഴുതാം ഇത് യുെട പൂജّം y 

േല്ׯ ന്െറ മൂ്ؗ മട്׹ േപാകുؗതിന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, ഇവിെട മൂ്ؗ ന് തുലّമാണ്, sine y y x 
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തുടർ്ؗ ഇതാണ് മൂؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് മെئാരു േവരിയബിളിേല്ׯ മാؗുئത് നبതാണ്, 
തുടർ്ؗ അവർ യുെട േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ ശരിയാുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് തുലّമب എؗ sine y y y 
െത്ئ ഒഴിവാׯാൻ തുട؋ׯിെല׸ിലും നി׹ൾ ഇതുേപാെല െചإണം sine three x by xx 
പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ഇത് ഒؗിന് തുലّമാണ് ഇത് െതئാണ് ശരി, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
അനؓമായ പരിധികൾ എ്ؗ വിളിؗുׯതിെനുׯറി׺ാണ് അടു؋തായി സംസാരിؗുׯത്, അതിനാൽ

ഒരു ഉദാഹരണ؋ിലൂെട വിശദീകരിׯാം, അതിനാൽ നി׹ൾ തുലّമായി പരിഗണിുׯെമ്ؗ ii fx 
കരുതുക. പൂജّ؋ിന് തുലّമب ന് ന് ഒؗിേല്ׯ െചറിയ േപാസിئീവ് നآർ 1 ന്െറ വലുതും x x x 
വലുതുമായി മാറുؗു, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ് ഷനുകളുെട ْഗാഫ് ഈ ചതുരാകൃതിയിലുت 
ൈഹؚർേബാളയാണ്, കൂടാെത െനഗئീവ് ന് നമു്ׯ ഇത് െനഗئീവാണ്, അതിനാൽ എؓാണ് x x 
സംഭവിؗുׯത്, േല്ׯ േപാകുേآാൾ വലത് 1 ൽ നി്ؗ ഇത് അർ،മാؗുׯത് വലുതും x 0 x 
വലുതുമായി മാറുؗു , പൂജّം ൈമനസിേല്ׯ മാറുؗതിനനുസരി്׺ ഇടതുവശ്؋ നി്ؗ നി׹ൾ x 
പൂജّെ؋ സമീപിുׯകയാെണ׸ിൽ ന്െറ ഒരു വലിയ െനഗئീവ് സംഖّയായി മാറുؗു, അതിനാൽ x 
ഞ׹ൾ ഇത് കൂടുതൽ കർശനമായി വിശദീകരിുׯം, എؗാൽ അ؋രം സؕർഭ׹ളിൽ ഞ׹ൾ 
പറയുؗത് 1 ന്െറ പരിധി എ്ؗ പറയുؗു. വലതുവശ്؋ നി്ؗ േല്ׯ അടുുׯേآാൾ ഇത് x 0 
േപാസിئീവ് അനؓതയ്ുׯം ന്െറ പരിധി 0 ൈമനസ് 1 ൈബ േല്ׯ േപാകുؗതും െനഗئീവ് x x 
ഇൻഫിനിئി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒരു െചറിയ േപാസിئീവ് സംഖّയാെണ׸ിൽ 1 ന്െറ എؗാണ്x x 
അർ،മാؗുׯത്. ഒരു വലിയ േപാസിئീവ് സംഖّയായി മാറുؗു , ഒരു െചറിയ െനഗئീവ് x 
സംഖّയാെണ׸ിൽ, 1 ന്െറ ഒരു വലിയ െനഗئീവ് സംഖّയായി മാറുؗു, അതിനാൽ അടുױ ؋ാസിൽ x 
ഞാൻ ഇത് കൂടുതൽ കർശനമാുׯകയും എേؚാൾ നിർവചിുׯകയും െചുإം എ്ؗ പറയാൻ േപാസിئീവ് 
ഇൻഫിനിئിയും െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئിയും ഈ ചി׹صൾ ഉപേയാഗിുؗുׯ. ഒരു േപായിെല പരിധി എ്ؗ 
ഞ׹ൾ പറയുؗു എؗത് േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئി അെ׸بിൽ െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئി ആണ്, int 
തുടർ്ؗ നമു്ׯ കുറ്׺ ഉദാഹരണ׹ൾ കാണാം, അതിനാൽ അടുױ ؋ാസിൽ ഈ പരിധി േപാസിئീവ് 
ഇൻഫിനിئിയും െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئിയും ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ അത് കൂടുതൽ റിെْഗസ് െചുإം, തുടർ്ؗ 
ഇതിന് കുറ്׺ ഉദാഹരണ׹ൾ കൂടി കാണാം നؕി 
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