
 सीमा पर दूसरे ʩाƥान मŐ आपका ˢागत है
 इसिलए पहले ʩाƥान मŐ हमने सीमा का अथŊ िदया और िफर हमने सीमाओ ंकी ईपीएसलॉन डेʐा पįरभाषा को भी देखा और िफर हम
कुछ गुणो ंको देख रहे थे
 इसिलए आज मœ कुछ के साथ जारी रखंूगा  सीमा के अिधक गुण और िफर हम कुछ और पįरणाम बताएंगे
 इसिलए हम सीमा के गुणो ंके साथ जारी रखŐगे
 इसिलए िपछली बार हमने योग अंतर िनयम और िफर एक İ̾थरांक के गुणको ंको देखा था,
 इसिलए आज देखते हœ िक उȋाद की सीमा का Ɛा होता है उȋाद िनयम को कायŊ करŐ  तो यह केवल यह कहता है िक यिद की सीमाx 

के तक जाती है और की सीमा के तक जाती है तो उȋाद फ़ंƕन की सीमा गुना यह भी मौजूद है और x af x x ag fx gx 
उȋाद की सीमा के बराबर है  सीमा का उȋाद इस बार के की सीमा के ŝप मŐ जाता है,x g x 
 इसिलए उȋाद की सीमा सीमा का उȋाद है िफर से इसे एİɛलॉन डेʐा पįरभाषा का उपयोग करके सािबत िकया जा सकता है लेिकन 
हम इसे छोड़ दŐ गे  ई Ůूफ के बजाय यह देखते हœ िक इसका उपयोग करके मœ इस पįरणाम को बताता šं,
 इसिलए मान लीिजए िक का x p 
वाˑिवक गुणांक वाला एक बŠपद है जो िक का एक İ̾थरांक शूɊ ɘस एक ɘस एक दो वगŊ के ŝप मŐ है।x p x x 
 घात के िलए िचंता करŐ  तो के की सीमा जैसे ही िकसी के पास आती है यह के के बराबर हैn x p x a p 
 इसिलए इसे सािबत करने के िलए आपको केवल इतना जानना होगा िक पहले ȯान दŐ  िक की की सीमा के बराबर है ठीक है, x x a 
एİɛलॉन डेʐा पįरभाषा का उपयोग करके सीएन करना बŠत आसान है, आपको बस यह देखना है िक एİɛलॉन के बराबर डेʐा काम 
करेगा
 इसिलए फ़ंƕन की सीमा के बराबर की सीमा पर जाती है के बराबर हैx x x a 
 इसिलए इसका उपयोग करना
 इसिलए वगŊ की सीमा के ŝप मŐ तक जाती है, यह उȋाद िनयम Ȫारा केवल एक वगŊ के बराबर होगी x x a 
और से तक की Ůेरण सीमा के िलए यह Ůाकृितक संƥा मŐ सभी के िलए के बराबर है,x kx k a 
 इसिलए इसिलए  के की सीमा के ŝप मŐ जाता है के बराबर है सबसे पहले मœ इस ŝप मŐ िलख सकता šं 0 की x p x a 
सीमा ɘस 1 गुना की सीमा और इसी तरह से तक की सीमा तक के ŝप मŐ यह योग िनयम Ȫारा होता है और िफर आप x x n x 
एक İ̾थर समय की उस सीमा का उपयोग करते हœ जो एक फ़ंƕन İ̾थर समय होता है  सीमा तो इसका मतलब है िक के की x p 
सीमा के बराबर है , İ̾थरांक की सीमा के बराबर है बस एक शूɊ है और की सीमा का एक गुना है Ɛोिंक एक ɘस पर जाता x x x 
है और वगŊ की दो गुना सीमा पर जा रहा है  तो एक समय सीमा तक से तक जाता है, यह एक शूɊ के बराबर होता हैx x a x n x 
और एक इसकी सीमा केवल एक जोड़ होती है वगŊ का दो गुना और से तक की सीमा होती है  लेिकन यह और कुछ a a x n a n 
नही ंबİʋ के एपी पर मूʞांकन िकए गए बŠपद का मान है,a 
 इसिलए हमŐ ऐसा िकया जाता है उदाहरण के िलए यिद हम को वगŊ ɘस 3 ɘस 2 मŐ से एक के ŝप मŐ कहना चाहते हœ तो x x x 
आप इसे बस इस ŝप मŐ िलख सकते हœ  1 पर बŠपद का मान इस Ůकार है िक 1 वगŊ जमा तीन गुना एक जमा दो जो एक जमा तीन 
जमा दो है जो िक छह सही अगला िनयम है दो कायŘ के भागफल के बारे मŐ तो मान लीिजए िक की तक जाने की सीमा मौजूद x afx 
है और के तक की सीमा है, यह आगे भी मौजूद है और शूɊ के बराबर नही ंहै, तो इन दो कायŘ के भागफल की सीमा x ag x 

के Ȫारा यह है के की सीमा के की सीमा के बराबर है तो यह पįरणाम है लेिकन यिद के हर की सीमा 0 के x g x f x g x g 
बराबर है तो 0 से भाग पįरभािषत नही ंहै
 इसिलए िनिʮत ŝप से हम इसे नही ंिलख सकते हœ लेिकन  यिद सीमा गैर-शूɊ है तो यह समझ मŐ आता है और हम इस सूũ का उपयोग
कर सकते हœ िक कोसाइन की सीमा सीमा का भागफल है बशतő िक हर की सीमा शूɊ के बराबर न हो, इसका मतलब है िक वह 
भागफल की सीमा है  दो कायŊ 
सीमा के भागफल के बराबर होते हœ यिद हर की सीमा शूɊ नही ंहै, तो उदाहरण के िलए यिद हमŐ एƛ Ɛूब ɘस टू एƛ ɘस Ūी को 
एƛ ˍायर ɘस वन से िवभािजत करने की सीमा की गणना करनी है, तो पहले आप यहां देखŐ  यह Ɛा है हर के के ŝप मŐ mit x 
एक वगŊ जमा एक बŠपद हैx 
 इसिलए वगŊ जमा एक की सीमा एक वगŊ जोड़ एक है जो गैर-शूɊ है,x 
 इसिलए मœ यह िलख सकता šं िक की सीमा एक वगŊ ɘस एक मŐ जा रही है  एक वगŊ जोड़ एक के बराबर है जो दो है यह शूɊ x x 
नही ंहै
 इसिलए की एक घन जमा दो जोड़ तीन बटा वगŊ जमा एक मŐ जाने की सीमा केवल सीमाओ ंका भागफल है और अब दोनो ंx x x x 
बŠपद हœ
 इसिलए हम जानते हœ िक  हमŐ बस इसका मूʞांकन करने की आवʴकता है
 इसिलए बराबर एक पर हमŐ एक घन जमा दो जमा तीन यह छह को दो से िवभािजत िकया जाता हैx 
 इसिलए यह तीन है मœ आपको चेतावनी देता šं िक हमने कहा है िक यिद हर फलन की सीमा गैर-शूɊ है तो भागफल की सीमा मौजूद है 
और सीमा की कोǛा के बराबर है लेिकन अगर हर फ़ंƕन की सीमा 0 है तो हम यह नही ंकह सकते िक सीमा मौजूद नही ंहै
 इसिलए बटा की सीमा तब भी मौजूद हो सकती है जब की की सीमा बराबर हो  शूɊ करने के िलए वाˑव मŐ हम देखŐगेfx gx x g 
िक अिधकांश महȕपूणŊ उदाहरण तब होगें जब हर की सीमा वाˑव मŐ शूɊ के बराबर होती है, उदाहरण के िलए, की सीमा ǒात x 
कीिजए जो एक वगŊ घटा तीन जमा दो को घटा एक से िवभािजत करती है, यिद यह मौजूद है तो हम देखते हœ िक की सीमा x x x x 
एƛ माइनस वन मŐ से एक के िलए यह केवल एक माइनस वन है जो शूɊ भी है
 इसिलए हम सीधे भागफल िनयम का उपयोग नही ंकर सकते हœ,
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 इसिलए हम सीधे भागफल िनयम का उपयोग नही ंकर सकते हœ, लेिकन अगर हम अंश की अंश सीमा देखते हœ जो िफर से 1 वगŊ माइनस
3 बार है  1 जमा 2 जो िक भी 0 है।

 इसिलए अंश और हर दोनो ंकी सीमा शूɊ है वाˑव मŐ यहाँ हम देखते हœ िक एक के बराबर अंश और हर दोनो ंशूɊ हœx 
 इसिलए घटा 1x 
 इसिलए यहाँ का एक कारक है वगŊ  माइनस 3 एƛ ɘस 2 को एƛ माइनस 1 से िवभािजत िकया जाता है, यह एƛ माइनस 1 गुना x 

माइनस 2 के बराबर है, एƛ माइनस 1 से िवभािजत है।x 
  यह एƛ माइनस वन है और यह बराबर है  से घटा दो यिद एक के बराबर नही ंहै तो की सीमा al x x x 

वगŊ घटा तीन जमा दो बटा घटा 1 मŐ से एक तक जाती है यह वही बात है जो की सीमा घटा 2 के 1 के करीब पŠंचती है x x x x x 
Ɛोिंक याद रखŐ िक जबिक सीमा की गणना करने के िलए हमŐ के बराबर फ़ंƕन के मान पर िवचार करने की आवʴकता नही ंहै, x 
हमŐ केवल यह जानने की आवʴकता है िक कब पयाŊɑ ŝप से एक के करीब है,x 
 इसिलए यह िफर से बराबर है यह िसफŊ  एक बŠपद है
 इसिलए यह 1 माइनस 2 है जो िक है माइनस 1 ठीक है तो इस उदाहरण मŐ हम देखते हœ िक भले ही हर की सीमा मौजूद नही ंहै , 
भागफल की सीमा सही मौजूद हो सकती है,
 इसिलए यह सीमा खोजने का Ůयास करने का एक तरीका है आइए हम एक और उदाहरण लेते हœ तो सीमा Ɛा है  घटा चार मŐx , x 
से चार को वगŊमूल माइनस दो से िवभािजत करता है,x 
 इसिलए यहां फ़ंƕन है
 इसिलए हमारे पास यह फ़ंƕन है का बराबर घटा 4 वगŊमूल घटा दो से िवभािजत यह िकसी भी के िलए पįरभािषत है x x x x x 
जो इससे बड़ा है शूɊ के बराबर लेिकन चार x r .
 के बराबर नही ंहै  तो अगर मœ एक अंतराल और अंतराल मŐ कोई भी लेता šं जो चार के आसपास कोई अंतराल है िजसमŐ नकाराȏक 
पूणाōक नकाराȏक वाˑिवक संƥाएं नही ंहœ तो यह फ़ंƕन पįरभािषत िकया गया है और हम जानना चाहते हœ िक सीमा Ɛा है
 इसिलए हम इस फ़ंƕन की सीमा के बारे मŐ बात कर सकते हœ तो ȯान दŐ  िक यह िफर से हम सरल कर सकते हœ
 इसिलए हम 
वगŊमूल ɘस दो से गुणा और िवभािजत कर सकते हœ यह वगŊमूल घटा दो का संयुƵ है के बराबर घटा 4 गुणा वगŊमूल x x fx x x 
ɘस 2 वगŊमूल Ȫारा  घटा 2 गुना वगŊमूल जमा 2 और अब यिद आप हर मŐ गुणा करते हœ तो हमŐ घटा 4 िमलता है और यह x x x 
इसके साथ रȞ हो जाता है
 इसिलए वगŊमूल जमा 2 के बराबर है यिद के बराबर से बड़ा है और के बराबर नही ंहै fx x x 0 x 4 
 इसिलए 

के की सीमा जैसे-जैसे की ओर बढ़ती है, इस फलन की सीमा के बराबर होती है वगŊमूल जमा 2 जो एक छोटे से पयाŊɑ x f x 4 x 
अंतराल मŐ के फलन के समान है, िजसमŐ को छोड़कर चार बराबर हœ,x f x 
 इसिलए यह बराबर है वगŊमूल चार ɘस  दो जो िक दो जमा दो है जो चार हैs 
 इसिलए यह सीमा की गणना करने का एक और तरीका है जब आप अंश और हर दोनो ंकी सीमा Ůाɑ करते हœ तो दोनो ंशूɊ हœ तो आगे 
Ɛा होगा इस Ůमेय को यह सœडिवच Ůमेय कहा जाता है या कभी-कभी इसे कहा जाता है  िनचोड़ Ůमेय तो यह Ɛा कहता है िक मान 
लीिजए िक हमारे पास का एक फ़ंƕन है, मान लीिजए िक का के के बराबर से बड़ा है और सभी के िलए के x x f, x g x x h 
के बराबर से कम है,  िजसमŐ एक अंतराल है, लेिकन इसमŐ शािमल नही ंहो सकता है बराबर तो मान लीिजए के इन दो x a fx , x 
फ़ंƕन और के के बीच एक अंतराल मŐ İ̾थत है, िजसमŐ यह भी माना जाता है िक के की सीमा के की सीमा के g x h x g x h 
बराबर है और दोनो ंमान के बराबर हœ,l 
 इसिलए यिद के फलन और के दोनो ंकी सीमा के बराबर है, तो िनʺषŊ यह है िक x g x h l 

के की सीमा जैसे-जैसे तक पŠँचती है, यह मौजूद है और यह िफर से उसी सीमा के बराबर है,x f x a l 
 इसिलए यिद आप एक Ťाफ का उपयोग करते Šए देखते हœ तो  यह Ɛा कहता है िक मान लीिजए िक आपके पास कोई फ़ंƕन है 
कहता है िक कुछ अंतराल मŐ यह fx 

के दो कायŘ और के के बीच है और सीमा समान है,x g x h 
 इसिलए इस मामले मŐ मुझे इसे आकिषŊत करने दŐ  तािक हमारे पास का हो और हमारे पास का और का हो।x f x g x h 
  इस मामले मŐ िक के ऊपरी फलन और के िनचले फलन की सीमा यिद वे दोनो ंसमान हœ तो की की सीमा भी समान x h x g x f 
है,
 इसिलए िटɔणी सœडिवच Ůमेय को एİɛलॉन डेʐा पįरभाषा का उपयोग करके िसȠ िकया जा सकता है
 इसिलए मœ सुझाव दंूगा िक छाũ इस पįरभाषा का उपयोग करके इसे सािबत करने का Ůयास कर सकते हœ लेिकन हम सबूत को छोड़ दŐ गे
बİʋ वे कहते हœ िक यह बŠत महȕपूणŊ है
 इसिलए यह Ůमेय सीमाओ ंकी गणना करने मŐ बेहद उपयोगी है
 इसिलए कई बार ऐसा होता है िक फ़ंƕन िजसकी सीमा है  आप गणना करना चाहते हœ यह जिटल हो सकता है लेिकन यिद आप एक 
छोटा फ़ंƕन और एक बड़ा फ़ंƕन ढंूढ सकते हœ और आप आसानी से सीमाओ ंकी गणना कर सकते हœ और यिद सीमाएं समान हœ तो 
इसकी भी वही सीमा है
 इसिलए हम इसका उपयोग करके एक महȕपूणŊ सीमा देखŐगे Ůमेय
 इसिलए एक आवेदन के ŝप मŐ हम यह सािबत करŐ गे 
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िक फ़ंƕन साइन ओवर जैसे शूɊ के करीब पŠंचता है यह एक के बराबर हैx x x 
 इसिलए यह सीमा के िलए एक बŠत ही महȕपूणŊ सूũ है िक शूɊ पर सीमा एक नोट के बराबर है िक  यहां हम नोट काsin x x x 
उपयोग नही ंकर सकते हœ िक हम भागफल िनयम का उपयोग नही ंकर सकते Ɛोिंक हर की सीमा 0 है अंश की सीमा भी 0 है और यहां 
हमारे पास बŠपद नही ंहœ िक हम को रȞ करते हœ और िफर भागफल िनयम का उपयोग करने का Ůयास करते हœ, बİʋ हम Ɛा x 
करŐ गे  Ɛा यह है िक हम 
सœडिवच Ůमेय का उपयोग करके यह सािबत करŐ गे िक यह सीमा 1 के बराबर है, ऐसा करने के िलए मुझे पहले िũǛा का एक वृȅ बनाने 
दŐ  तािक मेरे पास एक वृȅ हो और इस वृȅ की िũǛा एक हो
 इसिलए मेरे पास यह है यह एक है यह एक है और अब हम रेिडयन के बराबर कोण लेते हœ,x 
 इसिलए यह रेिडयन मŐ है और मुझे यह िũभुज बनाने दŐ  और मुझे इन दो िबंदुओ ंको िमलाने दŐ  और हम इसे भी बढ़ाएंगे और िफर यहांx 
एक लंब खीचंŐगे।
 मुझे इन िबंदुओ ंको िचि˥त करने दŐ  तािक यहाँ यह िबंदु है यह है और यह ih a b c d 
है िũǛा के एक वृȅ पर िवचार करŐ  और को रेिडयन मŐ एक कोण मानŐ और बाईं ओर खीचंी गई आकृित पर िवचार करŐ  आइए अब x 
इस आकृित से ऐसा करने का Ůयास करŐ  यह ˙ʼ है िक अगर मœ Ɨेũ को देखता šं तो िũभुज ओब का Ɨेũफल यह 
Ɨेũ Ɨेũ ओएबी के Ɨेũफल से कम है जो िक बड़े िũभुज ओड के Ɨेũफल से कम है,
 इसिलए हमारे पास यह Ɨेũ है यह पूरे सकŊ ल का एक अंश है और का  िनिʮत ŝप से िũभुज ओब यह Ɨेũ इस Ɨेũ के Ɨेũफल से कम है 
और यह Ɨेũ िफर से इस िũभुज ओड के बीच सƢी से समािहत है
 इसिलए हमŐ यह अभी िमलता है आइए देखŐ िक ये कौन से Ɨेũ हœ जो हमारे पास अब िũभुज ओब का Ɨेũ है  आधा गुना के बराबर आधार 
ओए गुना बीसी है जो ओए की आधा लंबाई के बराबर है यह एक है जो लंबाई बीसी है
 इसिलए ȯान दŐ  िक यह कोण एƛ है
 इसिलए यह लंबाई बीसी साइन साइन एƛ के सही संकेत के अलावा कुछ भी नही ंहै  कुछ भी नही ंहै  िवपरीत भुजा और कणŊ काx t 
अनुपात जो यहाँ एक है
 इसिलए की Ǜा को एक से िवभािजत िकया जाता है,x bc 
 इसिलए Ǜा के बराबर है,bc, x 
 इसिलए यह पाप का आधा गुना है,x 
 इसिलए हमŐ िũभुज का Ɨेũफल आधा के बराबर है अब oab sine x 
िũǛखंड के िũǛखंड Ɨेũ का Ɨेũफल Ɛा हैoab 
 इसिलए िũǛखंड का Ɨेũफल कोण के अनुपात मŐ Ɨेũफल के अनुपात मŐ है
 इसिलए हमारे पास कोण को वृȅ के कुल कोण से िवभािजत िकया गया है दो रेिडयन हैx pi 
 इसिलए को दो से वृȅ के Ɨेũफल मŐ दो कोण के िलए िवभािजत िकया जाता है, हमŐ वृȅ का पूरा Ɨेũफल िमलता हैx pi pi 
 इसिलए कोण के िलए हम को वृȅ के Ɨेũफल मŐ दो से िवभािजत करते हœ,x x pi 
 इसिलए यह के बराबर है सकŊ ल के दो पीआई Ɨेũ से िवभािजत कुछ भी नही ंहै, लेिकन िũǛा एक वगŊ के पीआई गुणा है,x 
 इसिलए यह मुझे िसफŊ  आधा देता हैx 
 इसिलए Ɨेũ का Ɨेũफल आधा है और हमŐ िũभुज ओड के Ɨेũ की भी आवʴकता है, x 
इसिलए यह िफर से एक समकोण िũभुज और Ɨेũ है  िवǒापन से आधा गुना अिधक है , मुझे िफर से िचũ िदखाने दŐ  तािक िũभुज oad 
Ɨेũफल आधा गुना िवǒापन है इस िũभुज ओड मŐ िवǒापन की लंबाई Ɛा है यिद हम देखते हœ िक यह आधार लंबाई एक का है तो यह 
िवपरीत पƗ लंबाई टैन एƛ का है
 इसिलए यह आधा गुणा ओ गुना िवǒापन के बराबर है जो आधा है  गुणा एक बार तन यह आधा तन है तो हमŐ जो िमलता है वह यहx x 
है िक शूɊ से पीआई बटा दो के बीच िकसी भी एƛ के िलए हमारे पास िũभुज ओएब का Ɨेũफल आधा साइन है उस Ɨेũ के Ɨेũफलx 
से कम है जो आधा है जो िक है  आधे गुना से भी कम टैन एƛ सही यह हर कोण के िलए सच है जो शूɊ और पीआई के बीच दो x x 
से है अब हम जो करते हœ वह यह है िक हम साइन एƛ से िवभािजत करते हœ 
यिद एƛ शूɊ के बीच है और पीआई दो पाप एƛ सकाराȏक है तो िवभािजत है  इससे हमŐ जो िमलता है वह यह है िक पहले मœ इनमŐ 
से Ůȑेक से इस आधे को रȞ कर दंू तािक हमŐ Ǜा से कम हो, से कम हो और िफर से िवभािजत करके x x tan x sine xi 
Ůाɑ िकया गया हो , से कम हो तो से कम हो।x sine x 
 टैन एƛ को साइन एƛ से िवभािजत िकया जाता है लेिकन टैन एƛ साइन एƛ को कॉस एƛ से िवभािजत िकया जाता है,
 इसिलए यह एक बटा कॉस के बराबर है  तो िनʺषŊ यह है िक हमŐ जो िमलता है वह हैx 
 इसिलए एक साइन से से कम है जो  शूɊ और के बीच Ůȑेक के िलए के कोसाइन Ȫारा एक से कम है अब यिद हम x x pi x x 
पार˙įरक लेते हœ तो इसका अथŊ है िक यिद मœ पार˙įरक लेता šं  असमानता बदल जाती है
 इसिलए हमŐ 1 िमलता है साइन से बटा जो सभी के िलए से बड़ा है x x x cos x 
0 से कम से कम बटा 2 सही हैx pi 
 इसिलए यह एक बŠत ही महȕपूणŊ असमानता है
 इसिलए हमŐ िमल गया है िक मुझे इसे िफर से िलखने दŐ  Ɛोिंक  बटा से कम है, जो एक से कम है, यिद शूɊ से कम है, तोx, x x x 

से दो गुणा कम है , हम जो खोज रहे थे , वह की सीमा है, हमने जो िकया वह हमने पाया है िक pi sin x x x sin x by  x,
के बीच है और सभी के िलए एक शूɊ और के बीच दो है,cos x x pi 

 इसिलए यिद मœ को घटाकर से बदल दंू तो हम ȯान दŐ  िक ऋणाȏक का और कुछ नही ंबİʋ का है और x x x cos x cos 
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ऋण की Ǜा माइनस से िवभािजत है Ɛोिंक है  एक िवषम फलन यह माइनस है जो माइनस से िवभािजत है x x sin sin x x 
जो िफर से बटा के बराबर है जो िक दोनो ंsin x x cos .
 है  और बटा सम फलन हœ,x sin x x 
 इसिलए यिद ऋणाȏक है तो ऋण धनाȏक है, Ɛोिंक हमारे पास यह असमानता है,x x 
 इसिलए एक से असमानता वाˑव मŐ िकसी भी के िलए शूɊ से बटा बटा दो के बीच सही हैx pi pi 
 इसिलए अब हमŐ शूɊ से युƅ एक अंतराल िमला है िजसमŐ हमारे पास यह असमानता है िक से बड़ा है औरsin x x x, cos x 
एक से कम है, अब हमŐ बस यह जानने की आवʴकता है िक की सीमा Ɛा है और 1 की सीमा की सीमा के बाद से 0 तक cos x x 
पŠंचती है।

के के ŝप मŐ के करीब पŠंचता है, यह केवल 0 के के बराबर है जो 1 है और िनिʮत ŝप से İ̾थर फ़ंƕन की  x cos x 0 cos 
सीमा एक सœडिवच Ůमेय Ȫारा एक के बराबर 
है के ŝप मŐ की सीमा का संकेत है Ɛोिंक शूɊ के करीब पŠंचता है यह भी है एक के बराबरx x x x 
 इसिलए हमने 
इस फ़ंƕन को दो फ़ंƕन और एक िजसकी सीमा की गणना करना आसान है और िफर हम जानते हœ िक यह सीमा भी 1 के cos x 
बराबर है, के बीच इस फ़ंƕन का उपयोग करके यह सािबत कर िदया है।
 तो यह एक है सीमा के िलए बŠत महȕपूणŊ सूũ और आप कई सीमाओ ंकी गणना के िलए इसका उपयोग करŐ ,ca  n 
 इसिलए हम इस सूũ का उपयोग करके कुछ उदाहरण करŐ गे,
 इसिलए एक यह है िक यिद मœ टैन एƛ बटा एƛ की सीमा िलखता šं तो यह इसके बराबर है िक टैन एƛ बटा एƛ यह साइन एƛ 
बटा एƛ गुणा 1 के बराबर है  यिद के बराबर नही ंहै और हम जानते हœ िक बटा की सीमा 1 के by cos x x, 0 sin x x 
बराबर है और एक बटा की सीमा एक के बराबर है Ɛोिंक की सीमा एक है तो यह भी एक हैcos x x 
 इसिलए उȋाद िनयम के अनुसार टैन बटा यह भी एक दूसरे के बराबर है एक महȕपूणŊ सीमा यह है िक एक ऋण की यह सीमा x x 
Ɛा है Ɛोिंक को से िवभािजत िकया जाता है,x x 
 इसिलए हमारे पास यह है िक जैसे ही पर जाता है , भाजक की सीमा 0 है अंश की सीमा िफर से 1 माइनस 1 है जो िक 0 है और x 0 
हम इस सीमा की गणना करना चाहते हœ
 इसिलए िũकोणिमित से याद करŐ  हम कोण के कॉस को आधे कोण के साइन के ŝप मŐ ʩƅ कर सकते हœ
 इसिलए का माइनस के बराबर है  2 साइन ˍायर ए राइट कॉस ऑफ़ 2 ए कॉस ˍायर ए माइनस पाप ˍायर ए है जो 2a cos 1 
एक माइनस टू पाप ˍायर के बराबर है  तो वह एक ऋण है Ɛोिंक दो बराबर दो साइन वगŊ हैa a a 
 इसिलए एक ऋण बटा दो का दो गुना Ǜा वगŊ के अलावा कुछ नही ंहैcos x x 
 इसिलए अंश दो गुना पाप वगŊ बटा दो हर के बराबर है x x
 इसिलए एक घटा बटा यह दो Ǜा वगŊ बटा दो गुणा के बराबर है यिद शूɊ के बराबर नही ंहै और िफर हम इसे cos x x x x x 
िलख सकते हœ यह की Ǜा बटा दो गुणा से दो गुना एक और िचɎ के बराबर है  बटा 2 दाएँ मœ इस 2 को हर मŐ लाया šँx x x 
 इसिलए मुझे यहाँ बटा 2 िमलता हैx 
 इसिलए की सीमा एक ऋण के शूɊ पर जा रही है Ɛोिंक बटा यह की सीमा के बराबर है जो के शूɊ से दो x x x x x sine x 
िवभािजत है  Ȫारा की Ǜा की सीमा से दो गुणा के ŝप मŐ शूɊ हो जाता है बशतő िक ये दो सीमाएं अभी मौजूद हो,ंx x x x 
 इसिलए अब हम जो जानते हœ वह यह है िक Ǜा की सीमा शूɊ के करीब पŠंचती है जो िक यहां एक के बराबर है जो हमारे x x x 
पास है की Ǜा दो गुणा से दो िवभािजत होती है,x x 
 इसिलए यिद हम को बटा दो के बराबर रखते हœ तो जैसे शूɊ भी की ओर जाता है  शूɊ पर समाɑ होता है Ɛोिंक y x x y t y 

का आधा हैx 
 इसिलए यह सीमा Ǜा बटा दो के शूɊ तक बटा दो से िवभािजत है, साइन बटा की सीमा के बराबर है जहां शूɊ के x x x y y y 
करीब पŠंच रहा है और यह सीमा हम जानते हœ िक एक है और  िनिʮत ŝप से की अɊ सीमा सीमा साइन बटा 2 के 0 पर जा रहीx x 
है यह 0 की साइन के बराबर है जो िक 1 है जो िक शूɊ है
 इसिलए एक माइनस कॉस बटा की सीमा शूɊ पर जा रही है यह शूɊ के बराबर हैx xx 
 इसिलए हमने तीन देखा  िũकोणिमतीय कायŘ के संदभŊ मŐ सीमा एक साइन है Ɛोिंक शूɊ एक है और शूɊ पर टैन बटा x x x x x
की उस सीमा का उपयोग करना भी एक है और एक माइनस कॉस बटा की सीमा शूɊ के बराबर हैx x 
 इसिलए कुछ अɊ उदाहरण का उपयोग करते Šए  ये सूũ तो दो के एक तन की सीमा को तीन से िवभािजत करने पर x x 
हम Ɛा कर सकते हœ िक यह बराबर है हम दो से िवभािजत दो िलख सकते हœ और िफर इसे दो से गुणा कर सकते हœ यिद x x x x 
शूɊ नही ंहै तो मœ टैन दो एƛ को टैन दो एƛ बटा दो एƛ गुणा दो एƛ िलख सकता šं इसी तरह साइन Ūी एƛ को पाप के ŝप मŐ 
िलखा जा सकता है  तीन तीन गुणा तीन और िफर हमारे पास सीमा है Ɛोिंक अब शूɊ हो जाता e x x x x 
है इसमŐ एक दो बटा तीन यिद शूɊ नही ंहै तो मœ इस को रȞ कर सकता šं और िफर हम तन की सीमा को के ŝप मŐx x x x y y 
जानते हœ  शूɊ तक पŠंचता है जो िक िकसी भी िचɎ बटा की एक सीमा है Ɛोिंक शूɊ के करीब पŠंचता है जो िक एक भीy y y y 
है
 इसिलए यह İ̾थरांक के बराबर है िजसे सीमा से िनकाला जा सकता है
 इसिलए की दो ितहाई सीमा शूɊ तन पर जा रही है दो को दो से िवभािजत िकया गया है  एƛ और िफर सीमा से िवभािजत साइनx x 
तीन एƛ को तीन एƛ से िवभािजत िकया जाता है जो दो ितहाई के बराबर होता है हमने देखा है िक दोनो ंसीमाएं एक हœ
 इसिलए यह दो-ितहाई के बराबर है एक और उदाहरण 
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की सीमा का पता लगाएं , पाप के शूɊ से तीन िवभािजत  से बŠत सारे छाũ यह सोचकर गलितयाँ करते हœ िक तीन का यह x x x x 
िचɎ यह शूɊ पर जा रहा है भी शूɊ जा रहा है और हमने देखा है िक की सीमा जो 1 के बराबर है लेिकन यह सीमा x sin x x x 
1 के बराबर नही ंहै  Ɛोिंक यहाँ हमŐ जो करना है वह यह है िक हमŐ उसी चीज़ का उपयोग करने की आवʴकता है
 इसिलए हम सीमा से x z .
 तक िलखते हœ  इरो पाप Ūी एƛ िवभािजत है अगर मœ तीन एƛ िलखता šं तो यहां मेरे पास जो कुछ भी अंदर है, मœ इसे िवभािजत कर 
रहा šं िक यह सीमा 1 के बराबर है और िफर मुझे समान फ़ंƕन Ůाɑ करने के िलए इसे 3 से गुणा करना होगा
 इसिलए यह सीमा बराबर है इस सीमा तक और अब Ɛोिंक मœ उसी से िवभािजत कर रहा šं जो साइन के अंदर है तो मœ बस 3x 3x 
िलख सकता šं या यिद आप चाहŐ तो आप एक और चरण िलख सकते हœ यह की की शूɊ साइन मŐ गुणा तीन की सीमा के y y y 
बराबर है और जहां तीन के बराबर है और िफर यह तीन के बराबर है, y x 
इसिलए इसे दूसरे वेįरएबल मŐ बदलना एक अǅा िवचार है और िफर वे के िलए सूũ का उपयोग करते हœ,y sine y by y 
 इसिलए कम से कम शुŜआत मŐ आपको यह करना चािहए  इस गलती से बचने के िलए ऐसा करŐ  िक यह साइन Ūी बटा को शूɊx xx 
करने के बराबर नही ंहै यह एक के बराबर है यह गलत है,
 इसिलए अगली बात िजसके बारे मŐ हम बात करŐ गे वह है िजसे हम अनंत सीमा कहते हœ,
 इसिलए बस होगा  एक उदाहरण Ȫारा समझाएं तो मान लीिजए िक आप ii f .
 पर िवचार करते हœ बराबर एक बटा के िलए शूɊ के बराबर नही ंहै,x x x 
 इसिलए यह फ़ंƕन यिद आप देखते हœ िक जैसे ही हम 0 की ओर बढ़ते हœ तो एक छोटी सकाराȏक संƥा बन जाता है 1 बटा x x 
बड़ा और बड़ा हो जाता है,
 इसिलए इस फ़ंƕन का Ťाफ यह आयताकार अितपरवलय है और ऋणाȏक के िलए  हमारे पास यह है Ɛोिंक ऋणाȏक है तो x x 
Ɛा होता है िक जैसे ही की ओर बढ़ता है इसका मतलब है िक दाएं 1 से बड़ा और बड़ा हो जाता है और जैसे ही शूɊ से x 0 x x 
शूɊ हो जाता है , इसका मतलब है िक बाईं ओर से यिद आप शूɊ पर पŠंचते हœ तो एक  Ȫारा बड़ी ऋणाȏक संƥा बन जाती हैx 
 इसिलए हम इसे और अिधक सƢी से समझाएंगे लेिकन हम ऐसा Ɛा कहते हœ ऐसे मामलो ंमŐ हम कहते हœ िक 1 की सीमा के ŝप मŐx 

दाईं ओर से 0 तक पŠंचती है यह सकाराȏक अनंत के x 
बराबर है और की सीमा 0 से कम हो जाती है  1 बटा यह ऋणाȏक अनंत के बराबर हैx x 
 इसिलए इसका सीधा सा अथŊ है िक यिद एक छोटी धनाȏक संƥा है तो 1 बटा एक बड़ी धनाȏक संƥा बन जाती है और यिद x x 

एक छोटी ऋणाȏक संƥा है तो 1 बटा एक बड़ी ऋणाȏक संƥा बन जाती है,x x 
 इसिलए हम  इस Ůतीक का Ůयोग करŐ   सकाराȏक अनंत और ऋणाȏक अनंत केवल यह कहने के िलए िक अगली कƗा मŐ मœ इसे और
अिधक कठोर बना दंूगा और पįरभािषत कŝंगा जब हम कहते हœ िक एक िबंदु पर सीमा सकाराȏक अनंत या नकाराȏक अनंत है और 
िफर हम अगली कƗा मŐ कुछ और उदाहरण देखŐगे  हम इस सीमा के सकाराȏक अनंत और नकाराȏक अनंत होने के बारे मŐ इसे और 
अिधक पीछे छोड़ दŐ गे और िफर हम इस पर कुछ और उदाहरण देखŐगे धɊवाद 
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