
 সীমা সѕিকκত িеতীয় έলকচাের Ѿাগতম
 তাই ϕথম বক্তৃতায় আমরা সীমার অথ κ িদেয়িছলাম এবং তারপের আমরা সীমার িরেςস এপিসলন έডѝা সংϡাও 
έদেখিছলাম এবং তারপের আমরা িকছΦ  ίবিশѭҝ έদখিছলাম
 তাই আজ আিম িকছΦ  িদেয় চািলেয় যাব  সীমার আরও ίবিশѭҝ এবং তারপের আমরা আরও িকছΦ  ফলাফল বণ κনা করব
 তাই আমরা সীমার ίবিশѭҝვিল িনেয় চলেত থাকব
 তাই έশষবার আমরা έদেখিছলাম έযাগফেলর পাথ κেকҝর িনয়ম এবং তারপের একΜট ቀবেকর ვিণতক
 তাই আজ έদখা যাক এর ვণফেলর সীমার কী হয়  পেণҝর িনয়মΜট ফাংশন ক჈ন
 তাই এΜট সহজভােব বেল έয যিদ এর সীমা এর এ যায় এবং এর সীমা এর এ যায় তেব পণҝ ফাংশেনর x- x- af- x- x- ag-
সীমা ვণ এΜটও িবদҝমান থােক এবং পেণҝর সীমাΜট সমান হয়  সীমার ვণফল এই বার এর এর সীমা fx gx x g x 
িহসােব এ যায়a 
 তাই পেণҝর সীমাΜট সীমার ვণফল আবার এΜট এিপিসলন έডѝা সংϡা বҝবহার কের ϕমাণ করা έযেত পাের তেব আমরা 
এিড়েয় যাব  ই ϕমাণ বরং έদখা যাক έয এΜট বҝবহার কের আিম এই ফলাফলΜট বণ κনা কির
 তাই ধ჈ন এর একΜট বাѷব সহগ সহ একΜট বቍপদ যা x p 

এর হল একΜট ቀবক একΜট শূনҝ ъাস এক ъাস দুই বগ κx p x x 
 তাই পয κо তারপর এর এর সীমা έয έকােনা এর কােছ έগেল এΜট এর এর সমানanx to power n x p x a a p 
 তাই এΜট ϕমাণ করার জনҝ আপনােক ზধুমাϏ জানেত হেব
 তাই ϕথেম মেন রাখেবন έয এর সীমা এর এ যােИ এΜট এর সমান Μঠক এটা খুব সহজ έডѝা x x a a epsilon 
সংϡা বҝবহার কের আপিন ზধু έদখেত হেব έয এর সমান έডѝা কাজ করেবcn epsilon 
 তাই ফাংশেনর এর সীমা এর সমান এর সীমা এ যায় এর সমানfx x x a a 
 তাই এΜট বҝবহার কের
 তাই এর বেগ κর সীমা έত έগেল এΜট পেণҝর িনয়ম অনুসাের সহজভােব একΜট বগ κেϠেϏর সমান হেব x x a-
এবং έথেক এ যাওয়ার সীমার еারা এΜট ϕাকৃিতক সংখҝায় সমѷ এর জনҝ এর সমান ।x kx- k- k-

এর এর সীমা έত  x- p- x a-
έগেল সবার আেগ আিম এই িহসােব িলখেত পাির  একΜট 1 ვণ এর 0 ъাস সীমার সীমা এবং একইভােব একΜট ვন এরx x 
সীমা পয κо έথেক এ যায় এΜট έযাগফেলর িনয়ম অনুসাের এবং তারপর আপিন একΜট ቀবক সমেয়র έসই x n x a 
সীমাΜট বҝবহার কেরন একΜট ফাংশন ቀবক সময়  সীমা
 তাই এΜট έবাঝায় এর এর সীমা হল এর সমান ቀবেকর সীমার সমান হল একΜট শূনҝ έযাগ একΜট এর সীমার x- p- x a- x 
একვণ যখন একΜট έযােগ যায় বগ κ এর িеვণ সীমােত যােИ  x x x a
 তাই একΜট বার সীমা পয κо এর έথেক হয় এ যায় এΜট একΜট শূেনҝর সমান এবং একΜট এর সীমাΜট έকবল একΜটx n x a 
έযাগ একΜট দুই ვণ একΜট বগ κেϠϏ এবং এর সীমা έথেক একΜট  িকᅀ এΜট এর এ মূলҝায়ন করা বቍপদীর x n n a ap 
মান ছাড়া আর িকছΦ ই নয়
 তাই আমরা
 তাই কেরিছ উদাহরণѾ჉প যিদ আমরা বলেত সীমা চাই বগ κ ъাস 3 ъাস 2 এর মেধҝ একΜট বলেত যাΝИ তাহেল x x x 
আপিন এΜট িলখেত পােরন 1-এ বቍপদীর মান যােত 1 বগ κ έযাগ িতন ვণ এক έযাগ দুই যা এক έযাগ িতন έযাগ দুই যা ছয় 
ডােনর পেরর িনয়ম দΜুট ফাংশেনর ভাগফল সѕেকκ
 তাই ধ჈ন এর সীমা এ যােИ এবং এর এ যাওয়ার সীমা এ এΜট আরও িবদҝমান এবং শূেনҝর সমান নয় x- afx- x- ag- x- 
তাহেল এই দΜুট ফাংশেনর ভাগফেলর সীমা 

এর еারা হল এর এর সীমা еারা এর এর সীমার সমানx g fx x g x f 
 তাই এΜট হল ফলাফল তেব এর হর এর সীমা যিদ 0 এর সমান হয় তেব 0 еারা িবভাজন সংϡািয়ত করা হয় নাx g 
 তাই অবশҝই আমরা এΜট িলখেত পাির না িকᅀ  যিদ সীমাΜট অ-শূনҝ হয় তেব এর অথ κ έবাঝায় এবং আমরা এই সূϏΜট 
বҝবহার করেত পাির έয έকাসাইেনর সীমাΜট সীমার ভাগফল, তেব হরΜটর সীমা শূেনҝর সমান না হয়
 তাই এর অথ κ হল এΜট হল ভাগফেলর সীমা  দুΜট ফাংশন 
সীমার ভাগফেলর সমান হয় যিদ 
হরΜটর সীমা শূনҝ হয় না, উদাহরণѾ჉প, যিদ আমােদরেক ঘনেϠϏ ъাস দুই ъাস িতন ভাগ কের বগ κ ъাস ওয়ােনর x x x 
সীমা গণনা করেত হয়, যখন এেকর কােছ আেস তখন এখােন ϕথেম আপিন έদখুন  έয িল িক  হর-এর যখন x mit x 
এক বগ κ ъাস এক এর কােছ যায় বቍপদীx 
 তাই বগ κ ъাস ওয়ােনর সীমা হল এক বগ κ ъাস ওয়ান যা শূনҝ নয়x 
 তাই আিম িলখেত পাির έয এর সীমা এক বগ κ ъাস এক এ যােИ  এক বগ κ ъাস এক এর সমান যা দুইΜট এΜট শূনҝ নয়x x 
 তাই এর সীমা এক ঘনেϠϏ ъাস দুই ъাস িতন еারা বগ κ ъাস ওয়ান έকবলমাϏ সীমার ভাগফল এবং এখন x x x x 
উভয়ই বቍপদ
 তাই আমরা জািন έয  আমােদর ზধু এটােক মূলҝায়ন করেত হেব
 তাই এর সমান হেল আমরা পােবা এক ঘনক έযাগ দুই έযাগ িতন এই ছয় ভাগ দুই িদেয়x 
 তাই এই িতনΜট হেলা আিম আপনােক সতকκ কের িদΝИ আমরা বেলিছ έয হর ফাংশেনর সীমা যিদ অ-শূনҝ হয় তাহেল 
ভাগফেলর সীমা িবদҝমান এবং সীমার έকাসাইেনর সমান িকᅀ যিদ হর ফাংশেনর সীমা 0 হয় তেব আমরা বলেত পাির না έয 
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সীমাΜট িবদҝমান έনই
 তাই еারা এর gx fx 
সীমা এর এর সীমা সমান হেলও এΜট িবদҝমান থাকেত পাের  শূনҝ έথেক আসেল আমরা έদখেত পাব έয έবিশরভাগই x g 
ვ჈Яপূণ κ উদাহরণვিল হেব যখন হরΜটর সীমা আসেল শূেনҝর সমান,
 তাই উদাহরণѾ჉প এর সীমা খুেঁজ έবর ক჈ন এক বগ κ িবেয়াগ িতন ъাস দুই ভাগ িবেয়াগ এক еারা িবভЅ যিদ x x x x 
এΜট িবদҝমান থােক তাহেল এখােন আমরা έদখেত পাই έয এর সীমা যােИ িবেয়াগ এেকর একΜটেত এΜট έকবল একΜট x x 
িবেয়াগ এক যা শূনҝও
 তাই আমরা সরাসির ভাগফল িনয়মΜট বҝবহার করেত পাির না
 তাই আমরা সরাসির ভাগফল িনয়মΜট বҝবহার করেত পাির না  িকᅀ যিদ আমরা έদিখ লেবর লব সীমা যা আবার 1 বগ κ 
িবেয়াগ 3 বার  1 έযাগ 2 যা 0ও।
 সুতরাং লব এবং হর উভেয়র সীমা আসেল শূনҝ এখােন আমরা έদখেত পাΝИ έয সমান এেকর লব এবং হর উভয়ই শূনҝx 
 তাই িবেয়াগ 1 এখােন x 

বগ κেϠেϏর একΜট ვণনীয়ক  িবেয়াগ 3 έযাগ 2 ভাগ িবেয়াগ 1 এΜট সমান িবেয়াগ 1 ვণ িবেয়াগ 2 ভাগ x x x x x x 
িবেয়াগ 1 অবশҝই এΜট সংϡািয়ত করা হয় যিদ এেকর সমান না হয় এবং যিদ এেকর সমান না হয় তেব έকউ বািতল x x 
করেত পাের  এই িবেয়াগ এক এবং এΜট έথেক িবেয়াগ দুই যিদ এেকর সমান না হয়x equ  al x x 
 তাই এর সীমা বগ κ িবেয়াগ িতন ъাস দুই еারা িবেয়াগ 1 এর একΜটেত থােক এΜট িবেয়াগ 2 এর 1 এর x x x x x 
কাছাকািছ এর সীমার মেতা একই Νজিনস কারণ মেন রাখেবন έয যখন সীমা গণনা করার জনҝ আমােদরেক এর সমান x x 

এর ফাংশেনর মান িবেবচনা করেত হেব না আমােদর ზধুমাϏ জানেত হেব যখন যেথѭ পিরমােণ একΜটর কাছাকািছ a x 
থােক
 তাই এΜট আবার সমান এΜট একΜট বቍপদী
 তাই এΜট হল 1 িবেয়াগ 2 যা িবেয়াগ 1 ডান
 তাই এই উদাহরেণ আমরা έদখেত পাই έয হরΜটর সীমা িবদҝমান না থাকেলও ভাগফেলর সীমাΜট Μঠক থাকেত পাের
 তাই এΜট সীমা খুেঁজ έবর করার έচѭা করার একΜট উপায় আসুন আমরা আরও একΜট উদাহরণ কির যােত সীমা কী  x 
িবেয়াগ চার এর কােছ আেস বগ κমূল িবেয়াগ দুই еারা িবভЅx 
 তাই এখােন ফাংশনΜট
 তাই এখােন আমােদর এই ফাংশনΜট আেছ এর সমান িবেয়াগ 4 ভাগ কের বগ κমূল িবেয়াগ দুই еারা এΜট সংϡািয়ত x x x 
করা হেয়েছ έযেকােনা এর জনҝ যা এর έচেয় বড়  শূেনҝর সমান িকᅀ চার আর এর সমান নয় x x ight
 তাই যিদ আিম একΜট বҝবধান িনই এবং έযেকােনা একΜট বҝবধান িনই যা চােরর কাছাকািছ έকােনা বҝবধান যােত ঋণাЮক 
পূণ κসংখҝা ঋণাЮক বাѷব সংখҝা থােক না তাহেল এই ফাংশনΜট সংϡািয়ত করা হয় এবং আমরা জানেত চাই সীমা কী
 তাই আমরা এই ফাংশেনর সীমা সѕেকκ কথা বলেত পাির
 তাই মেন রাখেবন έয এΜট আবার আমরা সরলীকরণ করেত পাির যােত আমরা 
বগ κমূল έযাগ দুই еারা ვন এবং ভাগ করেত পাির এΜট হল বগ κমূল িবেয়াগ দুই এর সংেযাজক έপেত িবেয়াগ x x fx x 
সমান িবেয়াগ 4 ვণ বগ κমূল έযাগ 2 বগ κমূল еারা  িবেয়াগ 2 বার বগ κমূল ъাস 2 এবং এখন আপিন যিদ হরΜটেত x x x x 
ვণ কেরন তেব আমরা িবেয়াগ 4 পাব এবং এΜট এর সােথ বািতল হেবx 
 তাই বগ κমূল ъাস 2 এর সমান যিদ এর έথেক বড় হয় এবং এর সমান না হয় fx x x 0 x 4 
 তাই 

এর এর সীমা যখন এর কােছ আেস এই ফাংশেনর বগ κমূল ъাস 2 এর সীমার সমান যা এর ফাংশন এর x f x 4 x x f 
সমান একΜট έছাট পয κাч বҝবধােন έযখােন চারΜট বাদ িদেয় চারΜট সমানx 
 তাই এΜট সমান বগ κমূল চার ъাউ  দুই যা দুই έযাগ দুই যা চারs 
 তাই এΜট সীমা গণনার আেরকΜট উপায় যখন আপিন লেবর সীমা পােবন এবং হর উভয়ই শূনҝ, তাহেল পরবতλেত িক হেব 
এই উপপাদҝΜটেক এই সҝাнউইচ উপপাদҝ বলা হয় বা কখনও কখনও এΜট বলা হয়  Ѵুইজ িথওেরম
 তাই এটা িক বেল έয আমােদর কােছ এর একΜট ফাংশন আেছ ধ჈ন এর এর এর έথেক বড় এবং একΜট x x f x g 
বҝবধােন একΜট িকᅀ বাদ িদেয় সব এর জনҝ এর সমান সমান।x x 

এর সমান x 
 তাই ধ჈ন এই দΜুট ফাংশেনর মেধҝ রেয়েছ একΜট বҝবধােন এর এবং এই দুΜট ফাংশেনর মেধҝ একΜট রেয়েছ fx x x h 
έযখােন এও অনুমান ক჈ন έয এর এর সীমা এর এর সীমার সমান এবং উভয়ই সমান বেল বলেত হেল এরx g x h l x 
ফাংশেনর সীমা এবং এর উভয়ই এর সমান তাহেল উপসংহার হল έয x h l 

এর এর সীমা যখন কােছ আেস তখন এΜট িবদҝমান থােক এবং এΜট আবার একই সীমার সমান হয় ডানx f x l 
 তাই আপিন যিদ একΜট ςাফ বҝবহার করেত έদেখন
 তাই  এটা িক বেল έয ধ჈ন আপনার একΜট ফাংশন আেছ বেল έয িকছΦ  বҝবধােন এই Μট fx

এর এবং এর দΜুট ফাংশেনর মেধҝ এবং সীমাΜট একই Μঠকx x h 
 তাই এই έϠেϏ আিম এΜট আকঁেত িদই যােত আমােদর এর থােক এবং আমােদর এর এবং এর থােক  যিদ x f x x x h 

এর উপেরর ফাংশন এর সীমা এবং এর িনেচর ফাংশন এর সীমা উভয়ই যিদ একই হয় তেব এর এর সীমাওx h x g x f 
একই
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 তাই মоবҝ ক჈ন সҝাнউইচ উপপাদҝΜট এিপিসলন έডѝা সংϡা বҝবহার কের ϕমাণ করা έযেত পাের
 তাই আিম সুপািরশ করব έয ছাϏরা এই সংϡা বҝবহার কের এΜট ϕমাণ করার έচѭা করেত পাের তেব আমরা ϕমাণΜট 
এিড়েয় যাব বরং তারা বেল έয এΜট খুবই ვ჈Яপূণ κ
 তাই এই উপপাদҝΜট কΟѕউΜটং সীমার έϠেϏ অতҝо কায κকর 
তাই অেনক সময় যা ঘেট তা হল ফাংশন যার সীমা  আপিন গণনা করেত চান এΜট জΜটল হেত পাের তেব আপিন যিদ একΜট 
έছাট ফাংশন এবং একΜট বড় ফাংশন খুেঁজ έপেত পােরন এবং আপিন সহেজই সীমা গণনা করেত পােরন এবং যিদ সীমা 
একই হয় তেব এΜটরও একই সীমা রেয়েছ
 তাই আমরা এΜট বҝবহার কের একΜট ვ჈Яপূণ κ সীমা έদখেত পাব উপপাদҝ
 তাই একΜট ϕেয়াগ িহসােব আমরা ϕমাণ করব έয এর উপর এর িচেҀর সীমা শূেনҝর কােছ έগেল এΜট এেকর সমানx x x 
 তাই এΜট সীমার জনҝ একΜট অতҝо ვ჈Яপূণ κ সূϏ έয শূেনҝ еারা এর সীমা একΜট έনােটর সমান  এখােন আমরা x x 
উেѣখҝ বҝবহার করেত পাির না έয আমরা ভাগফল িনয়মΜট বҝবহার করেত পাির না কারণ হরΜটর সীমা 0 হল লেবর সীমাও 0 
এবং এখােন আমােদর বቍপদী έনই যা আমরা বািতল করব এবং তারপর ভাগফল িনয়মΜট বҝবহার করার έচѭা করবx 
 তাই আমরা কী করব  এটা হল έয আমরা 
সҝাнউইচ উপপাদҝ বҝবহার কের ϕমাণ করব έয এই সীমাΜট 1 এর সমান
 তাই এΜট করার জনҝ আমােক ϕথেম বҝাসােধ κর একΜট বЫৃ আকঁেত িদন যােত আমার একΜট বЫৃ আেছ এবং এই বেৃЫর 
বҝাসাধ κ একΜট
 তাই আমার কােছ এΜট আেছ এΜট একΜট এΜট একΜট এবং এখন আসুন έরিডয়ােনর সমান একΜট έকাণ িনই সুতরাং এΜট x 
έরিডয়ােন এবং আিম এই ΝϏভΦ জΜট এΜট আকঁব এবং আমােক এই দΜুট িবрেুত έযাগ িদেত িদন এবং আমরা এΜটেক x 
ϕসািরত করব এবং তারপর এখােন একΜট লї আকঁব আমােক এই পেয়л িচিҀত করা যাক
 তাই এখােন এই িবрΜুট হল হল এবং এΜট হল একΜট বҝাসােধ κর একΜট বЫৃ িবেবচনা ক჈ন এবং ih  ave o a b c d x
έক έরিডয়ােন একΜট έকাণ িহসােব িবেবচনা ক჈ন এবং বাম িদেক আকঁা িচϏΜট িবেবচনা ক჈ন এখন আসুন এই িচϏ έথেক 
এΜট পিরѬার করার έচѭা করা যাক আিম যিদ έϠϏফেলর িদেক তাকাই তাহেল ΝϏভΦ জ এর έϠϏফল এΜট έসЄর oab 
έসЄর এর έϠϏফেলর έচেয় কম যা বহৃЫর ΝϏভΦ জ ডানিদেকর έϠϏফেলর তΦ লনায় কমoab oad 
 তাই আমােদর কােছ এই έসЄরΜট হল এΜট পুেরা বেৃЫর একΜট ভЍাংশ এবং এর  অবশҝই ΝϏভΦ জ ওব এই έϠϏΜট এই 
έসЄেরর έϠϏফেলর έচেয় কম এবং এই έসЄরΜট আবার এই ΝϏভΦ জ ওেডর মেধҝ কেঠারভােব ধারণ করা হেয়েছ
 তাই আমরা এখনই এΜট έপেয়িছ এবার আসুন έদিখ এই έϠϏვিল কী কী আমােদর এখন ΝϏভΦ জ ওআেবর έϠϏফল 
অধ κვণ έবেসর সমান ვণ ডান যা এর ίদেঘ κҝর অেধ κক সমান এΜট এক এΜট একΜট ίদঘ κҝ িকoa bc oa bc 
 তাই মেন রাখেবন এই έকাণΜট x
 তাই এই ίদঘ κҝ এর সাইন সাইন ডান সাইন ছাড়া িকছΦ ই নয় িকছΦ ই না বু  িবপরীত বাቍর অনুপাত এবং কেণ κর bc x x t 
অনুপাত এখােন এক
 তাই এর έক এক еারা ভাগ করেল সাইন এর সমানx sine bc bc x 
 তাই এΜট অেধ κক ვণ এক ვণ sin x
 তাই আমরা পাই ΝϏভΦ েজর έϠϏফল অেধ κেকর সমান এখন έসЄর এর έসЄর έϠϏফেলর έϠϏফল oab sine x oab 
কত
 তাই έসЄেরর έϠϏফল έϠϏফেলর অনুপােত έকােণর অনুপােত
 তাই আমােদর কােছ έকাণ হল বেৃЫর έমাট έকাণ еারা ভাগ দুই পাই έরিডয়ানx 
 তাই έক বেৃЫর έϠϏফল দুই পাই еারা ভাগ করেল দুই পাই x 
έকােণর জনҝ আমরা বেৃЫর পুেরা έϠϏফল পাই
 তাই έকােণর জনҝ আমরা έক দুই পাই еারা ভাগ করেল বেৃЫর έϠϏফল এর সমান  বেৃЫর দুই পাই έϠϏফল еারা x x x 
ভাগ করেল পাই বার বҝাসাধ κ এক বগ κেϠϏ ছাড়া আর িকছΦ ই নয়
 তাই এΜট আমােক মাϏ অেধ κক έদয়
 তাই έসЄেরর έϠϏফল অেধ κক এবং আমােদরও ΝϏভΦ জ ওেডর έϠϏফল ϕেয়াজনx 
 তাই এΜট আবার একΜট সমেকাণ ΝϏভΦ জ এবং έϠϏফল  এর অেধ κক বার ვন িবϡাপন আমােক আবার ছিব έদখােত oa 
িদন
 তাই ΝϏভΦ জ ওড έϠϏফল অেধ κক ვণ িবϡাপন এই ΝϏভΦ জ ওেডর িবϡাপেনর ίদঘ κҝ কত যিদ আমরা έদিখ এই িভিЫΜটoa 
ίদেঘ κҝর এক
 তাই এই িবপরীত িদকΜট ίদঘ κҝ tan x
 তাই এΜট অেধ κক ვণ িবϡাপেনর সমান যােত অেধ κক হয়  বার ওয়ান বার টҝান এЊ এΜট অধ κ টҝান এЊoa 
 তাই আমরা যা পাই তা হল শূনҝ έথেক পাই বাই দুই এর মেধҝ έযেকান এর জনҝ আমােদর কােছ ΝϏভΦ জ এর x oab 
έϠϏফল অধ κ সাইন হল έসЄেরর έϠϏফেলর έচেয় কম যা হল অেধ κক অেধ κেকরও কম টҝান ডান এΜট ϕিতΜট x x x 
έকাণ এর জনҝ সতҝ যা শূনҝ এবং পাই দুই еারা দুই еারা এখন আমরা যা কির তা হল আমরা িচҀ еারা еারা ভাগ কির x x 
যিদ শূনҝ এবং পাই এর মেধҝ দুΜট পাপ ধনাЮকx x 
 তাই িবভাজক  এর еারা আমরা যা পাই
 তাই ϕথেম আিম এই ϕিতΜট έথেক এই অেধ κকΜট বািতল কির
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 তাই আমরা পাই সাইন এর έচেয় কম এর έচেয় কম এবং তারপর সাইন еারা ভাগ করেল একΜট এর x x tan x x x 
έথেক কম সাইন যা এর έচেয় কম еারা িবভЅ িকᅀ হল еারা ভাগ x tan x sine x tan x sine x cos x 
সুতরাং এΜট еারা এেকর সমান  cos x
 তাই উপসংহারΜট হল আমরা যা পাই
 তাই হল সাইন еারা এর έচেয় কম যা এর έকাসাইন еারা এক έথেক কম শূনҝ এবং এর মেধҝ ϕিতΜট এর x x x pi x 
জনҝ দুই еারা এখন যিদ আমরা পারѺিরক িনই তাহেল এর অথ κ έবাঝায় έয আিম যিদ পারѺিরক ςহণ কির  অসমতা 
পিরবিত κত হয়
 তাই আমরা পাই 1 সাইন বাই এর έচেয় বড় যা এর έচেয় বড় সকেলর জনҝ 0 কম এর έথেক কম x x cos x x pi x 
2 ডান
 তাই এΜট একΜট অতҝо ვ჈Яপূণ κ অসমতা
 তাই আমরা έপেয়িছ έয আমােক এΜট আবার িলখেত িদন  সাইন বাই এর έচেয় কম যা এেকর έচেয় কম যিদ cos x x x 
শূনҝ হয় এর έচেয় কম পাই দুই еারা দুই ডান আমরা যা খুজঁিছলাম তা হল পােপর সীমা еারা আমরা যা কেরিছ তা x x x 
হল আমরা έপেয়িছ έয পাপ еারা  হল এবং এর মেধҝ সব এর মেধҝ শূনҝ এবং দুই еারাx x cos x x x pi 
 তাই যিদ আিম έক িবেয়াগ еারা ϕিতѸাপন কির তাহেল আমরা লϠҝ কির έয িবেয়াগ এর এর এবং x x x cos x cos 
িবেয়াগ এর x 
সাইন িবেয়াগ еারা ভাগ করা ছাড়া আর িকছΦ ই নয় কারণ পাপ হল  একΜট িবেজাড় ফাংশন এΜট হল িবেয়াগ x sin x 
িবেয়াগ еারা িবভЅ যা আবার еারা এর সমান যা উভয় কারণ  এবং еারা এমনিক ফাংশনx sin x x x sin x x 
 তাই যিদ ঋণাЮক হয় তাহেল িবেয়াগ ধনাЮকx x 
 তাই কারণ আমােদর এই অসমতা এক আেছ
 তাই একΜট έথেক অসমতা ϕকৃতপেϠ িবেয়াগ পাই еারা দুই έথেক পাই еারা দুই ডােনর মেধҝ έযেকােনা এর জনҝ সতҝx 
 তাই এখন আমরা শূনҝ সїিলত একΜট বҝবধান έপেয়িছ έযখােন আমােদর এই অসমতা রেয়েছ έয еারা sin x x cos x
এর έচেয় বড় এবং একΜটর έচেয় কম এখন আমােদর ზধু জানেত হেব এর সীমা এবং 1 এর সীমা যখন সীমা cos x x 
έথেক 0 এর কাছাকািছ আেস 

এর এর যখন এর কােছ আেস এΜট 0 এর এর সমান যা 1 এবং অবশҝই ቀবক ফাংশেনর সীমা x- cos- x x 0 cos-
এেকর সমান সҝাнউইচ উপপাদҝ еারা এর সীমা িচҀ еারা যখন শূেনҝর কােছ আেস এΜটও  একΜটর সমানx x x 
 তাই আমরা ϕমাণ কেরিছ έয এই সীমাΜট একΜটর সমান এই ফাংশনΜট দΜুট ফাংশন এবং একΜট যার সীমা গণনা cos x 
করা সহজ এবং তারপের আমরা জািন έয এই সীমাΜটও 1 এর সমান।

 তাই এΜট একΜট সীমার জনҝ অতҝо ვ჈Яপূণ κ সূϏ এবং আপিন িস.
এ  অেনক সীমা গণনা করেত এΜট বҝবহার ক჈নn 
 তাই আমরা এই সূϏΜট বҝবহার কের িকছΦ  উদাহরণ করব
 তাই একΜট হল যিদ আিম এর еারা এর সীমা িলিখ তেব এΜট িকেসর সমানtan x x x 
 তাই মেন রাখেবন έয еারা এΜট সাইন еারা ვণ 1 এর সমান  еারা যিদ 0 এর সমান না হয় tan x x x x cos x x 
এবং আমরা জািন έয еারা এর পােপর সীমা এΜট 1 এর সমান এবং еারা এক এর সীমা এর সীমা еারাx x cos x cos x 
এক এর সমান
 তাই এΜটও এক
 তাই 
টҝান еারা এর পেণҝর িনয়েমর সীমা এΜটও এেক অপেরর সমান একΜট ვ჈Яপূণ κ সীমা হল এক িবেয়াগ এর x x cos x 
এই সীমাΜট еারা ভাগ করা হেয়েছx 
 তাই এখােন আমােদর কােছ আেছ έয এ যায় হরΜটর সীমা 0 লবΜটর সীমা আবার 1 িবেয়াগ 1 যা 0 এবং আমরা এই x 0 
সীমাΜট গণনা করেত চাই
 তাই 
ΝϏেকাণিমিত έথেক Ѽরণ কির আমরা έকােণর অেধ κক ডােনর সাইেনর পিরেϕিϠেত একΜট έকােণর ϕকাশ করেত cos 
পাির
 তাই এর িবেয়ােগর সমান  2 সাইন বগ κ ডান হল বগ κ িবেয়াগ পাপ বগ κ যা এক িবেয়াগ 2a cos 1 a cos 2a cos a a 
দুই পাপ বগ κেϠেϏর সমান  যােত এক িবেয়াগ দুই সমান দুই সাইন বগ κ a cos a a
 তাই এক িবেয়াগ এর দুই ვণ সাইন বগ κ বাই দুই ছাড়া আর িকছΦ ই নয়cos x x x 
 তাই লব দুই ვণ বগ κ দুই হর sin x x x
 তাই এক িবেয়াগ কস еারা এΜট সমান দুই সাইন বগ κ দুই ভাগ еারা ভাগ যিদ শূেনҝর সমান না হয় এবং x x x x x x x 
তারপর আমরা িলখেত পাির এΜট এর সাইেনর সমান দুই еারা ভাগ দুই ვেণর আেরকΜট িচҀ  বাই 2 ডান আিম এই x x x 
2 Μট হরেত এেনিছ
 তাই আিম এখােন িদেয় έপেয়িছx 2 
 তাই এর সীমা এক িবেয়ােগর শূেনҝ যােИ কারণ এΜট এর সীমা সাইন এর শূেনҝ যােИ দুই ভাগ  еারা x x x x x x x x
দুই ვণ এর সাইেনর সীমা শূেনҝ যায় যিদ এই দΜুট সীমা িবদҝমান থােকx x x 
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 তাই এখন আমরা যা জািন তা হল সাইন এর সীমা যখন শূেনҝর কাছাকািছ আেস যা আমােদর এখােন এেকর x x x x 
সমান এর সাইন দুই еারা ভাগ দুই еারাx x 
 তাই যিদ আমরা রািখ সমান এর দুই еারা তাহেল έযমন শূনҝ হয় ও শূেনҝ έশষ হয় কারণ হল এর y x x y t  y x 
অেধ κক
 তাই এই সীমা সাইন এর শূেনҝ যােИ দুই еারা ভাগ দুই еারা ভাগ করা সাইন এর সীমা еারা έযখােন x x x y y y y 
শূেনҝর কাছাকািছ আসেছ এবং আমরা জািন এই সীমাΜট একΜট এবং এর  অবশҝই এর অনҝ সীমা সীমা সাইন এর 0 এরx x 
2 еারা 0 এ যােИ এΜট 0 এর সাইেনর সমান যা 1 যা শূনҝ
 তাই এক িবেয়ােগর সীমা কারণ শূেনҝ যােИ এΜট শূেনҝর সমানx x x 
 তাই আমরা িতনΜট έদেখিছ  ΝϏেকাণিমিতক ফাংশেনর পিরেϕিϠেত সীমা হল সাইন বাই সীমা έযেহতΦ  শূনҝ এক এবং x x 
টҝান বাই শূেনҝর έসই সীমাΜট বҝবহার করাও এক এবং এক িবেয়ােগর সীমা যা শূেনҝর সমানx x cos x x x 
 তাই অনҝ িকছΦ  উদাহরণ বҝবহার কের  এই সূϏვিল
 তাই সাইন িতন еারা ভাগ করা দুই এর টҝােনর সীমা কতx x 
 তাই আমরা যা করেত পাির তা হল এই সমান আমরা টҝান িলখেত পাির দুই έক দুই িদেয় ভাগ কের তারপর শূনҝ না x x x 
হেল দুই িদেয় ვণ করেত পাির x 
তাহেল আিম দুই έক িহেসেব িলখেত পাির দুই еারা দুই ვন দুই একইভােব έক tan x tan x x x sine three x 

িলখেত পাির  িতন বাই িতন ვণ িতন এবং তারপর আমােদর সীমা আেছ শূেনҝ যায় sin e x x x x 
এখন এই এক দুই বাই িতন যিদ শূনҝ না হয় আিম এই Μট বািতল করেত পাির এবং তারপের আমরা এর x x x x tan y 
সীমা еারা জািন  শূেনҝর কােছ যায় যা еারা έয έকােনা িচেҀর এর একΜট সীমা িহসােব শূেনҝর কােছ আেস y y y y y y 
έসΜটও এক
 তাই এΜট ቀবেকর সমান সীমা έথেক έবর করা έযেত পাের
 তাই এর দুই তৃতীয় সীমা শূেনҝ যােИ তা দুই দুই еারা িবভЅ  এবং তারপর সীমা еারা িবভЅ িতন িতন x x x sine x x
еারা িবভЅ যা দুই তৃতীয়াংেশর সমান আমরা έদেখিছ έয উভয় সীমা এক
 তাই এΜট দুই-তৃতীয়াংেশর সমান আেরকΜট উদাহরণ খুেঁজ έবর ক჈ন এর সীমা িতন িবভЅ পােপর শূেনҝ যােИ x x x 
еারা অেনক িশϠাথλ এই έভেব ভΦ ল কের έয িতন এর এই িচҀΜট শূনҝ এর সােথও শূেনҝ যােИ এবং আমরা έদেখিছ έয x x 

еারা এর পােপর সীমা 1 এর সমান িকᅀ এই সীমাΜট 1 এর সমান নয়।x x 
  কারণ এখােন আমােদর যা করেত হেব তা হল আমােদর একই Νজিনস বҝবহার করেত হেব
 তাই আমরা িলখব এ যােИ  еারা ভাগ কের যিদ আিম িতন িলিখ তাহেল এখােন limit x z ero sin three x x 
আমার িভতের যা আেছ িচҀ আেছ আিম এই সীমােক 1 িদেয় ভাগ করিছ এবং তারপর একই ফাংশন έপেত আমােক 3 еারা 
ვণ করেত হেব
 তাই এই সীমাΜট সমান এই সীমা পয κо এবং এখন έযেহতΦ  আিম একই еারা ভাগ করিছ যা সাইন এর িভতের আেছ 3x 3x 
তাহেল আিম সহজভােব িলখেত পাির বা আপিন যিদ চান আপিন আরও একΜট ধাপ িলখেত পােরন এΜট এর সীমার সমান y 

এর শূনҝ সাইেন যােИ ვণ িতনΜট এবং έযখােন িতনΜট এর সমান এবং তারপর এΜট িতনΜটর সমানy y y x 
 তাই এΜটেক অনҝ একΜট পিরবতκনশীল έত পিরবতκন করা ভাল ধারণা এবং তারপের তারা সাইন এর জনҝ সূϏΜট y y 
বҝবহার কের ডানy 
 তাই অоত ზ჈েত আপনার উিচত  এই ভΦ লΜট এড়ােত এইভােব ক჈ন έয এΜট সাইন িতন еারা শূেনҝর সীমার x x x 
সমান নয় এΜট এেকর সমান এΜট ভΦ ল Μঠক
 তাই পরবতλ έয িবষয়Μট িনেয় আমরা কথা বলব έসΜটেক আমরা অসীম সীমা বিল
 তাই হেব  একΜট উদাহরণ еারা বҝাখҝা ক჈নii 
 তাই আপিন িবেবচনা তাকান  এর সমান এর জনҝ শূেনҝর সমান নয়f x x x 
 তাই এই ফাংশনΜট যিদ আপিন έদখেত পান έয আমরা 0 এর কােছ যাওয়ার সােথ সােথ একΜট έছাট ধনাЮক সংখҝা 1 x x 

হেয় বহৃЫর এবং বহৃЫর হয়x 
 তাই এই ফাংশেনর ςাফΜট এই আয়তেϠϏাকার হাইপারেবালা এবং έনিতবাচক এর জনҝ  আমােদর কােছ এটা আেছ x 
έযেহতΦ  έনিতবাচকx 
 তাই িক হয় έয এর ϕবণতা 0 ъাস এর মােন ডান িদক έথেক 1 বহৃЫর এবং বড় হয় এবং έযেহতΦ  শূনҝ িবেয়াগ x x x x 
কের তার মােন বাম িদক έথেক আপিন যিদ শূেনҝর কােছ যান তাহেল একΜট  еারা বড় ঋণাЮক সংখҝা হেয় যায়x 
 তাই আমরা এΜটেক আরও কেঠারভােব বҝাখҝা করব তেব আমরা যা বিল
 তাই এই έϠেϏ আমরা বিল 1 еারা এর সীমা যখন ডান έথেক 0 এর কােছ আেস এΜট x x 
ধনাЮক অসীমতার সমান এবং এর সীমা 0 িবেয়ােগ যায়  1 еারা এΜট ঋণাЮক অসীেমর সমানx x 
 তাই এর সহজ অথ κ হল যিদ একΜট έছাট ধনাЮক সংখҝা হয় তেব 1 еারা একΜট বড় ধনাЮক সংখҝা হয় এবং যিদ x x x 
একΜট έছাট ঋণাЮক সংখҝা হয় তেব 1 еারা একΜট বড় ঋণাЮক সংখҝা হয়x 
 তাই আমরা  এই িচҀ বҝবহার ক჈ন  পΝজΜটভ ইনিফিনΜট এবং έনেগΜটভ ইনিফিনΜট ზধু বলেত চাই έয পেরর Љােস আিম 
এটােক আরও কেঠার করব এবং সংϡািয়ত করব যখন আমরা বিল έয একΜট িবрেুত সীমা হল ইিতবাচক অসীম বা 
έনিতবাচক অসীম এবং তারপর আমরা পরবতλ Љােস আরও িকছΦ  উদাহরণ έদখেত পাব।
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ধনাЮক অসীম এবং ঋণাЮক অসীম এই সীমা সѕেকκ আমরা এΜটেক আরও িরেςস করব এবং তারপের আমরা এই িবষেয় 
আরও িকছΦ  উদাহরণ έদখেত পাব ধনҝবাদ আপনােক 
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