
 అందڔࡍ నమࣃए రం ڒబܽद ఈ ܌ࡗ పޔࠫࡍల߯ ࠴దܽ ఉపߕङ సం ڒబܽद ఈ ߘߝ ܌ࡗ పࡱޔࠫࡍ అం݄ 
ఏࠫ݇ ࢑వࣃࡍफ ఖङ࠭ ࡮ۧ ࡱޔࠫࡍబܽद పڒ ߘ ङڕ࡯ڒ తफం࠴ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡱన ࠙వన࠳ ల࣒ ߜࢗ ڕऒ ࠭క 
ఖङ࠭ ࡮ۧ ڕࠬ ޴బܽद ఇڒ ङ߄న అ࠳ యం ڒబܽद  ߘߝ పࡅ ޒࠫࡍకए రछߖ  చనంޜ ऴߦరంࣃࠚफ  బܽद fڒ ߘ
అ޴ߝ సࠪన࠳న ࡌ࢑మంߖ ࡹరछ ۨంచబݟన޴ అڕߘం޳ం, బࣗړ ࢡ సࠪన࠳న వదभ తపओ ,  x x x x 
కएࡅ  ఫంࣾࡅ ߤకए  ప޳ ޒࠫࡍछ మనం అర ࡌ बం ఏࠫ݇ ߖరछ ۨంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭.f 

थ܉సం ߖ޵ బܽदڒ ޴ంޔߩ۫ ठڷ࠴ ߩ࢙ ࠪనం మనం ఉపڵࡆంۯ పڝ ޒࠫࡍసం ݋ࠫ࡯ ݋ࠫ࡯ అߖ  x a 
ऴࣃ࢐फ ࠭, ఎం޶కం݄ ࡅకए  ఫంࣾࡅ ߤకए కएࡅ ޴ఇ ,޴ంޔߩ۫ ठڷ࠴ ړ  కएࡅ   పߖޒࠫࡍ x x f a x  f 
అర ߖ޵  ޴ఉంܿం ڴకంࡍڒ߅బܽद అనڒ ޴फంࣆۨࣇ बం ఏࠫటం݄ అࡍڒ߅కం࡯ ڴంࠗ అࡅ ޴ߝకए  x x x 
ఎړ ࠆ ఉంݦ ప࢐ ޒࠫࡍసफవ సంఖङ  అం݄  l 

అࠉ ߝంߘ࢓޶ ࠫనࣔ࠼ంۨ అړ ޴ߝ సࠪన࠳న ࠼ߦంߖ ݋ ࠫనࣔ࣋࠼फ, ఏకపࣾంړ ڴ దగ ठరڴx x a fx l 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࢑ ߘߝవࣃࡍफ खࡎఈ అ ࠭࠲  ߘ  అం݄ ఏࠫܽ దగ ठరڴ మړ ࠾ࡍ తڵనంత దగ ठరڴ tryly a 
ఉంڒ ޴బܽद ڕߕ ఒక ఫంࣾߤ ఉం޴ మ࠾ࡍ మనڕ ఇకए డ ړ సࠪనం అߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఈ x a 
ఫంࣾߤ ఇ࡮ంܽڒ ޻బܽद మనం ఈ ߖరछ చߖߕऒ  ۫࣋फ ࡅకए  పߖ ڴ ޒࠫࡍరछ ۨంచబడ޶.fx x 
  ఇ޴ ఈ సంఖङ  అڕࡏڝ ࡏࠬ ߖం݄, ࠬࡱ࢑ ࡏవ ࠬڒ ڕవలࣄనంత ړ దగ ठరڴ ఉంݞలࡏࠬ ߖ l fx l
ఉనऒ ݋ం࠼ߦ ం݄ , ఈڕࡏڝ  ఈ ࡌ࢑మంߕ ࡹ ఉంݞలڕࡏڝ ߘߝ ߖంܿߕऒ  l f of x ,ߘ
అߩओ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ݟంߘ ఈ ۨऴతం ݡ పओۮ అబదमం ࡹమంࡌ࢑ ఈ ߘߝ   ం݄ , xڕఎం۪ ߖ ߕ ړߖݞ x 
ఇకए ओߩఅ ,޴ఉంܿం ࡹమంࡌ࢑ ఈ ޙ࠼అ ޴న޴ంۮ ړݟ కएࡅ ݡ  ఈ ࡌ࢑మంࡹ ఉంܿంߘߝ ,޴ ఈ x f x 
ఉనऒ ࡹమంࡌ࢑ ऱܿߘߝ ڴ ఈ ߖࠪࡌ࢑ऒ फࣃࡱߧ  ओߩఅ ޙక߱ࡶ ంܽ࡮బܽद అڒ ߘ కएࡅ ݡ  పޒࠫࡍ l xx f 
ఇ޴ ఉࡶ ࡹړߖద࠭࠲ ߖ అంܼ࠭ మ࠾ࡍ అ࡮ంܽ ఉనऒ టऱ࠭࠲ ,ޙ࠼ పړ ޒࠫࡍ సࠪనం అߖ l l 
 ,࠭ޑࠋۮ
ఉ޳హరణߘߝ ڕ ఈ ఫంࣾߖ ߤ ۫࣋फ, ߘߝ కڵ࡯ ఉߕऒ .ం޳ంڕߘఅ ߘ

కएࡅ  ఈ ఫంࣾߤ   x f 
0 కం݄ తڕए వ ڝసం ߕࣆऒ x e  x ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ1 ޴కం݄ ߭దभ 0 ړ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ x 
ऒߕࣆ  కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ߕࣆऒ ऒߕࣆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ వڴ ఉం݄ ఇ޴ fx x 
ఒకܽ ڒబܽद ఇߩओ ఇకए ݡ డ ࠬࡏ ۫࣋फ 0޵ڜ ߝڕࡏۯ ړभ ࡅకए  పޒࠫࡍ అޔ࢓ం޴ x x f 
ఉనऒ ڵ࡯క ߖ0 ڕవర ݟంߘ ߕ [ తంڶసం] ߘߝ  ఏࡌ࢑ ߕ޼మంڕࣆޓ ࡹం݄ ࠬࣄ۫ ࡏనటऱޙ࠼, x b 
కएࡅ సంڝ లږߘࣃ సం మనం ఎంత ۨనऒڝ లږޒऴప ߕ޼ఏ ࠾ࡍమ ߖవ 1 అࡱ࢑   x x f x ߖఅ ࡔస ߕ޼
మనࣆࡱޘ ڕफం޴.
  ఇߕࣆ ޴ऒ బܽद ఈ సందరगڒ సࠪనం ړ ంࡹ సࠪ߄నం ޶ࡶ ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ  కం݄ ఎڕए వ ఒకړߖ޳x fx 
సࠪనం మߕࣆ ࠾ࡍऒ  కం݄ తڕए వ ఎలऱߩओ ऒߕࣆ ݢ ऒߖࡌవ మన అవసࡱ࢑ బܽदڒ  రऐޓ   బܽदx fx lڒ ޶
బܽद ఈ సందరगڒ ࡱޔࠫࡍప ߩ࢙ ఒక  ޴ఉం ݞږ వన࠙ ߖ޵ ంߘߝ ࡹ ఒక ࢙ߩ పޔࠫࡍలߘ 
రछߖ ۨంచߖవछ ంڒ ݟబܽद ࡓంݡ ఒకܽ ఎడమ ޒۯ పޒࠫࡍ అࣃࡱߧ ߖफ  ޒࠫࡍప ޒۯ ݟڕ ޴ండవࡓ ࠾ࡍమ ࡏ
 ޒࠫࡍప ޒۯ ఎడమ ޴బܽद ఇڒ
అం݄ ࡅకए  సం܉थ  పڴ ߖޒࠫࡍ ఉపࣆڵࡆफం࠳  ޴న࣒ ڷ࠴ ړठ ۫ޔߩం޴ అం݄ ఇకए డ మనం x x 
ఫంࣾࣆ۫ ߖ ߤफߕऒ ऒߘబܽद నڒ ࠭  మࢁऱ అߘమޒంచంݟ  ఈ ఉ޳హరణ ޳छ  ߤబܽद ఫంࣾڒ ݟంచంࡍ࢑వ ࡌ
ऒߕࣆ एڕసࠪనం కం݄ కం݄ ఎ ړ వ 0 కం݄ ఎڕए వ మڝ ࠾ࡍసం ߕࣆऒ ऒߕࣆ   కం݄ తڕए వڴ x x 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ సందరग ంڝ ࡹసం ߕࣆऒ ऒߕࣆ సࠪనం ړ एڕసࠪనం కం݄ త ړ వ ߕࣆऒ  ఒకܽ fx x 
ऒߕࣆ ߩసం ఎడమ࢙ڝ కएࡅ ޒࠫࡍప ޒۯ సࠪనం ړ ऒߕࣆ  ళࢗ ړ న࣒࠳  ऱడం ߕࣆऒ  సࠪనం, x x x ړ
ఎం޶కం݄ ߘߝ ఈ ࡌ࢑మంࡹ ఏ࠼ߦ ߕ޼ంߖ ݋ ఈ ࠉంڕ࢓޶ ఎడమ ࢙ߩన ڕࣆޓం݄, అߩओ fx 0 ړ ݡ
సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఎడమ ޒۯ పߘߝ ߖޒࠫࡍ ऴࣃ࢐फ  ठ fx , xڷ࠴ ړ న࣒࠳ ޒࠫࡍబܽद పڒ ߘ
ओߩనߧ۫ దగ ڴఏకపࣾం ړ ࡽఎ ߖ సࠪనం, మనం ړ ޴ఇ ݡ ठరڴ ఉంۯ ࡮ݦయగߘࡷ ࡹ ߤࡷ , ޙڵ࡯ l fx x two 
ఎం۪ڝవడం ޳छ కएࡅ ࡌ  ఎడమ࢙ߩన ఒక ࠳న࣒ ࡮ݥद నంత ۨనऒڵఒక త ߕ޼ఏ ࡹపంࡐ   ఓ߭  మం aࡌ࢑ ߤ
ఉంܿం޴.
ऒߖڜ   द࡮ݥ  రछߖ ߖޒࠫࡍప ޒۯ ݟڕ మనం ڴ࢑ధం ޻అ ړ ࢟ܽ܊ߦ  ۨంచవ۪ऐ , ఇࡅ ޴కए  పޜޒࠫࡍ x 
కएࡅ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబۨࣇ   ప ऱ࣒ x x f  ,ޙ࠼సࠪనం అ ړ ޴ఇ ,޴ంޔࢂࢗ ړ  l 

छ޳ వడంڝఎం۪ ߖ ړߖݞవڝఎం۪ ߖ నంత దగࣄవలڒ ڕమన ࡌ ठరۯ ߖ ڴయవ۪ऐ .x x fx 
 
పऱ࣒ ݟంߘ పంࡐ  వరڕ తڵనంత ۨనऒ द࡮ݥ  మంࡌ࢑  ङࣔ ݋ࡕ ߖߖ޵ బܽदڒ  ం݋ࠫ࡯ ݭ అంܼࡏ, ఎం޶కం݄ a 
కएࡅ ࠭࠲ న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ  కएࡅ ߤఫంࣾ ࡹమంࡌ࢑  ऒߕफࣆ࡯ࢣࡍప ࠲ऴతࠪ ߘవࡱ࢑  ࠭, అޙ࠼ ఎడమa 
న ఉనऒߩ࢙ ఎడమ ڕకߖబܽद గమڒ ࡹޒࠫࡍప ޒۯ ړఆస ڕࠪ వల߯ࡱ࢑ ࡹమంࡌ࢑  फ ఉంܿం޴.x 
 ఎడమ ޒۯ పࡅ  ړޒࠫࡍకए  ఎడమ ࢙ߩన ఉనऒ  ఫంࣾࡅ ߤకए ఖङ࠭ ࠲ऴతࠪ ࡱవࡱ࢑   a ࠾ࡍమ న࢑࠳
అ࢑ ޻ధంޒۯ ݟڕ ڴ పࡅ ړޒࠫࡍకए న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ  ఖङ࠭ ࠲ऴతࠪ ࡱవࡱ࢑   a fx ڼ࡮అ ,న࢑࠳

కएࡅ వ అసझࡱ࢑   a f ࡱ
࠭ఖङ .޶ڒ ޴న࠳

Pru
tor
@
IIT
K



 పޔࠫࡍలڝࣆࡱޘ ߘవడం ڝసం 
ఇࡅ ޴కए కएࡅ ޳ࡶ ޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ   ఎడమ ޒۯ పࡅ ߖޒࠫࡍకए  వదभ పࠫࡍతం ޳ࡶ ࡮࠻ۯx af x f a 

కएࡅ కएࡅ  ࢐ङ కࡖమ ߖఅ ޒࠫࡍవదभ ప ޒࠫࡍప ޒۯ ݟڕ  ఖङ  ఏࠫటం݄ ࡅకए కएࡅ   పޒࠫࡍ x f a x f 
వదभ ߝڕࡏۯ ړటߩओ  x x a ݡ

, ఎడమ ޒۯ పޒࠫࡍ మޒۯ ݟڕ ࠾ࡍ పࡓ ޒࠫࡍంݢ వదभ మ࠾ࡍ సࠪనంڴ ఉం݄ ࠪऴతڕ ࠲ x a r l
సࠪనం ڒబܽद ఎడమ ޒۯ పޒࠫࡍ మޒۯ ݟڕ ࠾ࡍ ఉం݄ ࠪऴత࠲ పޒࠫࡍ ఉంܿంࡓ  ޴ంݟంܽߗ పࠫࡍతం 
एڕకం݄ త 0 ړ ޴ߝహరణ అ޳సࠪనం  ఉ ړࠂ బܽदڒ ݢంࡓ ࠾ࡍమ ݟయంۯ వ 0ړ మ1 ࠾ࡍ l r f x x 
కం݄ ఎڕए వ 0 ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ 

కएࡅ ऒߕࣆ   ప ऱ࣒  x f ޒࠫࡍప ޒۯ ݟڕ ࠾ࡍమ ޒࠫࡍప ޒۯ బܽद ఎడమڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ޴ఇ ޙࢀࢗ ړ 
 ݢంࡓ
ऒߕࣆ  వదभ ఉߕऒ కएࡅ న޶నంࡶ ڴసࠪనం ޒࠫࡍప ޒࠫࡍప అ࢑ ߗڒ ࠼ కएࡅ  ऒߕࣆ  ళࢗ ړ ऱడం ఇ޴ x x 
ఉڒ ޶ࡶ ࡹړߖబܽद మనం ߰ందగల࠭ ఎడమ ޒۯ పޒࠫࡍ ఎడమ ޒۯ పޒۯ ݟڕ ޳ࡶ ޒࠫࡍ పݞږ ޒࠫࡍ 
ఉڒ ޶ࡶ ࡹړߖబܽद ࠭ߘపܽ ఉ޳హరణࡹ ఎడమ ޒۯ పޒࠫࡍ మޒۯ ݟڕ ࠾ࡍ పޒࠫࡍ ఉࡹړߖ ఉߕऒ యߖ
ఉండవۧऐ ڵ࡯క ߘࣆښ మనం ఈ ߗڒ ޶ࡶ ޒࠫࡍబܽद పڒ ࢓ࡶ ڴసࠪనం అ࢑ ߗڒ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲  బܽदڒ  
మనం ߖߖ޵ ప޳࡯ࢣࡍभ ం అం݄ ࡅకए ऒߕࣆ అం݄ ࠑ 1  ऒߕࣆ బܽदڒ ޶ڒ సࠪనం ړ  ऱ fx x x x xࢇࢗ ړ
పޒࠫࡍ ఉంڒ ޴బܽद ࠭࠲ అߖऒ రछߖ ߖ సంڝ ࠾ࡍమ ࡗ܋-ߤߕ  ऒߕफࣆۨ ࠭.x fx x f x x
కएࡅ ߤఈ ఫంࣾ ࡏࠬ   ऴࣄڶ ߘ ࠆڴనటऱ޳ ޙ࠼छ కएࡅ ߤవ ࡌ एߖ࣌   సࠪనం అߖ ߖరछ ۨంచబݟం޴ x x 
߷ర࠴ ߖࡹ ࠹తफం ړ ߤ࣌ ړ సࠪనం   అߖ గమߖంచంݟ ఈకछ ओߩఅ ࠑ  ࡽ x ݡ 1 x 0 x 1 n pi sine 1 by x
ఈకछ కएࡅ ޴ߝఅ ࠆఆ ߤ࣌ ࠆఆ ࡽ by x n pi 0 1 ړ ݋ࡕ  ޴ఇ ߤ࣌ 
సࠪనం అ2 ࠑ ޙ࠼  ప ऱ࣒  వࡓ ߤంࠑ ݡ వߤ తࡌछ త ࣌ߤ వࠑ ߤ  ఇࡓ ޴ంݡ  ప ऱ࣒  వࠑ ߤ x 1 n pi x n pi 
 n n n , ޴फంࣆఒకܽ వ ޙ࠼అ ࣄࠐ ޙ࠼అ ࡍబܽद సڒ సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ ړݟڕ పవ࡛ ޴సࠪనం, ఇ ޜ݀
పओۮ మంࡌ࢑  ޴फంࣆన࣒ ఒకܽ వ࠳ ޙ࠼అ ޴న޴ంۮ ړ ߕ ړߖ܉ߖ ంڒ ݟబܽद ߘߝ ఇంటࡓछ x ړߖݞఉండ ࡹ ࡽ 1
ప  ݡంࡓ ݟంߘ ం݄ 2ڕࣆޓ ࠑ ऱ࣒ పओۮ ߖఅ ݡంࡓ  ంݟ, అం݄ అࡌ࢑ ޴ߝమంࡹ ఒకܽ ࠑ x n pi n pi pi x 
݀  పऱ࣒ పओۮ ߖఅ ݡంࡓ ݟంߘ ఒకܽ ݀ ࠑ  ంݟ ఈకछ ऒߕࣆ ܿ ߤవ ߤࣄ ܿ ࡽ  n pi pi n pi fx x 
మ࠾ࡍ ఒక ݟڕ మధङ  అߖऒ  n pi 2n pi ݟంߘ ݡంࡓ ࡹమంࡌ࢑ కం݄޶ఎం ޴ంܿంڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑ 
 ప ऱ࣒  న࣒pi x n pi࠳ ޴ఉంܿం ڕవర 1 ݟంߘ 0 ړߖ࢐సफ࢐ ం݄ڕࣆޓ ݟంߘ 2 ߘߝ ߘవࡱ࢑ ࠆఆ ߤ࣌ 2 ࠑ 

అߩओ ऒߖఅ ڕఒకܽ వర ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴అ ݡ  pi by two to two n pi plus pi by two 
కएࡅ ఈ ࡏࠬ , ఏࠫటం݄ ޴࣋۫ బܽद మనంڒ ޴ంܿంڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑  ऴڶ ߘ ࠆڴయړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ , x 
అߩओ एߖ࣌ ߘߝ ݡ  సࠪన࠳న ߖ కڵ࡯ ఉߕऒ ړఆస ߯ޒࠫࡍప ޒۯ ݟڕ ߘߝ బܽदڒ ࠑ ఒకܽ ߘ फ కڵ࡯ fx x 
ఉం݄, ߘߝ ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ  ऒߖڜ ߘߝ కߘక ,࡯ݞ۫ ߘవࡱ࢑   ఒకܽ ࡓంݡ n pi 
దగ ߕ ం݄ , ఆ߯ڕࣆޓ ठర ఒకܽ ࡓంݡ ఉం޳ అࡏࠬ ߖ ۫࣋फ   ప ऱ࣒ छ޳ ݡంࡓ   వ n pi piࡱ࢑ ߖ޵ ࡌ
ऒߕࣆ ߘߝ ,޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘ ऒߖఅ ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ޴ఇ ,ߘ ऒߕࣆ ߘవలࡱ࢑   ݟంߘ 
ఒకޔࢂࢗڕࣆޓ ړߖ޳ం޴ , ఆ߯ మࢁऱ ఒకܽࡓ ړంݡ  ప ऱ࣒  వదभ మࢁऱ ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴, ఆ߯ అ޴ మࢁऱ n pi pi 
ऒߕࣆ  అޔ࢓ం޴.
 మࢁऱ ࠳న࣒ వޔࢂࢗ ړ ߤం޴, ఆ߯ అ޴ మࢁऱ ఒకޔࢂࢗ ړߖ޳ంڒ ޴బܽद ࠬߕࣆ ࡏऒ న దగ࠳సࠪన ړ ठరڕ x 
ओߩऱనࢀࢗ फࣇۯ లనంݩ ޴ఇ ݡ  fx ߤబܽद ఫంࣾڒ ޴ంޔڷࡏబܽद ఏࠫ జڒ ޴ఉంܿం ߝ
ऒߕࣆ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ఉనऒ ڵ࡯క ߖ  ఏࡌ࢑ ߕ޼మంࡹ ఒకܽ మధङ फࣇۯ లనంݩ   ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ߝ
फనऒࣆ۫ ߖޒࠫࡍప ޒۯ ݟڕ టऱޙ࠼ ఈ ఫంࣾࡹ ߤ ఇ޴ ఉ޶ࡶ ࡹړߖ అ࢑ ޻ధంڴ ఎడమ ޒۯ పݞږ ޒࠫࡍ n 
ఉంܿం޴  ఈ ఫంࣾڝ ߤసం ఉࡹړߖ ఉంڒ ޴బܽद ఇߩओ ఇపओ ݡ ܽవరߘߝ ڕ ఫంࣾࡅ ߤకए  పࡍڷ ޒࠫࡍంۨ 
ఇ ߘన ࠙వన࠳ంత సహజڜ ऐۧ ओߩఇ ߘ ఇవछ ߤషߖ߸ݥ ࣒ڻऴࡍ ߘߝ ݡ ऒޒऴపయ ړߖݞ फࣃ  ߖߖ޵ బܽदڒ ߘ
పࡅ ޒࠫࡍకए  ఎߧझ द࡮ݥ ߤ࡮ రछߖ  చనం అࣃࡱߧ ݞږ ߖफ రछߖ ࠭࠲ బܽदڒ ࡔబܽद సڒ ࡏ చనం ߦۮओ ࠭ x x
కएࡅ కएࡅ   పړ ޒࠫࡍ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  f a 
ఏߕ޼ ఎߧझ ఇۨऐ ࢟ܽ܊ߦ ߤ࡮ నటऱړ ޙ࠼ సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏ ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ  ఎߧझ  ం݄ lڕࣆޓ ߘ ߤ࡮
, అږߘࣃ ݞږ ޴లంڴ ఉం࢐ ݦసफవ సంఖङ द࡮ݥ   ఉంܿం޴.

द࡮ݥ న࣒࠳ , లం݄ݞఉం ࡹ ߤࡷ  కం݄ తڕए వڴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄  x mod x a 
కएࡅ న࣒࠳ కएࡅ   ఇ޴ ఎߧझ एڕకం݄ త ߤ࡮ వڴ ఉంߘߝ ,࡯ݞ ఈ ࢑ష࠻ల݋ࡷࣝ ߘ , x l f mod 

फࣃۯ छ޳ ࠆڴబܽद ऴڒ ߘ ऒߖ޵ ࡌ  మࢁऱ ࢑వࣃࡍफ  x.޴ఉంܿం ڕబܽद మనڒ ߘ
  మ࠾ࡍ అࡅ ޴ߝకए ओߩఇ ڕమన ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  y x f ޶బܽद మనం ࠭ంڒ ޴ఉం ߤంత ఫంࣾڜ ݡ
࢑వࡍంۨన ऱܿڴ ఈ ߖ కڵ࡯ ఉߕऒ బܽद lڒ ࠭
అ޴ ఉࡹړߖ ఉనऒ టऱޙ࠼ పޒࠫࡍ ఆ ࡱ࢑వ అం݄ ߘߝ ఈ ߖ ఎడమ ࢙ߘ ߩంߘ ߩ࢙ ݟڕ ޳ࡶ ݟంړ ݟ x a
సࠪనం ࣋ۯफ అߩओ వ  ఈ సంఖङࡱ࢑ ڡఫం  ݡ దగ ڴఏకపࣾం ڕ ठరڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߕ ߘߝ tion l f 
కएࡅ झߧన࣒ ఎ࠳  ప  ݟంߘ ߤ࡮ ऱ࣒  ఎߧझ మధङ ߤ࡮  ఉంݞలߖ అڕߘంܼߘ, అߩओ द࡮ݥ ߘߝ ݡ  x l l ߘ
ఎం۪ڝవ۪ऐ द࡮ݥ న࣒࠳ ޴ߕ ,  అߕ ޙ࠼ అޙ࠼  ఈ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ द࡮ݥ న࣒࠳ ࡹ ࡽ పऱ࣒ ݟంߘ  द࡮ݥ   x ڕ
द࡮ݥ న࣒࠳  అޙ࠼ బࣗړ ࢡ సࠪనంڴ ఉం݄ అߩओ న࣒ x࠳ ࡯ݞఉం ࡹమంࡌ࢑ ఈ ݡ my f of x l 
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ఎߧझ ప  ݟంߘ ߤ࡮ ऱ࣒  ఎߧझ झߧఈ ఎ ࡏࠬ ڕహరణ޳ఉ ,ߤ࡮  l.0 ߤ࡮
1 అۮ ߖపओ వ۪ऐڝߘఅ ߖసࠪనం అ ړߖݞ .
झߧఎ ࡏࠬ   ,ం݄ڕࣆޓ ڴసࠪనం ړ ߤవ  ݋ం࠼ߦ ߘ ߤ࡮
ఇకए డ ఒక ࠳న࣒ ࡮ݥद द࡮ݥ న࣒࠳ ڕ  ఉండవ۪ऐ  l l ݟంߘ ఒకܽ ݋ం࠼ߦ న࣒࠳ వࡱ࢑ ߤసం ఫంࣾڝ ߖ޵ , 
 ప ऱ࣒ మధङ ߤవ ݋ం࠼ߦ   ఉంܿంࡏࠬ ,޴ ఈ ఎߧझ నऒۨ ߘ ߤ࡮ ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ फ࣋ۯ ڴ޴  ఒకܽ 
ఇకए ߘߝ డ ఎం۪ڕం݄, మࢁऱ ఇ޴ ఎ࠳ ࡽన࣒ ࠼ߦంࡗ܋ ݋ వߘ ߤంݟ ఎࡽ పऱ࣒ మధङ ߤవ ࡗ܋ ݋ం࠼ߦ   
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ పࡅ ޒࠫࡍకए రछߖ  చనం ڒబܽद ࡮ݥद ए࡛ࠪࡍ  .޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ߯ߧఎ ڴరణం߄ࣃ 
झߧఎ ࡏࠬ బܽदڒ ߤࡹࣄ  నऒۨ ߘ ߤ࡮  फ࣋ۯ ڴ޴
द࡮ݥ  ۨనऒ झ࡯࠻ۯ ڴ޴  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఒక ఉ޳హరణ ఫంࣾߖ ߤ ࣋ए छ  fx x ݟంచంށగࡍప ڴసࠪనం ޜ ࡛
మߝڕࡏۯ ړ0 ࠾ࡍటߩओ  x x ݡ
కएࡅ కएࡅ   పޒࠫࡍ ఏࠫܽ, ڒబܽद ࠬࡏ ఈ ఫంࣾߖ ߤ ۫࣋फ ఇ࡮ۧ ޴ ఎڕए వ  ࣄంࡽߩ ఇ࡮ࠒࡌߦ ޴ f 
బܽद ఇకएڒ డ ࠬࡏ ఎడమ ࢙ߘ ߩంݟ ఈ ఫంࣾڕࡏۯ ߘ ߤం݄ ఎడమ ޒۯ పࣄ۫ ࡏࠬ ߖޒࠫࡍనటऱޙ࠼, 
అߕࣆ ޴ऒ  అ࠼న ఈ ࠼ߦంڕࡏۯ ړ ݋ంܿం޴ మڕࡏۯ ࡏࠬ ࠾ࡍం݄ ߘ ݟڕంݟ మࢁऱ ఇߕࣆ ޴ऒ  ړ
దగ ठరڴ మ࠾ࡍ దగ ठరޔࡏࠪ ڴం޴.
 ऴߘ ࠆڴంݟ అڒరణంڴ ऴߘ ࠆڴంݟ పߕࣆ ޒࠫࡍऒ  అߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴, ఇంߖࡹ޶ ఎߧझ द࡮ݥ ߤ࡮  
ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧࡐߖ ߖߖ޵ ంۨڵࡆఉప ߖ ߤషߖ߸ݥ भ޳ ం, ࠬڕ ఎߧझ ఇ࣋ ߤ࡮ फ , ࡮ݥद  అం݄ ఏࠫ݇ ࠬࡏ 
ओߦۮ .࡯
 తృߧफ ۮంڒ ࠭޳బܽद మనం ఎߧझ फࣃࠚరంߦऴ ޜ ߤ࡮ ࠭, మనڒ ڕవలࣄన޴ ఏߕ޼ ధߕతघ క సంఖङ  ڴ
ఉండߖవछ ంݟ , మన࡮ݥ ڕद ఇకए ߖన࣒  అ࠳ ऴ࢐࣋फ ࡮అ ߘߝ ࡹ ݭ࠵ ߕ అం݄ ࡯࢐ڒ ࢟ܽ܊ߦ  డ x 0 a 0
द࡮ݥ  కం݄ తڕए వ మ0 ࠾ࡍ ఈ కం݄ ఎڕए వ ఉం݄  ࠳న࣒ ࡅకए ڙ ࠭࠲ ߖఅ 0 ޒࠫࡍప ߕ  ऱ࠹࠼ s x f 
ऒߕफࣆۯ ࠭, ఇ޴ ఎߧझ एڕకం݄ త ߤ࡮ వڴ ఉం࡯ݞ అం݄ ࡮ݥद  కం݄ తڕए వڴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  కం݄ mod x 
ఎڕए వڴ ఉం݄ , ࣋ए छ కएࡅ ࡛ झߧఎ ݭ࠵  एڕకం݄ త ߤ࡮ వڴ ఉందࣆۨࣇ ߖफం޴.x 
  ఇߩओ  ݡ
द࡮ݥ  కం݄ ࡅకए एڕత ݭ࠵  వڴ ఉం݄, ࣋ए छ కएࡅ ࡛ द࡮ݥ ޴ఇ ݭ࠵   ࣋ए छ एڕకం݄ త ݟڕ ࡛ వڴ x x 
ఉం࡯ݞ, అݭ࠵ ߕ ޙ࠼ ࣋ए छ ࡛ ఎߧझ एڕకం݄ త ߤ࡮ వڴ ఉంݞలڕࡏڝ ࠭࠲ ߖంܿߕऒ  బܽद x xڒ ࠭
࣋ए छ కएࡅ ࡛ झߧఎ ݭ࠵  एڕకం݄ త ߤ࡮ వڴ ఉంݞలڕߘం݄ ڒబܽद ࠭࠲ ఎߧझ కएࡅ ߤ࡮  వర ठړߖ࡮࠮ 
సࠪన࠳న ࡮ݥद  ,ం݄ڕఎం۪ ߘ
द࡮ݥ  కం݄ తڕए వ అߖ ఇࣆۨࣇ ޴फం޴ , ఇ޴ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  అ࡮ݥ ޴ߝद  ࣋ए छ ࡛ కం݄ తڕए వڴmod x x mod 
ఉంܿం޴, ఇ޴ ఎߧझ  సࠪనం ڕ ߤ࡮
మ࡮ݥ ࠾ࡍद  ఎߧझ झߧఉం݄, ఎ ڴలంږߘࣃ ߤ࡮  ߤ࡮
రछߖ ݟంߘ చనం ߘంږߘࣃ ݟలంڴ ఉంܿం޴.
द࡮ݥ   ओߩऱనࢀࢗ ړ0 ߤషߖ߸ݥ  ए࣋ ݡ छ కएࡅ ࡛  పߖޒࠫࡍ అߘసࣆࡍफం޴, ఇߕࣆ ޴ऒ  x x ޴బܽद ఇڒ ࡯ݞఉం ڴ
 ޙ࠼హరణ, అ޳న ఉ࠳సరళ ࡮ۧ
పڜ ޒࠫࡍంత సంఖङ झߧఈ ఎ ړߖݞంచߧࡐߖ ߖసࠪనం అ ڕ द࡮ݥ ߤ࡮ फࣃڵࡆఉప ࡮ఎ ߘ ߤషߖ߸ݥ   ࠵
࢑వࡍంచడం ڝస࠲.
 త࢐ࡏత మనం ఏࠫ ࣃۯफ ం అం݄ మనం పࡅ ޒࠫࡍకए ऒߖڜ   లࣾހలࣃ۫ ߘफ కएࡅ లޔࠫࡍబܽद పڒ ࠭  
ऒߖڜ  లࣾހలࣃ۫ ߘफ  fx gx ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ యమంߖ తफం࠴ ఈ ޴దܽ࠴  బܽदڒ ࠭
ఫంࣾࡱ ߤ అߖ అڕߘం޳ం, అࡅ ࢑కए ళࢗ ړ  ऱߖݞऒ  పࠫࡍతం ࣃۯफ కएࡅ ࠾ࡍమ ࠼ x af x ag ړ 
నऒޔࢂࢗ  పݞږ ޒࠫࡍ ఉం޴, అߩओ కएࡅ ࠾ࡍమ ߩంڵ࠭ ݡ  పޔࢂࢗ ړ ޒࠫࡍంڒ ޴బܽद x fx gx x a
ఇ޴ తపओ  సࠪనం వదभ సࠪనం fx gx x x ړޒࠫࡍప ࠾ࡍమ ޒࠫࡍప ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ࡹړߖఉ ڴࡍసߖ
फޑ࠴ झڡఎࠆసࠪనం ఎ ړߖ  మ܊ ࠾ࡍఎڡझ కएࡅ   పڕ ࡮ۧ ޒࠫࡍऱప फంڴ అ࠴ ޴తफం ప࠴ ޒࠫࡍతफం 
పޔࠫࡍల ޑ࠴फ ओߧۮ ߖసࠪనం అ ړߖ ం޴, ऴపޒ పޒࠫࡍ ఉࡹړߖ ఉనऒ  పޔࠫࡍల ޑ࠴फ  బܽदڒ సࠪనం ړߖ
ఇ޴ మࢁऱ నమघ డం ۧ࡮ కషदం ޶ڒ.
  ఆ ࠴తफం ప࠴ ޒࠫࡍతफం పߖ޵ ࡏࠬ ߗڒ ,ޒࠫࡍऒ ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧࡐߖ  ࣋फ, ఈ ఎߧझ द࡮ݥ ߤ࡮ రछߖ  చనం 
ఉపࡆగపޔݡంڒ ޴బܽद ڒ ࢓܌ࡏబܽद ࡅకए  పߖޒࠫࡍ అߘమޒంచంࢀࢗ ړ ݟऱనߩओ  ంత x f a lڜ ޴ఇ ݡ
వڕ ߤ సࠪనం మ࠾ࡍ పޒࠫࡍ ఉంܿంࡅ  ޴కए  అࡓ ޴ߝంړݡ సࠪనం ڒబܽद ߖߖ޵ x x ag l 
ఉపڵࡆంచడం ޳छ అర ߖ޳  ࡌ बం ఏࠫటం݄ , మనం ۫ߧంచదۨ࡯న޴ ఏࠫటం݄, ڙ ऱ࠹࠼  ప ऱ࣒  fx gx 
కएࡅ  పޒࠫࡍ, అڷ࠴ ړ ޴ߝठ ۫ޔߩం޴, ఇ޴ వߤ పऱ࣒ ऒߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ݀  x a ړߖݞంచߧ۫  l l 
మనం ࡮ݥद एڝߘక ߘ .࡯࢐
ऒߕࣆ   కం݄ ఎڕए వ ఎߧझ ఇవछ ߖ ߤ࡮ వछߖ ంݟ, మనం ࡮ݥद  fx ࠾ࡍమ ڕమన ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ࡯ߕھߘక ߘ

పࡱޔࠫࡍ ఇవछ బݞन द࡮ݥ ంతڜ ,బܽदڒ సࠪనం ړ ޒࠫࡍబܽद పڒ ࠼  ఒకܽ ఉందߖ మనڕ gx x af x 
.ࣆࡱޘ
द࡮ݥ న࣒࠳ ݭ࠵ ߕ   1 కం݄ తڕए వ మ0 ࠾ࡍ కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ , ఇ࠳ ޴న࣒ వࡅ ߤకए  x a fx l ݭ࠵ 
ఎߧझ एڕకం݄ త ߖ޳ ڴࡱ޶బ ڕ ߤ࡮ వڴ ఉందࣆۨࣇ ߖफం޴, ఎం޶కం݄ ߘߝ ఇకए డ ఎߧझ  ڴݡంࡓ ߖ ߤ࡮
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ఉం۪ߘޑ ఎం޶కం݄ అ߮ۮ ޴ओ ఇవछ ߕ޼ఏ ޴ బݟం޴  ఎߧझ द࡮ݥ ࡏࠬ ߤ࡮ నవ۪ऐھߘక ߘ , ఇ޴ 
జڼࡍటܿవంܽ ࡮ݥद నవ۪ऐھߘక ࡏࠬ ߘ झߧఎ ޴బܽद ఇڒ , छ޳ ݡంࡓ ړ ߤ࡮  ߕ ޴బܽद ఇڒ ࡯࢐ڒ జంߖ ࡌ
సࠬకరణం ఒకܽ అ࢑ ޻ధం࡮ݥ ڴद ఉనऒ ࡱ ࢟ܽ܊ߦ ݡంࡓ  ऱܿ ߘߝ కھߘనగలߘ, 
द࡮ݥ एڕకం݄ త ݡంࡓ  వ ࠳న࣒ ݭ࠵ మړߖ޵  ޶ڒ ࠾ࡍ సࠪనం అం݄ ࠳న࣒ ݀ ࡅకए  x x gx l ݭ࠵ 
ఇ޴ తڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం޴  మࢁऱ ఎߧझ भ޳ࡱߧ ߖఅ ݀ ࠑ ߤ࡮ ం ڒబܽद ఇߩओ झ࡯ంۧߧ۫ మనం ݡ ం޴ 
ఏࠫటం݄ మనం ࡮ݥद ओߩఇ ߘߝ , ࡯ߕھߘక ߘ ప  ڕం݄ మనڕࣆޓ ݡ ऱ࣒  ఫంࣾߤ ఉం޴ మ࠾ࡍ fx gx 
పޒࠫࡍ వߤ పऱ࣒  అߧࡐߖ ߖంۧࡓ  ࡯ంڒ ݡబܽद మనం  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳   ం݄ l l fx gx l lڕࣆޓ ݀ 
మ࠾ࡍ ఎߧझ  ߤ࡮
కం݄ తڕए వڴ ఉం࡮ݦ సంߪరप ࡱ࢑వࡹ వङ ङޑ ऒߖࣃ  కڵ࡯ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ వߤ పऱ࣒  న࣒ fx gx࠳ 

న࣒  ప࠳ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆࡱޘ ڕసࠪనం , ఆ߯ మన ړ ݭ࠵ ݀ ऱ࣒  ఆࠆ l mod of a plus b fx l1 mod 
కएࡅ కం݄޶ఎం ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ న࣒࠳  ఎలऱߩओ gx l2 ړ ݢ a plus b mod mod a plus mod b

సࠪనం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, ఇߩओ ऒߕफࣆఇ ݟంߘ ݭ࠵ మనం ఒక ݡ  fx l ߤన࣒ వ࠳ ࠭
కएࡅ द࡮ݥ న࣒࠳   ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ఇ޴ ఎߧझ एڕత ݡంࡓ కం݄ ߤ࡮ వڴ ఉంܿం޴ mod x a 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡅకए ऒߕࣆ   కం݄ ఎڕए వ మ࡮ݥ ࠾ࡍद  ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ఇ޴ మࢁऱ x a mod 
ఎߧझ एڕకం݄ త ݡంࡓ ߤ࡮ వڴ ఉంܿం޴.

ऒߕࣆ న࣒࠳  కం݄ ఎڕए వ మ࡮ݥ ࠾ࡍद एڕకం݄ త ݡంࡓ  వ ఇ޴ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంߘ ݡంݟ మ࠾ࡍ  x a 
ఈ ࠴తफం ߖ޳ ఎߧझ द࡮ݥ ߘߝ బܽदڒ ڕ ߤ࡮  కߖషद ࡮ݥद   మ࡮ݥ ࠾ࡍद eq  ual 1 ߖలݞఉం ڴసࠪనం ړ   2
ఎం۪ڕం݄, ࠳న࣒ కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄ మ࡮ݥ ࠾ࡍद  కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ࡮ݥद  కߖషद mod x a 0 mod x
द࡮ݥ న࣒࠳  1 కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴  అ࡮ݥ ڼ࡮द  2 ఇ޴ ఆࠆ  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳   ݀ a mod fx gx l l 
ఇ޴ ఎߧझ एڕకం݄ త ߤ࡮ వ అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद 

 ప ऱ࣒ రछߖ  చనం ऴపڒరం పޒࠫࡍ వߤ పऱ࣒  ݀ సڒ ࡔబܽद ఈ ߖయమం ۧ࡮ ࠭ఖङ  fx gx l l ޴న࠳
ఎం޶కం݄ ۧ࡮ ఉపࡆగకరంڴ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ࠬڕ వङ ړ फగత ప࣋࡯ޘ ࡱޔࠫࡍफ, ࠬࡏ ఫంࣾనऱ 
फޑ࠴ నవ۪ऐھߘక ߖޒࠫࡍప ړߖ కएࡅ ߘߝ ,   ఏߕ޼ ఆ࡮औ కएࡅ ऱࢇࢗ ړ ޴ం݄, ఇڕࣆޓ ऱࡏࣃ   x f x x 
ఆ࡮औ  సమయ పړޒࠫࡍ సࠪనం ࡹ ఆ࡮औ  ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ  అޙ࠼ ఇߖ ޴జం మࡅ ࠾ࡍకए  af  x x f
కएࡅ  పޙࢀࢗ ړ ޒࠫࡍ ఇ޴ సࡕన޴ కߘక ߘߝ ఫంࣾߘ ߤ ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ కएࡅ ,फ࣋ށڷ ޜ  ఈ ࣄबర࠳న x x 
సమ࠻ల పޒࠫࡍ సࠪనంڴ ఉంܿంࡅ ޴కए కएࡅ  కएࡅ ߤڒ ޴అ ړޒࠫࡍన సమయ ప࠳बరࣄ   x f 
పޒࠫࡍ 

కएࡅ दࣃ  ంࡏࣃ ݋ऱ ࡅకए కएࡅ   పࣄ ޒࠫࡍबర࠳న సమ࠻లڕ సࠪనం ڒబܽद ࢓܌ࡏ ࢓܌ࡏ x f  x f 
࢐ङ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ޶యۯ फࣃ࢘࡯޴వ ڴమం࠻ झߧऱ ఎࢁబܽद మڒ ߘ द࡮ݥ ߤ࡮ ࡏࠬ ంۨڵࡆఉప ߖ ߤషߖ߸ݥ 
द࡮ݥ  ఏࠫ݇ కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ ంۧ࡯.
 ߘߝ ޴డవ࠮ ࠾ࡍబܽद మڒ 

కएࡅ న࣒࠳  వङ ङޑ స పڕࣆޓ ߖޒࠫࡍం݄, ఇ޴ fx gx 
కएࡅ ޴ఉంܿం ࡵయమం వߖ తफం࠴  పޒࠫࡍ మࡅ ࠾ࡍకए  పޒࠫࡍ ఉనऒ టऱޙ࠼, వङ ङޑ సం fx gx 
కएࡅ  పޒࠫࡍ పࡅ ޒࠫࡍకए  వङ ङޑ  ݟంߘ फࣄఆ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖࣃ
అߘసࣆࡍफం޴ , అޙ࠼ ఒకڴࡏߝ ࡏ ఎߧझ द࡮ݥ ߤ࡮ ంచవ۪ऐߧࡐߖ ݞږ ంۨڵࡆఉప ߖ ߤషߖ߸ݥ   ߘߝ ߗڒ 
fx gx ڵ࡯క ߖ న࣒࠳ ࠭࠲ బܽदڒ ޴फంࣆࡍసߘఅ ݟంߘ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ړߖ࢐సफ࢐ ޴ఇ  ߘޑߩ۫
ఉߕऒ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭  మࣄ ࠾ࡍबర࠳న ࠳న࣒ వ࠹݅ ߤझ  అߖ ऴࣃ࢐फ ओߩబܽद ఇڒ ࡏ  fx g x ڕమన ݡ
झ࠹݅ ߤన࣒ వ࠳ ࠾ࡍమ ࡱ ߤఫంࣾ ݡంࡓ  ఉߕऒ కएࡅ  ݟంߘ ߖ޵ బܽदڒ ࠼  fx g x fx ޒࠫࡍన ప࠳జߖ 
కएࡅ న࣒࠳  అࡅ ޴ߝకए కएࡅ   పړޒࠫࡍ సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ ऱࡏࣃ న࣒ 1࠳   g x x f x g 
పޒࠫࡍ ఇ1 ޴ ఆࣄफ 1 ࠴తफం ߖయమం ޳छ छࡌత ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡌ త ࠳న࣒ ࡅకए  ޒࠫࡍफ పࣄండవ ఆࡓ 
छ޳ కएࡅ ࡌ  ఒక ࡏࣃऱ ࠳న࣒ అޔ࢓ంࡅ ޴కए కएࡅ   ఒక పࡌङ య పޒࠫࡍ కߘక ఇࡅ ޴కए  x g x g x f 
కएࡅ  పࡅ ޒࠫࡍకए కएࡅ  ङߕండవ ఉపࡓ ޴బܽद ఇڒ ޒࠫࡍన࣒ ప࠳  సం࠴ ࡹదܽ ఉపߕङ సం x g x ok 
కएࡅ లޔࠫࡍప ߘߝ ,޴फంࣆవڕࣆޓ ڕߩంڵ࠭  మߖڜࡍऒ  లࣾހలߘޑߩ۫ ߘ మߖڜ ݞږ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ
फࣃۯ ࠭  మߖࡍऒ  ఉ޳హరణࡱ మߖڜ ࠾ࡍऒ  పޔࠫࡍలړࡵ ߘए ంచంݟ ధనङ Pru ࡱ޳࢐
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