
 அைனவ௠க்ஶம் வணக்கம், இன்௥ வரம்௖கள் பற்௣ய ௚தல் ௳ரி௵ைர எனேவ வரம்௖கள் 
என்றால் என்ன என்பைத இன்௥ ௳ளக்ஶழேறன் எனேவ வரம்௖கள் ௘க௵ம் ௚க்ழயமான 
க௠த்ௌக்கள் மற்௥ம் இௌ ௚௱ கால்ஶல௻ன் ௚ௌெக௩ம்பாஶம், எனேவ இௌ உங்க௬க்ஶ ௘க 
௚க்ழயமான அத்ொயாயம்.
 வரம்௖ வைரயைற௞டன் ெதாடங்ஶழேறன், எனேவ என்பௌ f 

க்ஶ சமமான ஒ௠ இைடெவளி௜ல் x 
வைரய௥க்கப்படட் ஒ௠ ெசயல்பா௄ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.

க்ஶ ௚ைனழறௌ எனேவ இதற்கான ஶ௣௝டானௌ நாம் பயன்ப௄த்ௌம் வரம்௖க்ஶத்தான்   x a 
நாம் ௧ம் வரம்ைப எ௱ௌழேறாம்.
  இதன் ெபா௠ள் என்னெவன்றால், ௚ைறயாக ௧ம்ப் என்பௌ இன் க்ஶ ௚ைன௞ம் x x af 
உண்ைமயான எண் ஆஶம், அதாவௌ  l 

என்பௌ க்ஶ சமமான ௖ள்ளிையத் த௳ரத்்ௌ, நிசச்யமாக ேபாௌமான அள௵ ெந௠க்கமாக x a 
இ௠க்ஶம்பூ ேதரந்்ெத௄க்கப்படட்ால், தன்னிசை்சயாக க்ஶ அ௠ழல் இ௠க்ஶம் , x fx l 
எனேவ நான் ௳ளக்ஶழேறன்.
  இந்த ஆர௔் என்பதன் அரத்்தம் என்ன ?  க்ஶ அ௠ழல் மற்௥ம் ேபாௌமானtrarily close to a 
அள௵ எனக்ஶ ஒ௠ ெசயல்பா௄ உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், இங்ேக க்ஶ சமமான a x 
உள்ளௌ, ேம௩ம் இந்த ெசயல்பா௄ இௌ ேபான்றௌ.
 
இௌ இந்த எண் என்௥ நீங்கள் ௳௠ம்௖ழ௤ரக்ள் என்றால், நீங்கள் ௳௠ம்௖ம் அள௵க்ஶ இன் l fx 
மொப்௖ க்ஶ ெந௠க்கமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் எனில், இந்தப் ௖ள்ளி உள்ள இந்த l l 
இைடெவளி௜ல் எனௌ இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ நான் ௳௠ம்௔னால் , இந்தப் படத்ொல் f of x 
இ௠ந்ௌ நீங்கள் பாரக்்கலாம்.
 இந்த இைடெவளி௜ல் நான் என் ஐத் ேதரந்்ெத௄த்தால், இங்ேக இந்த இைடெவளி௜ல் x x x 
உள்ளௌ என்றால், இன் இந்த இைடெவளி௜ல் உள்ளௌ, நான் இந்த இைடெவளி௜ல் f x 
இ௠ப்பைதப் ேபாலேவ இந்த இைடெவளிைய௞ம் அைழக்ழேறன் , அப்பூயானால் அப்பூ 
இல்ைல என்றால் இன் வரம்௖ ஆனௌ இௌ இல்ைல என்௥ ஷ௥ழேறாம், அப்பூ ஒ௠ xx f l 
இ௠ந்தால் , வரம்௖ க்ஶ சமம் என்௥ ஷ௥ேவாம் , எ௄த்ௌக்காட்டாக , நான் இந்த l 
ெசயல்பாடை்டப் பாரத்்தால், என்னிடம் உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.

இன் இந்த ெசயல்பா௄ ஆனௌ க்ஶ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் 0 க்ஶம் ஶைறவானௌ மற்௥ம்   x f x 
அௌ ஐ ௳ட க்ஶ 1 க்ஶக் ஶவால் ெபரியௌ எனேவ e  0 x 

ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக இ௠ந்தால் இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான ெசயல்பா௄ x fx 
மற்௥ம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் இௌ ஒன்றாஶம், எனேவ இப்ேபாௌ இங்ேக நீங்கள் x 
பாரத்்தால் , ஐ ெந௠ங்ஶம்ேபாௌ இன் வரம்௖ ஆஶம் x 0 x f 
இந்த ௳ஷயத்ொல் நான் [இைச ] எனௌ ௧௠ந்ௌ ஐ எந்த இைடெவளி௜ல் 0 உள்ளதா என்௥ x b 
பாரத்்தால் , ேநரம்ைற க்ஶ இன் இன் மொப்௖ 1 என்௥ம், எந்த எொரம்ைற க்ஶ நாம் x x f x 
எவ்வள௵ ஼௣யதாக இ௠ந்தா௩ம் 1 என்௥ம் ெதரி௞ம்.
 இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக இ௠ந்தால், இந்த ௳ஷயத்ொல் இல்ைல என்பேத பொல், ஏெனனில் 

க்ஶ அொகமான ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ஒன்௥க்ஶ சமம் மற்௥ம் க்ஶ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட x fx x fx 
எப்ேபாௌம் ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ இன் எந்த மொப்௖ம் நமௌ ேதைவைய ௗரத்்ொ ெசய்யாௌ, l 
எனேவ க௠த்ௌம் உள்ளௌ  ஒ௠ பக்க வரம்௖கள் எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் நான் ஒ௠ பக்க 
வரம்௖கைள வைரய௥க்ழேறன், எனேவ இரண்௄ ஒன்௥ இடௌ ைக வரம்௖ என்௥ம், 
இரண்டாவௌ வலௌ ைக வரம்௖ என்௥ம், இடௌ ைக வரம்௖ என்ன, எனேவ இௌ இன் இன் x f 
ஶ௣௝ட௄் வரம்ைப ஆகப் பயன்ப௄த்ௌம் ஒ௠ ைமனஸ் ஆஶம், அதாவௌ இங்ேக நாம் x 
ெசயல்பாடை்டப் பாரக்்ழேறாம், எனேவ ௙ண்௄ம் ெசால்ழேறன்  இந்த எ௄த்ௌக்காடூ்ன் ௛லம் 
௳ளக்க௵ம், எனேவ ெசயல்பா௄ 1 க்ஶ க்ஶ 0 க்ஶம் அொகமானௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் மற்௥ம் x 

க்ஶ ௗஜ்௷யம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ஶைறவானௌ, எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் க்ஶ x fx 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான ஒன்௥க்ஶ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ஒன்௥க்ஶ x x 
ெபரிய ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான இடௌ  ைக வரம்௖ இன் இன் ௗஜ்௷யத்ைத க௯த்தல் x x f 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம், ஏெனன்றால் 
இந்த இைடெவளி௜ல் ஏேத௑ம் ஒ௠ ௖ள்ளிைய நான் இந்த ௖ள்ளி௜ன் இடௌ௖றமாக எ௄த்ௌக் 
ெகாண்டால், க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இடௌ ைக வரம்௖ வரம்ைப எ௱ௌழேறன்.fx 0 

ஆனௌ ைமனஸ் ஆக இ௠ந்தால், இௌ க்ஶ சமமாக    fx x l 
இ௠க்ஶம்.
 ஒ௠ ஼ல ெடல்டா பா஼டூ்வ் அேத ேபால வலௌ ைக வரம்ைப வைரய௥க்கலாம், இௌ இன் x 
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௔ளஸ் எஃப் வரம்௔னால் ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ, இௌ எல் க்ஶ  சமமாஶம்  ஒ௠ ௔ளஸ் பூவத்ொன் ஒ௠
஼௣ய ேபாௌமான இைடெவளி ெடல்டா எனேவ இௌ வலௌ ைக வரம்௖ என்௥ 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, ஏெனனில் இன் வலப்௖றம் உள்ள இைடெவளி௜ல் ெசயல்பாடூ்ன் a 
மொப்ைப மட௄்ேம நாங்கள் க௠த்ொல் ெகாள்ழேறாம், அேதசமயம் இடௌ ைக வரம்௔ற்ஶ 
ஒ௠

இன் இடௌ௖றத்ொல் உள்ள இைடெவளி௜ல் இன் மொப்௖களில் ஆரவ்மாக  so note x 
உள்ேளாம்.
 இடௌ ைக வரம்௖க்ஶ  இன் இடௌ௖றத்ொல் உள்ள ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖கள் மட௄்ேம a 
௚க்ழயம் , அேத ேபால் வலௌ ைக வரம்௖க்ஶ  இன் வலௌ௖றத்ொல் இன் மொப்௖கள் a fx 
மட௄்ேம ௚க்ழயம், ேம௩ம் 

இன் இன் மொப்௖ ௚க்ழயமல்ல.a f 
 வரம்௖கைள அ௣௞ம் ேநாக்கத்ொற்காக, 
இௌ இன் வரம்௖ க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்௖ அல்லௌ இன் இடௌ ைக வரம்ைப இல் x x x a 
வரம்௖க்ஶட்ப௄த்ௌழறௌ அல்லௌ இன் இன் வலௌ ௖ற வரம்௖ இல் உள்ளௌ, எனேவ x f a 
மற்ெறா௠ க௠த்ௌ என்னெவன்றால் இன் இன் வரம்௖ இல், ெந௠ங்ஶம்  ேபாௌ, இடௌ x f x x a 
ைக வரம்௖ மற்௥ம் வலௌ ைக வரம்௖ இரண்௄ம் 

க்ஶ சமமான மற்௥ம் க்ஶ x a r 
சமமாக இ௠ந்தால் மட௄்ேம, இௌ க்ஶ சமம்.l 
 இரண்௄ம் உள்ளன மற்௥ம் இரண்௄ம் l

க்ஶ சமம்  உதாரணம் என்பௌ க்ஶ 0 க்ஶக் ஶைறவானௌ மற்௥ம் 1 க்ஶ சமமான  so fo r f x x
க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் 

இன் ௗஜ்௷யம் ஷட்டல் க்ஶ இௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ இடௌ ைக வரம்௖ மற்௥ம் வலௌ x f 
ைக வரம்௖ இரண்௄ம் 
ௗஜ்௷யத்ொல் உள்ளன, ஆனால் அைவ சமமாக இல்லாத வரம்௖ வரம்௖ இன் x x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம் ேபாௌ இௌ இல்ைல சரி,
 அதனால் நாம் ெபற ௚ூ௞மா? இடௌ ைக வரம்௖ இடௌ ைக அல்லௌ வலௌ ைக வரம்௖ ஷட 
இல்ைல, எனேவ ௚ந்ைதய எ௄த்ௌக்காடூ்ல் இடௌ ைக வரம்௖ மற்௥ம் வலௌ ைக வரம்௖ 
இ௠ப்பைதக் கண்ேடாம், ஆனால் அைவ சமமாக இல்ைல, எனேவ வரம்௖ இல்ைல, ஆனால் இந்த
வழக்ைக ைவத்ொ௠க்க ௚ூ௞மா?  எனேவ இைத பரி஽௧ப்ேபாம் என்பௌ க்ஶ இன் fx x x sine
ஐச ்ெசால்வதற்ஶ சமம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் இல்ைல எனேவ வரம்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்x x 
ெசல்ழறௌ மற்௥ம் உள்ளௌ, எனேவ நாம் இன் ஐ வைரய௥க்ழேறாம் அல்லாத fx x f x 
அைனத்ௌ மற்௥ம் இந்த ெசயல்பாட்ூன் வைரபடத்ைத நீங்கள் வைரந்தால், ௛லம் x f  x 
ஒன்௣ன் ைசன் சமமாக இ௠க்ஶம்  பூவத்ொன் அைனத்ௌ க்ஶம் ைசன் 1 சமம் 0 க்ஶ  சமம் x x
என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்ள௵ம்  சமம் 1 ௔ன்னர ் என்பௌ 1 x by n pi, sine 1 by x by x 
என்பௌ இன் ைசன், இௌ 0 வலௌ, சமம் 1 ஷட்டல் ஒ௠ இரண்௄ம் ௔றஶ ைசன்n pi x by 2 n pi 
ஒன்௥  இௌ இரண்௄ ஷட்டல் ஒன்௥ ைப இரண்ூன் ைச௑க்ஶச ்சமம், இௌ வலௌ x n n 
அொகாரத்ொல் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம், எனேவ சமமாக இ௠ந்தால், ஒற்ைறப்பைடயாக n n 
இ௠ந்தால், ைமனஸ் ஒன்ைறப் ெப௥ேவாம் .
  இைடெவளிையச ்ெசால்௩ங்கள், நான் இைடெவளி௜ல் இ௠க்க 1 ஆல் எ௄த்தால், 2 க்ஶx n pi 
இரண்௄ ௔ளஸ் இரண்டாகக் ஷற௵ம், அௌ என்பௌ இைடெவளி௜ல் ஒன்௥க்ஶ n pi pi x 
இரண்௄ ஷட்டல் இரண்ூ௧௠ந்ௌ ஒன்௥க்ஶ இரண்௄ என்௥ ெசால்௩ங்கள் n pi pi n pi fx 
சமம் பாவம் ஒன்௥ ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் ஒ௠ வலௌ இைடேய அைனத்ௌ மொப்௖கள் எ௄க்ஶம் x 
ஏெனனில் இைடெவளி௜ல் இரண்௄ ௚தல் ௔ளஸ் ைசன்  2 இ௧௠ந்ௌ n pi 2n pi pi x 2 n 
நான் எ௄த்தால் உண்ைம௜ல் 0 ௚தல் 1 வைர மொப்ைப எ௄க்ஶம்  pi minus pi by two to two

௔றஶ அௌ ைமனஸ் ஒன்௥ ௚தல் ஒன்௥ வைர அைனத்ௌ n pi plus pi by two 
மொப்௖கைள௞ம் எ௄க்ஶம், எனேவ நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால் , நீங்கள் இந்த இன் x 
வைரபடத்ைத வைரய ௚யற்஼த்தால் , நான் ைச௑க்ஶ சமமான ஐக் ெகாண்௄ள்ேளன்.fx 

ல் ஒன் ைப எனேவ நான் வலௌ ைக வரம்௔ல் ஆரவ்மாக இ௠ந்தால் , இந்த ெசயல்பாட்ூன்  x x 
மொப்ைப இதன் வலௌ௖றத்ொல் பாரக்்க ேவண்௄ம், எனேவ நான் ஼ல ஒன்ைற இரண்௄ ஐ n pi 
எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், என்னிடம் ஒ௠ இரண்௄ உள்ளௌ  இரண்டாக இ௠ந்தால் n pi plus pi 
இதன் மொப்௖ நான் ௗஜ்௷யமாக உள்ளௌ என்பொ௧௠ந்ௌ மா௥ப௄ழறௌ, இௌ ஒன்௥ என்௥ 
ெசால்லலாம், எனேவ இௌ அைனத்ௌ மொப்௖கைள௞ம் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ஒன்௥க்ஶ எ௄க்ஶம் , 
௔ன்னர ்௙ண்௄ம் ஒன்௥க்ஶ இரண்௄ இல் அௌ ௙ண்௄ம் ௗஜ்௷யமாக மா௥ம்.n pi plus pi 
 ௙ண்௄ம் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ ெசல்ழறௌ, அௌ ௙ண்௄ம் ஒன்௥க்ஶ ெசல்ழறௌ, எனேவ நீங்கள் 
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ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான க்ஶ அ௠ழல் ெசல்௩ம்ேபாௌ இௌ ஊசலா௄ழறௌ,x 
 அதனால் என்ன நடக்ழறௌ 

ெசயல்பா௄ ௗஜ்௷யத்ைதக் ெகாண்ட எந்த இைடெவளி௜௩ம் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶம் fx 
ஒன்௥க்ஶம் இைட௜ல் ஊசலா௄ழறௌ.
  இந்த ெசயல்பாடூ்ன் இடௌ ைக வரம்௖ ஐப் ேபாலேவ இல்ைல இந்தச ்ெசயல்பாட்ூற்காக n 
உள்ளௌ, எனேவ இன்௥வைர ஒ௠ ெசயல்பாடூ்ன் வரம்ைபப் பற்௣ய ஼ல உள்௬ணர௵்க் 
க௠த்ைத நான் ெகா௄த்ௌள்ேளன், இப்ேபாௌ அ௄த்ததாக நான் ௔ன்னைட௵ வைரயைறைய 
ெகா௄க்க ௚யற்஼க்ழேறன், எனேவ இௌ எப்஼லான் ெடல்டா வைரயைற௜ன் வைரயைற 
என்௥ம் அைழக்கப்ப௄ழறௌ, 
எனேவ வைரயைறைய நாங்கள் ெசால்ழேறாம் இன் இன் வரம்௖ ஆக x f x 
உள்ளௌ , இௌ எப்஼லான் ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ நீங்கள் l 
ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் எப்஼லான் உண்ைமயான எண்கைள எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், 
உண்ைமயான எண் ெடல்டா உள்ளௌ, அௌ௵ம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் 

வரிைசயாக இ௠க்க, ேமாட் க௯த்தல் ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக௵ம், ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட x x a 
அொகமாக௵ம் இ௠ந்தால் 

ைமனஸ் இன் இன் ேமாட் எப்஼லாைன ௳ட ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம், இந்த , x l f 
௳ஷயங்கைள நான் ௚ன்னிைலப்ப௄த்ௌழேறன், எனேவ இைத ௙ண்௄ம் வைரபடத்ொன் ௛லம் 
௳ளக்ஶழேறன், எனேவ நம்௘டம் உள்ளௌ.x 
  மற்௥ம் என்பௌ இன் எஃப் க்ஶ சமம் மற்௥ம் எங்களிடம் ஼ல ெசயல்பா௄கள் உள்ளன, y x 
எனேவ நாங்கள் ௚ன்௖ ௳ளக்ழயௌ ேபால் இந்த எல் 
உள்ளௌ, அௌ இ௠ந்தால் அந்த வரம்௖ அந்த மொப்பாஶம் .
 ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖ இந்த எண்ேக்ஶத் தன்னிசை்சயாக ெந௠க்கமாழறௌ எனேவ எனௌ l 

இன் எஃப், எல் ைமனஸ் எப்஼லான் ௚தல் எல் ௔ளஸ் எப்஼லான் வைர இ௠க்க ேவண்௄ம் x 
என்௥ நிைனக்ழேறன், ௔ன்னர ்நான் ஒ௠ ெடல்டாைவத் ேதர௵் ெசய்யலாம், என்௑ைடய இௌ 
ஒ௠ ைமனஸ் ெடல்டாவாக இ௠ந்தால், என் எக்ஸ் என்றால்  இந்த ொறந்த இைடெவளி௜ல் ஒ௠ 
ைமனஸ் ெடல்டா ௚தல் ௔ளஸ் ெடல்டா வைர இ௠ந்தால் க்ஶ சமமாக இ௠க்கலாம், ௔றஶ x 
என்௑ைடய எஃப் இந்த இைடெவளி௜ல் இ௠க்க ேவண்௄ம் ைமனஸ் எப்஼லானில் இ௠ந்ௌ x l 
எல் ௔ளஸ் எப்஼லான் எ௄த்ௌக்காட்டாக, இந்த எப்஼லன் 0.
1 என்௥ ஷ௥வதற்ஶ சமம் என்௥ நீங்கள் ௳௠ம்பலாம்.
 நீங்கள் எப்஼லாைன ௖ள்ளி ஒன்௥க்ஶ சமமாக எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், 
இங்ேக ஒ௠ ைமனஸ் ெடல்டா௳ல் இ௠ந்ௌ ஒ௠ ௔ளஸ் ெடல்டா௳ற்ஶச ்஼ல ஼௣ய இைடெவளி 
இ௠க்கலாம், இதன் ெசயல்பாட௄் மொப்௖ எல் ைமனஸ் பா௜ண்ட் ஒன் ௚தல் எல் ௔ளஸ் 
பா௜ண்ட் ஒன் வைர இ௠க்ஶம்.
 ௔றஶம் ௚ந்ைதயைத ௳டச ்஼௣யதாகக் க௠தப்ப௄ம் மற்ெறா௠ ெடல்டா உள்ளௌ, நான் இங்ேக 
ேதர௵்ெசய்தால், ௙ண்௄ம் இௌ எல் ைமனஸ் பா௜ண்ட் ௸ேரா ஒன் ௚தல் எல் ௔ளஸ் பா௜ண்ட் 
௸ேரா ஒன் வைர இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ வரம்௔ன் வைரயைறயாஶம், எனேவ ெடல்டாைவக் 
ஶ௣ப்௔௄வௌ ெபாௌவாக ஈ௔ையப் ெபா௥த்தௌ.

எனேவ நீங்கள் எப்஼லாைன ஼௣யதாக மாற்௣னால், ெடல்டாைவ ஼௣யதாக மாற்ற  silon 
ேவண்௄ம், எனேவ ஒ௠ உதாரணம் ெசயல்பாடை்ட சௌரம் என்௥ ெசால்ல௵ம், ௔ன்னர ்fx x x 0
ஐ ெந௠ங்ஶம்ேபாௌ இன் இன் வரம்௖ என்ன என்பைதக் க௠த்ொல் ெகாள்௬ங்கள், எனேவ x f 
இந்த ெசயல்பாட்ைட நீங்கள் பாரத்்தால் இௌ ௘க௵ம் அொகம்  இௌ ஒ௠ பரவைளயமாஶம், 
எனேவ நீங்கள் இடௌ பக்கத்ொ௧௠ந்ௌ இந்த ெசயல்பாடை்ட அேழனால் இடௌ ைக வரம்ைபக் 
கண்டால், 
அௌ ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம் இந்த ௖ள்ளிைய ெந௠ங்ஶழறௌ மற்௥ம் நீங்கள் அேழனால் 
வலௌ௖றத்ொல் இ௠ந்ௌ இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெந௠க்கமாழ வ௠ழறௌ.
 உள்௬ணரவ்ாக வைரபடத்ொ௧௠ந்ௌ வரம்௖ ௗஜ்௷யம் என்பௌ ெதளிவாழறௌ, இொல் உள்ள 
எப்஼லான் ெடல்டா வைரயைறையப் பயன்ப௄த்ொ இைத நி௡௔க்க ௚யற்஼ப்ேபாம், நீங்கள் 
ெசய்ய ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், உங்க௬க்ஶ எப்஼லான் வழங்கப்பட்டால் , ெடல்டா 
என்றால் என்ன என்பைத நீங்கள் ெசால்ல ேவண்௄ம்.
 ொ௠ப்ொ அைடழேறாம் எனேவ எப்஼ேலான் எந்த ேநரம்ைற எண்ணாக இ௠க்க ேவண்௄ேமா 
அைத ெடல்டா பா஼டூ்வ் ஆக 
இ௠க்கட௄்ம்  ைமன௻ன் என் எஃப் வரம்௖ 0 என்௥ நாங்கள் ஷ௥ழேறாம், இௌ எப்஼லைன x 
௳ட ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , அதாவௌ ேமாட் ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக௵ம், x 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகமாக௵ம் இ௠ந்தால் , சௌரத்ொன் ேமாட ்எப்஼லைன ௳ட ஶைறவாக x 
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இ௠ப்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ.
  இப்ேபாௌ இன் ேமாட் ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக இ௠ந்தால் x 

சௌரத்ொன் ேமாட ்இௌ ெடல்டா சௌரத்ைத ௳ட ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ஆனால் எனௌ, x 
ேமாட் சௌரம் எப்஼லைன ௳ட ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ சௌரத்ொன் ேமாட ்x x 
எப்஼லைன ௳ட ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ நாங்கள் ௳௠ம்௖ழேறாம் எப்஼லனின் 
வரக்்க ௛லத்ொற்ஶச ்சமமான ெடல்டாைவத் ேதர௵்ெசய்தால், 
ெடல்டாைவ ௳ட ேமாட் ஶைறவானௌ , இௌ சௌரத்ொன் ேமாட ்ெடல்டா சௌரத்ைத ௳டக் x x 
ஶைறவாக இ௠ப்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ.
  ெடல்டா வைரயைற 

க்ஶ ெசல்௩ம் ேபாௌ சௌரத்ொன் வரம்௖ ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இௌ , x 0 x 
௘க௵ம் எளிைமயான உதாரணம் ஆனால் இந்த எப்஼லான் ெடல்டா வைரயைறைய நாம் 
எவ்வா௥ பயன்ப௄த்ௌழேறாம் என்பைத ௳ளக்ஶவதற்ஶ , வரம்௖ ஼ல எண்ேக்ஶ சமம் 
என்பைத நி௡௔க்க ேவண்௄ம்.
 அ௄த்ௌ நாம் என்ன ெசய்ேவாம் வரம்௖களின் ஼ல பண்௖கைள பாரப்்ேபாம் எனேவ 
வரம்௖களின் ஼ல பண்௖கள் ௚த௧ல் இந்த ெதாைக ௳ொ எனேவ மற்௥ம் இரண்௄ fx gx 
ெசயல்பா௄கள் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் .

என்ற வரம்௖ க்ஶ ெசல்௩ம் இௌ௵ம் உள்ளௌ, ௔ன்னர ்௚ூ௵ மற்௥ம் இன் வரம்௖,   x x fx gx x
க்ஶ ெசல்ழறௌ இௌ இ௠க்க ேவண்௄ம் மற்௥ம் வரம்௖ மற்௥ம் இன் வரம்௖க்ஶ சமம் a fx gx x 

இல் க்ஶ சமம் என்பௌ ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம்  எஃப்எக்ஸ் மற்௥ம் ௷எக்ஸ்  x 
வரம்௖களின் வரம்௖ ா௠க்கமாக, ெதாைக௜ன் வரம்௖ வரம்௖களின் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம்  
என்௥ ஷ௥ழறௌ.
 அந்தத் ெதாைக௜ன் வரம்௖ வரம்௔ன் ஷட௄்த்ெதாைகயாஶம், ஆனால் நீங்கள் இைத நி௡௔க்க 
௚யற்஼த்தால், இந்த எப்஼லான் ெடல்டா வைரயைற ௘க௵ம் ஆதாரமாக உள்ளௌ, எனேவ x 
இன் இன் வரம்௖ க்ஶ ெசல்௩ம் ேபாௌ இௌ ஼ல ஒன்௥க்ஶ சமம் மற்௥ம் வரம்௖ f a l x 
௚ைனழறௌ  இன் என்பௌ இரண்௄க்ஶ சமம் எனேவ பயன்ப௄த்ௌவதன் ௛லம்  இதன் ag x l 
ெபா௠ள் என்னெவனில் , நாம் காட்ட ௳௠ம்௖வௌ என்னெவன்றால், என்பௌ க்ஶ x x 
௚ைன௞ம்ேபாௌ மற்௥ம் இன் வரம்௖, இௌ எல் ஒன் ஷட்டல் எல் ௅ க்ஶ சமம் எனேவ fx gx 
இைதச ்ெசய்ய நாம் ஒ௠ ெடல்டாைவக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்.
 ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட எப்஼ேலாைன ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால், நாம் ஒ௠ ெடல்டாைவக் 
கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ ௚த௧ல் எஃப்எக்ஸ் மற்௥ம் ௷எக்ஸ் வரம்௖கள் 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளன, எனேவ வரம்௖ எஃப் க்ஶ சமம் எல் ஒன்௥க்ஶ சமம் என்பதால் ஼ல x x 
ெடல்டா பா஼டூ்வ் ஒன்௥ இ௠ப்பதாக அ௣ழேறாம்.
 எனௌ ைமனஸ் இன் ேமாட் ெடல்டா 1 ஐ ௳ட ஶைறவாக௵ம் 0 ஐ ௳ட அொகமாக௵ம் x a 
இ௠ந்தால், இௌ எப்஼ல௑க்ஶ பொலாக எஃப்எக்ஸ் ைமனஸ் எல் ஒன் ேமாட் ஶைறவாக 
இ௠ப்பைதக் ஶ௣க்க ேவண்௄ம், ஏெனனில் நான் இங்ஶ எப்஼லாைன இரண்டாக ைவக்ழேறன் .

நீங்கள் ஒ௠ ெடல்டாைவக் காணலாம், இௌ எப்஼ல௑க்ஶ இரண்ூல் உண்ைமயாக   epsilon 
இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இௌ எனௌ சமன்பா௄ ஒன்௥, அேத ேபால் ெடல்டா இரண்௄ ேநரம்ைற
ெடல்டா இரண்௄ இ௠ப்பைதக் காணலாம், அதாவௌ இன் ேமாட் ெடல்டா இரண்ைட ௳டக் x 
ஶைறவாக௵ம் இல்ைல  இௌ க்ஶ சமமானௌ இன் ேமாட ்இௌ ஶைறவாக x a gx minus l two 
இ௠ப்பைதக் ஶ௣க்க ேவண்௄ம்  ௙ண்௄ம் எப்஼லாைன இரண்டாக அைழப்பைத ௳ட, இைத 
இரண்டாக அைழப்ேபாம், இப்ேபாௌ நாம் காட்ட ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், நாம் ஒ௠ 
ெடல்டாைவக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ நான் இப்ேபாௌ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் , fx 
௔ளஸ் ௷எக்ஸ் ெசயல்பா௄ உள்ளௌ , ேம௩ம் வரம்௖ எல் ஒன் ௔ளஸ் என்பைத நி௡௔க்க 
ேவண்௄ம்.

இரண்௄ எனேவ ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால்  l fx plus gx minus l one plus l two 
, ௚௱ைமயான மொப்௔ல் எப்஼லாைன ௳டக் ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இௌ fx 
ைமனஸ் ஒன் ௔ளஸ் ௷எக்ஸ் ைமனஸ் எல் இரண்ூன் ேமாடக்்ஶ சமம், ௔றஶ நமக்ஶத் ெதரி௞ம் 

இன் எனேவ இௌ ௔ளஸ் இன் க்ஶ சமமானைத mod a plus b fx minus l1 mod gx minus l2 
௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ, ஏெனனில் இன் ேமாட ்எப்ேபாௌம் க்ஶ a plus b mod a plus mod b 
சமமாக இ௠க்ஶம் 
எஃப்எக்ஸ் ைமனஸ் எல் ஒன் 
ேமாட் ெடல்டா ஒன்ைற ௳டக் ஶைறவாக இ௠ந்தால் எப்஼லாைன ௳ட இரண்௄ 
ஶைறவாக இ௠க்ஶம்.

க௯த்தல் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ மற்௥ம் ெடல்டா இரண்ைட ௳ட ஶைறவானௌ இௌ  x a 
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ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்ூல் இ௠ந்ௌ மற்௥ம் இந்த ஷட௄்த்ெதாைக அதன் எப்஼லா௑க்ஶ eq  ual 
எனேவ நான் ெடல்டாைவ ஶைறந்தபடச் ெடல்டா 1 மற்௥ம் ெடல்டா 2 க்ஶ சமமாக ேதர௵் 
ெசய்தால், ேமாட் க௯த்தல் ஐ ௳ட அொகமாக௵ம், ெடல்டாைவ ௳ட ஶைறவாக௵ம் x a 0 
இ௠ந்தால் ெடல்டா ஶைறந்தபடச் ேமாட் க௯த்தல் ெடல்டா 1 ஐ ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ  x a 
அத்ௌடன் ெடல்டா 2, இௌ எஃப்எக்ஸ் ௔ளஸ் ௷எக்ஸ் ைமனஸ் எல் ஒன் ௔ளஸ் எல் ௅௳ன் ேமாட ்
என்பௌ எப்஼லாைன ௳டக் ஶைறவானௌ, எனேவ 
எஃப்எக்ஸ் ௔ளஸ் ௷எக்ஸ் வைரயைற௜ன்பூ எல் ஒன் ௔ளஸ் எல் ௅க்ஶ சமம் எனேவ இந்த ௳ொ 
௘க௵ம் ௚க்ழயமானதாக இ௠க்ஶம்.
 தனிப்பட்ட வரம்௖கள் உங்க௬க்ஶத் ெதரிந்தால், ெசயல்பா௄களின் ஷட௄்த்ெதாைக௜ன் 
வரம்ைப நீங்கள் கண்௄௔ூக்கலாம் 
, ஏெனனில் நான் இன் ஆல்பா மடங்ஶ ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், க்ஶ ெசல்௩ம் இன் x f x a x 
ஆல்பா ேநர வரம்௖க்ஶ சமம்.

இன் இன் உண்ைமயான எண்ணாக இ௠ந்தால் இௌ உண்ைமயாஶம், ஆக இன் இன் x x x x f 
வரம்௖ ஆகச ்ெசன்றால் இௌ சரியாக இ௠க்ஶம், எனேவ நான் ெசயல்பாடை்ட ஏேத௑ம் x 
உண்ைமயான எண்ணால் ெப௠க்ழனால் , இன் இந்த மா௣௧ ேநரங்களின் வரம்௖ சமமாக x 
இ௠க்ஶம்.

இன் இன் நிைலயான ேநர வரம்௖க்ஶ அௌ ஒ௠ இன் வரம்௖  x f con 
இன் x 

நிைலயான ேநரங்கள் என்பௌ இன் இன் வரம்௔ன் நிைலயான ேநரங்க௬க்ஶச ்சமம், f x f 
எனேவ ஆதாரம் நி௡பணமாகாௌ, எனேவ நான் அைத ஒ௠ ப௜ற்஼யாக ௳ட௄்௳௄ழேறன், 
எனேவ ௙ண்௄ம் எப்஼லான் ெடல்டா வைரயைறையப் பயன்ப௄த்ொ நீங்கள் ெடல்டா என்ன 
என்பைதக் கண்௄௔ூக்க ௚யற்஼க்க ேவண்௄ம், இௌ சரி.
 எனேவ ௛ன்றாவௌ ஒன்௥ நிசச்யமாக ஷட௄் ௳ொையப்   
ேபாலேவ இ௠க்ஶம்  ௳ொ என்றால் மற்௥ம் வரம்௖ இ௠ந்தால், ௳த்ொயாசத்ொன் வரம்௖ fx gx 
வரம்௖ ேவ௥பாட்ூற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் , இௌ உண்ைம௜ல் ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ 
ெசாத்ௌக்களில் இ௠ந்ௌ ௔ன்பற்றப்ப௄ழறௌ , நிசச்யமாக ஒ௠வர ்எப்஼லான் ெடல்டா 
வைரயைறையப் பயன்ப௄த்ொ ேநரூயாக நி௡௔க்க ௚ூ௞ம், ஆனால் நான் காட௄்ழேறன்.
  இௌ உண்ைம௜ல் ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்ூ௧௠ந்ௌ ௔ன்ெதாடரழ்றௌ, எனேவ எங்களிடம் fx 
ைமனஸ் ௷எக்ஸ் உள்ளௌ, நீங்கள் இைத எஃப்எக்ஸ் மற்௥ம் மா௣௧ ைமனஸ் ஒ௠ மடங்ஶ ௷ x 
என்௥ எ௱ௌங்கள், எனேவ இப்ேபாௌ எங்களிடம் இரண்௄ ெசயல்பா௄களின் ஷட௄்த்ெதாைக fx
மற்௥ம் ைமனஸ் ஒ௠ மடங்ஶ ௷ ஆக உள்ளௌ.x 

இன் உண்ைமயான வரம்௖ ைமனஸ் இன் இன் இன் வரம்௖க்ஶ சமம், இன் 1   x fx g x f x 
மடங்ஶ இன் ைமனஸ் 1 மடங்ஶ வரம்௖ இௌ 1 பண்௖ 1 ஷட௄் ௳ொ மற்௥ம் ௔ன்னர ் இன் 1 g x 
மடங்ஶ என்பௌ க௯த்தல் இன் இன் ஒ௠ ௚ைற வரம்௖, அௌ இன் இன் ைமனஸ் g x g x g x 
வரம்௖ இன் இன் வரம்௖ சரி, எனேவ இௌ இரண்டாவௌ ௳ரி௵ைர௜ல் ௚தல் ௳ரி௵ைர௜ன் x g 
௚ூைவக் ெகாண்௄வ௠ழறௌ, ேம௩ம் வரம்௖களின் ஼ல பண்௖கைளக் காண்௔ப்ேபன்.
 
ேம௩ம் எ௄த்ௌக்காட௄்கள் மற்௥ம் ஼ல வரம்௖கைள கணக்ழ௄ங்கள் நன்௣ 
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