
 എبാവർുׯം ഹേലാ, ഇ്ؗ പരിധികെളുׯറിتു׺ ആദّ ْപഭാഷണമാണ്, അതിനാൽ പരിധികൾ 
െകാ؇് എؓാണ് അർ،മാؗുׯത് എ്ؗ ഞാൻ വിശദീകരിുׯം അതിനാൽ പരിധികൾ വളെര 
ْപധാനെؚ؂ ആശയ׹ളാണ് , ഇത് മുഴുവൻ കാൽുׯലസിന്െറയും നെب؂ാണ്, അതിനാൽ ഇത് 
നി׹ൾ്ׯ വളെര ْപധാനെؚ؂ അധّായമാണ്.  പരിധിയുെട നിർവചന؋ിൽ നി്ؗ ഞാൻ ആരംഭിׯാം, 
അതിനാൽ എؗത് എؗതിന് തുലّമായ ഒരു ഇടേവളയിൽ നിർവചി׺ിരിؗുׯ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ f x 
ആെണ്ؗ കരുതുക,  ഒരുപേײ തുലّമായ യിൽ ഒഴിെക.  േല്ׯ ْപവണത x a x a 
കാണിؗുׯതിനാൽ, ഇതിനുت െനാേ؂ഷൻ നأൾ ഉപേയാഗിؗുׯ പരിധി്ׯ േവ؇ിയാണ് നأൾ 
ലിമി്ئ ലിമി്ئ എഴുതുؗത് , ന്െറ ഫംഗ് ഷന്െറ േല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ, ഇത് ന്െറ x f a x x f 
ന്െറ പരിധിെയ സൂചിؚിുؗുׯ അത് അർ،മാؗുׯത് ഔപചാരികമായി ലിംബ് ന്െറ േല്ׯ x af 
ْപവണത കാണിുؗുׯ യഥാർ، സംഖّ ആണ്, അതായത്  എؗത് ന് തുലّമായ േപായിന്റ് l x a 
ഒഴിെക ഒരു േകാٌ٧ിേനാട് മതിയായ അടു്؋ ആയിരിׯാൻ തിരെ؁ടു؋ാൽ ഏകപײീയമായി x fx 

ന് അടു؋ാണ് , അതിനാൽ ഞാൻ വിശദീകരിׯാം  ഈ ആർബി എؗതുെകാ؇് ഞ׹ൾ എؓാണ് l 
ഉേؐശിؗുׯത് എനി്ׯ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ഉെ؇ؗും ഒരു ഫംഗ് ഷൻ യ് ്ׯ തുലّമാെണؗും ഈ ഫംഗ് ഷൻ a 
ഇതുേപാെലയുت ഒؗാണ് എ്ؗ കരുതുക. ഇത് ഈ സംഖّയാണ് എؗതിേല്ׯ ْപവണത l 
കാണിുؗുׯ, നി׹ൾ ആْഗഹിؗുׯതുേപാെല ന്െറ മൂലّം ന് അടു؋ായിരിׯണെമ്ؗ നി׹ൾ fx- l-
ആْഗഹിുؗുׯെവ׸ിൽ , ഈ േപായിന്റ് അട׹ിയിരിؗുׯ ഈ ഇടേവളയിൽ എന്െറ ന്െറ l f x 
ഉ؇ായിരിׯണെമ്ؗ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯെവ׸ിൽ, ഈ ചിْത؋ിൽ നി്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ 
കഴിയും  ഈ ഇടേവളയിൽ കിടׯാൻ ഞാൻ എന്െറ തിരെ؁ടുുׯകയാെണ׸ിൽ , ഇവിെട x x x 
ആെണ׸ിൽ ഈ ഇടേവളയിൽ കിടുؗുׯ, പിെؗ ന്െറ ഈ ഇടേവളയിൽ കിടുؗുׯ, ഞാൻ ഈ x f x 
ഇടേവളെയ ഞാൻ ഇടേവളയിൽ കിടؗുׯതുേപാെല ഈ ഇടേവളെയ വിളിׯാം i 
അ׹െന 
അ׹െന ഒരു ഇെ׸بിൽ ന്െറ ലിമി്ئ എഫ് ഇത് നിലവിലിب എ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, l xx 
അ׹െന ഒരു ഉെ؇׸ിൽ , പരിധി ന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയും , ഉദാഹരണ؋ിന് ഞാൻ ഈ l l 
ഫംഗ്ഷൻ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ ഒരു ഉദാഹരണം എഴുതെ؂.  ന്െറ ഈ ഫംഗ് ഷൻ ന് x f, x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ഇത് 0-േനׯാൾ കുറവാണ്, അത് ആണ് ന് 0-േനׯാൾ വലുത് 1-ന് തുലّമാണ്,e x-
അതിനാൽ പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവാെണ׸ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഫംഗ് ഷൻ ആണ് , x fx x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ ഇത് ഒؗാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഇവിെട നി׹ൾ 
കാണുകയാെണ׸ിൽ , 0-െന സമീപിുׯേآാൾ ന്െറ പരിധി അടؗു׹ ഏെത׸ിലും x x- f.  0 
ഇടേവളയിൽ ഞാൻ [സംഗീതം] എന്െറ േല്ׯ എടുؗുׯത് നി׹ൾ ക؇ാൽ, േപാസിئീവ് ന് , x- b x-

ന്െറ ന്െറ മൂലّം 1 ആെണؗും ഏത് െനഗئീവ് ന് അത് എْത െചറുതാെണ׸ിലും x- f- x-
ഞ׹ൾׯറിയാം.  ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഇب എؗാണ് ഉ؋രം, 
കാരണം പൂജّേׯ؋ാൾ േനׯാൾ വലുത് ഒؗിന് തുലّമാണ് , കൂടാെത പൂജّേׯ؋ാൾ ന് x- fx x-
താെഴയുتത് എبായ്േؚാഴും പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ ഒരു മൂലّവും നുأെട ആവശّകതെയ l 
തൃلിٝെؚടു؋ിب, അതിനാൽ എؗ ആശയവും ഉ؇്  ഒരു വശമുت പരിധികൾ അതിനാൽ ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ ഞാൻ ഒരു വശമുت പരിധികൾ നിർവചിׯാം, അതിനാൽ രെ؇؉ം ഇടത് ൈക 
പരിധി എؗും ര؇ാമേ؋ത് വലതു ൈക പരിധി എؗും വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇടത് ൈക പരിധി 
എؓാണ്, അതിനാൽ ഇത് ന്െറ ന്െറ െനാേ؂ഷൻ പരിധി ആയി ഉപേയാഗിുׯം  ഒരു x f x 
ൈമനസിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ ഇതിനർ،ം ഞ׹ൾ ഇവിെട ഫംഗ് ഷൻ േനാുׯകയാണ്, 
അതിനാൽ എെؗ വീ؇ും അനുവദിുׯക  ഈ ഉദാഹരണ؋ിലൂെട വിശദീകരിുׯക, അതിനാൽ 
ഫംഗ് ഷൻ - ന്െറ േനׯാൾ - േനׯാൾ വലുതാണ്, പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതും ന്  1 x- 0 x-
പൂജّം പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവുമാണ് .  ൈക പരിധി പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് x x f 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, കാരണം ഞാൻ ഈ ഇടേവളയിെല ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ്ഈ േപായിന്റിന്െറ 
ഇടതുവശ്؋ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇടത് ൈക പരിധി ഞാൻ എഴുതെ؂fx 0 

ൈമനസിേല്ׯ ْപവണത കാണിുׯേآാൾ, ഇത് ന് തുലّമാണ്     ചില െഡൽئ fx , x l 
േപാസിئീവുകൾ്ׯ സമാനമായി നമു്ׯ വലതു ൈകയുെട പരിധി നിർവചിׯാം , ഇത് ന്െറ പരിധി x x 
ന്െറ ؛സ് േല്ׯ േപാകുؗതിലൂെട സൂചിؚിുؗുׯ, ഇത് ന് തുലّമാണ്  , കിടׯാൻ f l x 
തിരെ؁ടു്؋ നമു്ׯ ആവശّമുْتത ന് അടു്؋ ആׯാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ . മുതൽ ؛സ് l fx a 
വെരയുت േഫാമിന്െറ മതിയായ െചറിയ ഇടേവള  െഡൽئ അതിനാൽ ഇതിെന വലത് ൈക പരിധി എ്ؗ
വിളിുؗുׯ, കാരണം ഞ׹ൾ യുെട വലതുവശتു؋ ഒരു ഇടേവളയിെല ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം a 
മാْതമാണ് പരിഗണിؗുׯത്, അേതസമയം പരിധിയിലുت ഇടത് ൈകയ് ്ׯ േനാ؂ിന്െറ a so 
ഇടതുവശتു؋ ഒരു ഇടേവളയിെല മൂലّ׹ളിൽ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമു؇്. ഇടത് ൈക പരിധി്ׯ  x a
യുെട ഇടതുവശتു؋ ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّ׹ൾ മാْതം ْപധാനമാണ് , അതുേപാെല വലത് ൈക പരിധി്ׯ

യുെട വലതുവശتു؋ ന്െറ മൂലّ׹ൾ മാْതം ْപധാനമാണ്, കൂടാെത യുെട യുെട മൂലّം  a fx a f 
ഒ؂ും ْപധാനമب. പരിധികൾ അറിയുؗതിനായി, അത് ന്െറ പരിധി ആേണാ അേതാ ന്െറ ന്െറ x x f x 
ഇടത് ൈക പരിധി യിൽ പരിമിതെؚടു؋േണാ അേതാ ന്െറ ന്െറ വലത് ൈക പരിധി യിൽ a x x a 
പരിമിതെؚടു؋േണാ, മെئാരു പരാമർശം ന്െറ ന്െറ പരിധി ൽ, സമീപിുׯേآാൾ , ഇത് ന് x f x- x a l 
തുലّമാണ് , ഇടത് ൈകയുെട പരിധിയും വലതു ൈകയുെട പരിധിയും ലും ലും തുലّമാെണ׸ിൽ x- r-
മാْതം, ഇടത് ൈക പരിധിയും വലതു ൈകയും ഉെ؇׸ിൽ മാْതേമ പരിധി നിലനിൽൂׯ. ര؇ും 
നിലവിലു؇്, ര؇ും ന് തുലّമാണ്  ഉദാഹരണം എؗത് ന് 0-േനׯാൾ 0- നും 1-ന് 0-ന് l so fo r f x 
തുലّവും ന് 1-ന് തുലّവുമാണ്  പൂജّേ؋ാെടാؚം ന്െറ എഫ-് േല്ׯ േപാകുേآാൾ ഇത് ഒؗിന് x- x-
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇടത് ൈക പരിധിയും വലത് ൈക പരിധിയും പൂജّ؋ിലാണ് നിലനിൽؗുׯത്, 
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എؗാൽ അവ തുലّമبാ؋തിനാൽ പരിധി പരിധി ന്െറ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ഇത് x x 
നിലവിലിب, അതിനാൽ നമു്ׯ കഴിയുേമാ? ഇടത് ൈകയുെട പരിധി ഇടതു ൈക അെ׸بിൽ വലത് ൈക
പരിധി േപാലും നിലവിലിب, അതിനാൽ മുൻ ഉദാഹരണ؋ിൽ ഇടത് ൈക പരിധിയും വലതു ൈക 
പരിധിയും നിലവിലുെ؇്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു, പേײ അവ തുലّമب അതിനാൽ പരിധി നിലവിലിب, 
പേײ നമു്ׯ ഈ േകസ് എടുׯാേമാ  അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് പരിഗണിׯാം എؗത് ന്െറ 1 ന്െറ fx x x
ന്െറ എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ് പൂജّ؋ിന് തുലّമب, അതിനാൽ പരിധി പൂജّ؋ിേല്ׯ x x 
േപാകുؗതും നിലനിൽുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ന്െറ നിർവചിؗുׯത് പൂജّമبാ؋ fx x f 
എبാ؋ിനും ന്െറ ആണ്  ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് വരയ് ുׯകയാെണ׸ിൽ, ന്െറ ൈസനിന്െറ x f x 
തുലّമാണ് നിർവചി׺ിരിؗുׯത്  എؗ േഫാമിന്െറ എبാ ന്െറയും ന് തുലّമാണ് x x sine 1 x  0 
എؗത് ْശؑിുׯക  സമം 1 ന്െറ പിെؗ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ൈസൻ ആണ്,x n pi, sine 1 by x 1 x n pi 
ഇത് 0 വല؋ിന് തുലّമാണ്, കൂടാെത തുലّമാെണ׸ിൽ 1 ؛സ് വൺ ര؇ും പിെؗ ൈസൻ x by 2 n pi 
ഒ്ؗ  ഇത് ര؇് ؛സ് വൺ ൈപ ര؇ിന്െറ ൈസന് തുലّമാണ്, ഇത് പവർ ന്െറ ൈമനസ് ഒؗിന് x n n 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇര؂ിയാെണ׸ിൽ ഒئയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഒ്ؗ ലഭിുׯം , വാُവٝ؋ിൽ n n my 

ആെണ׸ിൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ ലഭിുׯം  ഇടേവള പറയുക x 
അ׹െന പറയുക, ഞാൻ ഇടേവളയിലായിരിׯാൻ 1 ന്െറ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ 2 േല്ׯ ര؇് x n pi n

 സ് ര؇് pi pi x n pi pi؛ ്؇സ് ര؇് എ്ؗ പറയുക, അതായത് എؗത് ഇടേവളയിൽ ഒ്ؗ ൈബ ര؛
മുതൽ ഒ്ؗ ൈബ ര؇് ആണ് തുലّമായ പാപം ഒ്ؗ പൂജّ؋ിനും ഒരു വല؋ിനും n pi fx x 
ഇടയിലുت എبാ മൂലّ׹ളും എടുുؗുׯ, കാരണം ഇടേവളയിൽ ര؇് മുതൽ വെരയുت n pi 2n pi 

ന്െറ 2 ൈസനിന്െറ എؗിവ  2 ൽ നി്ؗ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ 0 മുതൽ 1 വെര മൂലّം x- pi n 
എടുുؗുׯ.  ൈമനസ് ൈപ ൈബ ടു ടു ടു ടു ടു ؛സ് ര؇് ആയാൽ അത് ൈമനസ് ഒ്ؗ pi n pi pi 
മുതൽ ഒ്ؗ വെരയുت എبാ മൂലّ׹ളും എടുുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ കാണുؗത് നി׹ൾ ഈ x 
ന്െറ ْഗാഫ് വരയ്ׯാൻ ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ , എനി്ׯ ൈസനിനു തുലّമായ ഉ؇്. ഒؗിന്െറ fx x 
ന്െറ വലത് ൈക പരിധിയിൽ എനി്ׯ താൽؚരّമുെ؇׸ിൽ, ഇതിന്െറ വലതുവശتു؋ ഈ 
ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം ഞാൻ േനാേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഞാൻ ഒ്ؗ ര؇് എടു؋ാൽ എനി്ׯ ഒ്ؗ n pi 
ൈബ ടു ഉേ؇ാ എ്ؗ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ  ൈപ ؛സ് ൈപ ര؇് ആയാൽ ഇതിന്െറ മൂലّം n 
വّതّസ് തമാണ്, എനി്ׯ പൂജّം ഉ؇് എؗതിൽ നി്ؗ ഇത് ഒؗാെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഇത് എبാ 
മൂലّ׹െളയും പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഒؗിേല്ׯ െകാ؇ുേപാകുؗു , തുടർ്ؗ വീ؇ും ഒؗിൽ ര؇് n pi 
 േപാകുؗു, അത് pi ׯസ് അത് വീ؇ും പൂജّമായി മാറുؗു , തുടർ്ؗ ഇത് വീ؇ും ൈമനസ് ഒؗിേല്؛
വീ؇ും ഒؗിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ നി׹ൾ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ന് അടു്؋ േപാകുേآാൾ x 
ഇത് ആേؕാളനം തുടരുؗു, അതിനാൽ എ്ؓ സംഭവിുؗുׯേവാ അത് പൂജّം അടؗു׹ ഏത് 
ഇടേവളയിലും ൈമനസ് ഒؗിനും ഒؗിനും ഇടയിൽ  ആേؕാളനം തുടരുؗു, 
അ׹െന ഞാൻ വലതുവശتു؋ പരിധി േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഈ ഫംഗ് ഷനിൽ ഇത് നിലവിലിب, 
അതുേപാെല ഇടതു ൈക പരിധിയും ഈ ഫംഗ് ഷന് നിലവിലു؇്, അതിനാൽ ഇؗുവെര ഞാൻ ഒരു n  
ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധിെയുׯറി്׺ ചില അവേബാധജനّമായ ആശയ׹ൾ നൽകിയി؂ു؇്, ഇേؚാൾ 
അടു؋തായി ഞാൻ റിْഗസ് നിർവചനം നൽകാൻ ْശമിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇതിെന പരിധിയുെട 
എപ് സിേലാൺ െഡൽئ നിർവചനം എؗും വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ നിർവചനം ഞ׹ൾ പറയുؗു x 
ന്െറ ന്െറ പരിധി ആയി ഇത് നിലവിലു؇് , ഏെത׸ിലും എ٧لിേലാൺ േപാസിئീവ് നൽകിയാൽ ന്f x l 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ േപാസിئീവ് ആയ ഏെത׸ിലും യഥാർ، സംഖّ എ٧لിേലാൺ 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഒരു യഥാർ، സംഖّ െഡൽئ ഉ؇് , അത് ഞാൻ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ 
േപാസിئീവ് ആണ്.  എؗ വരിയിൽ േമാഡ് ൈമനസ് എ െഡൽئേയׯാൾ കുറവും പൂജّേׯ؋ാൾ x x 
വലുതും ആെണ׸ിൽ , ൈമനസ് ന്െറ എഫ് േമാഡ് എ٧لിേലാണിേനׯാൾ കുറവായിരിׯണം, ഞാൻx l 
ഈ കാരّ׹ൾ ൈഹൈല്ئ െചإെ؂ , അതിനാൽ ഇത് ْഗാഫ് ഉപേയാഗി്׺ വീ؇ും വിശദീകരിׯാം, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഉ؇്  കൂടാെത എؗത് ന്െറ ന് തുലّമാണ് , ഞ׹ൾ്ׯ ഇേؚാൾ ചില x y x f 
ഫംഗ് ഷനുകൾ ഉ؇്, ഞ׹ൾ മു്آ വിശദീകരി׺തുേപാെല ഈ ഉ؇്, അത് നിലവിലുെ؇׸ിൽ പരിധി l 
ആ മൂലّമാണ് , 
അ׹െന ഞാൻ ഈ െന ഇടത് വശ്؋ നിേؗാ വലത് വശ്؋ നിേؗാ സമീപിുׯകയാെണ׸ിൽ.  x 
ഫ׸ിന്െറ മൂലّം ഈ സംഖّയുമായി ഏകപײീയമായി അടുുؗുׯ അതിനാൽ എന്െറ ന്െറ എഫ,് l x 

ൈമനസ് എപ് സിേലാണിനും ؛സ് എ٧لിേലാണിനും ഇടയിലായിരിׯണെമ്ؗ ഞാൻ l l 
ആْഗഹിുؗുׯെവ׸ിൽ, എനി്ׯ ഒരു െഡൽئ തിരെ؁ടുׯാം , എന്െറ ഇത് ൈമനസ് 
െഡൽئയാെണ׸ിൽ ؛സ് െഡൽئയാെണ׸ിൽ എന്െറ ഈ തുറؗ ഇടേവളയിൽ ഒരു ൈമനസ് x  
െഡൽئയും ؛സ് െഡൽئയും ന് തുലّമാെണ׸ിൽ , എന്െറ ന്െറ ഈ ഇടേവളയിൽ കിടׯണം x f x l 
ൈമനസ് എ٧لിേലാണിൽ നി്ؗ ؛സ് എ٧لിേലാണിേല്ׯ, ഉദാഹരണ؋ിന് ഈ എ٧لിേലാൺ 0.1 എ്ؗ l 
പറയുؗതിന് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ ആْഗഹിേׯ׺ാം. നി׹ൾ േപായിന്റ് ഒؗിന് തുലّമായ 
എപ് സിേലാൺ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇവിെട ഒരു ൈമനസ് െഡൽئ മുതൽ ؛സ് െഡൽئ വെരയുت 
ചില െചറിയ ഇടേവളകൾ ഉ؇ായിരിׯാം, ഇതിന്െറ ഫംഗ് ഷൻ മൂലّം ൈമനസ് േപായിന്റിനും ؛സ് l l 
േപായിന്റിനും ഇടയിലായിരിുׯം , നി׹ൾ ഈ എപ് സിേലാണിെന െചറുതാുׯകയാെണ׸ിൽ 
േപായിന്റ് പൂജّം ഒ്ؗ എ്ؗ പറയുക എؗി؂ും മുآേ؋തിേനׯാൾ െചറുതായ മെئാരു െഡൽئയു؇് , 
ഞാൻ ഇവിെട തിരെ؁ടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് വീ؇ും ൈമനസ് േപായിന്റ് പൂജّം ഒؗിനും ؛സ്l l 
േപായിന്റ് പൂജّം വ؉ിനും ഇടയിലാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് പരിധിയുെട നിർവചനം അതിനാൽ 
െഡൽئെയ റിമാർ്ׯ െചുإക െപാതുെവ ഇപിെയ ആْശയി׺ിരിുؗുׯ  അതിനാൽ നി׹ൾ silon 
എ٧لിേലാണിെന െചറുതാׯിയാൽ െഡൽئ െചറുതാേׯ؇ി വരും, അതിനാൽ ഒരു ഉദാഹരണം x 
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സ്കٔയർ എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമായ ഫംഗ്ഷൻ പരിഗണിുׯക , തുടർ്ؗ േല്ׯ fx x 0 
അടുുׯേآാൾ ന്െറ ന്െറ പരിധി എْതയാണ്, ഈ ഫംഗ്ഷൻ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇത് x f 
വളെര വലുതാണ്  ലളിതം ഇെതാരു പരവലയമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇടതുവശ്؋ നി്ؗ ഈ 
ഫംഗ് ഷെന സമീപിുׯകയാെണ׸ിൽ ഇടത് ൈകയുെട പരിധി നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, അത് 
പൂജّമായ ഈ േപായിന്റിേല്ׯ അടുുؗുׯ, നി׹ൾ സമീപി׺ാൽ വലതുവശ്؋ നി്ؗ വീ؇ും ഇത് 
പൂജّേ؋ാട് അടുുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് പൂജّേ؋ാട് അടുുؗുׯ. ْഗാഫിൽ നി്ؗ അവേബാധപൂർجം 
പരിധി പൂജّമാെണ്ؗ വّװമാണ് , ഇതിൽ എ٧لിേലാൺ െഡൽئ നിർവചനം ഉപേയാഗി്׺ ഇത് 
െതളിയിׯാൻ ْശമിׯാം , നി׹ൾ്ׯ ഒരു എ٧لിേലാൺ നൽകിയാൽ നി׹ൾ െചേإ؇ത് എؓാണ് 
െഡൽئ എ്ؗ നി׹ൾ പറയണം.  സംതൃപ് തിയു؇്, അതിനാൽ നأൾ ആരംഭിؗുׯത് എപ് സിേലാൺ 
നമു്ׯ ആവശّമുت േപാസിئീവ് സംഖّ ആയിരിׯെ؂ , ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു െഡൽئ േപാസിئീവ് േവണം, 
അതായത് എന്െറ േമാഡ് 
അ׹െന എഴുതെ؂ ൈമനസ് 0 എ ഇവിെട 0 ആണ്, ഇത് െഡൽئേയׯാൾ കുറവും 0 ഈ x 
െസവിേനׯാൾ കൂടുതലുമാെണ׸ിൽ ൈമനസിന്െറ എന്െറ എഫ്, പരിധി 0 ആെണؗാണ് ഞ׹ൾ x 
അവകാശെؚടുؗത്, ഇത് എ٧لിേലാേണׯാൾ കുറവായിരിׯണം, അതായത് േമാഡ് െഡൽئേയׯാൾ x 
കുറവും പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതും ആെണ׸ിൽ , ചതുര؋ിന്െറ േമാഡ് എ٧لിേലാണിേനׯാൾ x 
കുറവാെണ്ؗ ഇത് സൂചിؚിׯണം. ഇേؚാൾ ന്െറ േമാഡ് െഡൽئേയׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ x x 
ചതുര؋ിന്െറ േമാഡ് ഇത് െഡൽئ സ്കٔയറിേനׯാൾ കുറവായിരിׯണം എؗാൽ എന്െറ േമാഡ് x 
സ്കٔയർ എ٧لിേലാണിേനׯാൾ കുറവായിരിׯണം, അതിനാൽ ചതുര؋ിന്െറ േമാഡ് x 
എ٧لിേലാണിേനׯാൾ കുറവായിരിׯണെമ׸ിൽ അതിനാൽ നأൾ എ٧لിേലാണിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് 
തുലّമായ െഡൽئ തിരെ؁ടുുׯകയാെണ׸ിൽ, െഡൽئേയׯാൾ കുറവാണ്, ഇത് mod x 
സൂചിؚിؗുׯത് ചതുര؋ിന്െറ േമാഡ് െഡൽئ സ്കٔയറിേനׯാൾ കുറവാണ്, അത് എ٧لിേലാണിന് x 
തുലّമാണ്, കൂടാെത എ٧لിേലാൺ േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ െഡൽئ തീർ׺യായും േപാസിئീവ് ആണ് .  
െഡൽئ നിർവചനം , േല്ׯ േപാകുേآാൾ ചതുര؋ിന്െറ പരിധി പിؓുടരുؗു, ഇത് x 0 x 
പൂജّമായിരിׯണം, അതിനാൽ ഇത് വളെര ലളിതമായ ഒരു ഉദാഹരണമാണ്, പേײ പരിധി ചില 
സംഖّകൾ്ׯ തുലّമാെണ്ؗ െതളിയിׯാൻ ഈ എ٧لിേലാൺ െഡൽئ നിർവചനം എ׹െന 
ഉപേയാഗിുؗുׯ എ്ؗ വിശദീകരിׯാൻ േവ؇ി മാْതമായിരുؗു ഇത്. അടു؋തായി നأൾ െചؗുإത് 
പരിധിയുെട ചില ഗുണവിേശഷതകൾ കാണും, അതിനാൽ പരിധികളുെട ചില സവിേശഷതകൾ, 
ആദّേ؋ത് ഈ സം റൂൾ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് പറയുؗത് ഉം ഉം ര؇് ഫംഗ്ഷനുകളാെണ്ؗ fx gx 
കരുതുക, അവ ന്െറ േല്ׯ പരിമിതെؚടുുؗു؋. ന്െറ േല്ׯ േപാകുؗ പരിധി ഇതും x af- x- ag- x, 
നിലവിലു؇്, തുടർ്ؗ നിഗമനം ന്െറയും ന്െറയും പരിധിയാണ് , േല്ׯ േപാകുേآാൾ ഇത് fx gx- x a-
നിലനിൽׯണം  . എഫ്എ٧്ع , ജിഎ٧്ع എؗിവയുെട പരിധി വളെര ചുരു؋ׯിൽ പറയുؗു , തുകയുെട 
പരിധി, ഓേരാ പരിധിയും നിലവിലുെ؇׸ിൽ, തുകയുെട പരിധി്ׯ തുലّമാണ്.  തുകയുെട ആ പരിധി 
പരിധിയുെട ആെകു؋കയാണ്, എؗാൽ നി׹ൾ ഇത് െതളിയിׯാൻ ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ 
എ٧لിേലാൺ െഡൽئ നിർവചനം ഉപേയാഗْപദമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ പരിധി അനുവദിുׯക, x x a 
േല്ׯ േപാകുേآാൾ ന്െറ പരിധി ഇത് കുറ്׺ ഒؗിന് തുലّമാണ് , കൂടാെത ന്െറ പരിധി  x l x ag of x 
എؗത് ര؇് എؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഉപേയാഗിؗുׯത്  നിർവചനം എؓാണ് l 
അർ،മാؗുׯത് , 
അ׹െനയാണ് ഞ׹ൾ കാണിׯാൻ ആْഗഹിؗുׯത് , േല്ׯ ْപവണത കാണിؗുׯത് േപാെല x a fx 
 ാൻ gx l lׯസ് ര؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് കാണി؛ യിം, ഇത് വൺױസ് ന്െറ പരിധിയാണ് െ؛
നമു്ׯ ഒരു െഡൽئ കെ؇േ؋؇തു؇്. പൂജّേׯ؋ാൾ വലിയ എപ് സിേലാൺ നൽകെ؂, നമു്ׯ ഒരു 
െഡൽئ കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ആദّം നമു്ׯ എؗിവയുെട പരിധികൾ നൽകുؗു, fx, gx 
അതിനാൽ പരിധി ന്െറ ന് തുലّമാണ്, കാരണം ചില െഡൽئ േപാസിئീവ് ഉെ؇്ؗ x af x 
ഞ׹ൾׯറിയാം. എന്െറ ൈമനസ് എയുെട േമാഡ് െഡൽ1 ئ-േനׯാൾ കുറവും 0-േനׯാൾ വലുതും x 
ആെണ׸ിൽ, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് വ؉ിന്െറ േമാഡ് എ٧لിേലാണിന് പകരം fx l 
അതിേനׯാൾ കുറവാെണؗാണ് ഞാൻ ഇവിെട എ٧لിേലാൺ ര؇ായി ഇടുؗത്, കാരണം അതിൽ 
പറയുؗത് എؓാേണാ നി׹ൾ്ׯ ഇത് സംഭവിؗുׯ തര؋ിലുت ഒരു െഡൽئ epsilon 
കെ؇؋ാനാകും, അതിനാൽ ഇത് എ٧لിേലാണിന് ര؇ായി ശരിയായിരിׯണം, അതിനാൽ ഇത് എന്െറ 
സമവാകّം ഒؗാണ്, അതുേപാെല തെؗ െഡൽئ ര؇് േപാസിئീവ് നിലവിലുെ؇്ؗ എനി്ׯ 
കെ؇؋ാൻ കഴിയും , അതായത് ൈമനസ് െഡൽئ ര؇ിലും അب  ഇതിന് തുലّമായത് , ജിഎ٧്ع x x 
ൈമനസ് എൽ ര؇ിന്െറ േമാഡ് ഇത് കുറവാെണ്ؗ സൂചിؚിׯണം  എപ് സിേലാണിെന ര؇് എ്ؗ 
വിളിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ കാണിേׯ؇ത് ഒരു െഡൽئ കെ؇؋ണം എؗതാണ്, 
അതിനാൽ ഞാൻ ഇേؚാൾ എടു؋ാൽ നമു്ׯ ഫംഗ്ഷൻ ؛സ് ജിഎ٧്ع ആണ് , പരിധി വൺ ؛സ് fx l 
ആെണ്ؗ െതളിയിׯണം  ര؇് അതിനാൽ നأൾ ؛സ് ൈമനസ് വൺ ؛സ് എൽ ര؇് l fx gx l 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , സൂآർ؉ മൂലّ؋ിെല വّതّാസം എ٧لിേലാണിേനׯാൾ കുറവായിരിׯണം, 
അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് വൺ ؛സ് ൈമനസ് എൽ ര؇ിന്െറ േമാഡിന് തുലّമാണ് , അേؚാൾ fx gx 
നമു്ׯ അറിയാം ഒരു ؛സ് ബിയുെട േമാഡ് അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് എൽ1 ؛സ് ജിഎ٧്ع ൈമനസ് fx 
എൽ 2 േമാഡിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് എൽ ഒؗിന്െറ ൈമനസ് എയുെട േമാഡ് െഡൽئ fx x 
ഒؗിേനׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ ഇത് എ٧لിേലാണിേനׯാൾ ര؇ിൽ കുറവാണ് ൈമനസ് x a 
പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതും െഡൽئ ര؇ിേനׯാൾ കുറവുമാണ് , ഇത് ഒؗും ര؇ും ആണ് , ഈ തുക eq 
ആണ്  അതിന്െറ എ٧لിേലാണിേല്ׯ, അതിനാൽ െഡൽ1 ئ-ന്െറയും െഡൽ2 ئ-ന്െറയും മിനിമം ual 
തുലّമായി ഞാൻ െഡൽئ തിരെ؁ടുുׯകയാെണ׸ിൽ , േമാഡ് ൈമനസ് േനׯാൾ കൂടുതലും x a 0- 
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െഡൽئേയׯാൾ കുറവും ആെണ׸ിൽ, െഡൽئ ഏئവും കുറ؁ േമാഡ് ൈമനസ് െഡൽئ x a 
1-േനׯാൾ കുറവാണ്.  അതുേപാെല െഡൽ2 ئ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് , എഫ്എ؛ ٧്عസ് ജിഎ٧്ع ൈമനസ് 
എൽ വൺ ؛സ് എൽ ടു േമാഡ് എ٧لിേലാണിേനׯാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ എഫ്എ؛ ٧്عസ് ജിഎ٧്ع 
നിർവചനം അനുസരി്׺ എൽ ഒ്ؗ ؛സ് എൽ ര؇് ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഈ നിയമം വളെര 
ْപധാനമായിരിുׯം കാരണം വളെര ഉപേയാഗْപദമാണ്, കാരണം നി׹ൾ്ׯ വّװിഗത പരിധികൾ 
അറിയാെമ׸ിൽ , ഫംഗ് ഷനുകളുെട ആെകു؋കയുെട പരിധി നി׹ൾ്ׯ കെ؇؋ാനാകും, ഞാൻ 

ന്െറ ഏെത׸ിലും ആൽഫ തവണ എടു؋ാൽ , േല്ׯ േപാകുേآാൾ, ഇത് േല്ׯ േപാകുؗ x- f x a- af-
ന്െറ ആൽഫ സമയ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്. ന്െറ ഏെത׸ിലും യഥാർ، സംഖّയാണ് ആൽഫ, x- x x 

ന്െറ ന്െറ പരിധി ആയി േപായാൽ ഇത് ശരിയാണ്, ഇത് ശരിയാണ്, f x 
അ׹െന ഞാൻ ഫംഗ്ഷെന ഏെത׸ിലും യഥാർ، സംഖّ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ന്െറ എؗ رിരാ׸x f 
സമയ؋ിന്െറ പരിധി തുലّമാണ്. ന്െറ ന്െറ رിരമായ സമയ പരിധിയിേല്ׯ, x f 
അ׹െന അത് ഒരു േകാൺ പരിമിതമാണ്  رിരമായ സമയ׹ൾ ന്െറ ന്െറ പരിധി്ׯ f  x f 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ െതളിവ് െതളിവ് നൽകിب, അതിനാൽ എ٧لിേലാൺ െഡൽئ നിർവചനം 
ഉപേയാഗി്׺ വീ؇ും െഡൽئ എؓാെണ്ؗ കെ؇؋ാൻ ْശമിׯണം. അതിനാൽ മൂؗാമേ؋ത് 
തീർ׺യായും സം റൂൾ േപാെലയാണ്, ഞാൻ ൈമനസ് ന്െറ വّതّാസ പരിധി fx gx 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ് ൈമനസ് പരിധി ന്െറ പരിധി്ׯ fx g of x 
തുലّമാണ്, വലതുവശ്؋ പരിധികൾ നിലവിലുെ؇׸ിൽ ഇത് ആെകു؋ക േപാെലയാണ്  റൂൾ 
എഫ് എക് സിന്െറ പരിധിയും ജിഎക് സിന്െറ പരിധിയും നിലവിലുെ؇׸ിൽ , വّതّാസ؋ിന്െറ പരിധി
പരിധിയുെട വّതّാസ؋ിന് തുലّമാണ് , ഇത് വാُവٝ؋ിൽ ഒؗും ര؇ും േْപാؚർ؂ികളിൽ നി്ؗ 
പിؓുടരുؗു , തീർ׺യായും ഒരാൾ്ׯ എപ് സിേലാൺ െഡൽئ നിർവചനം ഉപേയാഗി്׺ േനരി؂് 
െതളിയിׯാനാകും, പേײ ഞാൻ കാണിׯെ؂  ഇത് യഥാർ،؋ിൽ ഒؗിൽ നിؗും ര؇ിൽ നിؗും 
പിؓുടരുؗതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ജിഎ٧്ع ഉ؇്, നി׹ൾ ഇത് ആയി എഴുതുകയും fx fx 
 ര؇് g x ׯൾ്׹ക, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഞുإിരമായ ൈമനസ് ഒരു തവണ എ്ؗ എഴുതുകയും െചر
ഫംഗ് ഷനുകളുെട ആെകു؋ക ഉം ൈമനസ് ഒരു തവണ ന്െറ ഉം ആണ് .  ന്െറ യഥാർ، fx g x fx 
പരിധി ൈമനസ് ْഗാം ആണ്  ന്െറ ന്െറ ഒരു തവണ പരിധി, അതായത് ന്െറ ന്െറ പരിധി, x x g x f x 
ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് പരിധി ആണ് , അതിനാൽ ഇത് ര؇ാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിെല ആദّ g x 
ْപഭാഷണ؋ിന്െറ അവസാന؋ിേല്ׯ െകാ؇ുവരുؗു, ഞാൻ പരിധികളുെട ചില സവിേശഷതകൾ 
കൂടി കാണിുׯം , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ചിലത് െചുإം  കൂടുതൽ ഉദാഹരണ׹ൾ ചില പരിധികൾ 
കണׯാുׯക നؕി 
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