
అందڔࡍ హ࠭࠲ ,ࡹ ऴపޙङ కంڴ࢑࠙ ڡߖڝ ڴల߯ ࠪ చరऐ फࣃڵࣃనڜ ߘ ङߕఈ ఉప ࠭࠲ ,࠭ సంࡹ 
ర޵ डవృޑफ खࡗపࣝ ࠾ࡍరం మڒ ంۨ అధङࡍڷ ࡮ యనం ࣃۯफ ࠭ మ࠾ࡍ తޒ࢐ࡏ ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ 
ܼంܐంߕ ݋రघ ర޵ ړన࢐ܽࡷద࠴ ࡽ डవృޑफ ऐࡍంۨ చࡍڷ సࠬకరణం ړߖࡌڒ ంۧ࠭, ఈ ఉపߕङ సం ࠴దట 
ర޵ डవృޑफ .޴ంޔڷࣃనڜ ޜరంڒ
  
హङࠈ ర޵ ݟంߘ ߤవ ߤవ ࢓޶ంࠉ  डవృޑफ ంటऱ సంపరएܐంܼ ړߖࡌڒ  ऴࡅ ށࢩకए  సࠬకరణం ڝసం మనం x y 
घࡏ߷ ޴ࡃࠓڝࣆޓ ర޵ బܽदڒ ࡮ डవృޑफ ర ࣋एڒ छ ए࣋ ܿߦ ޜరऴసంޔఒక చ ߘ ࡛ छ ए࣋ ࠉ ࠑ ࡛ छ  x y ߘ ࡛
ఒకړߖ޳ సࠪనంڴ పࡍగށంచంݟ మ࠾ࡍ ఒక ఒకܽڴ ఉండߖవछ ం޵ ݟర डవృޑफ పల ఉనऒࡱࢗ ړߖࡌڒ  ఒక x y 
ర޵ ఈ ڕబܽद మనڒ ࢓޶ంࠉ डవృޑफ  x one y ޴అ ,޴ఒకܽ ఉం ࢓޶ంࠉ ంతڜ ڕమన ࠾ࡍమ ޴రం ఉంڒ
ఇߩओ ర޵ ݡ डవృޑफ  x y ߘల ݋ంܐంܼ ݡంࡓ ఒకܽ ఒకܽ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ఈ ,޴పల ఉంࡱࢗ ړߖࡌڒ
ర޵ डవృޑफ యవ۪ऐڶ ړߖࡌڒ  మ࠾ࡍ మనڒ ڕవలࣄంޓ ޴గߘ కھߘనడం  సంపరए ంࡹ ఈ ࠉం࢓޶ మ࠾ࡍ p 

మ࠾ࡍ ల޵ ߘర डవృޑफ సओ ࡹరంڒ రज వछߖఉండ ޜల࢓޶ంࠉ నݟయబڶ ࡱఖࡔ ంݟ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ޓగ q r 
కएࡅ  సࠬకరߖހऒ  కߕھߘలڕߘంܿߕऒ పओۮ ߖఅ ݋ం࠼ߦ ޴బܽद ఇڒ ࠭ వछߖ ంݟ  మ࠾ࡍ qr tp pq 

అ޵ ࢑ߝర डవృޑफ ర޵ ޴ߝబܽद అڒ ,ం޳ంڕߘఅ ߖఅ ࡱ ݋ంܐంܼ ݡంࡓ ݦరం߯ ఉంڒ डవృޑफ ఉనऒ ࡹరంڒ  p q 
వछߖఉండ ڴ ࠹व߯ ࡽࠋడ ࠹व߯ ࡽࠋడ ޜ࢓޶ంࠉ ߝఅ ࠾ࡍమ ࠹व߯ ࠹व߯ ࢓޶ంࠉ ంݟ, ఆ߯ x y r x y 
ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए  సࠬకరణం  ఏ޾ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ܼంܐంࡅ ݋కए  x y ࠹व߯ ࠹సࠬకరణం व߯ ࡽڒࡎ 

व߯޳ ࠹छ ఒక ࣋ए ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒  व߯޳ ࠹छ న ࣋ए࠳సࠪన ړߖ޳ఒక ࡌ छ छ޳ ࡛ ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद xx yy b 
ఇ޴ ఈ సందరग ంࡹ పంړ फ ࡅకए  సࠬకరణం అޔ࢓ం޴ pq 
మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ పంړ फ ࡅకए  సࠬకరణం డࡽࠋ అޔ࢓ం޴.pr xx 
  ఒక చޔరऴసంܿߦ ޜ డ޳ ࣁݞ ࡽࠋछ ए࣋ ࠉ ࡌ छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ఇ࢑ ఇߩओ  yy pq p ࠾ࡍమ ݡ
అߝ పంړ फ ࡅకए  సࠬకరణం, ఎం޶కం݄ ఒకܽ px one y 

మࡓ ࠾ࡍంݟంܽ߯ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ߖ ఉంۨޙ మనڕ ఉంڝ  ޳సం ఈ pq p x one y pq 
సࠬకరణంࡹ ఒకܽ మ࠾ࡍ మనࣁݞ ڕ వࠑ ߤ ఎ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ ࠑ ߤవ ࣁݞ  छ ࡛ సࠪనం x x y y 
మܽࡓ ࠾ࡍदంߩ వࠑ ߤ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ ࠑ ߤవ ߩदంܽࡓ  छ ࡛ ఇݞږ ޴ సࠪనం ఒకܽ ڒబܽद మనం ఈx x y y 
కएࡅ ఖࡔ మనం  ޴ఉంܿం ࣄనవలھߘమనం క ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ  సࠬకరߖހऒ  qr 
కڒ ࡯ߕھߘబܽद మనޓ ڕగ ࡅకए  సࠬకరణం అవసరం qr 
ం࠼ߦ ߝఅ ࡽࠋడ ࣁݞ ࡽࠋడ ࠾ࡍమ ࣁݞ ࣁݞ ఇ࢑ ࠾ࡍబܽद మڒ ऱܿ అߖ గమߖంచంݟ, q r x y x y 
కߘక ఈ ࡓంݟంܽ߯ మనڕ ఏߕ޼ సరళ ࡔఖ ఉం݄.
ం࠼ߦ   ऱܿ అబదमం అߩओ కएࡅ ఖࡔ సరళ ޴అ ݡ  సࠬకరణం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद సࠬకరߖހऒ  ऱ qr x xࡏࣃ 
ఒక చޔరऴసంࡏࣃ ܿߦ ޜऱ ఒకܽ ࣋ए छ छ޳ ࡛  y y b ࠾ࡍఒకܽ మ ޴ఇ ݟంచంށగࡍప ڴసࠪనం ޜߖ޳ఒక ࡌ
కएࡅ కߖఖ గమࡔ సరళ ۯంۨࣇ ఒకܽ ݡంࡓ  సࠬకరణం 
 q x y ࣁݞ ࣁݞ అం݄ ݋ం࠼ߦ
ࡍఆڝ ߖ޵ ,޴फంࣆۨࣇ ߖ ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹ ߤࡷ ߯ नܽࡓ ࡱ ݋ߝदంߩ డڴ ࣁݞ ࡽࠋ r x y 
ఉంܼ࠼, ఇݞږ ޴ అࡔ ޻ఖ߯ ఉంܿం޴ ఇߩओ ङޙఒక ऴప ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ߕ޼ఏ ݡ క࠳న సరళ ࡔఖ 
ఉంڒ ޴బܽद ఈ సࠬకరణం మ࠾ࡍ లߘ కࡔ ߮࡯ఖ ࡅకए  సࠬకరణం తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ q r 
నऒࠚ࢑ ݡంࡓ బܽदڒ ङޙऴప ݞంڷ ల࢓޶ంࠉ  క࠳న సరళ ࡔఖ ఉనऒ ం޶న సࠬకరణం మ࠾ࡍ లߘ క߮࡯ q r 
కएࡅ ఖࡔ  సࠬకరణం ڒబܽद మనڕ లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄ ࡅకए  సࠬకరణం ఒక చ.qr xx 
.ړ

 ప ऱ࣒  వࠑ ߤ చޔరऴసం ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ఈ సࠬకరణం వߤ వࠉ ߤం࢓޶ వదभ ܼంܐం݋ uare yy x y 
కएࡅ ߤࡷ  సࠬకర࡯߱ ࡮ۧ ړߖހ ఉంܿందߖ గమߖంచంݟ, అޙ࠼ ఈ సందరग ం࠼ߦ ࡹం݋ వߤ వߤ x y 
ర޵ डవృతफం ࡱࢗపల ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ ఇ޴ ఉం޵ ޴ర डవృޑफ  ఒకܽ x ࢓޶ంࠉ ߕ޼ఏ ڕమన ࠾ࡍరం మڒ

ఒకܽ ఉంܿం޴ , ఆ߯ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ మ࠾ࡍ లߘ కޓ ߮࡯గ ࡅకए  సࠬకరణం ޵ర डవృޑफ  రం߯ y q rڒ
ఒక ࠉం࢓޶ వదभ ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए  సࠬకరణంߖ ࡹ పऱۯ ۃయడం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.x one y one
 
కएࡅ గޓ  సࠬకరࣇ ړߖހऴతం త޶ప࠭࠲ ࡍ ఈ సమసङ फࣃۯ ߘ ం, ޵ర डవృޑफ  ߕߞࡹ࢓޶ంࠉ ఏ ࡹరంڒ
ఖల మధङࡔ రణం߄ࣃ ऒߖހڝ  ర޵ ڕబܽद మనڒ ޴फంࣆ܊࢑భ ړ  डవృޑफ ऒߖޑऴۨڣࡔ ߖరం ఉందڒ भ޳ڶ  ం foci
మ࠼ߦ ࠾ࡍం݋ ఉందߖ అڕߘం޳ం.p 
भ޳ࡱߧ ߖఅ ݀ ࠾ࡍమ ߤవ ߖ࢐ܽ ఉం݄ ݡంࡓ  ం మ࠾ࡍ మనం ޵ర डవృޑफ  foci f f ߕ޼రం߯ ఏڒ
झ࡯ంۧߧࡐߖ మనం ࣄ۫ ߘఖࡔ ߮࡯క ߖࣄࠂ క࣒ࠂ ړ ࢓޶ంࠉ ఈ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ݋ం࠼ߦ న޴ p p
ఈ సమయం߄ࣃ ࡹరణం ఇ߄ࣃ ޴రణ ߤࡷ ఈ ఇߖހڝ ޴ऒ  వࡎ ठకࣆࡍफంڒ ޴బܽद  ޴छ ࠜజ ڝణం p b  p f 
ఒకܽ ࡓంݡ వదभ ߄ࣃరߖހऒ फࣃۯ బܽद మనం ఏࠫڒ ޴ంޔߩ۫  ం ఈ ޵ర डవృޑफ ऒߖࡌڒ भ޳۫  ం మ࠾ࡍ pf 
ఇకए ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ డ సڒ ࡔబܽद ࡅ ߖ޵కए  ణ p foci f fڝ 
छ޴ ऒߖڴ࠙ भ޳۫  ం, ڒబܽद అڝ ޴ߝణం ఒకܽ ࡓంࡅ ݡకए ణ దछڝ  ందछ ంڴ ఉండߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ pn f pf 
మనం ۫ߧంచవలࣄం޴ ఏࠫటం݄ ఇ߄ࣃ ޴రణమߖ మనం ۫ߧంۧڒ ࡯బܽद అవసర࠳నߩओ  pn ݡ
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ర޵  రణం߄ࣃ डవృޑफ छ޴ ణڝ బܽद మనం ఈڒ రంڒ ऒߖڴ࠙ నऒڕࣆޓ  ం޶న ఈ 
भ޳ࡱߧ ߖఅ ܼޓ ߘలހڝ ం, ఇߩओ ఉనऒ ڴలంబం ړ ఈ ݡ भ޳۫ ߘఖࡔ  ం, ఆ߯ ఈ ڝణం ߯ ࡓం࠳ ݡన࣒ pn
 pn ߤڒ బܽदڒ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ߯ ݞږ ޴ఇ ܼޓ
ఉనऒ ڴలంబం ړ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ   ఖ p pnࡔ యడం ఈۯ ࢓܌ࡏ ߖరణమ߄ࣃ ,ݟంచంށగࡍప ߘఖࡔ 
ܼంܐం݋ అۯ ࢓܌ࡏ ߖయడంޜ సࠪనం, ڒబܽद ఈ ࡔఖ ޵ర डవృޑफ అం݄ మనం  ,޴ంޔߩ۫ ߖఅ ݋ంܐంܼ ړߖ
అకए డ ఉం݄ ۫ߧంۧ࡯  ఏߕ޼ ఇతర ࠼ߦం݋ ఈ ࡔఖ߯ అߩओ  q  q ݡ
ర޵ डవృޑफ ऒߖޑऴۨ ߘߝ ,ݟయంޓ ߖ ݋ం࠼ߦ ఖ߯ࡔ బܽद ఈ లంబڒ ޶డږڝݡరం߯ పڒ  మࢁऱ ࣃڶफ  q ޴ఇ ,ߘ
ओߩఇ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴ఇ ޴ఇ ݋ం࠼ߦ ర޵ ݡ डవృޑफ ర సࠬకరణం ࣋एڒ छ ࡛ అߖ p n f f x 
అڕߘం޳ం.
  ఒక చޔరऴసం పऱ࣒  ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࠉ ࡌ छ छ޳ ࡛ ړసࠪనం ఆ߯ ఈ పం ړߖ޳ఒక ࡌ फߘ ࡹంݟ వరڕ ఉనऒy f p 
ఒక ࠉంߘ࢓޶ పࡍగށంచంݟ, ఇࠂ ޴క࣒ ࡓంߘ ݡంࡓ ݟం࡮ߩ࢙ ݡ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ޷రం ࡓంݡ f pl 
ࡓ ऱܿ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠼ߦ ߖࡹ ߤࡷంߖ ݋ పࡍగށంచంݟ అం݄ ޷రం ࡓంݡ ఇࡓ ޴ంړ ݡ l f 2 p f l a
సࠪనం ఇߩओ ర޵ ంܼ࠭ , ఈڕࣆޓ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఖ߯ ఏࡔ మనం ఈ ݡ डవృతफం ࡱࢗపల ఉందߖ q q 
ओߩబܽद ఇڒ ఏࠫܽ ݡంࡓ రం޷ బܽद ఈڒ ࡯ంۧߧࡐߖ a a l f ݡంࡓ ޴ߝఅ  ݟంచంߖగమ ߖంܽݟంࡓ ఈ ݡ
పऱ࣒ ݡంࡓ ޴సࠪనం, ఇ ړߖࡌ޷ ݡంࡓ एڕరం కం݄ త޷  వڴ ఉంܿం޴, కߘక ߘߝ ఈ ࠼ߦంߖ ݋ qf ql q
एڕకం݄ ఎ ߩ࢙ ݩ࠮ తफం࠴ ల܉ࠜ ݡంࡓ ߖࡹజంࠜޒऴ ޴ఇ ޙߧ࡯క ࠾ࡍమ ݡంࡓ ݟంߘ వڴ f l 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓంݡ పऱ࣒ రం కం݄ ఖۨऐ޷  తంڴ ߭దभߗڒ  ޴ సࡍڷ ࡔంۨ ߘߝ ఏࠫ qf ql lf 2 s 2 a 
పओۮ గలߘ, మనం ఈ ఒకܽ ۫޳भ ం, ڒబܽद qf 

ڡ࣊ࠑ दझ छ޴ ڕబܽद మనڒ ݡంࡓ ణం ఒకܽڝ   లంబ pn f pf pq f one pl ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆణం వڝ ల܉ࠜ
 piࠑ ణంڝ ఈ ޙ࠼అ ܼޓ ݞږ ణంڝ ఈ ࠾ࡍమ ޙ࠼అ ܼޓ ణంڝ ం݄ ఈڕߘలݞ۫ ࡏࠬ బܽदڒ ࡱఖࡔ
 pi pi ࡱހڝ ݡంࡓ ఈ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ऱࢁణం మڝ బܽद ఈڒ ܼޓ న࣒࠳ 2 ࠑ ݞږ ޴ఇ ܼޓ న࣒࠳ 2
సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనం అࣃ۫ ߖफ కएࡅ ߤణం వڝ ࠭ छ޴  ࠙గం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ pq f pl 
 ql qf ql qf ړߖ޳బܽद ఒకڒ సࠪనం ړߖ޳వలऱ ఒక޶అం ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡱ܉ࠜޒऴ ݡంࡓ
సࠪనం ڒబܽद ߖ޵ అర बం ఏࠫటం݄ ࡓంݡ ఇߩओ పऱ࣒ ݡంࡓ ݡ  ఒకܽ కం݄ ఖۨऐ తంڴ తڕए వڴ a qf qf 
ఉంܿం޵  ޴ర डవృޑफ ఉనऒ ࡹరంڒ  ఏ ࠉంࡓ ߕڛ࢓޶ంݡ ల ߘం޷ ݟరం ࠴తफం ࡓంړ ݡ సࠪనం foci a
బܽद ఇకएڒ డ ޷రం ࠴తफం ࡓంݡ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद a 
ఇ޵ ޴ర डవృޑफ q࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖ పలࡱࢗ ړߖࡌڒ
 అంښ޶ మనం  కڵ࡯ ఉంܼ࠼ ఈ ޵ర डవృޑफ సమసङ ࡍప޶త ,ࡔస ޴ంݟంచబߧࡐߖ ߖరణమ߄ࣃ ړߖࡌڒ  pn 
ర޵ डవృޑफ बࣃ ల޳ߦ ݦఉం ڴలంబం ڕల వర ݋ంܐంܼ ݟంߘ ంऴదకంښ రڒ ऒߖߕ   కھߘనవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद
మనం ޵ర डవృޑफ ऒߖࡌڒ  ऴށࠪߦక ࡐపంࡹ ࣋ए छ ए࣋ ܿߦ ޜ ࡛ छ फࣃށగࡍప ޜ ࡛ ࠭.x y 

చޔరऴసం ޳छ  b b   ࡌ
కం݄ ఎڕए వ ఉనऒ  ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद మనం ఇߩओ ర޵ ఈ ݡ डవృޑफ ऒߖࡌڒ  కڵ࡯ ఉߕऒ  బܽद మనంڒ ࠭
ర޵ ߘߝ ఏࠫటం݄ ޴ంࣄయవలۯ डవృޑफ  , ం޳ంڕߘఅ ߖఅ ߘంܼڕࣆޓ ߖ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ߕ޼ఏ ړߖࡌڒ
ఆ߯ ࠬࡏ మړ ࠾ࡍ ۫࣋फ ࠬړߖ޳ ࡏ లంబంڶ ڴయవ۪ऐ .foci f1 f2

మߘ ࠾ࡍంݟ ܼంܐంߘ ݋ంݟ మనం అܿవంܽ అߖऒ बࣃ ల࢓޶ంࠉ  ऒߖߕ  కھߘనవలࣄ  foci f1 f2 
ఉంܿంڒ ,޴బܽद ܼంܐంࡅ ݋కए  సࠬకరణం ࡏڷफڕ వࣆफంڒ ޴బܽद  ࡱ࢐ ఉనऒ  ܼంܐంࡅ ݋కए  m 
సࠬకరణం ޳छ ప  ࡌ ऱ࣒ ఇవछ ڴసࠪనం ړ  బޔݡం޴, ఇకए డ ࣋ए छ ࡛ ఉంܿం޴  ఒక చޔరऴసం y mx c c m 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  చޔరऴసం ڒబܽद ࡅకए  ఏࣄ ߕ޼बర ࡱ࢑వ ڝసం ࡓంݡ ܼంܐంࡱ ݋ ఉంܼ࠼ , అ࢑  ప ऱ࣒  b m mx ړ 
సࠪనం ޳ࡶ చదరߩ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛ న࣒ ࣋ए࠳  छ छࡔ࢘ ڕమన ޴ఇ ,݋ࡐ ࡛  కएm bࡅ ݋ంܐంܼ ࡏ
సࠬకరߖހऒ  ఇࣆफంࡱ࢑ ޴వࡱ ఇߩओ  m  hk ࢓޶ంࠉ రణ߄ࣃ ߕ޼ఏ ޴వ࣋फ, ఇ ࣄనవలھߘమనం క ݡ
లంబంڴ ఉనऒ  h k ޴ߝఅ ࠪڒ కߘక సࠬకరణం కߘదం కߦ 

ఉనऒ ڴలంబం ݟంߘ ऒߕࣆ న࣒࠳ ࠾ࡍదం మߦ   అޙ࠼ ఈ ࡔఖ ࡅకए foci ae hk  ޴ంޔߩࡱక ߖ ࡱ࢐ 
 వలऱ foci m޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంబం ڕ ߤࡷ ݋ంܐంܼ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ݡంࡓ
సࠬకరణం ࠳న࣒ ߕࣆऒ ࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ సࠪనం ړ ऱܿ ࠳న࣒ ޳ࡶ పऱ࣒  ఉంܿం޴, ఇ޴  ప ऱ࣒  k m x ae mk xx

ࣾࠫంచంݟ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ సࠪనం  చޔరऴసం ఇ చޔరऴړߖࣃ ఇ޴ ఒక సࠬకరణం ࠪڒ ݞږ h mk h h k 
అ޴ߝ ܼంܐంߤࡷ ݋ ߯  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए  సࠬకరణం ఇڒ ޴బܽद ࠳న࣒ k mh 
చޔరऴసం ఒక చదరߩ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߖ޳బܽद మనం ఒకڒ సࠪనం ړ ࡛  m b ݡంࡓ సࠬకరణం ޴फ ఇ࣋ݟܔ 
మࡓ  ࠾ࡍంݡ అߩओ ए࣋ ڕమన ݡ छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣛ۶ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ m k mhk k m 
ࣛ۶ ࣋ए छ న ࣋ए࠳సࠪన ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ ఇ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ వࣆफం޴ mhk m 
ఇకए ޴బܽद ఇڒ డ ర޶भ ۯయబޔݡందࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭ వߤ పऱ࣒  చޔరऴసం ߄ࣃరణమߖ మ࠭࠲ ࠾ࡍ m h
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ߖ ࡛ छ అం݄ ఇ ࣋ए ࠭ޑ޶ం߰ ڴసࠪనం ړ ࡛ छ ࡛ ఇ ࣋ए छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳  ࡛ छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ k 1
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ए࣋ ޴బܽद ఇڒ ࡛ छ రऴసం పऱ࣒ޔసࠪనం  చ ړࠉ న࣒࠳ ࡛  ఒక చదరߩ ࠬ m 
చޔరऴసం పऱ࣒ ࡓ రऴసంޔఒక చ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓भ అ޶రऴసం రޔచ ࠉ రऴసంޔచ ࠉ  ऱܿ ఒక ప ऱ࣒  ࠬ ࣋ए छ ړ ࡛
సࠪనం ڒబܽद ఒకܽ పऱ࣒  ࠬ ࣋ए छ యవ۪ऐۯ भ޶ర ߖ ࡛  మ࠾ࡍ ఇ޴ ࣋ए छ ए࣋ ڴసࠪనం ޜ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  h k 
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࣋ए छ ࡍవ ߕڛߖ޻ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޴फంࣆఇ ߖ ࡛ फࣆफంࠪڒ  ޴ లంబంڴ ఉంݦ అڒ ڷݡబܽद ࡹక࣒ ࣋ए छ ࡛ h k x 
 ప ऱ࣒  చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद ఈ ۨऴతంࡹ ఈ ࠪڒ అ޵ ޴ߝర डవృతफం మధङ ఉనऒ ࠳కృత޵ంऴښ ࡹ  y h k 
࢐ङ రࣃ बం ࡅకए  వృతफం߯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖߖ޵ సࣔయక వృతफం అంܼڒ ࡏబܽद ߘంݟ ܼంܐం݋ foci 
వరڕ లంబంڴ ఉనऒ కएࡅ దంߦ  కएࡅ క࣒ࡹ   అ޵ ڷݡర डవృޑफ కएࡅ ర వృతफంڒ  సࣔయక వృతफం సࡔ 
త޶పࡍ సమసङ    ఈ సమసङ షएࡍప ߘ ర޵ ړߖݞంచࡍ डవృޑफ కएࡅ జంࠜޒన ऴݟంచబڤ࡯ ࡹరంڒ  గࡍషद 
ङ࡮ࢡ࢙ ऒߖ ࡍڷ ࠭࠲  फంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭.
ర޵  डవృޑफ  ߖޒࠫࡌసం పڝ ࢓޶ంࠉ రణ߄ࣃ ఒక ࡹరంڒ
भ޳ڵࡆప࢓ ం, ڒబܽद ఒక సࠪన࠳న  ړ సࠪనం cos theta b sin theta b cos psi b sine phi c
ర޵ ࣒ڒ डవృޑफ ం࠼ߦ ݡ࠮ ߕ޼ఏ ࡹరంڒ ऱܿ చޔరऴసంޜ చޔరऴసం పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛psi b sin psi b x  y 
छ޳ ర޵ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳రऴసం ఒకޔచ ࠉ ࡌ डవృޑफ  ߘంటऱ࠼ߦ ݡ࠮ ߕఏ࢙ ࡹరంڒ
పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ ࠭, ఇకए డ ࠀ ܼޓ మߧ ࠾ࡍఎ࣒ ఐ ࠻స ऴڴࡱ܉ࠜޒ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࣄߧ ߸ ܼޓ అ޴ߝ 
కएࡅ ంటऱ࠼ߦ  అ߄ࣃరణ ڒ ࡱހڝబܽद మనం ఇం࠭ࣃ۫ ࡹ޶  ۨవࡍ తరగޒ, మనڕ ఈ ޵ర डవృޑफ  రంڒ
ఉం݄ మ࠾ࡍ మనం ఇకए డ మ࠾ࡍ ఏ࠼ߦ ߕ޼ంڕࣆޓ ݋ం݄, ఈ అ߄ࣃరణ ڝణం ఏࠬ ߘߝ ,޶ڒ ab c 
సࣔయక వృޑफ ऒߖ  ۫࣋फ, అߩओ फࣃ۫ ߘంటऱ࠼ߦ త߅సంబం ࡹమనం సࣔయక వృతफం ݡ  బܽद ఈڒ ࠭
भ޳۫ ߘ ݋ం࠼ߦ ం.

ఈ ࠼ߦం݋ మړ ࠾ࡍ అڷߘణంڴ ఒక ࠼ߦం݋ ఉం޴ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ࠼ߦ ޴ంڒ ݋బܽद ఈ   p q c c r 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ ࠀ ܼޓ  psi p p a cos theta b sin theta ݋ం࠼ߦ బܽदڒ ణంڝ 
ࣾࠫంచంݟ ఒక ߦపం ڒ ܼޓబܽद ߘߝ ऴ࢐యߖవछ ంݟ  తࡌछ  a cos theta  t ,ࡹసबలం ޒ
ओߩఇ ߖ ܼޓ ܼޓ ࣒ڒ సࠪనం ڕܼޓ ࣒ڒ సࠪనం p a sin q ݡ cos phi a sin phi r a cos psi 

సࣔయక వృతफం߯ సంబం߅త ࠼ߦం ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ సࠪనం  a sin psi b x y x one y one x ړ ࡛
మڴ ࠾ࡍ మనڕ ఏ࢙࠼ߦ ݡ࠮ ߕంటऱ ڝఆࡍ नࡱ ݋ߝ ఉం݄ ఒక two y two x three y three

చޔరऴసం ఇߩओ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ ݡ లङࢡ࢙ జంࠜޒఆ߯ ऴ ,ݟంڝ ం x one y one x two y two x three y 
అࡌࢣ ߝल ల ࢙ࢡలङ ం మనࡹ సగం మ࠾ࡍ three x one y one one x two y two one x three y 

కएࡅ पࡌߖ  యߖڒऒ  ۫డంݟ మࡅ ߖ޵ ࠾ࡍకए  సంߪరप ࡱ࢑వ ऴࠜޒజం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  three one 
ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ ࣇऴߖޑऒ  ఉపࣃڵࡆफ కएࡅ జంࠜޒబܽद ऴڒ ࠭ లङࢡ࢙  ం సగం ࡓ ऱܿ ړߖߦࡐ a abc 
సࠪనం  వࡅ ߤకए घࡍటݟ   వదभ x ݋ంߜ
 x 2 y 1 b a cos phi b sin phi 1 a cos psi b sin psi ࠾ࡍమ 1 ܼޓ ߤ࣌ ޴ߝఅ ܼޓ ࣒ڒ
ఒకܽ ఇ޴ సగం ړ సࠪనం ఇ࠴ ޴దܽ ࢓ࡱߖ వࡏస ߘం߄ࣃ ݟరణం మࡓ ࠾ࡍండవ ࢓ࡱߖ వࡏస a b  
झ࠹݅ అࠗ ࠆࣔ బܽदڒ రణం߄ࣃ ݟంߘ  psi sin psi  ࣒ڒ ࠾ࡍమ 1 ࠀ ߤ࣌ ࠀ ࣒ڒ 1 ܼޓ ߤࣄ ܼޓ ࣒ڒ 
1.
 
ऴࠜޒజం ࢙ࢡలङ ం ఏࠫܽ, ఇకए డ ఇߩओ ࢐ङ ݡ రࣃ बం ࡅకए  సࣔయక వృతफం߯ ఉనऒ ం࠼ߦ  ऱܿ pqr pqr a 
బܽद ఇకएڒ డ ښ ݞޙవలం ڝఆࡍ नࡱ ݋ߝ ࠪऴతڕܼޓ ࠲ బڴࡱ޶ ఉంܼܼޓ ߤࣄ ڕߕ ,࠼ ఉం޴ y b sin 
అ࢑ ޻ధంڴ ఇ޴ సగం చదరࡏࣃ ߩऱ ࣒ڒa cos phi a sin  phi one a cos psi a sin psi n one 
బܽद ఇకएڒ సࠪనం ړ ߤవ ࠾ࡍమ ߤవ ࠀ ߤ࣌ ࠀ ࣒ڒ ߤవ ܼޓ ߤࣄ ܼޓ డ ݞږ ఇ޻ cos psi sin psi 
ఉంڒ ޴బܽद మనం ۫࣋޴ ऴࠜޒజం ࡅకए లङࢡ࢙  ం 
ऴࠜޒజం ࢙ࢡలङ ంޜ సࠪనం, ߘߝ ఈ ࡓంݟంܽ࣋ڵ࠙ ߗफ ఈ ߖషओ బܽद pqr abc bڒ ߘޑ޶ం߰ ߖ फޒ
ర޵ डవృతफం߯ ڤ࡯ంచబݟన ఏߕ޼ ऴࠜޒజం ࢙ࢡలङ ం ࣄबర࠳న ߖషओ ङ࡮ࢡ࢙ జంࠜޒత ऴ߅సంబం ޜ फޒ b ړߖ pqr 
ఉంܿం޴.
 సࣔయక వృతफం ڒబܽद ऴࠜޒజం ࢙ࢡలङ ం ऴࠜޒజం ࡅకए ࡓ  ऱܿ ࢙ࢡలङ ంړ ޜ సࠪనం ఇߩओ ఈ abc pqr b ݡ

࢐ङ రࣃ बం ࡅకए  వృతफంۮ ࡹకए బݟన ऴࠜޒజం ڒబܽद ఇ޴ గࡍషद ࢙࡮ࢡङ ऒߖ  కڵ࡯ ఉనऒ ओߩ  pqr ڕమన ݡ
కएۮ పలࡹ జంࠜޒ࢐సफవ ऴ బܽद ఈڒ ࣆࡱޘ బݟ ఉంܿం޴.pqr 
 స࡛  ऴࠜޒజం సమڴࣗࠈ ఉనऒ ओߩ ङ࡮ࢡ࢙ షदࡍగ ݡ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ ࢐ङ రࣃ बం cle a 
కएࡅ  వృޑफ ऒߖ  కڵ࡯ ఉం݄ మ࠾ࡍ ఈ ऴࠜޒజం ࡅకए  గࡍషद ࢙ࢡలङ ం ࢐ڒలڕߘం݄ pqr 
, ఈ ऴࠜޒజం సమࣗࠈ ऴࠜޒజం అ࠼నߩओ ఖۨऐ ޴ఇ ݡ తంڴ జޔڷࡏంڒ ޴బܽद మనڕ ఈ ఉం݄ ఇ޴ pqr 
एࡍస  ޴ఉంܿం ڴంऴదంښ ࢐ङ ఈ ࠭࠲ ࡽ बࡌࣃ ऒߖ ऒߕంܿڕࣆޓ ڴసࠪనం ړ  ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ a
సమࣗࠈ ऴࠜޒజం ࡅకए  గࡍషद ࢙ࢡలङ ం ఏࠫ݇ ࠭࠲ కھߘనగల࠭ 
ఎం޶కం݄ ࠬࡏ ఈ ߖހڝऒ  ۫࣋फ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇݭ࣌ ޴ ߰డࡓ 2 ࢓ ऱܿ అޔ࢓ం6  ޴ pi 6 cos pi 
छ޳ కएࡅ బܽद ఈ వృతफంڒ సࠪనం ړ ऱࡏࣃ 3 ݋ࡐ 2 ࠑ 3 ݋ࡐ ړࡹ 2 ޴ఇ ࡌ  ࢐ङ రࣃ बం a a a 
అݭ࣌ ޙ࠼ ߰డࡓ 3 ݋ࡐ ࢓ ऱܿ ڒబܽद ऴࠜޒజం ࡅకए  గࡍషद ࢙ࢡలङ ం ߘ ݡ࠮ ݋ࡐంݟ qr a pqr 
ࡓ  సࠪనం ړڷࡱߕ ऱܿ ࣌ݭ ߰డ࢓ వర ठ࠮లం ݡ࠮ ఒక చޔరऴసం ړߖ޵ సࠪనం ఇࡱ࡮࠮ ݡ࠮ ޴ 
 వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓రऴసం అޔఒక చ ڷࡱߕ ݡ࠮
ऴࠜޒజం ࡅకए  గࡍషद ࢙ࢡలङ ం ఒక ࡓ ऱܿ ఈ 3 4 ࠑ 3 ݋ࡐ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అޔ࢓ం޴.abc b a 

ర޵ ޴బܽद ఇڒ ऱࡏࣃ ڷࡱߕ ݡ࠮ डవృޑफ కएࡅ జంࠜޒన ऴݟऴ࢐యబ ࡹరంڒ  గࡍషद  ree root a b 
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లङࢡ࢙ ం 
మమघ ޴బܽद ఇڒ ऒ࡯  త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ ఈ ఉపߕङ సం ࠭ڵంڕࣆޓ ڕߩవࣆफంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ࣝప࡛ ࡮ࠓ 
మ޵ ࠾ࡍర डచޔరऴڒࣃర ࣝప࡛ ߖڜ ߯࡮ࠓऒ  సమసङ లࣃۯ ߘफ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐

Pru
tor
@
IIT
K




