
सवाōना नमˋार, आʉी िवशेषत: शंकूǉा भागांवर आमची चचाŊ सुŝ ठेवू, आʉी या ʩाƥानात लंबवतुŊळ आिण हायपरबोला बȞल 
अɷास कŝ आिण पुढǉा लेƁरमȯे आʉी लंबवतुŊळापयōत ˙िशŊका सामाɊ इȑािदǉा समीकरणाबȞल चचाŊ केली होती, हे ʩाƥान
Ůथम लंबवतुŊळासह सुŝ राहील  
बा˨ िबंदू पासून लंबवतुŊळापयōत ˙िशŊकेǉा संपकाŊǉा जीवा समीकरणाचे सूũ आपण िमळवू , ʉणून लंबवतुŊळ x one y one x 
चौरस बाय चौरस अिधक चौरस बाय वगŊ एकाचा िवचार करा आिण एक एक असू Ȩा  लंबवतुŊळाǉा बाहेर एक िबंदू ʉणून y b x y 
आपʞाकडे हे लंबवतुŊळ आहे आिण आपʞाकडे काही िबंदू एक एक आहे जो लंबवृȅाǉा बाहेर आहे आता या िबंदूपासून एकx y x 

एक दोन ˙शŊरेषा लंबवतुŊळाकडे काढता येतील आिण आपʞाला जीवा शोधǻाची आवʴकता आहे.y 
 संपकाŊचा ʉणून हा िबंदू असू Ȩा आिण लंबवतुŊळावरील िबंदंूसह आिण जेथे ˙िशŊका काढʞा आहेत आिण नंतर आपʞाला p q r 
या जीवा चे समीकरण शोधायचे आहे ʉणून हे िबंदू ʉणूया  समजा आिण ही दोन ˙शŊरेषा आहेत िजथे आिण qr tp pq p q r 
लंबवतुŊळावर आहेत
 ȑामुळे हा िबंदू अिवभाǛ अिवभाǛ आिण हा िबंदू दुहेरी अिवभाǛ लंबवतुŊळाकार असेल तर ˙शŊरेषेचे समीकरणq x y r x y 
असेल.
  एखाȨा िबंदूवर ˙िशŊकेचे समीकरण आठवा अिवभाǛ अिवभाǛ हे Ůाइम Ȫारे चौरस अिधक अिवभाǛ Ȫारे वगŊ x y xx yy b 
एक समान िदले जाते ʉणून या Ůकरणात हे रेषा चे समीकरण असेल pq 
आिण ȑाचŮमाणे रेषा चे समीकरण दुहेरी असेल  डॅश बाय ˍेअर अिधक दुहेरी डॅश बाय ˍेअर एक समान pr xx a yy b 
ʉणून हे आिण रेषेचे समीकरण आहेत आता एक एक pq p px y 

आिण या दोɎीवर िबंदू आहे ʉणून आपʞाकडे एक ठेवʞास  साठी या समीकरणात एक आिण आपʞाला डॅशpq p x y pq x 
एक बाय एक ˍेअर अिधक डॅश एक बाय ˍेअर एक आिण दुɔट एक ˍेअर बाय ˍेअर आिण एक बाय x y y b x x y b 

ˍेअर ʉणून दुɔट हे सुȠा बरोबर आहे एक ʉणजे आपʞाला एक आिण दोन ही दोन समीकरणे िमळतील जे आपʞाला शोधायचेy 
होते  आपʞाला रेषेचे चे समीकरण शोधायचे आहे ʉणून आपʞाला जीवा चे समीकरण हवे आहे qr qr 
ʉणून लƗात ƽा की आिण हे िबंदू डॅश डॅश आिण डबल डॅश दुहेरी आहेत ʉणून आपʞाकडे कोणतीही सरळ रेषाq r x y x y 
आहे Ǜावर या दोन आहेत  िबंदू खोटे असतील तर ते सरळ रेषेचे चे समीकरण असेल ʉणून समीकरणाचा िवचार करा गुिणले qr x x
एक बाय चौरस अिधक गुिणले एक बाय चौरस एक हे एका सरळ रेषेचे समीकरण आहे लƗात ठेवा की एक आिण दोन ʉणजे y y b 
एक सूिचत करते िबंदू जो डॅश डॅश आहे वरील रेषेवर आहे आिण दोन ʉणजे िबंदू Ǜाचे िनदőशांक दुɔट आहेत q x y r x y 
दुहेरी डॅश हे देखील ȑाच रेषेवर आहे आता कोणȑाही दोन िबंदंूमधून जाणारी एक अिȪतीय सरळ रेषा आहे ʉणून हे समीकरण q 
आिण ला जोडणा̴ या रेषेǉा समीकरणािशवाय दुसरे काहीही नाही r 
ʉणून दोन िभɄ िबंदंूमधून जाणारी एक अिȪतीय सरळ रेषा आहे कारण हे समीकरण आिण ला जोडणा̴ या रेषेचे आहे अशा Ůकारे q r 
आपʞाला चे समीकरण एक चौरस आहे.qr xx 

चौरस एक समान आहे ʉणून लƗात ƽा की हे समीकरण िबंदूवरील   uare plus yy one by b x one y one 
˙शŊरेषेǉा समीकरणासारखे िदसते परंतु या Ůकरणात हा िबंदू लंबवृȅाǉा बाहेर आहे ʉणून आपʞाकडे हे आहे x one y one 
लंबवतुŊळ आिण आपʞाकडे कोणताही िबंदू एक वन आहे आिण नंतर आिण या दोन िबंदूला जोडणा̴या जीवाचे समीकरण x y q r 
दुसरे काही नाही तर लंबवतुŊळावरील एका िबंदूवर ˙शŊरेषेǉा समीकरणात जोडणे x one y one 
हे आपʞाला देते जीवा समीकरणाचे सूũ पुढे आपण ही सम˟ा िसȠ कŝ की 
लंबवतुŊळावरील कोणȑाही िबंदूवरील सामाɊ हा रेषांमधील कोन कŐ ū̾थानी दुभाजक करतो 
ʉणून आपण एक आकृती काढू या आपʞाकडे लंबवतुŊळ आहे आिण समजा एक िबंदू आहे ʉणून आपण  दोन फोकस आहेत का p 
ȑांना एक आिण दोन ʉणू या आिण समजा आपण लंबवतुŊळावर कोणताही िबंदू घेतला आिण नंतर आपण फोकस फोकस या f f p 
िबंदूला जोडणारी रेषा पाहतो या िबंदूवर आपʞाला काय िसȠ करायचे आहे ही सामाɊ रेषा आहे ही हा कोन इजेƃ करतो p p b  
ʉणजे  वर सामाɊ दशŊिवǻासाठी कोन एक दोन दुभाजक करतो मग आपण काय कŝ या लंबवतुŊळाकडे पाš आिण p f pf p 
आिण दोन कŐ ūिबंदू एक आिण दोन पाš आिण येथे ठीक आहे आपण याचा कोन दुभाजक पाš या ʉणजे हा कोन एक f f pn f pf
दोनचा कोन दुभाजक असू Ȩा आिण आपʞाला जे दाखवायचे आहे ते ʉणजे हे सामाɊ आहे हे दाखवायचे आहे तर जेʬा गरज असेल 
तेʬा सामाɊ असेल.pn 
  लंबवतुŊळ ʉणून आपण हा कोन दुभाजक घेतʞापासून या 
कोनांना थीटा ʉणू या आता आपण या ला लंब असलेली रेषा बघूया तर हा कोन बाय दोन वजा थीटा हा देखील बाय दोन pn pi pi 
वजा थीटा आहे.

 ȑामुळे मधून जाणा̴ या रेषेचा िवचार करा जी ला लंब आहेp pn 
 ȑामुळे सामाɊ आहे हे िसȠ करणे ही रेषा ˙िशŊका आहे हे िसȠ करǻासाठी समतुʞ आहेpn 
 ȑामुळे ही रेषा  
लंबवतुŊळाला ˙िशŊका असʞाचे दशŊवेल याचा अथŊ असा की आपʞाला दाखवावे लागेल की जर तेथे असेल तर इतर कोणताही मुȞा q  
या रेषेवर मग Ɨ हे लंबवतुŊळावर पडू नये ʉणून या लंब रेषेवर एक िबंदू ƽा मला पुɎा िचũ काढू Ȩा हा िबंदू हा आहे हा एकq p n f 
आिण दोन आहे आता लंबवतुŊळ वगाŊचे समीकरण समजा एक चौरस अिधक वगŊ Ȫारे वगŊ एक समान नंतर ते या f x y b f p 
रेषेवर असलेʞा एका िबंदूचा िवचार करा जो फोकस दोन पासून दोन मागाōǉा अंतरावर आहे ʉणून हे अंतर दोन पट आहे f pl 
ʉणून रेषेवरील िबंदू िवचारात ƽा असे की अंतर दोन हे दोन बरोबर आहे आता आपण या रेषेवर कोणताही िबंदू l f 2 p f l a 

घेतला तर आपʞाला हे िसȠ करायचे आहे की हा लंबवृȅाǉा बाहेर आहे ʉणून हे अंतर दोन काय आहे तर आता हे दोन q q a 
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लƗात ƽा  हे दोन दोन ǉा अंतराएवढे आहे जे दोन अिधक ǉा अंतरापेƗा कमी आहे ʉणून जर मी या िबंदूला तेa l f qf ql q 
दोन आिण जोडले तर िũकोणाǉा दोन बाजंूची ही बेरीज ितस̴ या बाजूपेƗा मोठी आहे ʉणून दोन अिधक हे अंतर f l qf ql lf 2

पेƗा काटेकोरपणे मोठे आहे 
जे पण मी या बȞल काय ʉणू शकतो ठीक आहे आपण हा एक बघूया तर लƗात ƽा की िȪभािजत कोन i  s 2 a qf pn f 

दोन असʞाने आपʞाला िȪभािजत कोन िमळतो कारण या लंब रेषा आहेतone pf pq f one pl 
 ȑामुळे तुʉाला पहायचे असेल तर जर हा कोन थीटा असेल आिण हा कोन देखील थीटा असेल तर हा कोन पाई बाय 2 वजा थीटा असेल 
तर हा कोन पाई बाय 2 वजा थीटा असेल आिण ʉणून हा कोन पुɎा बाय दोन वजा थीटा असेल तर हे दोन कोन समान आहेत ʉणूनpi 
आपण ते पाहतो.pq 
 कोन चा दुभाजक आहे आिण ʉणून हे दोन िũकोण एकŝप आहेत आिण ʉणून एक बरोबर आहे ʉणून f one pl ql qf ql 

एक बरोबर आहे तर याचा अथŊ काय आहे की दोन हे दोन अिधक एक पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे?  लƗात ठेवा की qf a qf qf 
लंबवतुŊळ असा आहे की लंबवतुŊळावरील कोणȑाही िबंदूसाठी दोन कŐ ū̾थानापासूनǉा अंतराची बेरीज दोन एवढी असते कारण येथे a 
अंतराची बेरीज दोनपेƗा जाˑ आहे याचा अथŊ लंबवतुŊळाǉा बाहेर आहे आिण तेʬा आपण  आहे हे लंबवतुŊळासाठी सामाɊ a q pn 
आहे हे िसȠ झाले आहे ठीक आहे पुढील सम˟ेसाठी 
लंबवतुŊळाǉा पायाचे ̾थान लंबवतुŊळाǉा कŐ ū̾थानापासून ˙िशŊकेपयōत शोधणे आवʴक आहे, ʉणून समजा आपण लंबवतुŊळाचा िवचार

वगाŊने चौरस अिधक चौरस असा केला आहे.x y 
ǉा चौरसाने   b b 

पेƗा मोठा असलेला एक बरोबर आहे
 ȑामुळे आता आपʞाकडे हे लंबवतुŊळ आहे समजा मी लंबवतुŊळाकडे कोणतीही सामाɊ ˙िशŊका घेतली आिण नंतर आपण foci 

आिण वर पािहले तर आपण लंबवतुŊळाकार काढू शकता.f1 f2 
आिण मधून ˙िशŊका काढायची मग आपʞाला अशा सवŊ िबंदंूचे ̾थान शोधावे लागेल ʉणून आपʞाला कळते की  foci f1 f2 

˙िशŊकेचे समीकरण आठवते की Ǜा ˙िशŊकेचा उतार आहे ȑाचे समीकरण समान अिधक ने िदले आहे जेथे वगŊ आहेm y mx c c 
 एक चौरस चौरस अिधक वगŊm b 
 ȑामुळे ǉा कोणȑाही िनिʮत मूʞासाठी दोन ˙शŊरेषा असतात Ǜा समान असतात अिधक िकंवा चौरस वगाŊचे वजा m y mx m 
वगŊमूळ अिधक वगŊ यावŝन आपʞाला वेगवेगʨा ˙िशŊकेचे समीकरण िमळते  आता ची मूʞे शोधायची असतील तर समजा b m  
हा कोणताही सामाɊ िबंदू आहे हा लंबाचा पाय आहे तर hk 
समीकरण जर ˢʙिवराम हा h k 

अिधक वजा शूɊ वŝन लंबाचा पाय असेल तर foci ae 
ला जोडणा̴या रेषेचा हा उतार  दोन कŐ ū̾थानी उणे एक बाय आहे कारण ही ˙शŊरेषेला लंब आहे आिण ʉणून समीकरण hk m k 

वजा शूɊ समान असेल वजा एक बाय गुणा वजा िकंवा अिधक याचा अथŊ अिधक आहे Ɨमˢ अिधक m x ae mk xx h mk h 
वगŊ समान आहे  चौरस चौरसासाठी हे एक समीकरण आहे ˢʙिवराम हे ˙शŊरेषेवर आहे ʉणून जेथे ˙शŊरेषेचे समीकरण हे e h k 
आहे
 ȑामुळे वजा वगŊ एक चौरस चौरस अिधक वगŊ हे समीकरण दोन आहे जर आपण एक जोडले आिण  दोन मग आपʞालाk mh m b 

ˍेअर ˍेअर अिधक ˍेअर अिधक दोन अिधक ˍेअर अिधक ˍेअर ˍेअर वजा दोन एक m k h mhk k m h mhk 
ˍेअर ˍेअर अिधक एक ˍेअर ˍेअर अिधक ˍेअर िमळतीलe m b 
 ȑामुळे हे येथे रȞ होईल  ʉणजे एक अिधक चौरस सामाɊ आहे आिण आपʞाला चौरस अिधक वगŊ िमळतो एका चौरसाǉा m h k 
बरोबरीचा वगŊ वगŊ 1 वजा वगŊ एक चौरस अिधक एक वगŊ वगŊ अिधक वगŊ ʉणजे हा चौरस वजा ǉा बरोबरीचा आहे  e e b m b b 
ˍेअर अिधक ˍेअर मी ˍेअर अिधक ˍेअर ˍेअर रȞ करतो आिण हे ˍेअर गुिणले एक अिधक ˍेअरǉा a b b m 
बरोबरीचे आहे
 ȑामुळे एक अिधक ˍेअर रȞ केला जाऊ शकतो आिण हे ˍेअर अिधक ˍेअर ˍेअरǉा बरोबरीने देते कारण हे m h k 
कोणȑाहीसाठी खरे आहे  ˢʙिवराम हा लंबाचा पाय आहे ʉणून ̾थान चौरस अिधक चौरस चौरस आहे ʉणून या िचũात h k x y 
हा ˢʙिवराम लंबवतुŊळाǉा मȯभागी असलेʞा िũǛेǉा वतुŊळावर आहे ʉणून याला सहायक वतुŊळ ʉणतातh k 
 ȑामुळे कŐ ūिबंदूपासून ˙िशŊकेपयōतǉा लंबाǉा पायाǉा ̾थानाचा पाय हा लंबवतुŊळाचे सहायक वतुŊळ आहे ठीक पुढील सम˟ा 
आʉाला लंबवतुŊळामȯे कोरलेʞा िũकोणाचे जाˑीत जाˑ संभाʩ Ɨेũफळ िकती आहे हे ठरवायचे आहे,  
ȑामुळे ही सम˟ा सोडवǻासाठी लंबवतुŊळावरील सामाɊ िबंदूसाठी पॅरामीटर वापŜया, ʉणून लंबवतुŊळाकार वरील कोणतेही तीन x 
िबंदू समान बरोबर समान cos theta b sin theta b cos phi b sine phi c cos psi b sin psi b 
कŝया 
चौरस बाय चौरस अिधक चौरस बाय वगŊ एक समान आहे ʉणून आपण लंबवतुŊळावरील कोणतेही तीन िबंदू िवचारात घेत आहोत y b 
िजथे आिण हे उǄार िũकोण आहेत ʉणजे हे िबंदंूचे िविƗɑ कोन आहेत ʉणून आपण theta phi psi theta phi psi 
मȯे पािहले  शेवटचा वगŊ की जर आपʞाकडे हा लंबवतुŊळ असेल आिण जर आपण आिण येथे कोणताही िबंदू घेतला ab c 
तर हा िविƗɑ कोन काहीही नाही पण जर मी सहाʊक वतुŊळाकडे पािहले तर आपण सहायक वतुŊळावरील संबंिधत िबंदू पाहतो तर 
आपण हा िबंदू पाš.

हा िबंदू आिण शी संबंिधत एक िबंदू आहे हा आहे आिण हा िबंदू आहे   p q c c r
 ȑामुळे हा आिण हा िबंदू चा कोन आहे ʉणून हा िबंदू आहे सॉरीtheta phi psi p p a cos theta b sin theta 

एक पाप थीटा ʉणून मला िलš Ȩा पुढǉा जागेतa cos theta  i  t 
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 ȑामुळे ǉा बरोबरीने बरोबर एक आता बरोबर p cos theta a sin theta q cos phi a sin phi r cos 
सहाʊक वतुŊळावरील संबंिधत िबंदू चौरस अिधक चौरस समान  आता चौरस आठवतो जर आपʞाकडेpsi a sin psi b x y 

एक एक दोन दोन आिण तीन तीन असे कोणȑाही तीन िबंदंूचे समɋय असतील तर िũकोणाचे Ɨेũफळ Ǜाचे x y x y x y 
िशरोिबंदू एक एक दोन दोन तीन तीन आहेत ते आपʞा अधő आहेत एक एक एक दोन दोन एक आिण x y x y x y x y x y 

तीन तीन एक चा िनधाŊरक पहा आिण याǉा पįरपूणŊ मूʞामुळे िũकोणाचे Ɨेũफळ िमळते ʉणून आपण हे सूũ वापŝ ʉणून x y 
िũकोणाचे Ɨेũफळ अȯाŊ गुणाŮमाणे आहे एक ǉा िनधाŊरकावर एक आहे आहे a abc x cos theta x 2 y 1 b sine 

आिण एक हा अधाŊ आहे पिहʞा ˑंभापासून theta 1 a cos phi b sin phi 1 a cos psi b sin psi a 
सामाɊ आहे आिण आहे  दुस-या ˑंभापासून सामाɊb 
 ȑामुळे अधाŊ वेळा आिण ab cos theta sin theta 1 cos phi sine phi 1 cos  psi sin psi 1.
 
िũकोण चे Ɨेũफळ काय आहे जेथे आता िũǛा ǉा सहायक वतुŊळावर िबंदू आहेत ʉणून येथे फरक फƅ िनदőशांकpqr pqr a y 
आहे ऐवजी आहे ȑाचŮमाणे आहे  b sin theta i a sin theta a cos phi a sin phi one a cos psi

हे अधाŊ चौरस गुणा बरोबर आहे a sin psi n one cos theta sin theta one cos phi sine phi one 
आिण वन हे येथे समान आहे ʉणून आपण जे पाहतो cos psi sin psi 
ते िũकोणाचे Ɨेũफळ आहे िũकोणाǉा ǉा Ɨेũफळानुसार समान आहे जर मी या दोघांना िवभािजत केले तर मला हे pqr abc 
गुणोȅर ने िमळेल ʉणून आपण पाहतो की लंबवतुŊळा वर कोरलेʞा कोणȑाही िũकोणाचे Ɨेũफळ संबंिधत िũकोणाǉा b a pqr 
ǉा Ɨेũफळाǉा Ȫारे İ̾थर गुणोȅर आहे सहाʊक वतुŊळ ʉणून िũकोण चे Ɨेũफळ िũकोणाǉा ǉा Ɨेũफळाने b a abc pqr b 
ǉा बरोबरीचे आहे आता हा िũǛा ǉा वतुŊळात कोरलेला िũकोण आहेpqr a 
 ȑामुळे ȑाचे Ɨेũफळ जाˑीत जाˑ कधी आहे हे आपʞाला कळते ʉणून पुɎा हे सȑ लƗात ठेवा सर  जेʬा िũकोण समभुज असतो 
तेʬा चे जाˑीत जाˑ Ɨेũफळ असते cle 
ʉणून जर माǟाकडे िũǛा चे वतुŊळ असेल आिण आपʞाला या िũकोणाचे जाˑीत जाˑ Ɨेũफळ हवे असेल तर हे घडते a pqr 
जेʬा हा िũकोण समभुज िũकोण असेल तेʬा हे असेल तर हे ȑाचे कŐ ū आहे  वतुŊळ आपण ही िũǛा ǉा बरोबरीसाठी घेत pqr a 
आहोत आिण ʉणून आपण या समभुज िũकोणाचे जाˑीत जाˑ संभाʩ Ɨेũफळ िकती आहे हे शोधू शकतो 
कारण जर आपण हा कोन पाई 6 ने पािहला तर ही बाजूची लांबी 

ǉा 2 पट असेल  6 ने जे 2 मȯे ŝट 3 बाय 2 ŝट ǉा 3 पट आहे ʉणून जर या वतुŊळाची िũǛा असेल cos pi a a 
तर बाजूची लांबी मूळ 3 पट आहे आिण ʉणून िũकोण चे कमाल Ɨेũफळ ŝट तीन बाय चार ǉा समान आहे  गुणाकार qr a pqr 
बाजू लांबी वगŊमूळ तीन एक चौरस जे याǉा बरोबरीचे असेल ते तीन मूळ तीन बाय चार एक चौरस असेल आिण 
ʉणून िũकोण चे कमाल Ɨेũफळ गुिणले हे 3 मूळ 3 बाय 4 चौरस असेल जे ǉा बरोबरीचे असेल  ŝट तीन बाय abc b th ree 
चार पट a b
 ȑामुळे हे एका लंबवतुŊळामȯे कोरलेʞा िũकोणाचे जाˑीत जाˑ संभाʩ Ɨेũफळ आहे 
ठीक आहे,
 ȑामुळे आपण या ʩाƥानाǉा शेवटी पोहोचू या पुढील लेƁरमȯे आपण हायपरबोला आिण आयताकृती हायपरबोलावर काही सम˟ा
कŝ.
 धɊवाद.
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