
ഹേലാ എبാവർുׯം ഹേലാ ഞ׹ൾ േകാൺക്   െസײനുകെള കുറിتു׺ ചർ׺ തുടരും.  ഒരു ബാഹّ 
ബിؕു ഒ്ؗ ഒ്ؗ മുതൽ ദീർഘവൃ؋ം വെരയുت ടാൻെജന്റുകളുെട േകാർഡ് േകാൺടാക്്ئ x y 
സമവാകّ؋ിനുت സൂْതവാകّമാണ് നأൾ ഉരു؋ിരി؁ത്, അതിനാൽ ദീർഘവൃ؋ം ചതുരവും x y
ചതുരവും ചതുരവും ഒؗിന് തുലّമായി പരിഗണിുׯക , ഒ്ؗ ഒ്ؗ ആയിരിׯെ؂ b x y 
ദീർഘവൃ؋؋ിന് പുറتു؋ ഒരു ബിؕുവാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ദീർഘവൃ؋മു؇് , കൂടാെത 
നമു്ׯ ദീർഘവൃ؋؋ിന് പുറ്؋ കിടؗുׯ ചില ബിؕു ഒ്ؗ ഒ്ؗ ഉ؇്, ഈ ബിؕുവിൽ നി്ؗ x y x 
ഒ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് ടാൻെജന്റുകൾ ദീർഘവൃ؋؋ിേല്ׯ വരയ്ׯാം , നമു്ׯ ആവശّമുتത് േകാർഡ് y 
കെ؇ു؋ക എؗതാണ് സآർ؋ׯിൽ ഈ േപായിന്റും ഉം ഉം ആകെ؂, p q r 
ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت ബിؕുׯൾ വര׺ ടാൻെജന്റുകൾ വരയ്ുׯക , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഈ േകാർഡ്

ന്െറ സമവാകّം കെ؇؋ണം, അതിനാൽ ഇത് േപായിന്റ ്എ്ؗ പറയെ؂  എؗിവ qr tp  q, r 
ദീർഘവൃ؋؋ിൽ കിടؗുׯ ര؇് ُ١ർശന׹ളാെണ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ എؗത് q 
ദീർഘവൃ؋؋ിെല േപായിന്റ് ൈْപം ൈْപമും എؗ ബിؕു ഡബിൾ ൈْപം ഇര؂ ൈْപം x y r x y 
ആകെ؂, തുടർ്ؗ ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട സമവാകّവും  ചില ഘ؋؂ിൽ ൈْപം ൈْപം ൈْപം x y xx 
നൽകിയത് ൈْപം സമവാകّം ൈْപം, സ്കٔയർ െകാ؇് ൈْപം എؗിവ ഒؗിന് തുലّമാണ്, xx xx b yy 
അതിനാൽ ഇത് േരഖയുെട സമവാകّം ആയിരിുׯം.  ഒരു ചതുരവും ഇര؂ ഡാഷും ഒؗിന് pq yy 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവ എؗ േരഖയുെട സമവാകّമാണ്, ഒ്ؗ ഒ്ؗ എؗിവയിൽ pq, p px y pq, p 
കിടؗുׯതിനാൽ ഒ്ؗ ഇ؂ാൽ നമുുׯേ؇ാ?  നുت ഈ സമവാകّ؋ിൽ ഒ്ؗ, നമു്ׯ ഡാഷ് x y pq- x x
ഒ്ؗ ൈബ എ സ്കٔയർ ؛സ് ഡാഷ് ഒ്ؗ ൈബ ബി സ് കٔയർ ഒؗിന് തുലّവും ഇര؂ിയായി ഒ്ؗ y y x x 
ൈബ സ് കٔയർ ؛സ് ഇര؂ിയാׯിയത് ഒ്ؗ ൈബ സ് കٔയറുമായി ഇര؂ിയാׯിയതും ഇതും y y 
തുലّമാണ് ഒ്ؗ 
അ׹െന നമു്ׯ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ൾ കി؂ും ഒ്ؗ ര؇് നأൾ കെ؇േ؋؇ത്  നമു്ׯ എؗ qr 
വരിയുെട സമവാകّം കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ എؗ േകാർഡിന്െറ സമവാകّം qr 
ആവശّമാണ്, അതിനാൽ ഇവ ഡാഷ് ഡാഷും ഡബിൾ ഡാഷ് ഇര؂യും ആയ q, r x y x y 
േപായിന്റുകളാെണ്ؗ ْശؑിുׯക, അതിനാൽ ഇവ ര؇ും ഏെത׸ിലും േനർേരഖയുെ؇׸ിൽ 
േപായിന്റുകൾ നുണയാെണ׸ിൽ, അത് എؗ േനർേരഖയുെട സമവാകّമായിരിുׯം, അതിനാൽ qr x 
തവണ ഒ്ؗ ഒരു ചതുരം കൂടാെത തവണ ഒ്ؗ ചതുരം ഒؗിന് തുലّമായി പരിഗണിുׯക, ഇത് x y y b 
ഒ്ؗ സൂചിؚിؗുׯ ഒരു േനർേരഖ കുറിؚിന്െറ സമവാകّമാണ്, ഒ്ؗ ര؇് സൂചിؚിുؗുׯ േപായിന്റ് q 
അതായത് ഡാഷ് ഡാഷ് മുകളിെല വരിയിൽ കിടുؗുׯ , ര؇് സൂചിؚിؗുׯത് എؗ x y r 
േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ഇര؂ിയായി ഇര؂ ഡാഷാണ്, ഇതും ഒേര േരഖയിൽ കിടുؗുׯ, x y 
ഇേؚാൾ ഏെത׸ിലും ര؇് േപായിന്റുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഒരു അദٔിതീയ േനർേരഖയു؇് 
അതിനാൽ ഈ സമവാകّം ഉം ഉം േചരുؗ േരഖയുെട സമവാകّമبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ  q r 
ര؇് വّതُّ ٝബിؕുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഒരു അദٔിതീയ േനർേരഖ ഉتതിനാൽ സമവാകّം q, r 
എؗിവയുമായി േചരുؗ േരഖയാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ന്െറ സമവാകّം ഒരു qr xx 
ചതുരْശയടി ആണ്  ؛സ് ഒ്ؗ ബി സ്കٔയർ ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ സമവാകّം uare yy x 

എؗ ബിؕുവിെല ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട സമവാകّവുമായി വളെര സാമّമുتതാെണ്ؗ one y one 
ْശؑിുׯക, എؗാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഒ്ؗ ദീർഘവൃ؋؋ിന് പുറ്؋ കിടؗുׯതിനാൽ x one y 
നമു്ׯ ഇത് ഉ؇് ദീർഘവൃ؋ം കൂടാെത നമു്ׯ ഏെത׸ിലും ബിؕു ഒ്ؗ ഒ്ؗ ഉ؇് , തുടർ്ؗ ഈ x y 
ര؇് േപായിന്റ് എؗിവയുമായി േചരുؗ േകാർഡിന്െറ സമവാകّം ദീർഘവൃ؋؋ിെല ഒരു q, r 
ബിؕുവിൽ ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട സമവാകّ؋ിൽ ഒ്ؗ ״؛ിംഗ് െചؗുإതبാെത മെئാؗുമب.  x one y 
േകാർഡിന്െറ സമവാകّ؋ിനുت സൂْതവാകّം അടു؋തായി നأൾ ഈ ْപٍ٠ം െചുإം , 
ദീർഘവൃ؋؋ിെല ഏത് ബിؕുവിലും സാധാരണ േരഖകൾׯിടയിലുت േകാണിെന േഫാസിയിേല്ׯ 
വിഭജിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ദീർഘവൃ؋ം ഉെ؇്ؗ ഒരു ഡയْഗം വരയ്ׯാം , 
അ׹െന ഒരു ബിؕു ഉെ؇്ؗ കരുതുക. ര؇് ഉെ؇׸ിൽ അവെയ എؗും എؗും p foci f one f two 
വിളിׯാം, നأൾ ദീർഘവൃ؋؋ിൽ ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ് എടുുؗുׯ എ്ؗ കരുതുക , എؗി؂് p 
േഫാׯസ് േല്ׯ ഈ േപായിന്റിേല്ׯ േചരുؗ േരഖ േനാുׯക, നമു്ׯ െതളിയിേׯ؇ത് ഈ foci-
ഘ؋؂ിെല സാധാരണമാണ്. ഇതാണ് സാധാരണ വരി ഇെസക് ്ئ ആംഗിൾ പിയിൽ േനാർമൽ p this b  
കാണിׯാൻ ൈബെസക് ٧്ؾ ആംഗിൾ എഫ് ഒ്ؗ പിഎഫ ്ര؇ാണ്, അേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ദീർഘവൃ؋ം 
േനാׯാം, പി േപായിന്റും േഫാസി എഫ് ഒ്ؗ, എഫ ്ര؇് എؗിവ േനാׯാം, ഇവിെട ശരിയാണ്. നമു്ׯ 
ഇതിന്െറ ആംഗിൾ ൈബെസക് ടർ േനാׯാം, അതിനാൽ ഒ്ؗ ര؇് േകാണിന്െറ ആംഗിൾ pn f pf 
ൈബെസക് ടറായിരിׯെ؂ , നമു്ׯ കാണിേׯ؇ത് ഇതാണ്, ഇത് സാധാരണമാെണ്ؗ 
കാണിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ആവശّമുتേؚാൾ സാധാരണമാണ്  ദീർഘവൃ؋ാകാരം pn 
അതിനാൽ ഈ ആംഗിൾ ൈബെസعർٚ എടു؋തിനാൽ നമു്ׯ ഈ േകാണുകെള തീئ എ്ؗ വിളിׯാം, 
നമു്ׯ ഈ ന് ലംബമായ വരി േനാׯാം, തുടർ്ؗ ഈ ആംഗിൾ ര؇് ൈമനസ് തീئയാണ് , ഇതും ൈപ pn-
ൈബ ര؇് ൈമനസ് തീئയാണ്.  ന് ലംബമായ യിലൂെട കടؗുേപാകുؗ േരഖ പരിഗണിുׯക, pn- p-
അതിനാൽ േനാർമൽ ആെണ്ؗ െതളിയിؗുׯത് ഈ േരഖ ടാൻെജന്റ് ആെണ്ؗ െതളിയിؗുׯതിന്pn 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ േരഖ ദീർഘവൃ؋േ؋ാട് െതാടുؗതാെണ്ؗ കാണിുׯം, അതായത് 
ഉെ؇׸ിൽ അത് കാണിׯണം മേئെത׸ിലും േപായിന്റ ് ഈ േരഖയിൽ പിെؗ ദീർഘവൃ؋؋ിൽq  q 
കിടׯാൻ പാടിب, അതിനാൽ ഈ ലംബേരഖയിൽ ഒരു േപായിന്റ് എടുുׯക, ഞാൻ വീ؇ും ചിْതം q 
വരയ്ׯെ؂, ഇതാണ് േപായിന്റ് ഇതാണ് ഇതാണ് ഒ്ؗ, ര؇് ഇേؚാൾ ദീർഘവൃ׹؋ളുെട p n f f 
സമവാകّം ചതുരം എ്ؗ കരുതുക. ഒരു ചതുരവും ചതുരവും ഒؗിന് തുലّമായ ചതുരം െകാ؇് x y b 
ഈ വരിയിൽ കിടؗുׯ ഒരു േപായിന്റ ്പരിഗണിുׯക ര؇് േഫാׯസിൽ നി്ؗ ര؇് f to p 
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ദൂര؋ിലാണ്, അതിനാൽ ഈ ദൂരം ര؇് മട׹ാണ്, അതിനാൽ വരിയിെല േപായിന്റ് pl l 
പരിഗണിുׯക അതായത് ര؇് ഇത് ര؇് ന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നأൾ ഈ വരിയിെല f 2 p, f l a 
ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ് എടുുؗുׯ , ഈ ദീർഘവൃ؋؋ിന് പുറ؋ാെണ്ؗ െതളിയിേׯ؇തു؇്, q q 
അതിനാൽ ഈ ദൂരം ര؇് ആണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഇത് ര؇് ْശؑിുׯക.  എؗത് ര؇് എഫ് a l 
ര؇ിന്െറ ദൂര؋ിന് തുലّമാണ്, അത് ര؇് ؛സ് ന്െറ ദൂരേׯ؋ാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ qf ql 
ഈ േപായിന്റ് േല്ׯ ടു , എؗിവ േചരുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ഒരു ْതിേകാണ؋ിന്െറ ര؇് q f l 
വശ׹ളുെട ആെകു؋കയാണ് മൂؗാം വശേׯ؋ാൾ വലുതാണ് അതിനാൽ എؗത് qf two plus ql 

എؗ ദൂരേׯ؋ാൾ വളെര വലുതാണ്  എؗാൽ ശരിെയുׯറി്׺ എനി്ׯ എ്ؓ പറയാൻ lf 2 s 2 a 
കഴിയും, നമു്ׯ ഈ ഒ്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ ൈബെസക്്ئസ് ആംഗിൾ ഒ്ؗ ര؇് qf pn f pf 
ആയതിനാൽ നമു്ׯ ആ ൈബെസക്്ئസ് ആംഗിൾ ലഭിുؗുׯ, കാരണം ഇത് ലംബമായ pq f one pl 
വരികളാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ കാണണെമ׸ിൽ  ഈ ആംഗിൾ തീئയും ഈ േകാണും തീئയും 
ആെണ׸ിൽ , ഈ ആംഗിൾ 2 ൈമനസ് തീئയും ഇത് ൈപ ൈബ 2 ൈമനസ് തീئയുമാണ് , അതിനാൽ ഈ 
ആംഗിൾ വീ؇ും ര؇് ൈമനസ് തീئയിൽ ൈപ ആണ്, അതിനാൽ ഈ ര؇് േകാണുകളും തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ എ്ؗ നമു്ׯ കാണാം എؗ േകാണിന്െറ ദٔിവിഭാഗമാണ് , അതിനാൽ ഈ ര؇് pq f one pl 
ْതിേകാണ׹ളും സമാനമാണ്, അതിനാൽ ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒؗിന് ql qf ql qf 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് എؓാണ് സൂചിؚിؗുׯത് ര؇് എؗത് ഇേؚാൾ ര؇് ؛സ് ഒ്ؗ a qf qf 
എؗതിേനׯാൾ കുറവാണ് ദീർഘവൃ؋؋ിെല ഏത് ബിؕുവിനും ര؇് േഫാസികളിൽ നിؗുت 
ദൂര؋ിന്െറ ആെകു؋ക ര؇് ന് തുലّമാണ്, കാരണം ഇവിെട ദൂര؋ിന്െറ ആെകു؋ക a 
ര؇ിേനׯാൾ വലുതാണ്, ഇത് ദീർഘവൃ؋؋ിന് പുറ്؋ കിടുؗുׯ , അതിനാൽ നأൾ  ഉ؇് ഈ q pn
ദീർഘവൃ؋؋ിന് സാധാരണമാെണ്ؗ െതളിയിׯെؚ؂ിരിുؗുׯ ശരി അടു؋ ْപٍ٠ം ഒരു 
ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ േകْؕഭാഗം മുതൽ ടാൻജന്റുകൾ വെരയുت ലംബമായ പാദ؋ിന്െറ رാനം 
കെ؇േ؋؇തു؇്,  അതിനാൽ നأൾ ദീർഘവൃ؋െ؋ സാധാരണ രൂപ؋ിലുت ചതുര؋ിൽ ഒരുx 
ചതുരവും ചതുരവും കണׯാׯിെയ്ؗ കരുതുക.  സ്കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ േനׯാൾ വലുത് y b b- 
ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ദീർഘവൃ؋ം ഉ؇്, അതിനാൽ നأൾ െചേإ؇ത് ഞാൻ 
ദീർഘവൃ؋؋ിേല്ׯ ഏെത׸ിലും െപാതു ടാൻെജന്റ് എടുുؗുׯെവ്ؗ കരുതുക , തുടർ്ؗ foci f1, 

എؗിവയിേല്ׯ േനാׯിയാൽ നി׹ൾ്ׯ ലംബമായി വരയ്ׯാം. എؗിവയിൽ f2 foci f1, f2 
നിؗുت ടാൻജന്റ് അേؚാൾ നമു്ׯ അ؋രം എبാ ബിؕുׯളുെടയും رാനം കെ؇േ؋؇തു؇്, 
അതിനാൽ ടാൻെജന്റിന്െറ സമവാകّം ഓർുׯക, ചരിവുت ടാൻെജന്റിന്െറ സമവാകّം ؛സ് m mx c 
ന് തുലّമായ ആണ് നൽകിയിരിؗുׯത്, അവിെട ചതുരം  ഒരു ചതുരം ചതുരവും ചതുരവും, y c m b 
അതിനാൽ ന്െറ ഏെതാരു നിحിത മൂലّ؋ിനും ര؇് ടാൻെജന്റുകൾ ഉ؇്, അത് എؗത് ؛സ് m y mx 
അെ׸بിൽ ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ്. ന്െറ മൂലّ׹ൾ ഇേؚാൾ നമു്ׯ m  
കെ؇؋ണെമ׸ിൽ ഇത് ഏെത׸ിലും െപാതു േപായിന്റ് ലംബ؋ിന്െറ പാദമാണ്, അേؚാൾ hk 
സമവാകّം, അതിനാൽ േകാമ എؗത് ൽ നി്ؗ ലംബമായതിന്െറ പാദവും ൈമനസ് h k foci- ae 
പൂജّവും ആെണ׸ിൽ, ഈ വരിയുെട ചരിവ് ൽ േചരുؗു.  ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ മീ ആണ്, hk- foci 
കാരണം ഇത് ടാൻെജന്റ് ൈലനിന് ലംബമാണ് , അതിനാൽ സമവാകّം ൈമനസ് പൂജّ؋ിന് k 
തുലّമായിരിുׯം, ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് അെ׸بിൽ ؛സ് ആണ് ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ؛സ് x ae mk 

ആണ് ײമിׯണം ؛സ് സ്കٔയർ തുലّമാണ്  ഒരു ചതുരം ചതുര؋ിേല്ׯ, ഇത് ഒരു xx h mk h e 
സമവാകّമാണ് േകാമ ടാൻെജന്റ് ൈലനിൽ കിടുؗുׯ, അതിനാൽ ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട h k 
സമവാകّം ഇതാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് ചതുരം ഒരു ചതുരْശ മീئർ ചതുരവും ചതുരവും k mh b 
തുലّമാണ് , നأൾ ഒ്ؗ േചർ؋ാൽ ഇത് സമവാകّം ര؇് ആണ്.  ര؇് അേؚാൾ നമു്ׯ സ്കٔയർ െക m 
സ്കٔയർ ؛സ് എ്׺ സ്കٔയർ ؛സ് ടു എംഎ്׺െക ؛സ് െക സ്കٔയർ ؛സ് എം സ്കٔയർ എ്׺ സ്കٔയർ 
ൈമനസ് ര؇് എംഎ്׺െക തുലّമായ സ്കٔയർ ഇ സ്കٔയർ ؛സ് ഒരു സ്കٔയർ എം സ്കٔയർ ؛സ് ബി 
സ്കٔയർ, അതിനാൽ ഇത് ഇവിെട റؐാؗുׯതായി ഞ׹ൾ കാണുؗു. ഒ്ؗ ؛സ് മീ സ്കٔയർ 
സാധാരണമാണ് , നമു്ׯ സ്കٔയർ ؛സ് ചതുരം ലഭിുؗുׯ, അത് സ്കٔയർ ഇ സ്കٔയർ 1 ൈമനസ് h k e 

സ്കٔയർ 1 ൈമനസ് ചതുരവും ഒരു ചതുരം സ്കٔയർ ؛സ് ചതുരവും ആണ്, അതിനാൽ ഇത് b b m b 
ഒരു ചതുരْശ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്  സ്കٔയർ ؛സ് ഒരു സ്കٔയർ എം സ്കٔയർ ؛സ് ബി സ്കٔയർ ബിb 
സ്കٔയർ റ്ؐ െചുؗുإ, ഇത് ഒരു ചതുരം തവണ ഒരു ؛സ് മീ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒരു 
 സ് ചതുരം നൽകുؗു, കാരണം h k؛ ിന് തുലّമായ സ്കٔയർ؋ാം , ഇത് ചതുരׯസ് മീ ചതുരം റؐാ؛
ഇത് ഏെതാരു കാരّ؋ിനും ശരിയാണ്  ലംബ؋ിന്െറ പാദമായ േകാമ അതിനാൽ േലാׯസ് h k x 
ചതുരവും ചതുരവും ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ചിْത؋ിൽ ഈ േകാമ എؗത് y h k 
ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ മധّ؋ിൽ േകْؕീകരി׺ിരിؗുׯ േറഡിയസ് വൃ؋؋ിലാണ് 
 അതിനാൽ േഫാസിയിൽ ുؗുׯം എ്ؗ വിളി؋ത്, അതിനാൽ ഇതിെന സഹായ വൃؗുإിതിെചر
നി്ؗ ടാൻെജന്റിേലتുׯ ലംബമായ പാദ؋ിന്െറ رാന؋ിന്െറ പാദം ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ 
സഹായ വൃ؋മാണ് ശരി അടു؋ ْപٍ٠ം  ഒരു ദീർഘവൃ؋؋ിൽ ആേലഖനം െചയ ്തിരിؗുׯ ഒരു 
ْതിേകാണ؋ിന്െറ പരമാവധി ْപേദശം എؓാെണ്ؗ നിർ؉യിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഈ ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാൻ ദീർഘവൃ؋؋ിെല ഒരു െപാതു ബിؕുവിനായി നമു്ׯ പരാമീئർ 
ഉപേയാഗിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു േകാസ് തീئ ബി സിന് തീئ ബി തുലّമായ േകാസ് ഫി ബി ൈസൻ 
ൈഫ സി്ׯ തുലّമായ േകാസ് പി സി ബി സിൻ പി സി ബി ദീർഘവൃ؋؋ിെല ഏെത׸ിലും മൂ്ؗ 
േപായിന്റുകൾ ഒരു സമചതുരവും ചതുരവും ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ തീئ ഫിയും ഉം x  y psi 
ആ٧عന്റ് ْതിേകാണ׹ളായ ദീർഘവൃ؋؋ിെല ഏെത׸ിലും മൂ്ؗ േപായിന്റുകൾ ഞ׹ൾ 
പരിഗണിുؗുׯ, അതിനാൽ തീئ ൈഫ എؗത് േപായിന്റുകളുെട വിേകْؕീകൃത േകാണുകളാണ്, psi  
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അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതിൽ ക؇ു.  അവസാന ױാ്ش , നമു്ׯ ഈ ദീർഘവൃ؋ം ഉെ؇׸ിൽ, ഇവിെട ab, 
എؗിവ ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ്എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ എക്െസൻْടിക് ആംഗിൾ ഒؗുമب, ഞാൻ c 

ഓ٧عിലറി സർׯിളിേല്ׯ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, സഹായ വൃ؋؋ിെല അനുബؖ 
േപായിന്റുകളിേല്ׯ േനാׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ േപായിന്റിേല്ׯ േനാׯാം.  ഈ േപായിന്റ് p q ,

എؗതിേനാട് േയാജിؗുׯ ഒരു േപായിന്റ ്ഉ؇്, ഇത് ആണ്, ഇതാണ് േപായിന്റ് അതിനാൽ ഈ c c r, 
തീئ ൈഫയും യഥാർ،؋ിൽ േപായിന്റിന്െറ േകാണാണ്, അതിനാൽ ആണ് േപായിന്റ ്psi p p a 

 cos theta b sin theta a cos theta  t  അതുെകാ؇് ഞാൻ എഴുതെ؂ ئണം ഒരു പാപം തീׯമിײ
അടു؋ സ് െപയ് സിൽ എؗതിന് തുലّമായ േകാസ് തീئ എؗത് p a sin theta q cos phi a sin phi 
ഇേؚാൾ സമം ആ٧عിലറി സർׯിളിെല അനുബؖ േപായിന്റുകൾ r cos psi a sin psi b x 
ചതുരവും ചതുരവും തുലّമാുׯക  എؗി׹െന y x one y one x two y two , x three y three 
ഏെത׸ിലും മൂ്ؗ േപായിന്റുകളുെട േകാർഡിേനുئകൾ നമുുׯെ؇׸ിൽ ഒരു ചതുരം ഇേؚാൾ 
ഓർുׯക, എؗി׹െനയുت ْതിേകാണ؋ിന്െറ x one y one x two y two x three y three 
വിُീٝർ؉ം നുأെട പകുതിയാണ്. ഒ്ؗ x one y one x two y two one , x three y three one 
എؗിവയുെട ഡിئർമിനന്റ് േനാുׯക, ഇതിന്െറ േകവല മൂലّം ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം 
നൽകുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗിുׯം അതിനാൽ ഒരു ْതിേകാണ؋ിന്െറ abc 
വിُീٝർ؉ം പകുതി തവണ േനാؗുׯതിന് തുലّമാണ് ന്െറ ഡിئർമിനന്റിൽ ഒരു x one cos theta x 2
ആണ് ആണ് ഒ്ؗ ഇത് പകുതി y 1 b sine theta 1 a cos phi b sin phi 1 , a cos psi b sin psi 

ന് തുലّമാണ്, ഇത് ആദّ നിരയിൽ നി്ؗ സാധാരണമാണ്, ആണ്  ര؇ാമെ؋ നിരയിൽ നി്ؗ a b 
സാധാരണമായതിനാൽ പകുതി എബി ൈടംസ് േകാസ് തീئ സിൻ തീ1 ئ േകാസ് ഫി ൈസൻ ൈഫ 1 , 
േകാസ്  കൂടാെത ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം എؓാണ്, ഇവിെട ഇേؚാൾ psi sin psi 1. pqr pqr a
േറഡിയസിന്െറ സഹായ വൃ؋؋ിെല േപായിന്റുകളാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട വّതّാസം y 
േകാർഡിേനുئകൾ മാْതമാണ് എؗതിന് പകരം എനി്ׯ ഒരു ഉ؇് അതുേപാെലb sin theta sin theta 

ഇത് േകാസ് തീئ a cos phi a sin  phi one a cos psi a sin psi n one sin theta one cos phi 
എؗിവയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ കാണുؗത് sin phi one , cos psi sin psi one 

ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉മാണ്. എؗ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം െകാ؇് ഞാൻ pqr abc , 
ഇവ ര؇ും ഹരി׺ാൽ എനി്ׯ ഈ അനുപാതം ആണ് ലഭിؗുׯത്, അതിനാൽ ദീർഘവൃ؋؋ിൽ b 
ആേലഖനം െചᅃٝിരിؗുׯ ഏെതാരു ْതിേകാണ؋ിന്െറയും വിُീٝർ؉ം എؗ ْതിേകാണ؋ിന്െറ pqr 
വിُീٝർ؉؋ിന്െറ رിര അനുപാതം ആണ് എ്ؗ നമു്ׯ കാണാം . ആ٧عിലറി സർׯിൾ b 
ആയതിനാൽ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം എؗ ْതിേകാണ؋ിന്െറ ഒരു മട്׹ abc pqr 
വിُീٝർ؉؋ിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഈ േറഡിയസ് വൃ؋؋ിൽ ആേലഖനം െചᅃٝിരിؗുׯ ഒരുpqr a 
ْതിേകാണമാണ്, അതിനാൽ ഇതിന് പരമാവധി വിُീٝർ؉ം ഉتേؚാൾ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ pqr 
എؗ ْതിേകാണം ആേലഖനം െചᅃٝ വُٝു ത വീ؇ും ഓർുׯക. സർ  ْതിേകാണം 
സമഭുജമായിരിുׯേآാൾ ന് പരമാവധി വിُീٝർ؉മു؇് , അതിനാൽ എനി്ׯ ഈ വൃ؋ം വൃ؋ം cle a 
ഉെ؇׸ിൽ , ഈ ْതിേകാണ؋ിന്െറ പരമാവധി വിُീٝർ؉ം േവണെമ׸ിൽ, ഈ ْതിേകാണം സമഭുജ pqr 
ْതിേകാണമായിരിുׯേآാൾ ഇത് സംഭവിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ഉെ؇׸ിൽ ഇത് അതിന്െറ pqr 
േകْؕമാണ്  വൃ؋ം ഞ׹ൾ ഈ ആരം യ്്ׯ തുലّമായി എടുുؗുׯ , അതിനാൽ ഈ സമഭുജ a 
ْതിേകാണ؋ിന്െറ സാധّമായ പരമാവധി വിُീٝർ؉ം എؓാെണ്ؗ നമു്ׯ കെ؇؋ാനാകും, കാരണം 
നി׹ൾ ഈ േകാണിൽ േനാׯിയാൽ ആണ് , അതിനാൽ ഇത് വശ؋ിന്െറ നീളം ന്െറ 2 pi 6 cos pi-
മട്׹ ആയിരിുׯം.  6 െകാ؇്, ഇത് 2 ആׯി റൂ؂് 3 ന് 3 തവണ 2 റൂ؂് 3 തവണ ആണ്, അതിനാൽ a a a 
ഈ വൃ؋؋ിന്െറ ആരം ആെണ׸ിൽ , വശ؋ിന്െറ നീളം റൂ؂് 3 മട്׹ ആണ് , അതിനാൽ qr pqr 
ْതിേകാണ؋ിന്െറ പരമാവധി വിُീٝർ؉ം റൂ؂് ْതീ / േഫാർ എؗതിന് തുലّമാണ്.  തവണ ൈസഡ് 
ൈദർഘّം വർ״മൂലّം മൂ്ؗ ഒരു ചതുരം ഇതിന് തുലّമായത് മൂ്ؗ റൂ؂് മൂ്ؗ നാല് ഒരു ചതുരമായിരിുׯം ,
അതിനാൽ ْതിേകാണ؋ിന്െറ പരമാവധി വിُീٝർ؉ം ആയിരിുׯം ഈ 3 റൂ؂് 3 ചതുരം, abc b x 4 a 
അത് ന് തുലّമാണ്  റൂ؂് മൂ്ؗ നാല് തവണ ഒരു അതിനാൽ ഇത് ഒരു ദീർഘവൃ؋؋ിൽ th ree b, 
ആേലഖനം െചᅃٝിരിؗുׯ ഒരു ْതിേകാണ؋ിന്െറ പരമാവധി ْപേദശമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഈ 
ْപഭാഷണ؋ിന്െറ അവസാന؋ിേല്ׯ ഞ׹െള എ؋ിുؗുׯ , അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ 
ൈഹؚർേബാളയിലും ചതുരാകൃതിയിലുت ൈഹؚർേബാളയിലും ചില ْപٍ׹٠ൾ െചുإം നؕി Pru
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