
 ۨవࡍ ఉపߕङ సంࡹ శంڒڣర ڴ࢑࠙ల߯ ఉపߕङ సం సంఖङ  
ఎࣃ ړ޴ࠫߖछ గతం  ޵ర डవృޑफ రం ࣋एڒ छ రऴసం పऱ࣒ޔఒక చ ޜ ࡛  ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࠉ ࡌ छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం x y 
ర޵ ఈ ڕబܽद మనڒ डవృޑफ ऒߕࣆ ޴ఇ ,޴రం ఉంڒ ऒߕࣆ న࣒ ఎ࠳   ఈ ࠼ߦంߕࣆ ݋ऒ  మߕࣆ ࠾ࡍऒ  b 
ऒߖڜ ڕమన ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ప  ߤࡷ  ऱ࣒ నڵ࡯డగ۫ ݟంߘ ऴతంۨ ࡏࠬ  బܽदڒ సࠪనం ړ  ऱܿڴ, ఈ ࡔఖ b y mx c
ర޵ डవృޑफ ऒߖࡌڒ ర޵ ఖࡔ ఈ ޳ࡶ ޴फంࣆࡱక ࡹల࢓޶ంࠉ ݡంࡓ  डవృޑफ ऒߖ  ఖండన ۯయనߩओ  ࡮ఇ ݡ
ఉండవ۪ऐ  మ࠮ ࠾ࡍడవ సందరग ంࡔ ࡹఖ ޵ర डవృޑफ ऒߖࡌڒ  ఒక ࠉంࡹ࢓޶ ࠪऴత࠲ కࣆࡱफంڒ ޴బܽद 
गࡌసంద ݡ࠮ ఈ ࠭࠲ ల ڝసం కంݟషߘ ߤ ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ޵ర डవృޑफ  సࠪనం y mx ࡹర సࠬకరణంڒ
 ప ऱ࣒ ఉంచడం వలన ࣋ए ߖ  छ ఒక ࣋ए ߘ ࡛ छ పऱ࣒ ޜ ࡛   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ࠉ ࠑ ࡛ छ छ޳ ࡛ c ࡌ x y mx cmx c 
ఒకړߖ޳ సࠪనం ఆ߯ మనం ఈ సࠬకరణం ߘంڝ ݟసం పࡍషए ए࣋ ޴బܽद ఇڒ ࡯ంۧࡍ छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x b x 
ఒక ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ए࣋ ࠉ ࡛ छ  m x 2 mcx c x ࡹ ڕమన ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛
వర ठ సࠬకరߖހऒ  ఇࣆफం޴ ఇ޴ చޔరऴసం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ࣋ए छ ࡛ ఎࣄ ࠹ఎڡझ  ప ऱ࣒  x m x 2
࣋ए छ ए࣋ ࣄ ࡛ छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࡛ छ ऒߕࣆ ࡛ వర ߖࡹ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ठ సࠬకరణ సࠬకరణం మߖ޳ ࠾ࡍ x
࢑చࣾణ అࠉ ޴ߝ ࣋ए छ  ऱ d ac mcࡏࣃ ڷࡱߕ న࣒࠳ ߩచదర ߩఒక చదర ݡంࡓ ޴సࠪనం  ఇ ړ ࡛ࠂ న࣒࠳ ࡛
ఒక చదరߩ చదరߩ పऱ࣒  చదరࡏࣃ ߩऱ ఒక చదరߩ చదర࠳ ߩన࣒ చదరߩ ఇ࢑ ޴వࣾ ఇࣆफం޴ m b c b 
పऱ࣒ ߩచదర ߩచదర ڷࡱߕ ݟంߘ ڷࡱߕ న࣒࠳ ߩచదర ߩచదర ڷࡱߕ ݟంߘ ڷࡱߕ   a m c a m c 
ए࣋ ڷࡱߕ ݟంߘ ڷࡱߕ छ ए࣋ ࠉ ࡛ छ న࣒ 4 ఒక ࣋ए࠳ ࡛ छ ए࣋ ࠉ ࡛ छ ए࣋ ࣄ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  4 ࣋ए छ  a m 4 ݟంߘ ࠉ ࡛
ఇ޴ ర޶भ ࣆۯफం޴ మࡏࣃ ڷࡱߕ ߖߖ޵ ࠾ࡍऱ చదరࠉ ߩ చޔరऴసం ߄ࣃరణం అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  , ఆ߯ మనڕ 
చదరߩ ࣋ए छ ए࣋  ޴फంࣆన࣒ వ࠳ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ఖۨऐ  ࣆࡱޘ ڕబܽद మనڒ ࡛ తంږߘࣃ ڴలంڴ m c d 
ఉం݄ మనࡓ ڕం࠼ߦ ݡంటऱ ఖండనࡱ ఉంܼ࠼ , అం݄ ࣋ए छ ࡛ ఒక చదరߩ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ కం݄ c m b 
తڕए వڴ ఉం݄ మ࠾ࡍ ఖండన ࡅకए  ఒక ࠉం࢓޶ ࠪऴత࠲ ఉం݄ ޵నర बం చޔరऴڒࣃర సࠬకరణం ߖజ࠳న 
మ࠾ࡍ సࠪన࠳న ߖ࡮࠮ऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴.
ऒߕࣆ   సࠪనం అం݄ ࣋ए ړ छ ࡛ ఒక చదరߩ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߕࣆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛  కం݄ c m b d 
తڕए వ ఉం݄ ఖండన ࠼ߦంࡱ ݋ ఉండ࢓, అం݄ ࣋ए छ ࡛ చదరߩ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ కం݄ ఎڕए వڴ c m b 
ఉం݄ ఖండన ࠼ߦంࡱ ݋ ఉండڒ ࢓బܽद ߘ ߖ޵ంݟ ఒక ࠭ڵంࡔ ߩఖ  ప ऱ࣒ న mx c࠳సࠪన ړ  y 
ర޵ डవృޑफ ए࣋ ړߖࡌڒ छ రऴసం పऱ࣒ޔఒక చ ړ ࡛  ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࠉ ࡌ छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం అޙ࠼ మ࠾ࡍ x y 
ࠪऴత࠲ ࣋ए छ ࡛ ఒక చదరߩ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ర޵ ޔషర ڕఖࡔ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࡛ डవృޑफ  c m b ړߖ
ܼంܐంڴ ݋ ఉండంݟ తࡌछ త ࡓంࠉ ݡం࢓޶లߘ కޓ ߮࡯గ ࡅకए  ړߖݞనھߘక ޾ఎంత ఉం ࢓గ ߰డޓ 
ऴపయޒऒ भ޳ ం, ޵ర डవృޑफ పओۮ ߖఅ ݡంࡓ ݡంࡓ ࠾ࡍరం߯ ఒకܽ ఒకܽ మڒ ంڒ ݟబܽद x y x y 
ర޵ डవృޑफ ం࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ࡹరంڒ ऱܿ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం ޳छ పओۮ ߩచదర ࡌ ంݟ చޔరऴసం పऱ࣒  a x y 
࣋ए छ ओߩసࠪనం అ ړߖ޳రऴసం ఒకޔచ ࠉ ࠑ ࡛ కएࡅ గޓ మనం ݡ  ߰డ࢓ ఏࠫ݇ కڝߘए ఈ ڕబܽद మనڒ ࡯࢐
ర޵ डవృతफం ఉం޴ మ࠾ࡍ మనڕ ఏ࢙ࡓ ߕం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఉߕऒ  బܽद మనంڒ ࡯࢐ڒ ࢓ఈ ߰డ ڕబܽद మనڒ ࠼
పం  పࡐ ఖࡔ फ సరళ࣋࡯ޘ సࠬకరణం ڕఏࠫటం݄ మన ޴నࣄ۫ ऱ࣒ ओߩసࠪనం అ ړ  ఖండనల y mx c ݡ
కएࡅ ర సࠬకరణంڒࣃరऴޔచ ࡱ࢓޶ంࠉ छ޳ ల࡮࠮  ఇవछ ࡌ బడޑయߖ మనࣆࡱޘ ڕ 
కएࡅ ఖࡔ ߮࡯క ݡంࡓ ݡంࡓ ࠾ࡍబܽद ఒక ఒకܽ మڒ  సࠬకరణం ࠳న࣒ ޳छ  x y x y y y ࡌ
ఇవछ బޔݡం޴  ఒకܽ ڕࡱ࢐ సࠪనం  ࠳న࣒ వࡓ ࠑ ߤం࠳ ݡన࣒ వ࠹݅ ߤझ  వߤ అం݄ ఇ޴ y x x x m 
కएࡅ ړఈ పం ࠾ࡍవ మࡱ࢑  फړ ఇ޴ అߖ c 
ఇߩओ కएࡅ సࠬకరణం ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕమన ݡ  x 1 x 2 x x.ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡱ࡮࠮ 
ంۨన వర޴ం߰ࡐ ࡹ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ࠭࠲  ठ సࠬకరణం ࡅకए  ల x 1 a࡮࠮ ޴బܽद ఇڒ ࡱ࡮࠮ 
సࠬకరణం dx 2.
ए࣋ ߩచదర ߖߖ޳ బܽद మనంڒ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ  న࣒m b x mcx c࠳ ࡛
ए࣋ ࠉ छ ऒߕࣆ ࡛ भࣃऴ࢐ ڴసࠪనం ړ ం , ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ చࡏޔग జ సࠬకరణం ࡅకए  x x ߖఅ ࡱ࡮࠮ 
ఇߩओ .ࣆࡱޘ ڕమన ݡ
 అߩओ పऱ࣒ ߤమనం వ ݡ  ݀ మ࠾ࡍ వ࠹݅ ߤझ घࡏ߷ సంڝ ݀  ऴ࢐యవ۪ऐ ߘ࡮  x x x x x ޴బܽद ఇڒ 
ఒకܽ పऱ࣒ కएࡅ ణకంڷ ݡంࡓ  ए࣋ ߖసࠪనం అ ڕ న࣒࠳  छ ࡓ ఒక ࠾ࡍణకం మڷ ࡛ ऱܿ ࡓంݡ x x x x x 
సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴  ఒక చޔరऴړߖࣃ చޔరऴసం ࠳న࣒ ࠉ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ߩఒక చదర ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒  c m ࠉ 
࣋ए छ ࡛, ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇߩओ ఇవछ ڴయړऴ ݡ బޔݡంޓ ޴గ ࡅకए  ߰డ࢓ అ޴ߝ ఒక ࠳న࣒ m c l x x 
పऱ࣒ ߩచదర ݡంࡓ  ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ߖߖ޵ ߗڒ ఒకܽ ࠳న࣒ y y x x 
రऴసం పऱ࣒ޔచ ݡంࡓ  ఒకܽ వߤ పऱ࣒  మࡓ ࠾ࡍంݡ ఒక ࡓంݡ పऱ࣒  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  y mx c y mx mx c 
బܽद ఇకएڒ డ ర޶भ ۯయబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ झ࠹݅ ࡛ కएࡅ ݭ࠵   వర ठړߖ࡮࠮ c m 
సࠪనం అޔ࢓ం޴  ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद మనం ఒక ࠳న࣒ ࡓంݡ అం݄ ఏࠫ݇ x x mod x x 
కڝߘए రऴసం ఒకܽ పऱ࣒ޔచ ݡంࡓ న࣒࠳ బܽद ఒకڒ  ޴फంࣆࡱޘ ࢓డ߰ ڕఆ߯ మన ,࡯࢐  h x x x x ݡంࡓ 
న࣒ 4 తపओ࠳  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ࠬࡏ  ప ऱ࣒  మࡱ࢑ ࠾ࡍవߘ ऴపޑङ ࠪऒ యంx 1 x 2 x 1 x 2 x 1 x 2 
రऴసం ࣋एޔచ ޴फంࣆఇ ߖ ڷࡱߕ ړߖࣃరऴޔచ ߩచదర ڷࡱߕ ޴फ ఇ࣋ۯ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ m c a ޜ ࡛ m 
 ޴ంݟంచబڵ࠙

Pru
tor
@
IIT
K



ఇ޴ ఒకܽ పऱ࣒ ए࣋ ݡంࡓ  छ ࡓ ڷࡱߕ న࣒࠳ ࡛ ऱܿ ఒకܽ ࡓంݡ ఒక చదరߩ ࣋ए छ  న࣒ x x x x c b࠳ ࡛
࣋ए छ ए࣋ ߩచదర ߘ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  m b ࡹరంࣔ  ޴फంࣆఇ ڕమన ޴కరణ߯ ఇࢁసర ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ ޜ ࡛
చదరߩ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ࣋ए छ ङߙ ࠾ࡍమ ޴ంݟయబۯ ࡛ మࡔట࡛ ڷࡱߕ ఒక చదరߩ చదరࡏࣃ ߩऱ m b 
ఒక చదరߩ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అంۯ޶త ఒక ࠳న࣒ m b c mod x x 
కएࡅ ߖ޵ ݡంࡓ ల వరږߘࣃ  ठ࠮లం ڒబܽद ړߖ޵ సࠪనం ఒక చదరߩ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ m AB 
వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ చదర࠳ ߩన࣒ ࣋ए छ ए࣋ ߩఒక చదర ߘ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ b c m b 
߰డڵ࠙ ޜ࢓ంచంߖ޵  ݟऒ  ఉపڵࡆంۨ ޵ర डవృޑफ घࡏ߷ గޓ ߮࡯క ߘల࢓޶ంࠉ ݡంࡓ ߕ޼ఏ ࡹరంڒ  బܽदڒ ࡮
తࡌछ త మనం వࠉ ߤం࢓޶ వదभ సओ రज  సࠬకరణం ࡅకए  సࠬకరణం ఏࠫ݇ ߰ం࠭ޑ޶ x one y 
ర޵ डవృޑफ రం ࣋एڒ छ छ޳ ࡛ రऴసం పऱ࣒ޔఒక చ ࡌ  ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ࠭࠲ x y b 
ऒߖ޵ फࣃۯ ڴࡱڒర ݡంࡓ  ओߩమనం ఇ ޴దܽ࠴ ࠭ फࣃۯ ంۨڵࡆఉప ߖߖ޳నࣄۯ ݡ బܽद x 1 y 1 bmڒ ࠭
వదभ ܼంܐంࡅ ݋కए కएࡅ ఖࡔ ఆ߯ ,ݟంచంޒమߘఅ ߘࡱ࢐   సࠬకరణం ࠳న࣒ ఒకܽ ࡏࣃऱ y y m x 
న࣒ ఒకܽ అం݄  ప࠳ ऱ࣒  ఒక ࠳న࣒ ఒకܽ ڒబܽद మనం అߖ ఉం۪޳ం ࠳న࣒ x y  mx y mx c y 1 mx 
ఒకܽ ڒబܽद మనڕ ߷రࡅ ࠹కए కएࡅ ఖࡔ   సࠬకరణం  ప ऱ࣒ ఖ y mx cࡔ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ 
ܼంܐంڴ ݋ ఉనऒ ओߩ .ࣆࡱޘ ޒबࣄࡍప ڕమన ݡ

 ప ऱ࣒ ړన పం࠳సࠪన ړ  फ ޵ర डవృޑफ సओ ړߖࣃరऴޔచ ړߖࡌڒ రज ర޵  ݟంڝࣆࡱޘ ߖఖ అࡔ डవృޑफ ऒߖࡌڒ   mx c x 
ఈ సందరग ,޴फంࣆࡱక ࡹ࢓޶ంࠉ వలం ఒకښ ంࡹ అ޴ ܼంܐం݋ ఇ࢑ ޻షయం అం݄ ఒక ࠳న࣒ s  o c y 

ఒక చޔరऴసం ఒక చదరߩ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ఒక వర ࡹ ޴ڼ࡯డగ۫ ࡏࠬ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛ ठ mx m b m 
సࠬకరణం ఇ޴ ఒక చదర࠳ ߩన࣒ ఒక చదరߩ చదర࠳ ߩన࣒ ࡓంݡ వ࠹݅ ߤझ   ప ऱ࣒  వߤ x m x one y m y 
࣋ए छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࡛ छ ऒߕࣆ ࡛ ఇకए ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ డ ࢑వࣾత అ4 ޴ߝ చదరߩ చదరߩ d x 1 y 1 
 x y ߖసࠪనం అ ړߖࣃరऴޔచ ࠉ న࣒࠳ రऴసంޔऱ ఒక చࡏࣃ ߩన࣒ ఒక చదర࠳ ߩన࣒ 4 ఒక చదర࠳
గమߖంచంݟ ఇۯऐ ࡓ ڷࡱߕ ޴ ऱܿ ఒక చޔరऴసం ఒక చޔరऴసం పऱ࣒  చޔరऴసం ఒక చޔరऴసం d y b x 
छ޳ రऴసంޔऱ ఒక చࡏࣃ ߩరऴసం చదరޔచ ڷࡱߕ ޴రऴసం సࠪనం ఇޔరऴసం చޔన࣒ ఒక చ࠳  b b x ࡌ
ఒక చޔరऴసం పऱ࣒  ఒక చޔరऴసం ޳छ ర޵ ߤవ ߗڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ߩచదర ࡌ डవృޑफ  y b x one y ࡹరంڒ
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߕࣆ ޴ऒ ర޵ కం݄ ఒకܽ޶సࠪనం ఎం ړ डవృޑफ వర ߖࡹ బܽदڒ ޴రం߯ ఉంܿంڒ ठ x 1 y m 
సࠬకరణం ఒక ࢐సफవ ߖ࡮࠮ऒ  ࠪऴతޔࠋۮ ࠲ంڒ ޴బܽद అ࢑ 2 ޴ߝభ܊ంచబݟంࡓ ޴ంࡓ ݡ ऱܿ m x 1 y 1 

ఒక చޔరऴసం ࠳న࣒ ఒక వߤ వࡵ ఉంܿం޴ ఒక చదర࠳ ߩన࣒ ఒక చదర޳ ߩछ  x x y x ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
కएࡅ ߤࡷ ݋ంܐంܼ ޴బܽद ఇڒ కएࡅ ࡱ࢐  ओߩవ ఇࡱ࢑  ऒߖހమనం సࠬకర ݡ  ऴࣃ࢐फ  ݋ంܐబܽद ܼంڒ ࠭
కएࡅ ߤࡷ  సࠬకరణం ࠳న࣒ ఒకܽ ړ సࠪనం ఒక ఒకܽ ఒక చదర࠳  ߩన࣒ ఒక చదరࡓ ߩ ऱܿ y y m x y x x
 x y y x y x ߩసࠪనం ఒక చదర ړన࣒ ఒకܽ ఒక ఒకܽ࠳ ڕబܽद మనڒ ޴फంࣆఇ ޴ఇ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳
 x x y x ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ߩన࣒ ఒక చదర࠳ ߩఒకܽ ఒక చదర ߩన࣒ ఒక చదర࠳ ߩన࣒ ఒక చదర࠳
छ޳ फ ఒకܽ࣋ށڷ ࡓ రऴసంޔన࣒ ఒక చ࠳ ఒకܽ ڕసࠬకరణం మన ࡌ ऱܿ చదరߩ y yy y x 1 y 1 x 1 
చదర࠳ ߩన࣒ ఒక చదర࠳ ߩన࣒ చదరߩ చదరߩ చదర࠳ ߩన࣒ ఒక చޔరऴړߖࣃ x x 1 y 1 x 1 
సࠪనం, ߘߝ ఒకܽ సࠪనం అߖ ऴࣃ࢐फ  ऱ yy y x xxࡏࣃ ߩన࣒ ఒక చదర࠳ ߩరऴసం ఒక చదరޔఒక చ ߘ
ఒకܽ ఆ߯ ߘߝ పऱ࣒  ఒక చదరࡏࣃ ߩऱ ఒక ࠳న࣒ ఒక చదరߩ ఒక చదర࠳ ߩన࣒ ఒక చదరڒ ߩబܽद ߘߝ y x x 
छ޳ సࠪనం ߩఒక ఒక చదర ߖߖ޳ వछߖऴ࢐య ڵࡍޒ ࡌ ంݟ  ఒక చޔరऴసం ࠳న࣒ ఒక చదరߩ ఒకܽy y x xx 
 ప ऱ࣒  ఒక చޔరऴసం మ࠾ࡍ ఈ పࠪࡍణం ఒక చదర࠳ ߩన࣒ ఒక చదరߩ ఒక చޔరऴసం y x m  inus x 
అం݄ ఒక చޔరऴసం ࠳న࣒ ఒక చޔరऴసం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒక చదరߩ ఒక చదర࠳ ߩన࣒ ఒక x y x 
చదరࡏࣃ ߩऱ ఒక ࠳న࣒ ఒక చదరߩ ఇߩओ పऱ࣒ ߩఒక చదర ߩఒక చదర ݡ  అߖ గమߖంచంݟ  ఒక xx x y 
చޔరऴసం ޳छ ర޵ ޴కం݄ ఇ޶సࠪనం ఎం ړߖ޳రऴసం ఒకޔచ ࡌ डవృޑफ  b b ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹరంڒ
చޔరऴసం ఒక చޔరऴసం పऱ࣒  ఒక చޔరऴసం ఒక చޔరऴړߖࣃ సࠪనం చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అం݄ x y b b 
చదరࡏࣃ ߩऱ ఒక చదర࠳ ߩన࣒ ࠳న࣒ ڕ సࠪనం  ఒక చޔరऴసం ఒక చޔరऴసం ڒబܽद మనڕ ఇకए డ x y 
ఉనऒ ए࣋ ߤవ ޴ छ ए࣋ ߤవ ࠑ ࡛ छ న࣒ ఒక ࣋ए࠳ ࡛ छ ए࣋ ߤవ ޴బܽद ఇڒ ࡛ छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ  న࣒ y x y x 1࠳ ࡛
  ఉంۧ࠭ ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ڕ న࣒࠳ ړߖࣃరऴޔచ ࠉ ޜరऴసంޔచ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆऴ࢐ ߖన࣒ అ࠳
ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ߤవ ࡹఈ ߯ సࠬకరణం ڵࡍޒ छ న ࣋ए࠳సࠪన ړ ࡛ छ ࡛ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ  yy xx ޴ఇ ,ݟందం߰ ߖ ࡛
ए࣋ ࠉ న࣒࠳ छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ޜ ࡛ छ ए࣋ ߖ ࡛ छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ऒߖ޵ ,సࠪనం ړ ࡛  మనం ࣋ए छ ए࣋ ߖ ࡛ छ xx 1 ޜ ࡛ xx 
అڵࡍޒ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  ࣋ए छ छ޳ ࡛ రऴసం పऱ࣒ޔఒక చ ڕసࠬకరణం ߯న మన ࡌ  ఒకܽ వࣆफం޴  b xx yy b yb
చޔరऴసం 1ړ సࠪనం ڒబܽद మనం ࠉం࢓޶ వదभ ޵ర डవృޑफ ఉనऒ ࡹరంڒ  ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए  x 1 y 1 
సࠬకరߖހऒ కएࡅ ݋ంܐవదभ ܼం ޴బܽद ఇڒ ంܼ࠭ڕफం۪ࡏڷ   సࠬకరణం ڒబܽद త޶పࡍ x one y one 
ऒߖހసం ఈ సࠬకరڝ ࢐ܽ  మࢁऱ ߰ం࠭ޑ޶ 
ङڕ࡯ڒ ల࣒ ࡏߝऐ నऒڕ ङڕ࡯ڒ బܽदڒ ޴ంޔݡబڝࣆޓ ڴసరళం ࡮ۧ ޴ఇ ࡹࠬ  ల࣒ ߖ ఉపڵࡆంۨ మࡖక 
࢑ధంڴ ߰ందవ۪ऐ ए࣋ ڕబܽद మనڒ , छ రऴసం పऱ࣒ޔఒక చ ߘ ࡛  ࣋ए छ ए࣋ ࠉ ࠑ ࡛ छ  x y ڴసࠪనం ړఒకܽ ߘ ࡛
కڵ࡯ ఉంܿంړ ߖߖ޵ ,޴ సంబం߅ంۨ ࢘࣋ۯ ࡏफ మనࡓ ڕంࠑ ݡ వࣆफం޴.x x a 
  చޔరऴసం పऱ࣒ ए࣋ ݡంࡓ  छ ऒߕࣆ ࡛  ydydx b dydx ޴సࠪనం, ఇ ړ
న࣒ ࣋ए࠳ छ छ޳ ऱࡏࣃ ߩఒక చదర ړ ࡛ కएࡅ ߤࡷ ݋ంܐంܼ ,޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ࡌ ओߩఇ ࡱ࢐  b x y x y ߤవ ݡ
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వ࠼ߦ ߤం݋ వదभ ఉతओ నऒ ం తపओ  మࡖకܽ ڒద࣋࡯ޘ ڕࠬ ߖफ   వ࠼ߦ ߤం݋ వదभ ړ సࠪన࠳న x y fx
వऴకࡔఖڕ ܼంܐంࡏڷ ࡱ࢐ ݋फ۪ޘ ڕऐ బܽद ఈ x y dydxڒ సࠪనం ړ వదभ ࢓޶ంࠉ ߤవ ߤవ ,ݟంڝ m 
సందరग ం࠳ ࡱ࢐ ࡹన࣒ చޔరऴړߖࣃ ఒక చదరࡏࣃ ߩऱ ఒకܽ ఒకܽڴ ఉంܿం޴ ఇߩओ  మనం b x y ݡ
నऒڕࣆࡱޘ ߘࡱ࢐  తࡌछ త మనం ऴ࢐యగల࠭ 
కएࡅ ݋ంܐబܽद ܼంڒ  సࠬకరణం ࠳న࣒ వڕࡱ࢐ ߤ సࠪనం ࠳న࣒ చޔరऴసం ఒక ޳छ  y y b x y y ࡌ
ఒక ࡏࣃऱ ࠳న࣒ ఒకܽ, ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ప  ߤఒకܽ  వ ߩఒక చదర ࡌ ऱ࣒  x x y y b x y x 
ए࣋ ࠉ छ छ޳ ࡛ రऴసం ఒక ࣋एޔఒక చ ࡌ छ छ޳ ࡛  న࣒ ఒక x y y yy y࠳ ఒక ޴फ ఇ࣋ށڷ फ ఒకܽ࣋ށڷ ఒకܽ ࡌ
చޔరऴړߖࣃ సࠪన࠳న ࠳న࣒ ࠉ ࣋ए छ ए࣋ ߖ ࡛ छ छ޳ ࡛ పऱ࣒ ߤవ ࡌ ए࣋ ࠉ  छ ए࣋ ߖ ࡛ छ ࡛ ఒక ࣋ए छ छ޳ ࡛  xx x ࡌ
ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇࣆफం޴ వߤ పऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ వߤ ఈకछ ए࣋ ߤవ ܿ ࡽ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ  yy xx y ࠑ ࡛
࣋ए छ ࡛ వߤ ࣋ए छ ࡛, ఇ޴ వࠑ ߤ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వࠑ ߤ ࣋ए छ ए࣋ ߤసࠪనం వ ޜ ࡛ छ ए࣋ ࠉ ࠑ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒   x yy xx y x 
ఒక చޔరऴసం ޳छ ర޵ ߤకం݄ వ޶సࠪనం ఎం ړߖ޳ఒక ޴ఇ ޙ࠼రऴసం అޔఒక చ ࡌ डవృޑफ  x one yࡹరంڒ
ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ అ޻ సࠬకరణం ఒక చޔరऴసంܿߦ ޜ ఒకܽ ࣋ए छ छ޳ ࡛  xx yy b ړߖ޳ఒక ࡌ
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए  సࠬకరణం ࠉం࢓޶ వదभ వߤ వߘ ߤం޵ ݟర डవృޑफ  రం x y xڒ
చޔరऴసం చޔరऴసంܿߦ ޜ చޔరऴసం త޶పࡍ ఒకړߖ޳ సࠪనం ߄ࣃ ࠭࠲రణ x y b sq  uare 
కएࡅ ర޵ ݟంߘ రణ߄ࣃ  डవృޑफ ర ࣋एڒ छ ए࣋ ܿߦ ޜరऴసంޔఒక చ ړ ࡛ छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ ए࣋ ࠉ ࡛ छ ࡛ x y b 
 x y ڴలంబం ڕ ߤࡷ ݋ంܐంܼ ޴న࠳రణ߄ࣃ ڕఖࡔవऴక ޴బܽद ఇڒ ߤవ ߤసࠪనం వ ړߖ޳వదभ ఒక ࢓޶ంࠉ
ఉంࡔ ݦఖ ڒబܽद ఇ޴ ܼంܐంߤࡷ ݋ మ࠾ࡍ ఇ߄ࣃ ޴రణం ڒబܽद వߤ వߤ వదभ ܼంܐంࡅ ݋కए  x y ࡱ࢐ 
చޔరऴసం వ࠳ ߤన࣒ ࠉ చޔరऴసం అߖ మనం ۫ࣄన ܼంܐంࡱ࢐ ݋ అߖ మనڕ ఇపओ  x.ࣆࡱޘ ښܽ

వ޳ ߤछ  y  ࡌ
వߤ వߤ వదभ ఉనऒ छ޳ ߖ޵ ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ߤన࣒ వ࠳ ࡱ࢐ రణ߄ࣃ  ए࣋ ࠑ ߤరऴసం వޔచ ࡌ छ ࡛x y y 
వڕࣆࡱޘ ߘࡱ࢐ ߤనऒ  తࡌछ త మనం సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యవ۪ऐ  x y  y ߤన࣒ వ࠳ బܽद సࠬకరణంڒ 

అࡓ ޴ߝ ऱܿ ࠳న࣒ ఒకܽړ సࠪనం, ߖߖ޵ మనం ఈ ࡐపంࡹ ऴࣃ࢐फ ࠭ అం݄ ࠳న࣒ ఒకܽ ఒక m x x x x x 
చޔరऴసంڵ࠙ ޜంచబޔݡం࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ఒకܽ చޔరऴసం ࡅకए  సࠬకరణం.y y y b 
ړరణ పం߄ࣃ   फ త޶ప࠭࠲ ࡍ ߯ ఏ߄ࣃ ߕ޼రణ ࠼ߦంڝ ݋సం ࠱ࡌߦऴܽڡ ߷రߘ ࠹ చࡍऐ फࣃ ࠭  el 
ర޵ डవృޑफ ए࣋ ࡹరంڒ छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࠾ࡍరऴసం మޔఒక చ ࡌ छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࠉ ࡌ छ छ޳ ࡛  రణ x y߄ࣃ ఒక ࡌ
కएࡅ ࢓޶ంࠉ ࡯  झߵ ర޵ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳పం ఒకࡐ ڡऴܽ࠱ࡌߦ  डవృޑफ ఉనऒ ࡹరంڒ  ఏࠉ ߕ޼ం࢓޶ x 
 y ࠪڒ
ఒక చޔరऴసం޳ ܿߦ ޜछ ए࣋ ࡌ छ  మనం y b ݟంߘ ߖ޵ బܽदڒ ޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ߖ ࡛
మనߖ ڕ మ޳ ࠾ࡍछ డవ۪ऐ۫ ڴలభంࣆ ߖఅవసరమ ࡌ , అం݄ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ x ړߖ޳తफం ఒక࠴  a y b 
సࠪనం అߖ మన࣒ڒ ࣆࡱޘ ڕ ࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ ए࣋ ߤࣄ  छ x ܼޓ ࣒ڒ ߖ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ܼޓ ࡛
మړ ࠾ࡍ సࠪనం ޳छ छ޳ న࠳సࠪన ڕܼޓ ߤࣄ ఉంచడం ࡌ y ߤࣄ ࠉ ܼޓ ࣒ڒ న࠳సࠪన ,ࡌ b x y, 
ర޵ సంڝ ܼޓ న࠳సࠪన ڕܼޓ डవృޑफ ऒߕࣆ బܽद మనంڒ ޴फంࣆఇ ߘ࢓޶ంࠉ ߕ޼ఏ ࡹరంڒ  మࡓ ࠾ࡍంݡ 
߯ల మధङ వ۪ऐڝࣆޓ    p ޴ంܿంڕࣆޓ ڴ࢓޶ంࠉ రణ߄ࣃ ߕ޼పం ఏࡐ ڡऴܽ࠱ࡌߦ బܽदڒ 
ర޵ डవృޑफ ऒߖࡌڒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ܼޓ ߤࣄ ࠉ ࠪڒ ܼޓ ࣒ڒ   ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ भ޳۫ ڴऴగతफ܉ ంۮంڜ  ం 
బܽद మనం ఇకएڒ  అం݄ ఏࠫܽ ܼޓ ࡽڵం࠻ ఈ ړ ݋ం࠼ߦ బܽद ఏڒ డ ߖరछ भ޳ۨ ం ڒబܽद మనం ࠻ంܼޓ ࡽڵ
అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ  అ߄ࣃరణ ڝణం ڒబܽद మనం ڶయం޵  ݟర डవృޑफ ర޵ మన ޴రం ఇڒ डవృޑफ  రం p xڒ
చޔరऴసం మ࠾ࡍ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࠉ ࡌ छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం అߖ అڕߘం޳ం, అߩओ  ఈ y ڕమన ݡ
ओߩలం ఇ࠮ ޴న࣒ ఇ࠳ న࣒࠳ 0 ࠪڒ ݋ం࠼ߦ ఇకए ݡ డ ߄ࣃరణ ࠼ߦంߖ޵ ݋ a 0 0 b 0 b o p 
కएࡅ ࡍఆڝ ࢓޶ంࠉ రణ߄ࣃ  नܼޓ ࣒ڒ ࡱ ݋ߝ మܼޓ ߤࣄ ࠉ ࠾ࡍ మ࠾ࡍ మనం ఈ ࠻ంߘܼޓ ࡽڵ 
ۨऴతంࡹ ఎకए డ ۫ࣃफ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ  ۫࣋फ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  नڒ ܼޓ ࣒ڒ ݋ߝబܽद ߘߝ x 
ऒߖ޵ ओߩఇ ࢓ం݄ ఈ ߰డڕߘ࢐లڝࣆޓ  తघߕబܽद మనం ధڒ ݋ం࠼ߦ ܼޓ ࣒ڒ ݡ క అࣾం࠻ ޜంࡽڵ x 
ࡍఆڝ ࠾ࡍం݄ , మڕࣆޓ ߖܼޓ नࡱ ݋ߝ ఈ ࠼ߦంܼޓ ࣒ڒ ߖ ݋ మܼޓ ߤࣄ ࠾ࡍ అߖ ऴ޳࢐भ ం x y q 
छ޳ ఇవछ ࡌ బడڒ ࠼ޑబܽद ߘߝ ఈ ࠻ంڕࣆޓ ߖܼޓ ࡽڵం݄, ఈ ࠼ߦంڝ ړ ݋ఆࡍ न݋ߝ ఉంܿం޴  q a cos

ఈ సందరग ంߘ ࠭࠲ ࡹంݟ వరڕ కం݄ తڕए వڕࣆޓ ڴంܿߕऒ  బܽद theta a sin theta b b aڒ ࠭
ఈ ࠉం࢓޶ ఇߩओ ర޵ ఈ ݡ डవృతफం ࡱࢗపల ఉంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఈ ࠉంߖ ࢓޶ ۫࣋फ ఈ వృతफం߯ q q q 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠼ߦం݋ ߯ ఉంܿం޴  సࡍए ए࣋ ࡽ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఒక చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद q x y 
ఇ޴ వృతफం ࠮లం వదभ ښంऴ޵కృత࠳ ఉంܿం࢐ ߗڒ ޴ङ రࣃ बం ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ࣋ڶ ߘߝफ ޳ࡶ ఈ a  
వృతफం ړ సࠪన࠳న ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  కڵ࡯ ఉనऒ  వృతफం మښ ࠾ࡍంऴదం ޵ర डవృతफం మధङ a ࠳కృత޵ంऴښ ࡹ
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࠼ߦం݋ వృతफం߯ ఉంܿం޴ మࠉ ࠾ࡍం࢓޶ వࡵ అڝ ޻ఆࡍ नߘ ݋ߝ కڵ࡯ q p x 
ఉంܿం࢐ ߖ޵ ,޴ङ రࣃ बం ఉనऒ  వృతफం ఇڒ ޴బܽद మనం ఈ ڝణం ߘܼޓ కڝߘए వ۪ऐ  బܽद aڒ 
ర޵ डవృޑफ ए࣋ ࡹరంڒ छ ए࣋ ܿߦ ޜరऴసంޔఒక చ ߘ࢓޶ంࠉ ߕ޼ఏ ߖࡹ ࡛ छ छ޳ ࡛  x y b ޜరऴసంޔచ ࡌ
సࠪనంڴ ߰ందవ۪ऐ .
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వృతफం చޔరऴసం పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ߯ छ޳ వడంڝࣆޓ ߖ ݋ం࠼ߦ  తघߕధ ࡌ క అࣾంڝ ܼޓ ޜణం ఉనऒ  x y x 
చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ࣄۯ, ఆ߯ ࠭࠲ అࣿړߖ లంబంڴ ऴࣃۯ ߵݞफ ࠭ మ࠾ࡍ ఇڝ ޴ఆࡍ नࡱ ݋ߝ ఉనऒ  x 
ర޵ डవృޑफ ర޵ ޴फంࣆࡱవదभ క ݋ం࠼ߦ ࡹరంڒ डవృޑफ ఉనऒ ࡹరంڒ  ఏߕ޼ p a cos theta b sin theta 
వృతफం ࠬద ఉనऒ ࢓޶ంࠉ छ޳ ࢓޶ంࠉ  ए࣋ ޴ఖ߯ ఉంܿంࡔ ࢓ࡱߖ ࡌ छ ࡛ cos theta b sin theta x 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ధߕతघ క అࣾంڝ ܼޓ ޜణంࡹ ఒక చޔరऴړߖࣃ సࠪనం మ࠾ࡍ ఏ޴  ఉంࡏࠬ  ޴ ۫࣋फ ߖ޵y x 
కएࡅ ࡍఆڝ  न݋ߝ ల ߖషओ కएࡅ ࠾ࡍమ ڴసࡏవ ܼޓ ߤࣄ ࠉ ࠾ࡍమ ܼޓ ߤࣄ फޒ ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ y q p y 
కएࡅ ࠾ࡍబܽद  మڒ ࡍఆڝ  न݋ߝ ల ߖషओ సࠪనం  p q y b sin s sin theta b ړ నݟంచబڵ࠙ ޜܼޓ फޒ

छ޳ ర޵ ړߖ܉ߖ ࡌ डవృޑफ ऒߖࡌڒ  ࢑వࡍంచߖ޵ ࡏࠬ ړߖݞऒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ర޵ ߘߝ బܽदڒ ,  डవృޑफ ऒߖࡌڒ  a 
࣋ए छ ए࣋ ܿߦ ޜరऴసంޔఒక చ ߘ ࡛ छ ए࣋ ߖ ࡛ छ  దట x y b࠴ ࡏࠬ ం݄ڕߘంۧలࡍ࢑వ ڴసࠪనం ޜ ࡛

ఉనऒ ࠳కృత޵ంऴښ లం వదभ࠮  ࢐ङ రࣃ बం ࡅకए  వృޑफ ऒߖ  ۫డంݟ.
ओߩఅ ,ݟడం۫ ߖ ࢓޶ంࠉ ߕ޼ఏ ߖࡹఈ వృతफం ࡏࠬ  ర޵ ݡ डవృޑफ ఉనऒ ࡹరంڒ छ޳ ఈ ݋ం࠼ߦ  ఈ q ࡌ p q 
ఎకए ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఖ߯ ఉంܿంࡔ ࢓ࡱߖ డ ఉం޴ అం݄ ߖషओ ऒߖ޵ ߘߝ కߘफ కޒ  అ࣋࡯ߧ ߖफ, p qm 
అߩओ షओߖ ݡ छ޳  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ फޒ అర ߖసࠪనం అ ޜ బܽद , అం݄ڒ సࠪనం ړ ࡌ बం,pm qm a b pm qm

ࡍఆڝ ߖ޵ ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ नࡅ ޜ ݋ߝకए ࡍఆڝ  नڕࣆޓ ޜ ݋ߝంܼࡏ మࡏࠬ ࠾ࡍ p y b q y 
फࣇࡏࠪ ߖ ݋ం࠼ߦ  ఉం݄ వృతफం ࠬࡏ ߰ం޵ ޴޻ర डవృޑफ రऴసం  qޔచ ܿߦ ޜరऴసంޔరం చڒ x y b 
చޔరऴసం ޳छ छࡌబܽद తڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ త మనం ఒక సమసङ फࣃۯ  ం  , ޵ర डవృޑफ ర ࣋एڒ छ  x ړ ࡛
ܼంܐం݋ ల ఖండన ࠉంࡅ ࢓޶కए बࣃ  ऒߖߕ  ఒక చޔరऴసం పऱ࣒  ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ ࡛ లంబ ڝణంࡹ క࣋࡯y b 
కएࡅ ݋ంܐంܼ ޜంసంࠪ ࡹణంڝ లంబ ࡯࢐ڒ ఏࠫ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړߖ޳  ఖండనల ࠉంࡅ ࢓޶కए  
बࣃ  ऒߖߕ ࡍڷ  फంచడం, 
కएࡅ ݋ంܐబܽद మనం ܼంڒ  సࠬకరణం ఏࠫ݇ ऴ޳࢐भ ం, ڒబܽद ܼంܐంࡅ ݋కए  పࢲࡍए ర సࠬకరణం m 
ఉనऒ ࡱ࢐  ܼంܐంࡅ ݋కए  పࢲࡍए ర 
సࠬకరణం  ప ऱ࣒  mx c.޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ 

చޔరऴసం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ సࠬకరణం సࠪనం  ప ڕసࠪనం అం݄ మన ړ ࡛ ऱ࣒  చదర݋ࡐ ߩ  c m b y mx m
చదరߩ పऱ࣒  ࣋ए छ నऒڕࣆࡱޘ ߘࡱ࢐ ࡏࠬ బܽदڒ ࡛  తࡌछ త ࠬࡏ ܼంܐంࡅ ݋కए  సࠬకరߖހऒ  అ޻ b 
࢑ధంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ  ܼంܐంߘ ݋ంݟ ऱ࣎ కएࡅ ߵ  సࠬకరణం ࠳న࣒ వڒ ࠑ ߤబܽद ߯ ܼంܐంړ ݋ లంబంڴ m 
ఉంݦ ܼంܐంࡅ ݋కए  సࠬకరణం ړ సࠪనం ڒబܽद ࠳ ࡱࡱ࢐న࣒ ఒకܽ ࡓ ऱܿ  ప ऱ࣒  ఒక చదర࠹ܽ ߩ  y m x 

ए࣋ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ అߖ ఈ సࠬకరణం ఒకܽ ऴ޳࢐भ ం మ࠾ࡍ ఇ޴ మన సࠬకరణం ࡓంݡ es m 
సࠪనం ࠳న࣒ వࠑ ߤ  ప ऱ࣒  ఒక ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ  y mx m h k ܽ࢒ ޴ߝఅ ࠪڒ బܽदڒ ݋ࡐ ࡛

ఖండన ࠉం࢓޶ అࡓ ޙ࠼ంݡ ܼంܐంࠪڒ ݋ అ޴ߝ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఖండన ࠉం࢓޶ అޙ࠼ h k 
మన࠳ ڕన࣒ ࣋ए छ ए࣋ ߩసࠪనం ఒక చదర ڕ ݋ࡐ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ k mh m b mk h 
సࠪనం ࣋ए ړ ݋ࡐ छ ࡛ ప ऱ࣒  చదరߩ ࣋ए छ  a b m hk ޴ఇ ,޴ల߯ ఉంހసࠬకర ݡంࡓ ࠾ࡍబܽद  ఒకܽ మڒ ࡛
ఇߩओ కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఖండన , ޴फంࣆఇ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ݡ बࣃ  ऒߖߕ  కھߘనࡓ ߯ ࠭࠲ ړߖݞంݡ 
సࠬకరހల ߘంޛ ߖ ݟలڵంۧ࡯झ న అవసరం ఉంݡ࠮ ߖߖ޵ ,޴ మڷࡱߕ ࠾ࡍ అ޳ࡱߧ ߖभ ం ڒబܽद m
మనం ߘంޛ ݟలڵంۧݡ࠮  ࡯ మڷࡱߕ ࠾ࡍ సࠬకరڒ ࡱހబܽद ࠬࡏ చޔరऴߖࣃऒ  ࣋ए छ  mݡ࠮ ࣄۯ ࡛
మڷࡱߕ ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ లݟܔ ߘంۨ ݡ࠮ మڷࡱߕ ࠾ࡍ సࠬకరހల࣋ݟܔ ߘफ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  k mh 

 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ߩన చదర࠳సࠪన ړ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ వࣆफం޴ mk h m b b m 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ झ࠹݅ ࡛  వߤ పऱ࣒  ࠬ ࣋ए छ ए࣋ ߘ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ झ࠹݅ ࡛  వߤ పऱ࣒  ࠬ k h 
࣋ए छ ߯ ߤషښ߸ऱߧంࣄ ߖ ࡛  ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ అ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ సࠪనం ࣋ए ړ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ  బܽद h kڒ ࡛
క࣒ ࣋एࡹ छ ࡛ ప ऱ࣒  అޔ࢓ం޴  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ  x y ޴వృతफం అం݄ ఇ ޴ߝక࣒ అࡹ బܽदڒ సࠪనం ړ ࡛
ऒߕࣆ ऒߕࣆ   వదभ ښంऴ޵కృత࠳ ఉనऒ  వృతफం 
మ࠾ࡍ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ࢐ङ రࣃ बం వర ठ࠮లం పऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ సڒ ࡔబܽद ࠭࠲ ఈ ఉపߕङ సం ڝసం త޶పࡍ 
ఉపߕङ సంࡹ మߖڜࡍऒ  చࡍऐ फࣃ ర޵  ࠭ डవృޑफ సమసङ ࡹరంڒ  ంۨࡍڷ ల ݋ంܐంܼ ࠭࠲ ఆ߯ ࠾ࡍమ ࡱ
ࠪ ऱܼ खࡗపࣝ ࠾ࡍమ ࠭ޑݡ రణం ధనङ߄ࣃ ݟంߘ ࡮ Pru ࡱ޳࢐
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