
  േകാണിക വിഭാഗ׹െളുׯറിتു׺ ْപഭാഷണം 7-േല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഒരു
പരാേബാളയുെട ُ١ർശനെ؋യും സാധാരണെ؋യും കുറി്׺ ഞ׹ൾ ചർ׺െചᅃٝു. പരാേബാള y 
ചതുര؋ിന്െറ രൂപം നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ പരാേബാള എبായ്േؚാഴും x 
െനഗئീവ് അെുؗبം െനഗئീവ്, േപാസിئീവ് ആയിരിׯാെമؗും നി׹ൾ y x 
വർؑിؚിؗുׯതിനനുസരി്׺ ഓേരാ നിحിത നും നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം യുെട ര؇് മൂലّ׹ൾ x y 
ഇവിെടയു؇് . 0-ൽ നി്ؗ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ , നി׹ൾ പരാേബാളയുെട മുകൾ x 
പകുതിയിൽ നി്ؗ മൂലّ׹ൾ എടുുؗുׯ, താഴെ؋ പകുതിയിൽ 0-ൽ നി്ؗ അനؓതയിേല്ׯ y y 
വീ؇ും േപാകുؗു , അത് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ െനഗئീവ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ നأൾ y
ന് തുലّമായി െവ׺ാൽ  എؗത് ഏെത׸ിലും യഥാർ، സംഖّയാണ്, അതിനാൽ എؗത് ൈമനസ്t t y 
ഇൻഫിനിئിയിൽ നി്ؗ േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئിയിേലتുׯ മൂലّം എടുׯാം, തുടർ്ؗ െകാ؇് x 4 a y 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ചതുര؋ിന് 4 െകാ؇് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഏത് െപാതു t 
രൂപവും ഏത് െപാതു േപായിന്റും ഏത് െപാതു േപായിന്റും പരവലയ؋ിൽ എؗത് സ്കٔയർ 4 x t a 
എؗും എؗത് എؗും എഴുതാം, ഇ׹െന എഴുതുؗതിനുപകരം ഇതിൽ ْഫാײൻ ചതുരം 4 y t t 
െകാ؇് ഉൾെؚടുؗു, നമു്ׯ ഈ ഭിؗസംഖّ ആവശّമിെ്ؗب കരുതുക , ന് തുലّമായ എؗതിന് y y 
പകരം നമു്ׯ 
അ׹െന നൽകാം. നأൾ 280 ന് തുലّമായ ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ , േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ y a 
ْശؑിുׯക, അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും ആണ് ൈമനസ് അനؓതയിൽ നി്ؗ അനؓതയിേല്ׯ t y 
എؗത് ൈമനസ് അനؓതയിൽ നി്ؗ അനؓതയിേലׯാണ്, അതിനാൽ ചതുര؋ിന് x y 
തുലّമായിരിുׯം, ര؇് എ؂് ചതുരം നാല് അതായത്. നാല് ഒരു സ്കٔയർ ചതുരം നാല് െകാ؇് t a t a 
എؗത് ഒരു തവണ ചതുരമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് പാരാെമْടിക് രൂപമായി ഉപേയാഗിുׯം, t 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് പാരാെമْടിക് രൂപമായി ഉപേയാഗിുׯം , 280 ന് തുലّമായ എؗത് x 
ഉപേയാഗിുׯം  എؗത് പരാേബാള ചതുര؋ിന്െറ ഏത് െപാതു േപായിന്റും നാല് ന് തുലّമായത് x y x 
ചതുരം ര؇ിൽ എഴുതാം, അതിനാൽ ഇതിന്െറ ْപേയാജനം, പരാേബാളയിെല ഏത് േപായിന്റും 
വിവരിׯാൻ ഞ׹ൾ ഒരു പരാമീئർ മാْതേമ ഉപേയാഗിൂتുؗുׯ എؗതാണ്. െപാതുവായ േപായിന്റ ്t 

ആയി പിെؗ നി׹ൾ ഒരു സമചതുരം നാല് േകാടാലി ഒ്ؗ എؗതിന് തുലّമായ ഒരു x one y one y 
സമവാകّം കൂടി ഉപേയാഗിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഇതാണ് െപാതു േപായിന്റ്, ഇത് പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായ ൽ നി׹ൾ്ׯ ശീർഷകം പൂജّം പൂജّം ലഭിؗുׯത് നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും, ഇത് t- t 
എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്.  അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ സമചതുര؋ിൽ 280 ന് തുലّമാണ്, അതായത് x y 
േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് േപാസിئീവിന് 280 ചതുര؋ിെല േപായിന്റാണ്, ഞ׹ൾ്ׯ t t 
െനഗئീവിന് ചതുരം ര؇് എൺപത് േപായിന്റു؇്, അതിനാൽ നി׹ൾ എടുുׯേآാൾ ൈമനസ് t 
അനؓതയിൽ നി്ؗ വّതّാസെؚടുؗു  അനؓതയിേല്ׯ നി׹ൾ്ׯ പരാേബാളയിൽ ഒരു േപായിന്റ് 
ലഭിുׯം, ഓേരാ ടിുׯം നി׹ൾ്ׯ ഒരു േപായിന്റ ്മാْതേമ ലഭിൂׯ, അതിനാൽ ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി t n
 ാ േപായിന്റുകളുംبിെല എ؋പരവലയ ׯിടയിൽ വّതّാസെؚടുؗതിനാൽ നമു്ׯ സ് അനؓതയ്؛
ലഭിുׯം കൂടാെത പരാേബാളയിൽ ര؇ിൽ ചതുര؋ിൽ ഒരു അദٔിതീയ േപായിന്റ് ഉ؇് . t 
നൽകിയാൽ, എبാ േപായിന്റുകളും ചതുരാകൃതിയിൽ അദٔിതീയമായി ْപതിനിധീകരിׯാൻ കഴിയും, 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ ടാൻജന്റിന്െറ ഈ പാരാെമْടിക് രൂപ സമവാകّ؋ിന്െറ അടിرാന؋ിൽ 
ടാൻജന്റിന്െറ സമവാകّവും േനാർമലും എഴുതാം. ഒ്ؗ എؗത് ഒ്ؗ ര؇് േകാടാലി ؛സ് വ؉ിന് y yy x 
തുലّമാണ്, കൂടാെത ഒ്ؗ ഒؗിൽ േനാർമലിന്െറ സമവാകّം നൽകിയിരിؗുׯത് ൈമനസ് x y y y 
ഒ്ؗ ആണ്, ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയുؗ ടാൻജന്റിന്െറ 
ചരിവിന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ േനാർമലിന്െറ ചരിവ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് തവണ ൈമനസ് ഒ്ؗ y x x 
ആണ്, അതിനാൽ ഇവ സ് പർശന؋ിന്െറ ര؇് സമവാകّ׹ളാണ്   ര؇് േകാടാലിയും ഒ്ؗ ചതുരവും x 
ര؇് ആണ്, ഇത് കّാൻസൽ െചുؗുإ , ഇത് ചതുര؋ിെല ؛സിന് തുലّമായ മട്׹ ആണ് , x t y 
അതിനാൽ ഇത് ചതുര؋ിെല ؛സിന് തുലّമാണ് നമു്ׯ സാധാരണ സമവാകّം കെ؇؋ാം, നമു്ׯ x y
ൈമനസ് ഒ്ؗ ഉ؇്, അതിനാൽ ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് എൺപത് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ y y y 
ര؇് തവണ ൈമനസ് ഒ്ؗ ചതുര؋ിലാണ് , ൈമനസ് ര؇് ഇതിന് തുലّമാണ് ൈമനസിന് x x y 
തുലّമാണ്  280 ؛വിന് തുലّമായ ؛സ് എ്ؗ എഴുതാവുؗ ؛സ് അ്ئ കّൂബ്  നി׹ൾ ടാൻെജന്റ് y tx tx 
േരഖയുെട ചരിവ് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ കّൂബ് സ׽ീകരിുׯക, ഇത് ചരിവ് ഓേരാؗായി എ്ؗ t 
പറയുؗു , സാധാരണ േരഖയുെട ചരിവ് ഈ ടിയുെട അടിرാന؋ിൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ് , t tt 
പൂജّ؋ിന് തുലّമെ׸بിൽ നമു്ׯ ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട ചരിവ് ലഭിുׯം ײമിׯണം , സാധാരണ 
േരഖയുെട ചരിവ് ൈമനസ് ടി ആണ്, ഇത് ചരിവ് ൈമനസ് ടി ആണ് , ര؇് േപായിന്റുകൾ േചരുؗ 
േകാർഡിന്െറ സമവാകّം നമു്ׯ കെ؇؋ാം, എؗത് സ്കٔയർ 281 ആെണؗും എؗത് ര؇് p t1 q 
ചതുര؋ിെല േപായിന്റ് എൺപ؋ിര؇ിലും ആണ്. ഈ പരവലയ؋ിൽ എؗിവയിൽ p, q 
ഏെത׸ിലും ര؇് േപായിന്റുകൾ ഉെ؇׸ിൽ, ഈ എؗിവയുമായി േചരുؗ േരഖയുെട സമവാകّം p, q 
നമു്ׯ ആവശّമു؇്, അതിനാൽ ൈമനസ് ര؇് ഒؗിൽ ര؇് എؗത് ചരിവിന് തുലّമാണ്, ഇത് ര؇ിൽy 
ര؇് ൈമനസ് ര؇് ആണ്.  ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇ിെന ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒരു y y x x 
ചതുര؋ിൽ ൈമനസ് ര؇് ചതുരْശ തവണ ൈമനസ് ഒ്ؗ ഒരു ചതുര؋ിൽ ആണ്, അതായത് x x y 
ൈമനസ് ര؇് ഒ്ؗ ഇവിെട തുലّമാണ്, എനി്ׯ റؐാׯാം ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് a, t t 
അ׹െന ര؇് 1 ചതുര؋ിൽ ؛സ് തവണ ൈമനസ് െകാ؇് ഹരിുׯക, t 1 t 2 x 
അ׹െന ؛സ് െകാ؇് ഗുണിുׯക ؛സ് തവണ ൈമനസ് 2 ന് 1 തവണ t 1 t 2 ives t 1 t 2 y t 1 
 സ് ര؇് തുലّം t 2 x y t t؛ ിൽ തവണ ഒ്ؗ׸بിൽ അെ؋സ് തുലّം 2 തവണ ൈമനസ് ഒരു ചതുര؛
ഒരു ചതുര؋ിൽ ര؇് ؛സ് ര؇് ؛സ് ടു ഒരു ചതുര؋ിൽ ര؇് ൈമനസ് ര؇് ഒരു ചതുര؋ിൽ x  
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റؐാുؗുׯ , നമു്ׯ തവണ ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ലഭിുؗുׯ, ര؇് തവണ ؛സ് ഒരു ര؇ിൽ y t t x t 
തുലّമാണ്, ഈ േഫാർമുല േരഖെؚടുു؋ക ഇതാണ് ഒരു ചതുര؋ിൽ ര؇ിൽ ഒؗിൽ േചരുؗ 
േരഖയുെട സമവാകّം.  ര؇് ചതുരം ര؇ിൽ ര؇ിന് അടു؋തായി നമു്ׯ  പരവലയ ചതുര؋ിെല y 
ര؇് വّതُّ ٝേപായിന്റുകളിൽ നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമായ ُ١ർശന׹ളുെട വിഭജന ബിؕു േനാׯാം, 
അതിനാൽ േപായിന്റുകൾ എؗിരിׯെ؂, ഒؗിൽ ഒരു ചതുരം ര؇് , എؗത് ര؇് ചതുരം ര؇്282 p q 
ഈ പാരാെമْടിക് രൂപ؋ിന്െറ അടിرാന؋ിൽ നാം ഉരു؋ിരി؁ുവؗ ടാൻെജന്റിന്െറ സമവാകّം 
ചതുര؋ിെല ؛സ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ യിെല ടാൻെജന്റ് ഒരു ചതുര؋ിെല ؛സിന് x p x 
തുലّമായ ഉം െല ടാൻെജന്റ് ഉം നൽകുؗു.  ര؇് ചതുര؋ിൽ ؛സ് ന് തുലّമായ ര؇് t 1 y q t x y 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും പരിഹരിׯാം  കവലകളുെട േപായിന്റ് uation 
കെ؇ؗു؋തിന്, ഈ സമവാകّം ഒؗായി എഴുതിയാൽ കവലയുെട േപായിന്റ് ലഭിുׯം, അതിനാൽ 
ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് റؐാുׯം, നമു്ׯ ഒ്ؗ ൈമനസ് മട്׹ ലഭിുׯം , ഒരു തവണ ചതുരْശ x t t 2 y t 1 
ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്  2 ചതുരം , എؗത് ഒരു തവണ ؛സ് ന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ t y t 1 t 2 
സമവാകّം 1 ൽ നിؗുت എؗത് ഒരു ചതുര؋ിൽ മട്׹ ൈമനസ് ആണ്, അത് ഒരു x t 1 yt 1 y 
ചതുര؋ിൽ ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ൈമനസ് ആണ് ഒ്ؗ ടി ര؇് അതിനാൽ   കവലയുെട േപായിന്റ ്ഒ്ؗ ടി t t 
ര؇് േകാമയിൽ ഒ്ؗ ؛സ് ടി ടു നൽകുؗു  കുറ്׺ ْപശ് ന׹ളിൽ , ഞ׹ൾ െചؗുإ ആദّെ؋ ْപശ് നം 
ഇനിؚറയുؗതാണ്, അതിനാൽ ഒരു പരാേബാളയിെല എؗീ േപായിന്റുകളിെല ടാൻെജന്റുകൾ p, q t 
േപായിന്റിൽ കൂടിേ׺രുകയാെണ׸ിൽ, ആദّം ഉം ഉം തുലّ േകാണുകൾ തുലّ േകാണുകെള tp tq 
ഞ׹ൾ സൂചിؚിുؗുׯെവ്ؗ െതളിയിുؗുׯ. ചതുരം തവണ എؗിവയ്്ׯ തുലّമാണ്  sp sq , t 
ْതിേകാണം ْടയാംഗിൾ ന് സമാനമാണ്, അതിനാൽ ആദّ ഘ؂ം ചിْതം വരയ്ׯാൻ ْശമിׯാം, spt stq 
ഞാൻ ഇവിെട ചിْതം വരയ്ׯെ؂, ഈ പരവലയം ഉ؇്, നമു്ׯ എؗീ ര؇് േപായിന്റുകൾ p, qp , q 
എടുׯാം, അേؚാൾ അത് ُ١ർശന؋ിേല്ׯ േനാുׯക എ്ؗ പറയുؗു.  ലും െല ടാൻെജന്റും p- q- t 
എؗ ബിؕുവിൽ ഈ സ് പർശക׹ൾ കൂടിേ׺രുؗുെവؗും നമു്ׯ േഫാׯസ് േകാമ പൂജّം ഉെ؇ؗുംsa 
കരുതുക, തുടർ്ؗ ഉം യും േഫാׯസിൽ തുലّ േകാണിെന കീഴ് െؚടുുؗു؋െവ്ؗ tp tq 
െതളിയിേׯ؇തു؇്, അതായത് നമു്ׯ ഈ ْതിേകാണവും ഈ ْതിേകാണവും വരയ്ׯാം.  ഈ േകാണും 
ഈ േകാണും തുലّമാെണ്ؗ െതളിയിׯാൻ, ഞ׹ൾ െചؗുإത് ഞാൻ മെئാരു നിറം ഉപേയാഗിׯെ؂ 
എ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ടിയിൽ നി്ؗ ഈ വരയിേല്ׯ ലംബമായി വരയ്ׯാം ഈ spnsq 
േപായിന്റിെന എؗും കّൂബിൽ നأൾ ലംബമായ ഡാഷ് ശരിയാണ് നമു്ׯ പാരാെമْടിക് m t m 
രൂപ؋ിൽ േപായിന്റ് എടുׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ചതുരം 2-ൽ 1- ലും ചതുരം p 1 q- 2 
2-ൽ 2-ലും ആകെ؂. തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട കവലെയ മുൻ സൂْതവാകّം ഉപേയാഗി്׺ 
ഉരു؋ിരി؁ു. ഇന്റർ േപായിന്റ ് എؗിവയിെല ടാൻെജന്റ ്ൈലനുകളുെട വിഭാഗം നമു്ׯ p, q t 
േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ഉ؇്, ഒ്ؗ ര؇ിലും ഒ്ؗ ؛സ് ര؇ിലും നൽകിയിരിുؗുׯ, t t 
അതിനാൽ നമു്ׯ േപായിന്റ് യുെട േകാർഡിേന്ئ ലഭിു׺, ഇേؚാൾ നമു്ׯ എؗ വരിയുെട t sp 
സമവാകّം എؓാെണ്ؗ എഴുതാം . ഈ ബിؕുവിേല്ׯ േഫാׯസ് േചരുؗ ഈ േരഖ ഈ േരഖയുെട p 
സമവാകّം എؓാണ് ഈ േരഖയുെട സമവാകّം ൈമനസ് പൂജّം ചരിവിന് തുലّമാണ് ര؇് എ؂് p y t 
ഒ്ؗ ൈമനസ് പൂജّം ഒരു ചതുര؋ിൽ ഹരി׺ാൽ ൈമനസ് ഒരു തവണ ൈമനസ് ആണ് കാരണം x a s 
ഒരു േകാമയാണ് പൂജّവും എؗത് ഒരു ചതുരം ര؇് എൺപ؋ി ഒ്ؗ എؗതിെല േപായിന്റാണ്, p 
അതിനാൽ ഇത് എؗത് ര؇് ഒ്ؗ ൈബ വൺ സ്കٔയർ ൈമനസ് ഒരു തവണ ൈമനസ് y t t x a 
അതായത് ചതുരം ൈമനസ് 1 തവണ ൈമനസ് 2 ؛സ് 2 ഒ്ؗ തുലّമായി നൽകുؗു  t 1 y t 1 x 
പൂജّ؋ിേല്ׯ ഇേؚാൾ എؗത് ൽ നി്ؗ വരയിേലتുׯ ലംബമായ പാദമായിരിׯെ؂ , ഉം m t- s-

യും േചരുؗ േരഖയുെട ൈദർഘّം എْതയാണ്, അേؚാൾ ഈ ലംബ؋ിന്െറ നീളം എْതയാണ് , ഒരു p-
േപായിന്റിന്െറ ലംബമായ ദൂരം ഓർുׯക ഒ്ؗ ഒ്ؗ േരഖാ േകാടാലിയും കൂ؂ി തുലّവും x y c 
േകാടാലി 1 ؛സ് 1 ؛സ് സി വിഭജി׺ േമാഡ് ആണ് 0 േല്ׯ നൽകുؗത് ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് ബി 
ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ാൽ, അതിനാൽ നമു്ׯ ദൂരം കണׯാׯാം ഇത് േരഖയുെട tm 
സമവാകّ؋ിന് തുലّമാണ് ഈ മുൻ സമവാകّം നൽകിയിരിؗുׯത്, അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ 
ഒരു ചതുരം ര؇ിൽ ഒؗിൽ ഇടുؗു. വൺ സ്കٔയർ ൈമനസ് ഒരു തവണ ഒ്ؗ x 1 y 1 t y 
 ലംബമായ വരയാണ്, അതിനാൽ t تൾ ഇത് ഇ؂ത് എؗ േപായിന്റിൽ നിؗു׹ണം, ഞׯമിײ
ഞ׹ൾ എؗത് 1 ؛സ് ന് തുലّമാുؗുׯ, ഇത് ആണ് ചതുരം ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 2 y 1 t 2 t 1 y 1 t 1

ൈമനസ് 2 എؗത് 1 ؛സ് ടു   ആണ്  ഇതിൽ നിെؗبാം െപാതുവായതും [സംഗീതം ]  x 1 t 1 x 1 t 2 
ഡിേനാമിേനئറും നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ഒരു ൈമനസ് ഒരു ചതുരവും ര؇് ടി ഒരു മുഴുവൻ 
ചതുരവും ആെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ײമിׯണം, ഇത് ഒരു ചതുരْശ ൈമനസ് ഒരു 
എൽ സ്കٔയർ ؛സ് ടു ടി ഒരു സ്കٔയർ ഇത് ടി വൺ സ്കٔയർ ആണ്  കൂടാെത സ്കٔയർ റൂ؂ിന് 
കീഴിലുت ഒരു സൂآർ؉ ചതുരവും നّൂമേറئറും നമു്ׯ ഒരു ചതുരം ഉت ഒരു ൈടംസ് േമാഡാണ്  ഇ 
ൈമനസ് ഒരു തവണ ടി 1 ؛സ് ടി 2 ൈമനസ് 2 ടി 1 സ്കٔയർ ടി 2 ؛സ് ടു ടി വൺ ഇത് കൂടുതൽ 
ലളിതമാׯാം, ഒരു തവണ നأൾ ഇത് ഗുണി׺ാൽ ഇത് ടി ഒരു കّൂബ് ൈമനസ് ടി ഒ്ؗ ؛സ് ടി ഒരു 
ചതുരْശ ടി ര؇് ൈമനസ് ടി ര؇് ൈമനസ് ര؇്  ടി വൺ സ്കٔയർ ടി ര؇് ؛സ് ടു ടി വൺ 
ഡിേനാമിേനئർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ടി വൺ സ്കٔയർ ؛സ് വൺ ഒരു തവണ വൺ കّൂബ് ൈമനസ് ടി t 
ഒരു സ്കٔയർ ടി ര؇് , തുടർ്ؗ ؛സ് ടി ഒ്ؗ ൈമനസ് ടി ര؇് എؗിവയ്്ׯ തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ 
നി׹ൾ്ׯ ഫാعർٚ െചإാം, ഇത് തുലّമാണ് ഒരു തവണ ൈമനസ് മട്׹ ഇത് ഒ്ؗ വൺ t 1 t 2 t t 
സ്കٔയർ ؛സ് ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ സ്കٔയർ ؛സ് ഒ്ؗ ഇത് റؐാുؗുׯ, നി׹ൾ്ׯ എؗത് t one tm t
ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇ിന്െറ ൈടംസ് േമാഡിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ലംബ؋ിന്െറ നീളമാണ് t 
ടാൻജന്റ ്കവലയുെട േപായിന്റ് മുതൽ േപായിന്റ് േല്ׯ േഫാׯസ് േചരുؗ േരഖയിേല്ׯ േْഡാ്ؚ p 
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െചുإക, കാരണം ഇത് ഒ്ؗ, ര؇് എؗിവയുമായി ബؖെؚ؂് സമമിതി സമമിതിയാണ്, ഇവിെട t t m 
എؗത് േരഖയ്്ׯ ലംബമായ പാദമാണ്. ഒരു തവണ േമാഡ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ടി ര؇് എؗതിന് dash t 

തുലّമാണ് അതിനാൽ ആണ്  ആേമ ഡാഷ് ആയി ഇേؚാൾ നമു്ׯ ചിْതം വീ؇ും tm, tm s tm 
േനാׯാം നി׹ൾ്ׯ ഒരു േപായിന്റ ് ഇവിെട ഒരു േപായിന്റ് ആണ് ഈ േപായിന്റ ് ഇവിെട q p t 

ക؇ുമു؂ുؗു , നമു്ׯ േഫാׯസ് ൈമനസ് ഈ േപായിന്റ് ആണ് , ഈ േപായിന്റ ്tangents s pnsq m m 
ഡാഷ് ആണ് അതിനാൽ നأൾ എؓാണ്  കി؂ിയത് ആണ് ഡാഷിന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ tm tm tm tm 
ഡാഷിന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ െതളിയിേׯ؇ത് ആദّ ഭാഗം ഉം ഉം േഫാׯസ് ൽ തുലّ tp tq s-
േകാണുകൾ ഉൾെׯാുؗുت എؗതാണ്, അതായത് ഇത് േഫാׯസിലും കّൂബിലും ഈ േകാണിെന tp t 
കീഴ്െؚടുുؗു؋ എؗാണ്. ഈ േകാണിെന ഉപമി׺ാൽ , ഈ ര؇് േകാണുകളും നമു്ׯ tm, ttm, tm 
ഡാഷുകൾ എؗിവ തുലّമാെണ്ؗ െതളിയിേׯ؇തു؇്, ഇേؚാൾ ഈ ര؇് വലത് േകാണുകളും 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ْതിേകാണം ഉം ഡാഷും തുലّമാണ്, കാരണം ഇവ ര؇ും വലത്േകാണ tms tm 
ْതിേകാണമാണ് .  സാധാരണ ൈഹേؚാെടനّൂസും നും തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ആംഗിൾ tm tm tsm 
ആംഗിൾ ഡാഷിന് തുലّമാെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ.  മുതൽ തവണ വെരയുتതിനാൽ tsm l sp sq 
നമു്ׯ ചതുരം തവണ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ദൂരം കെ؇േ؋؇തു؇് ഒരു st sp sq s 
േകാമ േകാർഡിേന്ئ െചയ് തിരിുؗുׯ എؗത് ഒരു ര؇് േകാമയിൽ ഒരു ؛സ് ര؇് ആണ്, 0 t t t 
ഇേؚാൾ ചതുരം സമയ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ െതളിയിׯാൻ  ഈ േപായിന്റ് ഒരു st sp sq p 
ചതുര؋ിൽ 2 ന്െറ ദൂരം 82 ചതുരമാണ്, അതിനാൽ സ്കٔയർ 1 ചതുര؋ിൽ ൈമനസ് ഒരു sp 
ചതുര؋ിൽ ؛സ് ടു ഒരു ൈമനസ് പൂജّം ചതുര؋ിൽ ര؇് ആണ്, അത് ഒരു ചതുരം ഒരു ചതുരْശ t 
ൈമനസിന് തുലّമാണ്  ഒരു ചതുരവും നാല് ഒരു ചതുരവും ഒരു ചതുരവും ഒരു ചതുരം തവണ ഒരു t t 
ചതുരവും ഒരു സൂآർ؉ ചതുരവും തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؗത് ഒരു തവണ ഒരു ചതുരം ؛സ് sp t 
ഒ്ؗ എؗതിന് തുലّമാണ്, അതുേപാെല തെؗ ഒ്ؗ എ്ؗ മാئിرാപി׺ാൽ നമു്ׯ t t two sq 
ലഭിുׯം സ്കٔയർ ؛സ് വൺ , എؓാണ് സ് കٔയർ സ് കٔയർ എؗത് ഒരു  ൈമനസ് ഒരു സ് കٔയർ t1 t2
സ്  ൈമനസ്  സ് കٔയറിനു തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു സ് കٔയർ തവണ t1؛  സ്؛ t2 0 t 1 t 2 
ൈമനസ്  സ് കٔയർ ؛സ്  ؛സ്  മുഴുവൻ സ് കٔയറിനു തുലّമാണ് ഒരു ചതുരْശ തവണ ഒരു 1 t 1 t 2 t 
ചതുരം ര؇് ചതുരം ؛സ് വ؉ിന് തുലّമാണ്  ൈമനസ് ര؇് ടി ഒ്ؗ ടി ര؇് ؛സ് ടി വൺ സ്കٔയർ ؛സ്t 
ടി ടു സ്കٔയർ ؛സ് ടു ടി ഒ്ؗ ടി ര؇് ഈ ര؇് ടി വൺ ടി ടു േടം റؐാുؗുׯ , തുടർ്ؗ ഇത് ഒരു ചതുരം 
തവണ ടി ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് ഒരു തവണ ടി ര؇് സ്കٔയർ ؛സ് വൺ ആയി കണׯാׯാം  ൈടംസ് sp 

ന് സമാനമാണ് ഇത് ര؇ാമെ؋ ْപُാٝവന െതളിയിുؗുׯ മൂؗാം ഭാഗം ْതിേകാണം sq  sptspt 
ْതിേകാണം ന് സമാനമാണ്, അതിനാൽ ْതിേകാണം ْതിേകാണ؋ിന് സമാനമാണ് ഇത് stq spt stqi 
വീ؇ും വരയ്ുׯം ഇതാണ് േപായിന്റ് ആണ് േഫാׯസ് ْടയാംഗിൾ ആണ് ْതിേകാണം ന് ts spt stq 
സമാനമായത് , എؗിവ ഭാഗ׹ളിൽ നി്ؗ വّതിചലിؗുׯ ഈ ര؇് േകാണുകളും ഈ ര؇് tp, tq 
േകാണുകളും തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ഇതിെന ആംഗിൾ തീئ എ്ؗ വിളിുׯകയാെണ׸ിൽ ഇതും  
തീئയാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒ്ؗ, ര؇് േകാണിൽ നി്ؗ എؗത് േകാണിന് തുലّമാണ്. കൂടാെത pst 
നമു്ׯ സ്കٔയർ ൈടംസ് കّൂബ് ആണ്, അതിനാൽ ഓവർ എُ١ി സ്കٔയർ ഓവർ ന് st sp st st 
തുലّമാണ് ഇത് ഈ സമവാകّ؋ിൽ നിؗാണ് സ്കٔയർ ൈടംസ് കّൂബ് ആണ് നമു്ׯ ഇ׹െന st sp 
എഴുതാം അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ അനുപാതം േനׯാൾ ഉ؇് ഈ ْതിേകാണ؋ിെല േനׯാൾ s- q, sp- st 
എؗ അനുപാത؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ْതിേകാണ׹ൾ ന്െറ ْതിേകാണ؋ിന് sdq 
സമാനമാണ്, അതിനാൽ ഈ ْതിേകാണ׹ൾ എؗ ْതിേകാണ؋ിന് സമാനമാണ്, അതിനാൽ sdq ok 
നأൾ ഇ്ؗ ഒരു ْപٍ٠ം കൂടി െചുإം, അതിനാൽ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം െതളിയിേׯ؇തു؇് 
ഒരു പരവലയ؋ിൽ മൂ്ؗ ബിؕുׯളാൽ രൂപെؚടുؗത് , ഈ േപായിന്റ ്ലായനിയിെല ُ١ർശന׹ളാൽ 
രൂപം െകാؗുت ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉؋ിന്െറ ഇര؂ിയാണ്, അതിനാൽ പരാേബാളയുെട 
സമവാകّം ശീർഷം തിരെ؁ടു്؋ നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമായ ചതുരമാെണ്ؗ അനുമാനിׯാം. y 
ഉ؍വവും അു׺ത؇ും അു׺ത؇ായി തിരെ؁ടുؗുׯതിലൂെട ശീർഷകം 0 0 ആയും അു׺ത؇് x x 
അു׺ത؇ായി അു׺ത؇ും തിരെ؁ടുുׯക, അതിനാൽ നമു്ׯ പരാേബാള സ്കٔയർ നാല് ന് y x 
തുലّമായ പാരാേബാള സ്കٔയർ ഉ؇്, നമു്ׯ പാരാെമْടിക് രൂപ؋ിൽ എടുׯാവുؗ മൂ്ؗ y 
േപായിന്റുകൾ ഉ؇് , അതിനാൽ സ്കٔയർ 2 എ്ؗ അനുവദിുׯക.  1 എؗത് 2 ചതുര؋ിൽ 2 pbat 1 q 
ആണ്, എؗത് ചതുരം 283 എؗത് പരാേബാളയിെല ഏെത׸ിലും മൂ്ؗ േപായിന്റുകളാണ്, r t3 b 
അതിനാൽ ഈ മൂ്ؗ േപായിന്റുകൾ േചർ്ؗ രൂപം െകാؗുت ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം നമു്ׯ 
കെ؇േ؋؇തു؇് , ഇതിന്െറ വിُീٝർ؉ം എؓാെണ്ؗ എ׹െന കെ؇؋ാം ْടയൻ x one y one x 

എؗീ ലംബ׹ളാൽ രൂപെؚ؂ നമു്ׯ ഈ ലംബമായി േْഡാ്ؚ two y two , x three y three gle, 
െചᅃٝാൽ എؗീ മൂ്ؗ േപായിന്റ് േകാർഡിേനുئകൾ x one y one x two y two , x three y three 
ഉെ؇׸ിൽ നമു്ׯ ഈ ഏരിയ എ׹െന ലഭിുׯം ഉം ഉം േപായിന്റുകളാണ്, നമു്ׯ ഇതിെന pq r pqr 
എؗ ْതിേകാണ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം എ്ؗ വിളിׯാം, എؗ ْതിേകാണ؋ിന്െറ ab, c pqr 
വിُീٝർ؉ം കണׯാׯാം, ْടപീസിയം പാْബിന്െറ വിُീٝർ؉വും ْടപീസിയം പാׯിന്െറ ൈമനസ് 
ഏരിയയുെട വിُീٝർ؉വും  കണׯാׯാം. ര؇് ْടപീസിയ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം ഞ׹ൾ കെ؇؋ി , 
തുടർ്ؗ ഈ വിُീٝർ؉ം കുറയ്ുׯക, അതിനാൽ ْടപീസിയ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം ഇവിെട എളുؚ؋ിൽ 
കണׯാׯാം, ഇത് ഇവിെട പകുതി മട്׹ തുലّമാണ്, ഇവിെട ഇവ ര؇ും ْടപീസിയ؋ിന്െറ 
എതിർവശ׹ളായ ഒ്ؗ, മൂ്ؗ y y 
അ׹െന പകുതി ഒ്ؗ ؛സ്  ഇവിെട ഈ ദൂരം മൂ്ؗ മട്׹ ൈമനസ് ൈമനസ് ؛സ് y y x 3 x 1 x 3 x 1 
ഇതിൻെറ പകുതി ؛സ് ആയിരിുׯം 3 മട്׹ ഈ ദൂരം ൈമനസ് ആണ്. ൈമനസ് ഈ y 2 y yx 2 x 3 
ْടപീസിയ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം പകുതി ഒ്ؗ ؛സ് ആണ്  ര؇് തവണ ഈ ഐ ര؇് ൈമനസ് y y sx x 
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ഒ്ؗ , ലളിതമാുׯേآാൾ നമു്ׯ ْതിേകാണ؋ിന്െറ ഈ വിُീٝർ؉ം പകുതി മട്׹ ഒരു തവണ ര؇്x y 
ൈമനസ് മൂ്ؗ ؛സ് ര؇് തവണ മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് മൂ്ؗ തവണ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് y x y y x y y 
ഓർأിׯാനുت എളുؚവഴി ലഭിുׯം  ഇത് ന്െറ x one x two x three y one y two y three 
ഡിئർമിനന്റിന്െറ പകുതി്ׯ തുലّമാണ് , മൂؗാമെ؋ േകാളം ഒ്ؗ ഒ്ؗ, അതിനാൽ pqr 
ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം പകുതി മട്׹ ഒ്ؗ ഒ്ؗ എؗത് ഒരു ചതുരْശ തവണയാണ്  ര؇് x x y 
ൈമനസ് മൂ്ؗ y 
അ׹െന ര؇് 2 ൈമനസ് 2 ന് 3 ؛സ് ന് 2 ചതുരْശ തവണ ൈമനസ് ന് 3 ൈമനസ് ര؇് , x 2 y 3 y 1 2 
ഒ്ؗ ؛സ് മൂ്ؗ മൂ്ؗ ചതുരം ര؇്, ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇്, ര؇് അത് 2 ന് തുലّമാണ്  ഒരു ചതുരം നി׹ൾ x 
എടു؋ാൽ പകുതി ഉപേയാഗി2 ്׺ റؐാുؗുׯ, അതിനാൽ ഒരു ചതുരْശ മട്׹ ചതുരْശ ടി ര؇് t1 
ൈമനസ് ടി മൂ്ؗ ؛സ് ടി ര؇് സ്കٔയർ ടി മൂ്ؗ ൈമനസ് ടി ഒ്ؗ ؛സ് ടി മൂ്ؗ സ്കٔയർ ടി ഒ്ؗ ൈമനസ് 
ടി ര؇് ഇത് ൈമനസ് എ സ്കٔയർ തവണ ടി ഒ്ؗ ൈമനസിന് തുലّമാണ്  ടി ര؇് ടി ര؇് ൈമനസ് ടി 
മൂ്ؗ ടി മൂ്ؗ ൈമനസ് ടി ഒ്ؗ ഇത് ഏത് ْതിേകാണാലും രൂപം െകാؗുت ْതിേകാണ؋ിന്െറ 
വിُീٝർ؉മാണ് ഒരു പരവലയ؋ിെല േപായിന്റുകൾ സമാനമായി , ഈ ബിؕുׯളിൽ ُ١ർശന׹ൾ ee 
രൂപെؚടു؋ിയ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ُ١ർശക׹ളുെട 
ഖ؈നബിؕുׯളുെട വിഭജന ബിؕു  ഒരു ൽ ഒ്ؗ ؛സ് ആണ് നൽകുؗത് എ്ؗ നമുׯറിയാം. t-2- t-2 
നി׹ൾ ര؇ാമെ؋യും മൂؗാമെ؋യും േപായിന്റ ്എടുുؗുׯ, തുടർ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ടു ؛സ് ടി ْതീയിൽ 
ര؇് ടി ْതീ ലഭിുׯം , ഒؗും മൂؗും േപായിന്റുകൾ മൂ്ؗ ടി വ؉ിൽ മൂ്ؗ ؛സ് ടി വ؉ിൽ നൽകും, 
ഏരിയയുെട േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം കാണാൻ കഴിയും ഈ 
ُ١ർശന׹ളാൽ രൂപം െകാؗുتത് ഒരു ടി ര؇ിൽ ര؇് ൈമനസിൽ ഒؗിൽ ര؇് ൈമനസിൽ 
പകുതി്ׯ തുലّമാണ് , ര؇് ടി ْതീയിെല വّതّാസം േകാർഡിേനئിെല വّതّാസം മൂ്ؗ ൈമനസ് 2 y 
 ിന്െറ׹ക , ഇത് ഒരു ചതുരْശ മടുׯം.  ഇത് ലളിതമാുׯസ് ന് 3 ടി 1 തവണ 1 ൈമനസ് 3 ൽ ആയിരി؛
പകുതി ൈമനസ് ൈമനസ് ഉം ഒ്ؗ ൈമനസ് ْതീയും ന്െറ പകുതി t1 t2 t2 t3 t t pqr 
വിُീٝർ؉؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഇؗെ؋ ْപഭാഷണം പൂർ؋ിയാുؗുׯ അടു؋ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ُ١ർശന׹െളുׯറിു׺ം സാധാരണ അെ׸بിൽ ദീർഘവൃ؋െുׯ؋റിു׺ം 
ചർ׺ െചുإം.  ൈഹ  തുട׹ിയവ നؕി perbola 
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