
శంڒڣర ڴ࢑࠙ల߯ ఉపߕङ సం 6ࣃ ړछ గతం ڒబܽद ࠭ంࡔ ࠭࠲ ڴ޶ఖ ఖండన ࠼ߦంటऱߘ  ప ऱ࣒ y mx c ړ 
సࠪనం , ࡮ࠒࡌߦ ࣋ए छ ए࣋ ࡮ࠒࡌߦ క మనం ఈߘసࠪనం క ړ ڷࡱߕ ޜ ࡛ छ y x ړ࡯డनھ ڷࡱߕ ߖ ࡛ y 
సࠪనం అߖ ۫࣋फ అ࡮ࠒࡌߦ ޴ అޔ࢓ం޴.
రࢣ  लం ࠮లం వదभ ఉం޴ మ࠾ࡍ అࣾం అࣾం ڒబܽद ఇھ ڷࡱߕ ޴డनړ࡯ సࠪన࠳న ࡮ࠒࡌߦ చޔరऴసం x y 
కएࡅ  సࠬకరణం మ࠾ࡍ మనڕ  ప ऱ࣒ ړంత పంڜ న࠳సࠪన ړ  फ ఉందߖ అڕߘం޳ం, అߩओ ఈ mx c ݡ y 
फࣇݟఖం ߘఖࡔ ऒߕఉ ࡱࢡڒఅవ ݡ࠮   ఒక ښఒ ߘ࡮ࠒࡌߦ ࠭࠲ ޳ࡶ ࡹల࢓޶ంࠉ ݡంࡓ ࡮ࠒࡌߦ ࠼
फనऒࣆݟఖం ࡹ࢓޶ంࠉ ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ߘఖࡔ  , ఈ ࡔఖ ڕ࡮ࠒࡌߦ ܼంܐంڴ ݋ ఉంܿం޳ࡶ ޴ పంړ फ 
गࡌసంద ݡ࠮ ڕబܽद మనڒ ޴फంࣆࡱక ߘ࡮ࠒࡌߦ ऒߕఉ ࡱ ړపం  ޴బܽद ఇڒ ࠼ फ ఒకܽ ࡓంݡ l l l 
కएࡅ ఖండన ࡱࢡڒఅవ ݡ࠮ ڼ࡯మనం ۫డగ ݟంߘ ࠆڴబܽद ऴڒ ݡ࠮ ం࠼ߦ ݡంࡓ దܽ࠴  ऱܿ 
కएࡅ ఖండన ޴ండవࡓ  ఒక ࠉం࢓޶ మ࠮ ࠾ࡍడవ޴ ఖండన ࡅకए ం࠼ߦ  ऱܿ ڒ ޶ڒబܽद ࠭࠲ 
ऒߕంܿڕࡏڝ ऒߕంܿڕߘల࠻࢘ࣄޓ ࡹతంށజగࠊ ߘޔసం షరڝ లࣆښ ݡ࠮ ఈ ࠭࠲ ࠭ ࠭, కߘక y 
కएࡅ  ఖండన ࠉం࢓޶ల ఖండన ࠉం࢓޶ల ࠉంߘ࢓޶ 

 ప ऱ࣒  మ࡮ࠒࡌߦ ࠾ࡍ ࣋ए छ షएࡍప ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ࡯డनھ ڷࡱߕ ߖ ࡛ फࣃࡍ కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ ࠭  mx c y 
సࠬకరణం అߩओ  ڕమన ݡ
న  ప࠳సࠪన ړ࡯డनھ ڷࡱߕ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ వࣆफంړ0  ޴ సࠪనం.mx   c 
బܽद ఈ వరڒ  ठ సࠬకరణం ࡅకए కएࡅ  కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఖండన ࡱ࡮࠮  ࡍఆڝ  नߘ ݋ߝ ఇࣃफ  ఆ߯ x x , ࠼
మనం ڝఆࡍ नߖ ݋ߝ  ప ऱ࣒ ऒߖހన సࠬకర࠳సࠪన ړ   ఉపڵࡆంۨ కھߘనవ۪ऐ  ఇߩओ ఒక వర ޴ఇ ݡ ठ y mx c
సࠬకరణం ڒబܽद ఇ޴ ఒక  ࡹ చޔరऴڒࣃర సࠬకరణం ڒబܽद ఇ࢐ ޴సफవ మࠚ࢑ ࠾ࡍనऒ ठࡌࠪ  లࡓ ڕంݡ x
࢐సफవ మࠚ࢑ ࠾ࡍనऒ ठࡌࠪ  లߘ కڵ࡯ ఉంܿం޳ࡶ ޴ సࠪన ࠪࡌठ లߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴, అం݄ ఒక ߖజ࠳న 
ࠪరठం ࡓ ޳ࡶంݡ అసࡷన సంړ ऱషद ࠪࡌठ ऒߕఉ ࠲ऴతࠪ ࡱ .࠼
 ఈ చޔరऴڒࣃర సࠬకరణం ࡅకए  ࢑వࣾతݟږ ޜన ࢑వࣾ 2 ࠳న࣒ 2 ఒక చదర࠳ ߩన࣒ 4 ࡏࣃऱ mc m 
చదరߩ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ఇవछ ࡌ బݟంద࠭࠲ ߖ కߕھߘऒ ࠭, ఇړ4 ޴ సࠪనం, ࠬࡏ బయటޓ ڕయవ۪ऐ , ఆ߯ c 
ए࣋ ࠭࠲ छ ए࣋ ࣄ ࡛ छ న࣒  ప࠳ ࡛ ऱ࣒ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ న࣒࠳ ߩఒక చదర ڷࡱߕ  ࠭ చదరߩ m 4 amc m c 
చޔరऴసం ڒబܽद చదరߩ చޔరऴߖࣃऒ  ర޶भ ۯయవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ చదర࠳ ߩన࣒ ࡓ 16 ړ ऱܿ m c amc
సࠪనం ڒబܽद  ఒక చదర࠳ ߩన࣒ కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ ఖండనలࡓ ڕం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఉంܼ࠼, అ޴ amc 0 

కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఇ࢑  ޴వࣾ ږߘࣃలంڴ ఉనऒ ओߩ  ంటऱ mc࠼ߦ ݡంࡓ ڕమన ݡ
ఖండనࡱ ఉంܼ࢑ ,࠼వࣾత 0ړ సࠪనం అޙ࠼ ఒక ఖండన ࠉం࢓޶ ఉంܿం޴, అం݄ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ mc

కం݄ తڕए వ ఉం݄ ఖండన ࠼ߦంࡱ ݋ ఉండڒ ࢓బܽद ఇ࢑ అޙ࠼ పࣄࡍबࡱޔ  కం݄ ఎڕए వ a mc a mc 
అߩओ కएࡅ మనం ݡ ంటऱx a mc࠼ߦ ݡంࡓ ڕమన ޙ࠼సࠪనం అ ړ బܽदڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߘవలࡱ࢑ ݡంࡓ 
ఖండన వࣆफం޴, అߩओ కएࡅ ఖండన ڕమన ݡ  ఒక ࠉం࢓޶ ࠪऴత࠲ లࣆࠚफం޴ మࡔ ࠾ࡍఖ ڕ࡮ࠒࡌߦ 
ܼంܐంڴ ݋ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄  అߩओ  a mc mc ړ బܽदڒ ޶ఉండ ࢓޶ంࠉ ఖండన ݡ
సࠪన࠳నߩओ ړపం ݡ फ  ప ऱ࣒ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ  y mx c ޴फంࣆࡱక ࡹ࢓޶ంࠉ ఒక ښఒ ߘ࡮ࠒࡌߦ ݡ
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇھ ڷࡱߕ ޴డनړ࡯ సࠪన࠳న ࡮ࠒࡌߦ చޔరऴړߖࣃ ܼంܐంڴ ݋ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఏ y 
 , మనం ۫డగలం ݟంߘ ర సࠬకరణంڒࣃరऴޔఈ చ ޴ߝఅ ݋ంܐవదभ ܼం ݋ం࠼ߦ ޴వదभ ఉంܿం ࢓޶ంࠉ
࢑వࣾత 0ړ సࠪనం అ࠼నߩओ షएࡍప ߖ ݡ ంచవ۪ऐࡍ  , ఇۨऐ న ࠼ߦంࠪڒ ݋ వర ठ సࠬకరړߖހ x x x y 
సࠪనం ھడन࡯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߕࣆ   bx c ,࠭ޑ޶ం߰ ڴݡంࡓ ߖࠉ న࣒࠳ మనం ߘల࡮࠮  సࠪనం ړ
అం݄ ࠳న࣒ ࡓంݡ ఎ࠳ ࣄ ࠹న࣒ ࡓంݡ ఎࡓ ߘంݡ ࠬ ࣋ए छ ఈ సందరग ,ڴంచڵ࠙ ޜ ࡛ ంࡹ ఎړࣄ ࠹ సࠪనంa 
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ए࣋ ࠬ ݡంࡓ ڴࣄ ࠹న࣒ ܿ ఎ࠳ ࣄ ࠹న࣒ ݀ ఎ࠳  छ ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ ࡛  ޴బܽद మనం  ఇڒ 

छ޳ ޳ࡶ సࠪనం ړ నݟంచబڵ࠙ ޜ छ޳ ߖ న࠳సࠪన ړ ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ ߖ ࡌ mc ޜ ࡌ mc m c mx x m m
ప  ߖ ࡹసࠬకరణం ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ ऱ࣒ ࡓ फ సࠪనం࣋ۯ సࠪనం ړ  ऱܿ అం݄ ޳छ y y ࡌ mx c y m x c m 
 ప ऱ࣒  బܽद cڒ సࠪనం ړࣄ ݡంࡓ 

 ప ऱ࣒ ړన పం࠳సࠪన ړ  फ ڕ࡮ࠒࡌߦ ܼంܐంڴ ݋ ఉంܿం޴ చޔరऴసం ࠉం࢓޶ వదभ ڷࡱߕ mx c y y c 
छ޳ ࠪڒ సࠪనం ړ࡯డनھ కएࡅ ఖࡔ బܽदڒ సࠪనం ړ ऱࡏࣃ ంۨన޴అం ݡంࡓ ࠪڒ ࡌ  m c m c a
సࠬకరߖހऒ  ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए  సࠬకరణం  ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ మޜ ࠾ࡍ సంబంధం కڵ࡯ ఉనऒ ऱܿ mx c mc a
ऴ࢐యవ۪ऐ   ఈ సࠬకరణం త޶పړߖ޳ࡍ సࠪనం , ࡮ࠒࡌߦ చޔరऴసం ࡅకए  ऴݡޑ ߰డڷࡱߕ ࢓ mc y 
 మనం ఈ y ࠾ࡍమ ޙ࠼సࠪనం అ ړ࡯డनھ ڷࡱߕ రऴసంޔచ ࡮ࠒࡌߦ క మనం ఈߘసࠪనం క ړ࡯డनھ
కएࡅ గޓ ం݄ ఈڕࣆޓ ߘంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ߕ޼ఏ ߯࡮ࠒࡌߦ  ߰డ࢓ ఎంత, ڒబܽद ڝఆࡍ नࡱ ݋ߝ pq ps x 

మࡓ ړ ࠾ࡍంࡓ ݡంڝ ݡఆࡍ नࡱ ݋ߝ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఈ ࡔఖ ࡅకए  one y one q x y 
సࠬకరణం  ప ऱ࣒ ం, mx c޳ంڕߘఅ ߖసࠪనం అ ړ  y 
ए࣋ ࡮ࠒࡌߦ ޴ంޔߩࡱక ࠾ࡍమ ߤఒకܽ వ ࢓గ ߰డޓ బܽदڒ छ ࡛ ߯  సࠪనం x y x y ړ࡯డनھ ڷࡱߕ 
అ࠼న ࡓంݡ ࣋ए छ ࡛ ఒక ࠳న࣒ ࡓంݡ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక ࠳న࣒ ࡓంݡ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ y x x y y 
సࠪనంڴ ఉంܿంࡓ ޴ంࡓ ݡంݡ ఇకए డ ڕࡱ࢐ సࠪనం ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद నߘऒ  y y m fo ࡹ 
ऴ࢐యߖవछ ం࠳  ݟన࣒ ఒకܽ ڕࡱ࢐ సࠪనం ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంࡏࣃ ݡऱ rm y y y y x x 

ప  ޴ߝఅ ޴బܽद ఇڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ   ఇకए డ ఒకܽ ࠳న࣒ x x ah mx c y m y y 
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ఈకछ ࠾ࡍన࣒  మ࠳ ఒకܽ ࠑ ݡంࡓ  x x two c y1 ޴న࣒ ఇ࠳ ࡽ
వړ݀ ߤ సࠪనం ڒక߱ޙ మనం ڕࣆޓంܿߕऒ ࠭ అం݄ మనం ఈ ޓగڕࣆޓ ߘం݄ ࡅ ߤࡷకए  x x pq x

ࡍఆڝ नࠚ ݋ߝనऒ ంڴ ఉంܿంࡶ ,޴క߱ޙ  సࠪనంڴ ఉం݄ ړ అښ ޴వలం ڝఆࡍ नݞޙ ࡹ ݋ߝ ࠪऴత࠲, x 1 x 2 y 
ఇ޴ వऴకࡔఖ ࡅకए  ߰డڒ ࢓బܽद ࣆలభంړࡵ ڴए ంచవ۪ऐ  గ x x lޓ ޙ࠼సࠪనం అ ړݡంࡓ బܽद ఒకܽڒ 
߰డ࢓ వړ ݭ࠵ ߤ సࠪనం అߖ గమߖంచం࠳  ݟన࣒ ࡓంݡ మ࠾ࡍ మనھ ڷࡱߕ ڕడनړ࡯ సࠪన࠳న y y y
ఒక చޔరऴసం ఉనऒ ం޶న ఒకܽ అ޳ࡱߧ ߖभ ం మࡓ ࠾ࡍంݡ చޔరऴసం ھ ڷࡱߕ ݞږడनڒ ࡯బܽद x y y 
ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఒకܽ ࠳న࣒ ݀ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ సంߪరप ࡱ࢑వࡹ y y y y y 
ࡓ ݡంࡓ ړఒకܽ ࡯డनھ ڷࡱߕ వలంښ ऱܿ వర ठ࠮లం, ఇھ ޴డन࡯ ఒకܽڷࡱߕ ړ వర ठ࠮లం అޙ࠼ ఒకܽ x 
నऒࠚ ంڴ ఉనऒ  సందరग ంࡓ ࡹంߘ ݡంݟ ఈ ࡔఖ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉండ޶ మ࠾ࡍ ఇߩओ  x y ڕమన ݡ
ఈ ࡔఖ ఉం޴, సంతృߧफ ۮంޔ޶ంڒ ޴బܽद ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ x x x 
మనం ߰ం޴న వర ठ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపࣃࡏफ పऱ࣒ ߩరऴసం చదరޔచ ࠼ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ࠳న࣒ m x mc  
ప ࡯డनھ ݡంࡓ ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛ బܽद ఒకܽ పऱ࣒ڒ సࠪనం ړ వర ݡంࡓ  ठ సࠬకరణం ࡅకए  ల c x x࡮࠮ 
 తफం࠴
छ޳ న࣒࠳ ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ,޴బܽद ࠳న࣒ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ࠳న࣒ ࡓంࠑ ݡ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఒకܽ b mc a m x x
छ޳ ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ c a ࡌ

చదర޳ ߩछ ఒక పऱ࣒ ߩచదర ݡంࡓ న࣒࠳ బܽद ఒకڒ రऴసంޔచ ࡌ  so c m x x x x  ߩతफం చదర࠴ ݡంࡓ 
ప  ޴ఇ ݡంࡓ ఒక ڷࡱߕ న࣒࠳ ऱ࣒  చదరߩ సࠪనం 4 ߘం࠳ 4  ݟన࣒ 2 ࠴తफం ࣋ए छ ࡛ x x x 1 x 2 m mc 
ऱ ࣋एࡏࣃ న࣒ 4࠳ छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ऱ మనం ࣋एࡏࣃ 4 ݟంߘ 4 ߖߖ޵ బܽदڒ ࡛ छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ x 1 x 2 c m m m c 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒  చదర࠳ ߩన࣒ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ బܽद ࣋एڒ ݋࢓అ  ߖ   छ ए࣋ ࣄ ࡛ छ amc 4 a m 4 ړ ࡛ 4 m 
ऒߕफࢂڙࣆޓ AI ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ ऱࡏࣃ ࡏపదࣔ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ޴బܽद ఇڒ ࠭
߰ంߘ ߖ  ࠭ޑ޶ంڵ࠙ ړڷࡱߕ ݟంచంݟ మ࠾ࡍ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ n to a minus mc m y y mx 1 
 ప ऱ࣒ న࣒  ప࠳  ऱ࣒ ࡓ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ  ऱܿ ఒక ࠳న࣒ ࡓంړݡ సࠪనం ڒబܽद ޓగ ࡅకए  c mx 2 c m x x 
߰డ࢓ పరంڴ పరంڴ  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡓంݡ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  m c x 1 x y y 
వర ठ࠮లం ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ  కएx 1 x 2 m x 1 x 2ࡅ ࡛
వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం, ఇ޴ వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ఒక పऱ࣒  చదరࡏࣃ ߩऱ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ m mod x x 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ ߰ం࠭޳ ఒక ࠳న࣒ ࡓంݡ చޔరऴసం పదࣔࡏࣃ ࡏऱ ఒక ࠳న࣒ ޳छ  x x mc m ݟంߘ ࡌ
ఒక వర ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڷࡱߕ ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ߘంݟ చదరࡏࣃ ߩऱ ڷࡱߕ ఒక ࡏࣃऱ ࠳న࣒ m m mc 
కएࡅ  వర ठ࠮లం 

మ࠾ࡍ పరంڴ ߰ందޓ ړߖݞగ ࡅకए  ߰డߘ࢓ ఇࣆफంڒ ޴బܽद మనం మࡱ࢑ ࠾ࡍవߘ x 1 x 2 m c x 
మ࠾ࡍ పరంڴ ఉంచవ۪ऐ घࡏ߷ సంڝ   one y one x two y two l x one y one ڴపరం ߖ࡮

߰ందంࡓ ݟంݡ పకए న మనం ࠳ ߖన࣒ ࡓంࠑ ݡ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ మړ ࠾ࡍ y m y 1 y x x c y 
సࠪనం ఒక ࠳న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంࠑ ݡ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ఒకܽ సࡔ తࡌछ త మనం y y x x x 
ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए  సࠬకరߖހऒ  కھߘంܼ࠭ ڒబܽद ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए  సࠬకరణం ࡮ࠒࡌߦ y 
చޔరऴړߖࣃ ఒక ࠉం࢓޶ వదभ ھ ڷࡱߕడनړ࡯ సࠪనం ఒకܽ ఒకܽ ڒబܽद  మనం ఒక ߘ࡮ࠒࡌߦ x y 
 x one y one݋ంܐం, మనం ఈ ܼం޳ంڕߘఅ ߖఅ ࢓޶ంࠉ ంతڜ ߯࡮ࠒࡌߦ ޴ߝఅ ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆޓ
కएࡅ ߤࡷ  సࠬకరߖހऒ  ఈ ࠉం࢓޶ వదभ కڝߘए ࢐లڕߘంܿߕऒ  x one y one m ࡱ࢐ ڕఖࡔ బܽदڒ ,࠭
ఉందߖ అڕߘం޳ం, 
ఆ߯ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం ఇߩओ छ޳ న࣒ ఒకܽ࠳ ߤࡷ ݋ంܐంܼ  ݡ ఇవछ ࡌ బݟంࡓ ޴ ऱܿ ࠳న࣒ y y m x x 
ఒకܽ అం݄ ఈకछ ప  ܿ ࡽ ऱ࣒ ఈకछ ࠳ ࡎࣃ  ప  ܿ ࡽ ऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ ఎ࠹ఎڡझ  వߤ ܿ ఈకछ  ఈy mx mx y ړ ࣄ ܿ ࡽ

పంړ फ ܼంܐం݋ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ  చޔరऴసం ړ ڷࡱߕ సࠪనం అޙ࠼ y 4ax
అం݄ ࡓ ऱܿ ఒక ࠳న࣒ ఒకܽ, ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ వ࠳ ߤ వߤ పऱ࣒  ఈకछ  a m y mx m x a ړߖݞయࡌ ߖఅ ࡗ܋ ܿ ࡽ

సࠪనం ڒబܽद ߘ ߖ޵ంࡱ࢑ ݟవ ఎంత ఇ޴ అ޴ߝ  ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ కएࡅ ݋ࡐ ࡛  వߤ ࣋ए छ ࡛ m m y 1 y 
झڡ࠻ ࡛ࠂ న࣒࠳  వړ ߤ సࠪనం ࡓంڵ࠙ ޜࠬ ݡంచబݟనࡓ ޴ంݡ ఒకܽ ߗڒ ఒక చޔరऴసం ڷࡱߕ x y 
 బܽदx y m y xڒ ఒకܽ ݡంࡓ బܽद ఒకܽڒ ޴ఉంܿం ߯࡮ࠒࡌߦ కం݄ ఒక ఒకܽ޶సࠪనం ఎం ړఒకܽ ࡯డनھ

ఈ ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए ఈకछ ߖߖ޵ ߤవ ݀ ࠑ ߤసࠪనం  వ ࡱ࢐  ए࣋ ߤవ ڴ ࡽ छ  uh m y x m y x ܿ ࠑ ࡛
వߤ వߤ అݞږ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  y y x y ޜఒకܽ ߤవ ݡంࡓ ఒకܽ ࡯డनھ ڷࡱߕ రऴసంޔఒక చ ߗڒ 
బܽद ఒకܽ ఇకएڒ ޴ంݟంచబڵ࠙ డ ర޶भ ۯయబޔݡం޴ మ࠾ࡍ మనࡓ ڕం࢑ ݡభ܊ంచబݟం޴  వߤ x y 
छ޳ घࡏ߷ మనం ఈ ࡌ छ޳ ߤసࠪనం వ ړݡంࡓ ߖ ࡮ కएࡅ ߤࡷ ݋ంܐంܼ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ  m y 
సࠬకరణం 

 ప ऱ࣒ छ޳ సࠪనం 2 ړ ޙ࠼న࣒ అ࠳ సࠪనం ړ  छ޳ ࡌ ఇవछ ࡌ బޔݡంࡏࣃ ޴ऱ  ప ऱ࣒  mx c y mx 1 m a y 1 x 
 బܽदy 1 m x m x yڒ ݡంࡓ ࠑ ऱ ఒకܽ ఒకܽࡏࣃ फ࣋۫ ݟంߘ దܽ సࠬకరణం࠴ ఈ ࡏࠬ ऱ ఒకܽࡏࣃ న࣒࠳

ఇࡓ ޴ంھ ݡడनړ࡯ ఒకܽ పऱ࣒  ఒకܽ ࡓంړݡ సࠪనం మనం ࡏࣃऱ ࣋ށڷफ ఇࣆۨࣇ ޴फం޴  y y y1 y y1 
సࠪనం  ప ऱ࣒  వߤ ࣋ए छ ओߩఇ ݀ ࠑ ࡛ ऒߖࣃరऴޔమనం ఒక చ ݡ  బܽद2ax yڒ ం޳ఉం۪ ڴఒకܽ ࡯డनھ ڷࡱߕ 
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ఇࡓ ޴ంھ ݡడन࡯ ప ऱ࣒ ప ࡯డनھ ݡంࡓ  ఒకܽ అం݄ ఒకܽ సࠪనం ࡯డनھ ڷࡱߕ  ऱ࣒  ఒకܽ ڒబܽद ఇ޴ yy x x 1 y
కएࡅ ߤࡷ ݋ంܐంܼ ߖࡹ ݋ం࠼ߦ   సࠬకరణం, ఇ࡮ࠒࡌߦ ޴ ࣋ए छ కएࡅ ߤࡷ ݋ంܐంܼ ڕ ࡛  1 y 

సࠬకరణం, ఇ߯࡮ࠒࡌߦ ޴ 
ఒక ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ھ ڷࡱߕడनړ࡯ సࠪనం సڒ ࡔబܽद  ߯࡮ࠒࡌߦ ࠭࠲ x y 

కएࡅ ߤࡷ ݋ంܐంܼ ړߖࣃరऴޔచ ࡮ࠒࡌߦ న࠳సࠪన ړ࡯డनھ వదभ 4 ݋ం࠼ߦ  సࠬకరߖހऒ  x 1 y 1 y 
߰ంࡏࠬ , ࠭޳ ఉతओ ऒߕ ల ࡍڷంۨ ڕࣆࡱޘనऒ టऱޙ࠼ ఇڕ࡯ڒ ޴ङ ల࣒ ߖ ఉపڵࡆంۨ ڝࣆޓ ݞږవ۪ऐ  
కएࡅ బܽद సࠬకరణంڒ  ఈ ࢓ङ తओ ङڕ࡯ڒ  ం޳޶ం߰ ߖफޒ ల࣒ ߖ ఉపڵࡆంۨ ܼంܐంࡹ ߤࡷ ݋ మనڷࡱߕ ڕ 
న ࣋ए࠳సࠪన ړ࡯డनھ छ ࡛ సࠬకరణం ఉం޴, ఇࡅ ࡮ࠒࡌߦ ޴కए  సࠬకరణం ݞږ ఒక ఒకܽ ఈ ఒకy x y x 

ఒకܽ ߯࡮ࠒࡌߦ ఉంܿం޴ అం݄ ఒక చޔరऴసం ھ ڷࡱߕడनړ࡯ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴  y y x 
కएࡅ వదभ ఉనऒ ࢓޶ంࠉ ఖ߯ ఒక ఒకࡔవऴక ߕ޼న ఏ࠳సࠪన ړ   ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए ఒక f ࡱ࢐  x y x y 
झ࡯࠻ۯ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ ࢟ܽ࢘ࡍݥ వదभ ݋ం࠼ߦ ంద࡮ऱ   అڒ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ޴ߝబܽद ߖ dydx do dydx ys
एړࡵ ంచంھ 4  ݟడनړ࡯ సࠪన࠳న చࡏޔग ऒߖ܉  మనం ړ సంబం߅ంۨ ࠡదం ࣋ۯफ మన2 ڕ సࠪనం x ydydx 
ࡓ 4 ऱܿ వࣆफం޴ , అం݄ ړ సࠪనం అ޳ ߖछ ఒక dydx 2 a ޴ߝఅ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ y m x y 
సࠪనం dydx ړ ݋ߠ ߤవ ࠑ ݀ ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ߖࡹ ݋ం࠼ߦ a y 
घࡏ߷ ޻ంۨ ఇڵࡆఉప ߖޒపܽ పదमߘ࠭ ࠪ ࠭࠲ బܽदڒ  m a y ,࠭ࣃۯ సࠪనం ړ ߤవ ࠑ ݀ ߘ ࡮
అޙ࠼ ఇంࡹ޶ ఎڕए వ ࠊజగށతం ఉంܿం޴, అڕ࡯ڒ ڕࠬ ޙ࠼ङ ల࣒ ࣋࡯ޘफ ࠬߖ޵ ࡏऒ  ڴలభంࣆ 
߰ందవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ సࠬకరణం ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए  సࠬకరణం ࠳న࣒ ఒకܽ ࡓ ऱܿ ࡓ ऱܿy y m m 

 a y x x yy y ࡯డनھ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡯డनھ ݡంࡓ రऴసంޔన࣒ ఒక చ࠳ ఒకܽ ޴న࣒ ఒకܽ, ఇ࠳ ऱࡏࣃ ఒక ࠑ
ఒకܽړ సࠪనం అޙ࠼ ఒక చޔరऴసం ھ ڷࡱߕడन࡯  ఒకܽ ڒబܽद ఒకܽ ࠳న࣒ ھ ڷࡱߕడन࡯ ఒకܽ y yy 
ࡓ ޴ఒకܽ ఇ ࡯డनھ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡯డनھ ݡంࡓ ऱܿ ఒకܽ ࡓంھ ݡడनړ࡯ సࠪనం పऱ࣒  y y ޳ࡶ ఒకܽ ࡯డनھ ݡంࡓ 

ఒకܽ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ  ప ऱ࣒  ఒకܽ yy x x 
ए࡛ࠪࡍ ޙ࠼ంۨనటऱߖగమ ࡏࠬ బܽदڒ ఈ ఉతओ  ݟయంۯ  నऒ ం ߯ ఉతओ నऒ ం అߖ ఊࣕࣆफం޴ ఈ ࠼ߦం݋ x 
వߤ వߤ అ࠮ ޴ߝలం ߕࣆऒ ऒߕࣆ  నऒࠚ ړ ంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ మనం ࡓంࠑ ݡ ఒకܽ ޳ࡶ y a y 
ऒߕफࣆऴ࢐ ߖఅ ߤఎ వ ݡంࡓ  x ޙ࠼అ ,ݟంڝߘఅ ࡮ఇ ޴బܽद ఇڒ ࠭

ఒక వ࠼ߦ ߤంߕࣆ ݋ऒ ऒߕࣆ   అޙ࠼ ఇࢣ ޴ర लం.x y 
ए࣋ ࡮ࠒࡌߦ   छ ऒߕࣆ ࢓޶ంࠉ మనం ఈ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ࡯డनھ ڷࡱߕ ࡛ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ,  ం݄ڕࣆޓ ߖ  y 
ऒߕࣆ  వదभ ఉనऒ  ܼంܐంߤࡷ ݋ అࣾం అߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ ఎం޶కం݄ అࣾం ఈ ߘ࡮ࠒࡌߦ ఒక y y 
ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ ऒߕࣆ   వదभ ࠪऴత࠲ కࣆࡱफంڒ ޴బܽद ఈ సࠬకరణం అࣾం ߖ޵ సࠬకరణం ߕࣆऒ  y  x ړ
సࠪనం ڒబܽद మనం 
߰ం޴న సࠬకరణంࡹ ఒకܽ ࡓంھ ݡడन࡯ ప ऱ࣒  ఒక సࠬకరణంߕࣆ ࡹऒ ऒߕࣆ   సࠪనం ఒక ఒకܽ y x x y ړ
ఉంۨޙ మనڕ ఎడమ ߕࣆ ߩ࢙ ޒۯऒ .޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ 0 ޜ࡯డनھ ݡంࡓ 

సࠪనం 0 ڒబܽद సࠬకరణం ఒకܽ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ సࠪనం  ప ऱ࣒  ఒకܽ ࠼ߦంߕࣆ ݋ऒ ऒߕࣆ   x yy x x  ݞږ ړ
 ޴ంޔऱࡱۮ
కएࡅ ݋ంܐవదभ ܼం ݋ం࠼ߦ ఒక ݋ం࠼ߦ ޴బܽद ఇڒ  ఖ x 1 yࡔ రణ߄ࣃ ࠭࠲ రణ సࠬకరణం߄ࣃ 
కएࡅ  సࠬకరߖހऒ  కھߘంܼ࠭ ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ వదभ ఒకܽ ఒక సࠬకరణం x y 
ఖ y nt x one y xࡔ రణ߄ࣃ బܽदڒ సࠪనం ړ ڷࡱߕ ఒకܽ ࡹరऴసంޔచ ࡮ࠒࡌߦ  రణం߄ࣃ వదभ ࠼߱
అం݄ ఏࠫܽ ڒబܽद మనڕ ఈ ࡮ࠒࡌߦ ఉం݄, మనం ఒక ࠼ߦం݋ ఒకܽ ڕࣆޓం݄ సओ రज  x one y޴ఖ ఇࡔ 
మ߄ࣃ ࠾ࡍరణ ࡔఖ లంబంڴ ఉంࡔ ݦఖ.
 సओ రज కएࡅ ݋ంܐంܼ ߤࡷ ݋ంܐంܼ ޴ఇ ࠾ࡍఖ మࡔ రణ߄ࣃ ޴ఇ ڕఖࡔ క ఈߘక ڕఖࡔ   సࠬకరణం yy 
ఒకܽ ࡓంھ ݡడन࡯ ప ऱ࣒  ఒకܽ ڒబܽद ఒకܽ ߕࣆऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖߖ޵ మనం ޙ࠼అ ޴ߖڒ  x y y a y ࠑ ݡంࡓ  
ఒకܽ  ప ऱ࣒  ఒకܽ ڒబܽद x x 
ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए छ޳ ݡంࡓ ࡱ࢐  छ޳ ఒకܽ ࡌ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇ߄ࣃ ޴రణ ࡔఖ ࡅకए  a y ߘࡱ࢐ 
भ޳ࡱߧ ߖమనం అ ߖߖ޵ ,޴फంࣆۨࣇ ం ఇ࠳ ޴న࣒ ړ ࠑ సࠪనం ఎం޶కం݄ ఇࡓ  ࢑ంݡ పంڕफࡱ m y1 2a
లంబంڴ ఉంܼ࠼ 
కएࡅ ࡱ࢐ ,  ఉతओ  బܽद yڒ ޴फంࣆవ ڴݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡱ࢐ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ फޒ
 y y y y x x  ݋ࡵ న࣒ ఒక࠳ ऱࡏࣃ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ సࠪనం ڕࡱ࢐ న࣒ ఒకܽ࠳ రణ సࠬకరణం߄ࣃ
ऒߖހఈ సࠬకర ࠭࠲ फࣃऴ࢐ ڴపరం ࡱ࢐  మన వదभ ఉనऒ  ڴపరం ࡱ࢐ బܽदڒ ࠭  m m m y ݀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ 

అం݄ వ࠳ ߤన࣒ ݀ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఒకܽ వߤ ࣋ए छ ए࣋ ߩఅం݄ చదర ࡛ࠂ ࠑ ࡛ छ  a y am x y a m ړ ࡛
ࡓ ڷࡱߕ ऱܿ సࠪనం  ޳ࡶ ڷࡱߕ ఇ޴ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद ߄ࣃరణ సࠬకరణంࡹ ఉంచడం a am 
వలన ࠳న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽࡓ ړంࡏࣃ ݡऱ ࠳న࣒ ఒకܽ మన࠳ ڕన࣒ ఒకܽ ఒకܽ y y m y x x y y y 
బܽद  పڒ ݡంࡓ న࣒࠳ ऱ࣒  ݀ సࠪనం ࡓ ऱܿ ࠳న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ࠳న࣒ చޔరऴసం, ఇ޴ m y am m x x x am y
 mx am am q ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡵऴ࢐యడం వ ߖన࣒ అ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒࠳ ߘ

వߤ ఒక ࠉం࢓޶ వదभ ߄ࣃరణ సࠬకరణం, ఇ޴ పరంڴ  ఒకܽ చޔరऴసం మ࠾ࡍ ఒకܽ ࠳న࣒ x y mx am y 
ए࣋ ߯࡮ࠒࡌߦ బܽद మనం ఒకڒ ݡంࡓ छ  ऴ࢐࣋फ , am am am ڴ࢓޶ంࠉ రణ߄ࣃ ఒక ߖఅ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛
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సࠬకరߖހऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ߖన࣒ అ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳   mx am amq ok y 
फࣃۯ ࢐త మనంࡏబܽद తڒ ࠭ సࠗ ܼంܐం݋ మ࠾ࡍ సࠗ ߕరघ రछߖ ߖ࢐ܽ ݦలవబߧ ߖఅ ࡽ ۨంచంݟ 
మ࡮ࠒࡌߦ ࠾ࡍ సࠗ ܼంܐం݋ మ࠾ࡍ సࠗ ߕరघ  ݟనంھߘక ߘ࢓సం ߰డڝ ࡽ
 సࠪనం ha  ve y ړ࡯డनھ ڷࡱߕ రऴసంޔచ ࡮ࠒࡌߦ ࠭࠲
వదभ ఉనऒ ࢓޶ంࠉ ం , ఈ޳ంڕߘఉంద ݋ం࠼ߦ ߯࡮ࠒࡌߦ ,  ܼంܐం޳۫ ߖ ߤࡷ ݋भ ం మ࠾ࡍ ఈ p p 
ܼంܐంߤࡷ ݋ అࣿߖऒ  ఒక ࠉం࢓޶ వదभ కࣆࡱफందߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ మనం ߄ࣃరణ ࡔఖ޳ڶ ߘभ ం x 
మ߄ࣃ  ࠾ࡍరణ పంړ फ ࡹ అࣿߖऒ  కࣆࡱफం޴ అڕߘం޳ం ఇ޴ లంబంڴ ఉంܿం޴ అߩओ n ࡔఈ స ݡ x pt 
అߩओ  p x ݞږ ڴలంబం ړߖఅࣿ ݟంߘ మనం ఈ ݡ
फࣃڶ भ޳ࡱߧ ߖఅ ߘ࢓޶ంࠉ బܽद ఆڒ ࠭ ం ڒబܽद అ࠼ߦ ޴ߝం݋ మ࠾ࡍ వݠन ࢑࠙గం ࠼ߦం݋ a pt p 
మధङ  ܼంܐం݋.

అࣾం ࠬద మ࠾ࡍ   x 
అࣾం ࠬద ߖ޵ ऴ߰ߤࣾܐ ఎనࠢ ڒబܽद ߖߖ޵ సࠗ ܼంܐం݋ అࣃࡱߧ ߖफ  x ࠾ࡍమ ࡏ

రघߕ సࠗ ޴ऱ ఇࢁफ మ࣋۫ ߖ ఈ ࡏࠬ సࠗ pn ޴ఇ  ޴ఉంܿం ࡮అ ߤࣾܐऴ߰ ߖ޳ అࣾం߯ ࠾ࡍమ ࡽ x 
ܼంܐం݋ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక సࠗ ߕరघ కएࡅ ݋ం࠼ߦ బܽद మనంڒ ࡽ ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ ఒకܽڴ p x one y 
కएࡅ ߤࡷ ߤࡷ ݋ంܐం݄ , ܼంڕࣆޓ  సࠬకరణం మనࣆࡱޘ ڕफం޴ ఒకܽ  ࡓ ऱܿ ఒకܽ సࠪనం pt y m yy 
ऱ  పࡏࣃ ݡంࡓ ऱ࣒  వڒ ߤబܽद ڝఆࡍ नߕࣆ ݋ߝऒ छ޳ ఉంచడం ߖ న࠳సࠪన ړ కएࡅ  ࡌ టदవ۪ऐ߭ ߖ   x  x y t s
ఒక ߕࣆ ࠪڒऒ  ఎం޶కం݄ వߤ ఒకܽ ڒబܽद ఈ ࠉం࢓޶ p x y t 
రࢣ लం ߘంݟ సࠪన ޷రంࡹ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం݋ ఈ ࢣర लం ߘంݟ సࠪన ޷రంࡹ o a t 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఒక ࣎ టߵ సࠗ ܼంܐం݋ వదभ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ఒకܽړ సࠪనం మ࠾ࡍ ఈ ఉప అం݄ ఏࠫܽ x 
ఈ ఉప ߄ࣃరణ గమߖకߘ కھߘనړߖݞ, ఈ ऴట࠻ంࡽڵ ܼङ  ߖఉంద ࡯߱ ߘ ߤߦ ࡽڵం࠻ऴట ߵ
ఎంڕ޶ అం݄ ఇ޴ ఎంڕ޶ అం݄ ࠬࡏ ఈ ߖހڝऒ  ۫࣋फ మనం ܼޓ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ మ݋ߦ ߖߖ޵ ࠾ࡍ 
లంబ ڝణ ऴࠜޒజం అߖ అంܼڒ ࡏబܽद ఈ ڝణం 2 ࠳న࣒ ޳छ  బܽदڒ ࡱڶऴݟ 90 ޴ऱ ఇࢁమ ܼޓ  ޴ంޔ࢓అ ߯ ࡌ
ఈ ڝణం ڒ ܼޓబܽद ࠻ంࡵ ࡽڵ ఎܽ࠻ ߧంࡽڵ ఎߧఎޜ ߤ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ , ఆ߯ ఒక ޛంࠢ ݟऴࡱڶ 
छ޳ ߘߝ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡱ܉ࠜޒऴ ݡంࡓ బܽद ఈڒ రణం߄ࣃ  AP ޻ऴ࢐࣋फ ఇ ݟంచబڵ࠙ ࡌ
࢑షయం ޳छ పङࡐࣃ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ  ऴ܉ࠜޒలߖ ࡹషओ ऒߕఉ ࡮ښఒ ࡱफޔ యߖ మనࣆࡱޘ ڕ ap 
ap apap y y ޴ఒకܽ ఇ ޙ࠼ఏࠫܽ అ ࢓డ߰ ޙ࠼అ , ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړߖࣃరऴޔవదभ చ ޴బܽद ఇڒ
ఒక చదరࠑ ߩ వదभ ࡓంݡ ఒకܽ ߗڒ చదరھ 4  ߩడन࢑ ޜ1 2 ߖ 1 ࡯భ܊ంۧڒ ࡏబܽद ఇࣄ ޴बరం 2 x y 1 x a 
రघߕ బܽद సࠗڒ రघߕ బܽद సࠗڒ ంకంࡌबࣄ ޴సࠪనం, ఇ ړ ݡంࡓ ޴ߝఅ ࡽ ߯ ߤవ ߤవ ݋ం࠼ߦ ޴ߝఅ ࡽ  a x y 
ఆ߄రపݟ ఉండ޶, అޙ࠼ సࠗ ܼంܐంڝ ݋ఆࡍ न݋ߝ ߯  ఆ߄రపݟ ఉంܿం࠼ߦ  ޴ం݋ x x one y one 
ङߕఉప ࡍప޶త ࠭࠲ బܽदڒ సంࡹ ఈ ఉపߕङ సం ڝసం ఇకए డ ఆࣃ࢘ߧफ ࠭ , ܼంܐంߕ ݋రघ  ړ࢐ܽ నࡷద࠴ ࡽ
సంబం߅ంۨన మߖڜࡍऒ  సమసङ లࣃۯ ߘफ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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