
ஷம்௖ப் ௔ரி௵களில் ௳ரி௵ைர 6 க்ஶ வ௠க, எனேவ ௚த௧ல் 
ேகாட்ூன் ஶ௥க்ஶெவட௄்ப் ௖ள்ளிகள் க்ஶ சமமான பரேபால சௌரம் நான்ஶ y mx plus c y x 

க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த பரவைளய சௌரம் நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமமாக y 
இ௠ந்தால் பரவைளயமாஶம் உச஼்யானௌ ேதாற்றத்ொல் உள்ளௌ மற்௥ம் அசா் அசா் ஆஶம், x 
எனேவ இௌ நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமமான பரவைளய சௌரத்ொன் சமன்பா௄ ஆஶம், ேம௩ம் y 
எம்எக்ஸ் ௔ளஸ் ஼க்ஶ சமமான ஼ல ேகா௄ உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ௔ன்னர ்y 
இந்த ேகா௄ ெவட௄்ம் ௛ன்௥ சாத்ொயக்ஷ௥கள் உள்ளன.
 இரண்௄ ௖ள்ளிகளில் பரவைளயம் அல்லௌ ஒேர ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் பரவைளயத்ைத ெவட௄்ம் 
ேகா௄ நம்௘டம் இ௠க்கலாம், இந்த ேகா௄ பரவைளயத்ௌடன் ெதா௄வாக இ௠க்ஶம் அல்லௌ 
அந்த ேகா௄ பரவைளயத்ைத ஶ௥க்ழடாமல் இ௠க்கலாம், எ௄த்ௌக்காட்டாக இௌ ௛ன்௥ 
வழக்ஶகள் உள்ளன.
  வரி ஒ௠ இரண்௄ ௛ன்௥ எனேவ வைரபடத்ொல் இ௠ந்ௌ நாம் காணக்ஷூய ௛ன்௥ l l l 
சாத்ொயக்ஷ௥கள் ெவட்௄ம் ௚தல் இரண்௄ ௖ள்ளிகள் இரண்டாவௌ ெவட௄்ம் ஒ௠ ௖ள்ளி 
மட௄்ேம மற்௥ம் ௛ன்றாவௌ ெவட௄்ம் ௖ள்ளிகள் இல்ைல எனேவ நாங்கள் ௳௠ம்௖ழேறாம் 
இந்த ௛ன்௥ நிகழ்௵க௬க்ஶம் நிபந்தைனைய இயற்கணிதப்பூ க௯க்க ௳௠ம்௖ழேறாம், 
எனேவ இன் ஶ௥க்ஶெவட௄்ப் ௖ள்ளிகள் y 

௔ளஸ் மற்௥ம் பரவைளய சௌரம் நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமமாக இ௠ப்பைதக் கண்ட௣ய, mx c y 
க்ஶ சமமான க்ஶ ஐ ைவக்ழேறாம்.y mx c 

 பரவைளயத்ொன் சமன்பா௄ எம்எக்ஸ் ௔ளஸ் ஼ ஸ்ெகாயர ்ஐ நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமமாகப் 
ெப௥ழேறாம் , இௌ எம் சௌரம் சௌரம் மற்௥ம் 2 எம்஼எக்ஸ் ௔ளஸ் ஼ சௌரம் 4 ேகாடரிக்ஶ x 
சமம், அதாவௌ ௙ சௌரம் சௌரம் ஷட்டல் இரண்௄ மடங்ஶ எம்஼ ைமனஸ் இரண்௄ ேகாடாரி x 
ஷட்டல் ஼ ஸ்ெகாயர ்என்௥ எ௱ௌவதற்ஶச ்சமம்  0 க்ஶ சமம்.
 எனேவ இந்த இ௠பூ சமன்பாட்ூன் இன் ேவரக்ள் ெவட௄்ம் ௖ள்ளி௜ன் x x 
ஒ௠ங்ழைணப்ைபக் ெகா௄க்ஶம் , ௔ன்னர ் சமன்பாடை்டப் பயன்ப௄த்ொ y y 
ஒ௠ங்ழைணப்ைபக் காணலாம் மற்௥ம் க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ இௌ ஒ௠ இ௠பூ சமன்பா௄ mx c 
ஆஶம்.
 

இல் இ௠பூச ்சமன்பா௄, எனேவ அௌ உண்ைமயான மற்௥ம் தனித்ௌவமான பாைதக௬க்ஶ x 
இரண்௄ உண்ைமயான மற்௥ம் தனித்ௌவமான வ௯கைளக் ெகாண்௄ள்ளௌ அல்லௌ சமமான 
வ௯கைளக் ெகாண்௄ள்ளௌ, அதாவௌ ஒேர ஒ௠ உண்ைமயான பாைத அல்லௌ இரண்௄ 
உண்ைமயான ஼க்கலான பாைதகள் இல்ைல என்றால் அதற்கான நிபந்தைன இந்த இ௠பூச ்
சமன்பாட்ூன் பாரபட்சமான பாஶபா௄ 2 க௯த்தல் 2 ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் 4 மடங்ஶ சௌர mc m c
சௌரத்தால் ெகா௄க்கப்படூ்௠ப்பைதக் காண்ழேறாம், இௌ 4க்ஶ சமம்  சௌரம் சௌரம் m c 
எனேவ சௌரம் சௌரம் ரத்ௌெசய்யப்படலாம் , இௌ 16 மடங்ஶ ஒ௠ சௌர ைமனஸ் ஏஎம்஼க்ஶ m c 
சமம் எனேவ  ஒ௠ சௌரம் ைமனஸ் ஏஎம்஼ 0 ஐ ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால் ஶ௥க்ஶெவட௄்களின் 
இரண்௄ ௖ள்ளிகள் உள்ளன, அௌ ஐ ௳ட ெபரியௌ எனேவ இௌ  பாஶபா௄  mc 
ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ, 
நமக்ஶ இரண்௄ ெவட௄்ப் ௖ள்ளிகள் இ௠க்ஶம்.

ஐ ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால் , இன் இரண்௄ மொப்௖கைளப் ெப௥ழேறாம், எனேவ   mc x a mc 
க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் இரண்௄ ெவட௄்ப்௖ள்ளிகைளப் ெப௥ழேறாம், ௔ன்னர ்நாம் ஒ௠ 
ெவட௄்ப் ௖ள்ளிைய மட௄்ேம ெப௥ழேறாம் , ேம௩ம் ேகா௄ பரவைளயத்ௌடன் ெதா௄வானௌ 
மற்௥ம் ஶைறவாக இ௠ந்தால்  ௔ன்னர ்ெவட௄்ம் ௖ள்ளி இல்ைல, எனேவ க்ஶ சமமாக a mc mc 
இ௠க்ஶம் ேபாௌ ேகா௄ க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ பரவைளயத்ைத ஒேர ஒ௠ y mx plus c 
௖ள்ளி௜ல் ெவட௄்ழறௌ , எனேவ இௌ நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமமான பரவைளய சௌரத்ொற்ஶ y 
ெதா௄ேகா௄ உள்ளௌ, இௌ எந்த ௖ள்ளி௜ல் உள்ளௌ 
இந்த இ௠பூ சமன்பாட்ூன் ௖ள்ளி௜ல் ெதா௄ேகா௄ உள்ளௌ, பாஶபா௄ 0 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்
ேபாௌ ஐ ோரக்்க ௚ூ௞ம் என்பைத ஆல் ெகா௄க்கப்படட் ௖ள்ளி கமா இ௠பூ x x x y 
சமன்பாட்ூற்ஶ சமம் ேகாடாரி சௌரம் ௔ளஸ் ௔ளஸ் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம்  ேவரக்ைள bx c 
நாம் ைமனஸ் ௔ இரண்டால் ெப௥ழேறாம், அதாவௌ ைமனஸ்  ௅ எம்஼ ைமனஸ் ௅ைவ இரண்௄ 
௙ சௌரத்தால் வஶக்ழேறாம், ஆனால் இந்த ௳ஷயத்ொல் என்பௌ எம்஼க்ஶ சமம், எனேவ இைதa 
ைமனஸ் ௅ எம்஼ ைமனஸ் ௅ எம்஼ என்௥ எ௱தலாம், எனேவ இைத இரண்௄ ௙ சௌரத்தால் 
வஶக்கலாம்.
 இௌ க்ஶ சமம் சௌரம் அல்லௌ க்ஶ ஆல் வஶக்கப்ப௄ம் மற்௥ம் ஐ ஆல் ஆல் mc m c m x m m 
வஶத்ௌ, சமன்பாட்ூல் க்ஶ சமமான ஐ மற்௥ம் க்ஶ சமமாக ைவப்பௌ க்ஶ சமம் y y c mx c y 
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ெப௠க்கல் ஐ ஷட்டல் இௌ இரண்௄ க்ஶ சமம் எனேவ m x m c, c 
மற்௥ம் க்ஶ சமமான ேகா௄ பரவைளயத்ொன் ெதா௄ேகா௄ ஆஶம் சௌரம் நான்ஶ mx c y y 

ேகாடரிக்ஶ சமமான ௖ள்ளி௜ல் ஆல் காற்௖ள்ளி ௛லம் இரண்௄ வழங்கப்பட௄்ள்ளௌ c m c m 
ெப௠க்கல் சமம் க்ஶ சமம் எனேவ ேகாடூ்ன் சமன்பாடை்ட ெதா௄ேகாட்ூன் c a 
சமன்பா௄ ஷட்டல் மற்௥ம் ஆக௵ம் ெதாடர௖்ைடயதாக௵ம் இ௠க்ஶம்  இந்த mx c mc a 
சமன்பா௄ அ௄த்தௌக்ஶ சமமானௌ, ஒ௠ பரவைளயத்ொன் தண்௄ நீளம் நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ mc 
சமமான சௌரத்ொன் தண்௄ நீளத்ைதக் கண்௄௔ூப்ேபாம்.y 
  இந்த நாண் இன் நீளம் என்ன, எனேவ ஆயத்ெதாைல௵கள் ஒன்௥ ஒன்௥ மற்௥ம் pq ps x y q 
ஆயத்ெதாஶொகள் இரண்௄ இரண்௄ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ேம௩ம் இந்த வரி௜ன் x y 
சமன்பா௄ மற்௥ம் க்ஶ சமம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ ஒன்௥ ஒன்௥ mx c y x y 
மற்௥ம் ேச௠ம் நாண் நீளம் பரவைளய சௌரத்ொல் இரண்௄ இரண்௄ என்பௌ நான்ஶ x y y 
ேகாடரிக்ஶ சமமானௌ என்பௌ இன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶ சமம் ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ l x x x 
சௌரம் ஷட்டல் ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ சௌரம் இப்ேபாௌ நமக்ஶத் ெதரிந்தௌ y y 
என்னெவன்றால், 

ஒன்௥ ஒன்௥ மற்௥ம் ஐ இைணக்ஶம் ேகாட்ூன் சமன்பா௄  என்பௌ x y x two y two y 
சரி௵க்ஶ சமம் இங்ேக உள்ளௌ எனேவ இல் எ௱ௌழேறன்  ைமனஸ் ஒன்௥ m fo rm y y 
சாய்௵க்ஶ சமம் ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ ௚ைற க௯த்தல் y y x x x x 
ஒன்௥ எனேவ இௌ ஐ க்ஶ சமம் என எ௱தலாம் ௔ளஸ் என்பௌ ஒன்௥ ah mx y c , m y 
க௯த்தல் இரண்௄ ஒ௠ க௯த்தல்  மற்௥ம் சமம் க்ஶ சமம் இௌ ஒன்௥ y x x two c y1 x x 
இரண்௄க்ஶ சமமாக இல்லா௳ட்டால் நாம் எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம் அதாவௌ இந்த நாண் 
எ௄த்தால் ேகாட்ூன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ேவ௥படட்ௌ , இல்ைலெயனில் சமமாக pq x x 1 
இ௠ந்தால் க்ஶ அௌ ஒ௠ங்ழைணப்௔ல் உள்ள ௳த்ொயாசம், இௌ வைள௳ன் நீளம் ஆஶம், x 2 y 
எனேவ எளிதாகக் கணக்ழட ௚ூ௞ம், எனேவ ஒன்௥ இரண்௄க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் , நாண்x x 

நீளம் ஒன் ேமாடக்்ஶ சமம் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க.l y 
  ைமனஸ் இரண்௄ மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம் நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமமாக இ௠ப்பதால் ஒன்௥ y y x 
என்௥ம் இரண்௄ சௌரம் நான்ஶ ேகாடாரி என்௥ம் அைழக்கலாம், எனேவ ஒன்௥ மற்௥ம் y y y 
இரண்௄ ஒன்௥ ைமனஸ் இரண்௄க்ஶ சமம் மற்௥ம் ஒன்௥ ைமனஸ் இரண்௄ என்பௌ y y y y 
௚௱ைமயான மொப்பாஶம் .
 நான்ஶ ேகாடாரி ஒன்௣ன் இரண்௄ மடங்ஶ வரக்்க௛லம், இௌ ேகாடாரி ஒன்௣ன் நான்ஶ 
வரக்்க௛லம் ஆனால் ஒன்௥ ேவ௥படட்ால் இரண்ூல் இ௠ந்ௌ இந்த ேகா௄ அசா்க்ஶ x x y 
இைணயாக இல்ைல, இப்ேபாௌ இந்த ேகா௄ உள்ளௌ, இப்ேபாௌ நாம் பாரத்்தௌ 
என்னெவன்றால், ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ, எனேவ ஒன்௥ மற்௥ம் x x x 
இரண்௄ நாம் ெபற்ற இ௠பூ சமன்பாடை்ட ௗரத்்ொ ெசய்ழறௌ சௌரம் சௌரம் மற்௥ம் m x 
இரண்௄ மடங்ஶ க௯த்தல் இரண்௄ ேகாடாரி ஷட்டல் சௌரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் mc  c 
எனேவ ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄ இ௠பூ சமன்பாட்ூன் ேவரக்ளின் ஷட௄்த்ெதாைக x x 
ைமனஸ் ஆல் ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ க௯த்தல் இரண்௄ மடங்ஶ ைமனஸ் இரண்௄ b mc 

சௌரம் மற்௥ம் ஒன்௥ இரண்௄ ேவரக்ள் ஆல் ஒ௠a by m x x c 
சௌரம் சௌரம் எனேவ ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ சௌரம் ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄  so c m x x x x 

௚௱ சௌரம் க௯த்தல் நான்ஶ ஒ௠ இரண்௄ இௌ ஷட்டல் சௌரம் 4 ௛லம் x x x 1 x 2 m to  4 
ைமனஸ் 2 ஒ௠ ௚௱ சௌரம் ைமனஸ் 4 மடங்ஶ என்பௌ சௌரம் சௌரம் எனேவ mc x 1 x 2 c m 

இைத 4 என எ௱தலாம், 4 மடங்ஶ சௌரம் சௌரம் ைமனஸ் 4 ஷட்டல் 4 சௌரம் by m m c amc a 
க௯த்தல் இங்ேக நாம்  சௌரம் சௌரத்ைத 4 க்ஶ ெகாண்௄ ெசல்ழறௌ, எனேவ இௌ ரத்ௌ m c 
ெசய்யப்ப௄ழறௌ, இௌ பொனா௥ மடங்ஶ க்ஶ சமம் ஒ௠ க௯த்தல் ஐ நான்கால் வஶத்தால் AI mc m
மற்௥ம் ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ என்பௌ ௔ளஸ் க௯த்தல் ஷட்டல் க்ஶ y y mx 1 c mx 2 c 
சமம் எனேவ இௌ மடங்ஶ ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄க்ஶ சமம் எனேவ நாண் நீளம்  மற்௥ம்m x x m 

என்பௌ ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ சௌரம் ஷட்டல் ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ சௌரத்ொன் c x x y y 
வரக்்க ௛லத்தால் வழங்கப்ப௄ழறௌ, இௌ க௯த்தல் சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் x 1 x 2 m x 1 
க௯த்தல் சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶச ்சமம்.x 2 
 ஒ௠ ஷட்டல் ௙ சௌர மடங்ஶ ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ மற்௥ம் நாம் ெபற்௥ள்ேளாம் mod x x x 
ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ சௌரம் பொனா௥ ஒ௠ ௚ைற ஒ௠ க௯த்தல் ஐ நான்காகக் x mc 
ெகாண்டௌ, எனேவ இௌ ஒ௠ ஷட்டல் சௌர ெப௠க்கல் நான்ஶ இன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶச ்m m 
சமம்  ஒ௠ ௚ைற ஒ௠ க௯த்தல் சரி, எனேவ இௌ மற்௥ம் இன் அூப்பைட௜ல் mc x 1 x 2 
ெப௥வதற்ஶ நாண் நீளத்ைத அளிக்ழறௌ 

ஒன்௥ ஒன்௥க்ஶ அ௄த்த இரண்ூன் அூப்பைட௜ல் க்கான ஃபார௚்லாைவப் x y y  l 
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ெப௥ேவாம் ஒ௠ க௯த்தல் ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ ௚ைற y y x x x 
ஒன்௥ சரி அ௄த்ௌ நாம் ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பாடை்டக் காண்ேபாம் எனேவ 
ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பா௄ பரவைளய சௌரத்ொற்ஶ ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமம் y 

ஒன்௥ ஒன்௥ எனேவ  நாம் ஒ௠ பரவைளயத்ைத எ௄த்ௌ, என்பௌ x y x one y one 
பரவைளயத்ொன் ஼ல ௖ள்ளிகள் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், இந்த ெதா௄ேகாட்ூன் 
சமன்பாடை்ட இந்த ௖ள்ளி௜ல் ஒன்௥ கண்௄௔ூக்க ௳௠ம்௖ழேறாம், எனேவ x one y 
ேகாட்ூன் சாய்௵ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ௔ன்னர ்ேகாட்ூன் சமன்பா௄ இப்ேபாௌ  m 
ெதா௄ேகா௄ ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம் மடங்ஶ க௯த்தல் ஒன்௥ ெகா௄க்கப்படட்ௌ, y y m x x 
அௌ க்ஶ சமம் க௯த்தல் ஒன்௥ ,  மன்னிக்க௵ம், க்ஶ சமம் ஒன்௥ ைமனஸ் mx x x x mx y mx 
ஒன்௥ , இைத க்ஶ சமமாக ைவப்ேபாம் , இந்தக் ேகா௄ ெதா௄வானௌ என்பைத நாம் c 
அ௣ேவாம்.

சௌரம் நான்ஶ க்ஶ சமம் என்றால்   y 4ax 
என்பௌ க்ஶ சமம் அௌ மடங்ஶ ஒ௠ க௯த்தல் ஒன்௥ இௌ சௌரம் ஒன்௥ என் a m m y mx m x 

ஒன்௥ ஷட்டல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என எ௱ௌவதற்ஶ சமம் எனேவ இொ௧௠ந்ௌ இன் மொப்௖ m 
என்ன இௌ என்பௌ ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் நான்ஶ ேகாடாரி ஒன்௣ன் ௔ளஸ் ைமனஸ் m y y 1 
வரக்்க ௛லத்ொற்ஶ சமம் இரண்டால் வஶத்தால் இரண்௄ ஒன்௥ ஆனால் ஒ௠ சௌரம் நான்ஶ x y 
ேகாடாரி ஒன்௥க்ஶ சமம், ஏெனனில் ஒன்௥ ஒன்௥ பரவைளயத்ொல் உள்ளௌ, எனேவ x y m 
என்பௌ ஒன்௥க்ஶ இரண்௄ ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ இந்த ெதா௄ேகா௄ சரி௵ ௙ சமம்  y x y 
ஒன் ைப ௅ ஒன் இைத௞ம் ௙ சமமாக ஒ௠ சௌரத்தால் இரண்௄ ஒ௠ ஒன் என்௥ x y x y 
எ௱தலாம் ஆனால் ஒ௠ சௌரம் நான்ஶ ேகாடாரி ஒன்௥ இரண்டால் ஒன்௥ ஒன் வஶத்தால் y x y 

ஒன்௥ இங்ேக ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ழறௌ, ேம௩ம் இரண்௄ வஶக்கப்ப௄ம்  ஒன் ௛லம் இந்த x a y 
ித்ொரம் ஐ இரண்௄க்ஶ சமமாக ஒன் ஆல் வஶத்தால் ெப௥ேவாம் மற்௥ம் ெதா௄ேகாட்ூன்m y 
சமன்பா௄ சமம் மற்௥ம் என்பௌ ஒன்௥ க௯த்தல் ஆஶம், இௌ க்ஶ சமமானௌ y mx c y mx 1 m 

ஆல் ஆல் வழங்கப்ப௄ழறௌ ௚ைற ஷட்டல் ைமனஸ் ௙ ெப௠க்கல் ஒன்௥ 2 a y 1 x y 1 x 
இந்த ௚தல் சமன்பாட்ூல் இ௠ந்ௌ பாரத்்தால் ௚ைற ஒன்௥ ஒன்௥ இரண்டாக உள்ளௌ m x y 
எனேவ இௌ இரண்௄ ேகாடரிக்ஶ சமம் ஒன்௥ ஷட்டல் ஒன்௥ இரண்டாக நாம் ஆல் y y y1 y 
ெப௠க்ழனால் இௌ ஶ௣க்ழறௌ  சமம் ஷட்டல் ஒ௠ சௌரம் இரண்டாக இப்ேபாௌ ஒ௠ y1 2ax y 
சௌரத்ைத நான்ஶ ேகாடாரி ஒன்௥ என ைவப்ேபாம், எனேவ இௌ இரண்௄ ேகாடாரி ஷட்டல் 
நான்ஶ ேகாடாரி ஒன்௥ இரண்டால் வஶத்தால் ஒன்௥ சமம்  இரண்௄ ேகாடாரி ஷட்டல் yy x 
ஒன்௥ எனேவ இௌ ௖ள்ளி௜ல் உள்ள ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பா௄ ஆஶம்   x 1 y 1 
பரவைளயத்ொன் எந்தப் ௖ள்ளி௜௩ம் க்ஶ சமமான 4 ேகாடாரிக்ஶ சமமான பரவைளயx 1 y 1 

சௌரத்ொற்ஶ y 
ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பாடை்ட நாங்கள் ெபற்௥ள்ேளாம்.
  கால்ஶலைஸப் பயன்ப௄த்ௌம் ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பா௄ சௌரம் நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமம் y 
.
 இௌ பரவைளயத்ொன் சமன்பா௄ ஆஶம்   
ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் ஒ௠ ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் உள்ள ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்௵, x y x 
இன் க்ஶ சமமான வைள௳ல் ெகா௄க்கப்படட் சாய்௵ ஒ௠ ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் உள்ள f y x y 
ெடரிேவடூ்வ் க்ஶ சமம் என்பைத இப்ேபாௌ நாம் அ௣ேவாம், எனேவ நீங்கள் ெசய்ய dydx 
ேவண்ூயௌ எல்லாம்  என்பௌ வ௯த்ேதான்றல் ஐக் கணக்ழ௄ழறௌ, எனேவ ஐப்do dydx ys  x 
ெபா௥த்ௌ இைத ேவ௥ப௄த்ொனால், 4 ேகாடரிக்ஶ சமமான சௌரம் 2 ஐப் ெப௥வௌ 4 ydydx 
மடங்ஶ ஆஶம், அதாவௌ என்பௌ ஆல் வஶக்கப்ப௄ம் 2 க்ஶ சமம், இௌ என்பௌ dydx y a m x 
ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் உள்ள க்ஶ சமம் ஒன்௥ எனேவ இௌ இரண்௄ y derivative dydx a by y 
ஒன்௥க்ஶ சமம் என்பௌ ஶ௣ப்௖ என்னெவன்றால், இேத ித்ொரம் ஆனௌ இரண்௄ m a by y 
ஒன்௥க்ஶ சமமானௌ நமௌ ௚ந்ைதய ௚ைறையப் பயன்ப௄த்ொ, ஆனால் இொல் அொக 
இயற்கணிதம் உள்ளௌ, ஆனால் நீங்கள் கால்ஶலஸ் ெதரிந்தால் இைத எளிதாகப் ெபறலாம் 
எனேவ சமன்பா௄ ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பா௄ ைமனஸ் ஒன்௥ ெப௠க்கல் இரண்௄ y y m m a 

ஒ௠ ௚ைற க௯த்தல் ஒன்௥, இௌ ஒ௠ க௯த்தல் ஒ௠ சௌரம் இரண்௄ ேகாடாரி by y x x yy y 
க௯த்தல் இரண்௄ ேகாடாரி ஒன்௥க்ஶ சமம் ஆனால் ஒ௠ சௌரம் நான்ஶ ேகாடாரி  ஒன்௥ y 
எனேவ ஒன்௥ க௯த்தல் நான்ஶ ேகாடாரி ஒன்௥ இரண்௄ ேகாடரி க௯த்தல் இரண்௄ yy 
ேகாடாரி ஒன்௥ இௌ ௚ைற ஒன்௥ சமம் இரண்௄ ேகாடரிக்ஶ சமம் இரண்௄ ேகாடாரி y y 
ஒன்௥ அல்லௌ ஒன்௥ சமம் இரண்௄ ௚ைற ஷட்டல் ஒன்௥ எனேவ நீங்கள் ஶ௣ப்பதாக yy x x 
இ௠ந்தால் ஶ௣ப்௔ட௵ம்  இந்த வ௯த்ேதான்றல் ேமேல உள்ள வ௯த்ேதான்றல் என்௥ க௠ௌழறௌ  
இந்த ௖ள்ளி ஒன்௥ ஒன்௥ ேதாற்றம் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ேவ௥படட்ௌ, ஏெனன்றால் நாம் x y 

Pru
tor
@
IIT
K



இரண்௄ ௛லம் ஒன்௥ அல்லௌ இரண்௄ ஒன்௥ என்௥ எ௱ௌழேறாம், எனேவ இைத a y a x 
அ௑மானிக்கலாம் ஆனால் 

ஒன்௥ ஒ௠ ௖ள்ளி ௗஜ்௷யமாக இ௠ந்தால், இௌ உச஼்.x y 
  பரவைளய சௌரத்ொன் நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமம் மற்௥ம் இந்த ௖ள்ளிைய ௗஜ்௷ய y 
ௗஜ்௷யமாக எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், ௗஜ்௷ய ௗஜ்௷யத்ொல் 
உள்ள ெதா௄ேகா௄ 

அசா் என்பௌ ெதளிவாழறௌ, ஏெனனில் அசா் ௗஜ்௷ய ௗஜ்௷யத்ைத ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் y y 
மட௄்ேம ெவட்௄ழறௌ, எனேவ இந்த சமன்பா௄ ஆஶம்  அச஼்ன் சமன்பா௄ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ y x 
சமம் எனேவ ஒன்௥க்ஶ y 
சமம் இரண்௄ ேகாடாரி ஷட்டல் ஒன்௥ என்௥ ெபறப்பட்ட சமன்பாட்ூல் ஒன்௥ ஒ௠ x x y 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான ௗஜ்௷யத்ைத ைவத்தால், இடௌ பக்கம் ௗஜ்௷யம் இரண்௄ ேகாடாரி 
ஷட்டல் 0 ஆஶம்.

சமன் 0 எனேவ சமன்பா௄ ஒன்௥ சமன் இரண்௄ ௚ைற ஒ௠ ௚ைற ஷட்டல் ஒன்௥  x yy x x 
ௗஜ்௷ய ௗஜ்௷ய ௖ள்ளிக்ஶ ஷட ெசல்௩பூயாஶம் எனேவ இௌ ஒ௠ ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் உள்ள x y 
ெதா௄ேகாட்ூன் ெபாௌவான சமன்பா௄ ஆஶம்.
 எந்த ௖ள்ளி௜௩ம் ஒன்௥ ஒ௠ சமன்பா௄ x y 

இல் இயல்பானௌ  ஒன்௥ ஒன்௥ பரவைளயத்ொன் சௌரத்ொல் நான்ஶ க்ஶ சமம் poi nt x y y x 
எனேவ சாதாரணக் ேகா௄ என்ன எனேவ இந்த பரவைளயம் இ௠ந்தால் நாம் ஒ௠ ௖ள்ளி x one y
ஒன்ைற எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் ெதா௄ேகா௄ இௌதான் மற்௥ம் சாதாரண ேகா௄ ெசங்ஶத்தாக 
இ௠க்ஶம் ேகா௄ ெதா௄ேகாட்ூற்ஶ, இந்த வரியானௌ சாதாரண ேகா௄ மற்௥ம் இௌ 
ெதா௄ேகா௄ ஆஶம், இௌ ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பா௄ ஒன்௥ இரண்௄ ேகாடாரி ஷட்டல் yy x 
ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ ஒன்௥ ௗஜ்௷யமற்றௌ என்றால் நாம் இைத எ௱தலாம்.y 

சமம் இரண்௄ ஆல் ஒன்௥ ஷட்டல் ஒன்௥ எனேவ ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்௵ இரண்௄  y a y x x 
௛லம் ஒன்றால் வழங்கப்ப௄ழறௌ , இௌ சாதாரண ேகாட்ூன் சாய்ைவக் ஶ௣க்ழறௌ, a y 

இைத என்௥ அைழப்ேபாம் இௌ ைமனஸ் ஆல் க்ஶ சமம் ஏெனனில் இைவ  இரண்௄ m y1 2a 
ேகா௄கள் ெசங்ஶத்தாக உள்ளன 
சரி௳ன் பலன் க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ நாம் சாய்௵ ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ இரண்௄ y a 
எனேவ இயல்பான சமன்பா௄ க௯த்தல் ஒன்௥ சாய்௵க்ஶ சமம் க௯த்தல் ஒன்௥ y y y y 
இரண்௄ ௚ைற க௯த்தல் ஒ௠ ௳௄  இந்த சமன்பாடை்ட சரி௳ன் அூப்பைட௜ல் x x 
எ௱ௌழேறாம் m 
சரி௵ அூப்பைட௜ல்  நம்௘டம் உள்ள என்பௌ ைமனஸ் ஒன் ைப ௅ க்ஶ சமம், அதாவௌ m m y y
ஒன்௥ ைமனஸ் ௅ அம் , எனேவ ஒன்௥ ஒ௠ சௌரம் நான்ஶ சௌரம் சௌரத்ொற்ஶ நான்ஶ x y a m 
மடங்ஶ சமம்  நான்ஶ அல்லௌ இௌ சௌரத்ொற்ஶச ்சமம் எனேவ ைமனஸ் ஒன்௥ சமம் a am y y 

ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ இரண்௄ ௚ைற க௯த்தல் ஒன்௥ ைமனஸ் ஒன்௥ ஒன்௥ m y x x y y y 
ைமனஸ் இரண்௄ எனேவ என்௥ சமன்பாட்ூல் ைவப்பௌ ஷட்டல் இரண்௄ சமம் m y am m 
ெப௠க்கல் க௯த்தல் ஒன்௥ எனேவ க௯த்தல் ஆம் சௌரம் இௌ சமம் க்ஶ சமம் x x x y mx 
ைமனஸ் இரண்௄ ைமனஸ் என்௥ எ௱ௌவதற்ஶ சமம் எனேவ இௌ am am q 

ஒன்௥ ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் உள்ள இயல்பான சமன்பா௄ ஆஶம்.x y 
ஒன்௥ சௌரம் மற்௥ம் ஒன்௥ ைமனஸ் இரண்௄ எனேவ ஒ௠ பரவைளயத்ொல்   mx am y am am 

சௌரம் ைமனஸ் இரண்௄ என ஒ௠ ெபாௌப் ௖ள்ளிைய எ௱ொனால் சமன்பாடை்ட am mx 
ைமனஸ் இரண்௄ ைமனஸ் க்ஶ சமமாக என எ௱தலாம் am amq y 
எனேவ அ௄த்ௌ நாம் ெசய்ேவாம் சப் ேடன்ெஜன்ட் மற்௥ம் சப் நாரம்ல் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄வைத வைரய௥த்ௌ , பரவைளய ௌைண ேடன்ெஜன்ட் மற்௥ம் சப் நாரம்ல் 
ஆழயவற்௣ன் நீளத்ைதக் கண்ட௣ய௵ம்.

பரவைளயம் சௌரம் நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமமான சௌரம்   ve y 
, பரவைளயத்ொல் ஒ௠ ௖ள்ளி உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் , இந்த ௖ள்ளி இல் உள்ள p p 
ெதா௄ேகாடை்டப் பாரப்்ேபாம் மற்௥ம் இந்த ெதா௄ேகா௄ அசை்ச ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் x 
ெவட௄்ழறௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் , ேம௩ம் சாதாரண ேகாடை்ட வைரேவாம் மற்௥ம்  
சாதாரணக் ேகா௄ இல் உள்ள அசை்ச ெவட௄்ழறௌ என்௥ ைவத்ௌக்  n x 
ெகாள்ேவாம் இௌ ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம், இந்த சரி, இந்த இ௧௠ந்ௌ அசா்க்ஶ pt p x 
ெசங்ஶத்தாக வைரயலாம்.

அச஼்ல் மற்௥ம் அச஼்ல் இதன் ப்ெராெஜஎன் எண்பௌ ஆஶம், எனேவ இௌ சப்   x x 
ேடன்ெஜன்ட் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ 
, ேம௩ம் இந்த சப் நாரம்ல் என்பைத நீங்கள் பாரத்்தால், இந்த இயல்பானௌ மற்௥ம் pn x 

Pru
tor
@
IIT
K



அச஼்ல் அதன் ப்ராெஜஎன் அப்பூ இ௠க்ஶம்.
  இௌ சப் ேடன்ெஜன்ட் மற்௥ம் இௌ ஒ௠ அன் சப் நாரம்ல் ஆஶம், எனேவ ௖ள்ளி இன் p 
ஆயங்கைள ஒன்௥ என எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் , ெதா௄ேகா௄ ேகாட்ூன் சமன்பா௄ x one y pt
என்பௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.
  ஷட்டல் ஒன்௥ எனேவ ஒ௠ங்ழைணப்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக ஐ ைவத்ௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶx y 
சமமாக ஐ ைவப்பதன் ௛லம் ெபறலாம், எனேவ என்பௌ y t 
ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ என்பௌ ௖ள்ளி க௯த்தல் ஒ௠ கமா ௗஜ்யம் இந்த ௖ள்ளி x t x 
க௯த்தல் ஒ௠ ௗஜ்௷யம் இந்த ௖ள்ளி என்பௌ ஒ௠ காற்௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் ஏெனனில் x a x  p 
என்பௌ ஒன்௥ ஒன்௥ எனேவ இந்த ௖ள்ளி என்பௌ x y t 
உச஼்௜ல் இ௠ந்ௌ சம ெதாைல௳ல் உள்ளௌ மற்௥ம் இந்த ௖ள்ளி இந்த ௚ைன இ௧௠ந்ௌ சமa t 
ெதாைல௳ல் உள்ளௌ மற்௥ம் ஒ௠

ௌைண ெதா௄ேகா௄  so tup 
இரண்௄ மடங்ஶ ஒன்௥க்ஶ சமம் மற்௥ம் இந்த ௌைண என்றால் என்ன x 
சாதாரணமாக, இந்த ௚க்ேகாணத் தட௄் ௚க்ேகாணத் தட௄்க்ஶ ஒத்ததாக இ௠ப்பைதக் 
கண்ட௣ய, 
இௌ ஏன் என்றால், இந்தக் ேகாணத்ைத நாம் ோட்டா என்ழேறாம் , இைதப் பாட் ஒ௠ ெசங்ேகாண 
௚க்ேகாணம் என்௥ ெசால்ழேறாம், எனேவ இந்தக் ேகாணம் 2 க௯த்தல் ைப ஆக இ௠க்ஶம்.
  ோட்டா ௙ண்௄ம் இௌ 90 ூழரி எனேவ இந்த ேகாணம் ோட்டா எனேவ ஆங்ழள் ௨ ஏூ௔ ேகாணம் 
ஏ௔என் , ௔ன்னர ்ஒ௠ ெதாண்ை௥ ூழரி ெபாௌவானௌ எனேவ இந்த இரண்௄ 
௚க்ேகாணங்க௬ம் ஒேர மாொரியானைவ , எனேவ நான் ஆல் வஶத்தால் இௌ ஒன்ேற.ap 

ஆல் வஶக்கப்படட்ௌ ஒேர மாொரியான ௚க்ேகாணங்களில் ௳ழதங்கள் ஒேர  ap 
மாொரியானைவ என்பைத நாம் அ௣ேவாம், 
எனேவ இௌ சௌரத்ொற்ஶ ap 
சமமானைதக் ஶ௣க்ழறௌ ஆனால் நீளம் என்ன ஆனால் ஒன்௥ இௌ ஒ௠ சௌரம் apap y y by at
இரண்௄ ஒன்௥ ஆனால் சௌரம்  4 ேகாடாரி 1 ஐ 2 ஆல் வஶத்தல், எனேவ இௌ x y 1 x 1 
நிைலயானௌ 2 எனேவ ௌைண நாரம்ல் என்பௌ இரண்௄க்ஶ சமம், இௌ ஒ௠ மா௣௧ ஆஶம், a , 
எனேவ ௌைண இயல்பானௌ ஒ௠ ஒ௠ ௖ள்ளிையப் ெபா௥த்தௌ  ௖ள்ளி ஒய் ஒன் எனேவ x y x 
அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் இந்த ௳ரி௵ைரைய இங்ஶ நி௥த்ௌேவாம் , ேடன்ெஜன்ட் நாரம்ல் 
உள்ளிட்ட ஼ல ஼க்கல்கைளச ்ெசய்ேவாம் நன்௣ 
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