
േകാണിക് െസײനുകെളുׯറിتു׺ ْപഭാഷണം 6-േല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ ആദّം നأൾ 
േരഖയുെട വിഭജന؋ിന്െറ േപായിന്റുകൾ ؛സ് ന് തുലّമായ പരാേബാള ചതുരം ഉപേയാഗി്׺ mx c y 
നാല് ന് തുലّമായി കാണും, അതിനാൽ ഈ പരാേബാള ചതുരം നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമാെണ്ؗ x y 
കാണുകയാെണ׸ിൽ പരവലയമാണ് പരാേബാള ശീർഷം ഉ؍വرാന؋ാണ് , അു׺ത؇് x 
അു׺ത؇ാണ്, അതിനാൽ ഇത് പരാേബാള ചതുര؋ിന്െറ സമവാകّമാണ്, നാല് േകാടാലി്ׯ y 
തുലّമാണ് , നമു്؛ ׯസ് ന് തുലّമായ േരഖ ഉെ؇്ؗ കരുതുക, തുടർ്ؗ ഈ േരഖെയ mx c y 
വിഭജിׯാൻ മൂ്ؗ സാധّതകളു؇്. പരവലയെ؋ ര؇് ബിؕുׯളിൽ അെ׸بിൽ നമു്ׯ പരവലയെ؋ 
വിഭജിؗുׯ ഒരു േരഖ ഒരു ബിؕുവിൽ മാْതേമ ഉ؇ാകൂ , ഈ േരഖ പരവലയേ؋ാട് ُ١ർശിؗുׯേതാ 
അെ׸بിൽ േരഖ പരവലയെ؋ വിഭജിׯാ؋േതാ ആയ സؕർഭ؋ിൽ ഇത് സംഭവിׯാം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ മൂ്ؗ േകസുകൾ ഉ؇്.  വരി ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ l l l 
അ׹െന ْഗാഫിൽ നി്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗ മൂ്ؗ സാധّതകൾ കവലയുെട ആദّ ര؇് 
േപായിന്റുകളാണ് ര؇ാമേ؋ത് കവലയുെട ഒരു േപായിന്റ് മാْതമാണ്, മൂؗാമേ؋ത് കവലയുെട 
േപായിന്റുകളب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ ഈ മൂ്ؗ േകസുകളുെടയും അവر 
ബീജഗണിതമായി കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ യുെട വിഭജന y 
േപായിന്റുകളുെട േപായിന്റ ്  ൾmx c y׹ം തുലّമായി ഞുׯസ് നും പരവലയ ചതുരം നാല് േകാടാലി؛
പരിഹരിുؗുׯ പരവലയ؋ിന്െറ സമവാകّം അേؚാൾ നമു്؛ ׯസ് സി സ്കٔയർ നാല് േകാടാലി്ׯmx 
തുലّമാണ്, ഇത് സ്കٔയർ സ്കٔയർ ؛സ് 2 ؛സ് ചതുരം എ്ؗ എഴുതുؗതിന് തുലّമാണ് , m x mcx c 
അതായത് സ്കٔയർ ചതുരം ؛സ് ര؇് തവണ ൈമനസ് ര؇് േകാടാലി ؛സ് സ്കٔയർ  0 ന് m x mc c 
തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഈ കٔാْഡാئിക് സമവാകّ؋ിന്െറ ന്െറ േവരുകൾ വിഭജന ബിؕുവിന്െറ x x 
േകാർഡിേന്ئ നൽകും , തുടർ്ؗ സമവാകّം ഉപേയാഗി؛ ്׺സ് എؗ സമവാകّം ഉപേയാഗി്׺ y mx c 
നമു്ׯ േകാർഡിേന്ئ കെ؇؋ാം, ഇേؚാൾ ഇെതാരു കٔാْഡാئിക് സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരുy 

െല കٔാْഡാئിക് സമവാകّം, അതിനാൽ ഇതിന് യഥാർ،വും വّതിരിװവുമായ റൂ؂ുകളിേലേׯാ  x 
തുലّമായ റൂ؂ുകളിേലേׯാ യഥാർ،വും വّതിരിװവുമായ ര؇് റൂ؂ുകളു؇് , അതായത് ഒരു 
യഥാർ، റൂ؂് അെ׸بിൽ ര؇് യഥാർ، സ׸ീർ؉മبാ؋ റൂ؂ുകൾ മാْതേമ ഉൂت എؗാണ് അതിനുت 
വّവر. ഈ കٔാْഡാئിക് സമവാകّ؋ിന്െറ വിേവചനപരമായ വിേവചനം 2 ൈമനസ് 2 ഒരു mc 
സ്കٔയർ ൈമനസ് 4 മട്׹ ചതുരْശ ചതുരം നൽകിയതായി ഞ׹ൾ കെ؇؋ി, അത് 4 ന് m c 
തുലّമാണ്, നി׹ൾ്ׯ പുറെ؋ടുׯാം സ്കٔയർ സ്കٔയർ ൈമനസ് 4 കൂടാെത നാല് ഒരു m c amc 
ചതുരْശ ൈമനസ് സ്കٔയർ സ്കٔയർ അതിനാൽ സ്കٔയർ സ്കٔയർ റؐാׯാം , ഇത് 16 തവണ m c m c 
ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ  ഒരു ചതുരْശ ൈമനസ് 0-േനׯാൾ amc amc 
വലുതാെണ׸ിൽ ര؇് കവലകൾ ഉ؇്, അത് േയׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഇത് വിേവചനം mc 
േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ നമു്ׯ ര؇് കവല േപായിന്റുകൾ ഉ؇് , വിേവചനം 0 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ഒരു 
കവല േപായിന്റ് ഉ؇്, അതായത് ന് തുലّമാണ്, േയׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ കവല േപായിന്റ് mc a mc 
ഇب, അതിനാൽ ഇവയാണ് അവرകൾ.  േനׯാൾ വലുത് അേؚാൾ നമു്ׯ ന്െറ ര؇് മൂലّ׹ൾ mc- x-
ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ര؇് കവല േപായിന്റുകൾ ലഭിുׯം, തുടർ്ؗ a mc-
നമു്ׯ കവലയുെട ഒരു േപായിന്റ് മാْതേമ ലഭിൂׯ , േരഖ പരവലയേ؋ാട് ُ١ർശിؗുׯതും േയׯാൾ a-
കുറവാെണ׸ിൽ  അേؚാൾ വിഭജന؋ിന്െറ േപായിന്റ് ഇب, അതിനാൽ ന് mc mc 
തുലّമായിരിുׯേآാൾ േരഖ നും നും തുലّമായ േരഖ പരവലയെ؋ ഒരു ബിؕുവിൽ മാْതേമ y mx c 
വിഭജിുׯകയുൂت , അതിനാൽ അത് നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമായ പരാേബാള ചതുരേ؋ാട് y 
െതാടുവിലാണ് , ഇത് ഏത് ബിؕുവാണ് ഈ ചതുരാകൃതിയിലുت സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ 
മനشിലാׯാം, വിേവചനം 0 ന് തുലّമാകുേآാൾ പരിഹരിׯാൻ കഴിയും , നൽകിയ േപായിന്റ ്x x x 
േകാമ ചതുരാകൃതിയിലുت സമവാകّ؋ിന് തുലّമാണ് േകാടാലി ചതുരവും ബിഎ؛ ٧്عസ് സിയും y 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്  േവരുകൾ നമു്ׯ ൈമനസ് ര؇ായി ലഭിുؗുׯ, അതായത് ൈമനസ് ര؇് b mc 
ൈമനസ് ര؇് എؗത് ര؇് സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരിുؗുׯ, എؗാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ന് a m a mc 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ര؇് എ്ؗ എഴുതാം. ഇത് െയ mc mc mc m 
സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അെ׸بിൽ െകാ؇് െകാ؇് ഹരിുׯക, കൂടാെത സമം െകാ؇് c m x c m 
െകാ؇് ഹരിുׯക, എؗ സമവാകّ؋ിൽ എؗത് ؛സ് ന് തുലّമാണ്, ന് തുലّമാണ് y y mx c y m 
തവണ എؗത് െകാ؇് െകാ؇് െകാ؇് എؗത് ര؇് െകാ؇് തുലّമാണ്. അതിനാൽ x m c c c c mx 
 ചതുരം എؗ ബിؕുവിൽ നാല് c y y c ുؗുׯ١ർശിُ ാട്؋സ് ന് തുലّമായ േരഖ പരവലയേ؛
േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ് േകാമ ര؇് നൽകിയിരിؗുׯത് തവണ എؗത് ന് തുലّമാണ്, m c m c a 
അതിനാൽ സ് പർശേരഖയുെട സമവാകّം ؛സ് ഉം ഉം ഉം ആയി ബؖെؚ؂ിരിؗുׯതിനാൽ mx c mc a 
വരിയുെട സമവാകّം എഴുതാം  ഈ സമവാകّം അടു؋തിന് തുലّമായ ഒരു പരാേബാള mc y 
ചതുര؋ിന്െറ ചരടിന്െറ നീളം നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ പരാേബാള y 
ചതുരം നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമാെണ׸ിൽ ഈ പരാേബാളയിൽ ഏെത׸ിലും ര؇് േപായിന്റുകൾ 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ഈ േകാർഡിന്െറ നീളം എْതയാണ്, അതിനാൽ േകാർഡിേനുئകൾ pq ps x one

ഉം ന് ര؇് ര؇് േകാർഡിേനുئകളും ഉെ؇്ؗ കരുതുക, ഈ വരിയുെട സമവാകّം ؛സ് y one q x y mx 
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ േْകാഡിന്െറ നീളം ഒ്ؗ ഒ്ؗ , എؗിവ േചരുؗു പരാേബാള c x y x y 

ചതുര؋ിെല ര؇് ര؇് എؗത് നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ് എؗത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് y l x x 
ചതുരം ؛സ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്  ര؇് ര؇് എؗത് y y y y 
ആണ് ചരിവിന് തുലّമാണ് ഇവിെട ആണ് അതിനാൽ ഞാൻ ൽ എഴുതെ؂  ൈമനസ് ഒ്ؗ m fo rm y y 
ചരിവിന് തുലّം ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് തവണ ൈമനസ് ഒ്ؗ അതിനാൽ y y x x x x 
ഇത് എؗത് ؛സ് എؗതിന് തുലّമായി എഴുതാം, ഇവിെട എؗത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ah mx c y m y y 
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െകാ؇് ഒ്ؗ ൈമനസ് ആണ്  ര؇് , എؗിവ ന് തുലّമാണ്, ഇത്  ഒ്ؗ ര؇ിന് x x c y1 x x 
തുലّമെ׸بിൽ ഞ׹ൾ എടുുؗുׯ, അതായത് , ൈലനിന്െറ േകാർഡിേന്ئ വّതُّമٝായതിനാൽ pq x 
ഈ േകാഡ് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, അبാ؋പײം തുലّമാെണ׸ിൽ േല്ׯ , അത് x 1 x 2 y 
േകാർഡിേനئിെല ഒരു വّതّാസം മാْതമാണ്, അത് വْക؋ിന്െറ ൈദർഘّമാണ്, അത് എളുؚ؋ിൽ 
കണׯാׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഒ്ؗ ര؇ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ േകാർഡ് നീളം ഒؗിന്െറ x x l y 
േമാഡിന് തുലّമാെണ്ؗ ْശؑിുׯക.  ൈമനസ് ര؇് , നമു്ׯ നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമായ ഒരു y y 
ചതുരം ഉتതിനാൽ ഒ്ؗ എ്ؗ വിളിׯാം, ര؇് ചതുരവും നാല് േകാടാലി ആണ്, അതിനാൽ ഒ്ؗ ,x y y 

ര؇് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് , ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് എؗിവ േകവല മൂലّ؋ിൽ െവറും നാല് y y y y y 
േകാടാലി ഒؗിന്െറ ര؇് തവണ വർ״മൂലّം, ഇത് േകാടാലി ഒؗിന്െറ നാല് വർ״മൂലമാണ്, എؗാൽ x 
ഒ്ؗ വّതُّമٝായ സാഹചരّ؋ിൽ ര؇ിൽ നി്ؗ, ഈ േരഖ അ؋ײിന് സമാؓരമب, നമു്ׯ x y 
ഇേؚാൾ ഈ േരഖയു؇് , തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ ഒ്ؗ, ര؇് എؗിവ ചതുരാകൃതിയിലുت x x x 
സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋. ൈമനസ് ര؇് േകാടാലിയും ചതുരവും പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, c 
അതിനാൽ ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് കٔാْഡാئിക് സമവാകّ؋ിന്െറ േവരുകളുെട ആെകു؋ക ൈമനസ് x x b 
െകാ؇് നൽകുؗു, അതിനാൽ ൈമനസ് ര؇് തവണ ൈമനസ് ര؇് ൈബ ചതുരവും ഒ്ؗ mc a m x x 
ര؇് ഗുണനവും േവരുകൾ െകാ؇് ഒരു ചതുരം െകാ؇് സ്കٔയർ ആയതിനാൽ ഒ്ؗ c so c m x 
ൈമനസ് ര؇് ചതുരം ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് മുഴുവൻ ചതുരം ൈമനസ് നാല് ഒ്ؗ ര؇് ആയിരിുׯം x x x x x 

x 1 x 2 m to  4 mc x 1 x 2 ്׹ർ؉ ചതുരം ൈമനസ് 4 മടൂآസ് ചതുരം 4 െകാ؇് ൈമനസ് 2 ഒരു സ؛
എؗത് സ്കٔയർ െകാ؇് സ്കٔയർ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ചതുരം സ്കٔയർ ൈമനസ് 4 c m m c amc 
 ിൽ നി്ؗ a m m c؋സ് 4 ചതുരം ൈമനസ് ഇവിെട 4 തവണ ന്െറ 4 ആയി എഴുതാം.  സ്കٔയർ ചതുര؛
4-േല്ׯ െകാ؇ുേപാകുؗു , അതിനാൽ ഇത് റؐാുؗുׯ, ഇത് 16 മട്׹ ന് തുലّമാണ് ഒരു ൈമനസ് AI- mc 
േല്ׯ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നാലിലും ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് എؗത് ؛സ് ൈമനസ് ؛സ് m y y mx 1 c mx 2 c
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് തവണ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ആണ് അതിനാൽ േകാർഡിന്െറ m x x 
ൈദർഘّം  എؗിവ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് സ്കٔയർ ؛സ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ചതുര؋ിന്െറ m, c x x y y 
വർ״മൂലമാണ് നൽകിയിരിؗുׯത്, ഇത് ൈമനസ് ചതുരം ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് x 1 x 2 m x 1 x 2 
ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്. ഒؗിന്െറ ؛സ് മീ ചതുരْശ തവണ േമാഡ് ഒ്ؗ ൈമനസ് x x 
ര؇് , ഞ׹ൾ്ׯ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് സ്കٔയർ പതിനാറ് ഒരു തവണ ൈമനസ് ന്െറ നാലിൽ നി്ؗx x mc 

എؗതിന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒؗിന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ്.  ഒരു m 
തവണ ൈമനസ് എؗതിന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂് എؗിവയിൽ ലഭിؗുׯതിന് mc ok x 1, x 2 
േകാർഡിന്െറ ൈദർഘّം നൽകുؗു, എؗിവയുെട മൂലّം m, c x one y one, x two y two 
എؗി׹െന ഒ്ؗ ഒ്ؗ ന് അടു؋ായി എؗതിന്െറ േഫാർമുല േനടുക, നമു്ׯ എؗത് x y y two l m y 
ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് െകാ؇് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇്, എؗത് ന് തുലّം.  ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ y x x c y y 
ൈമനസ് ര؇് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് തവണ ഒ്ؗ ശരി അടു؋തായി നമു്ׯ ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട y x x x 
സമവാകّം കെ؇؋ാം, അതിനാൽ ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട സമവാകّം പരവലയ ചതുര؋ിേലتുׯ y 
സമവാകّം ഒരു േപായിന്റിൽ നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ് ഒ്ؗ ഒ്ؗ x y 
അ׹െന  നമു്ׯ ഒരു പരാേബാള എടു്؋ , എؗത് പരാേബാളയിെല ചില x one y one 
േപായിന്റാെണ്ؗ കരുതുക , ഈ േപായിന്റിൽ എؗതിൽ ഈ ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട x one y one 
സമവാകّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ േരഖയ്്ׯ ചരിവ് ഉെ؇്ؗ കരുതുക, m 
തുടർ്ؗ േരഖയുെട സമവാകّം ഇേؚാൾ  ടാൻെജന്റ് ൈലൻ നൽകിയിരിؗുׯത് ൈമനസ് ഒ്ؗ , y y m 
തവണ ൈമനസ് ഒ്ؗ , അത് ന് തുലّമാണ്, ײമിׯണം, ന് തുലّം, ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ , x x mx mx y mx 
ഇത് ന് തുലّമാׯാം .  ചതുരം നാല് ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ന് തുലّമാണ് , അത് ആണ് c y 4ax a mc a m 
മട്׹ ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ, ഇത് സ്കٔയർ ഒ്ؗ എന്െറ ഒ്ؗ ؛സ് പൂജّം എ്ؗ എഴുതുؗതിന് y mx m x a 
തുലّമാണ്, അേؚാൾ ഇതിൽ നി്ؗ ന്െറ മൂലّം എؓാണ് ഇത് എؗത് ഒരു ചതുരْശ ൈമനസ് m m y 
േഫാർ േകാടാലി ഒؗിന്െറ ؛സ് ൈമനസ് വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് ര؇് മീئർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ y 1 
ര؇് ഒ്ؗ എؗാൽ ഒരു ചതുരം നാല് േകാടാലി ഒؗിന് തുലّമാണ്, കാരണം ഒ്ؗ ഒ്ؗ x y x y 
പരവലയ؋ിൽ കിടؗുׯതിനാൽ എؗത് ഒ്ؗ ര؇് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ m y x 
ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട ചരിവ് തുലّമാണ്  ഒ്ؗ ര؇് ഒ്ؗ , ഇത് എؗതിന് തുലّമായ ഒ്ؗ m y x m y 
ചതുരം െകാ؇് ര؇് ഒ്ؗ ഒ്ؗ എ്ؗ എഴുതാം, എؗാൽ ഒരു ചതുരം നാല് േകാടാലി ഒ്ؗ ര؇് x y y x 
ഒ്ؗ ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഒ്ؗ ഇവിെട റؐാുؗുׯ , നമു്ׯ ര؇് വിഭജിׯെؚടും  y x a 

ഒ്ؗ െകാ؇് നമു്ׯ ഈ േഫാർമുല ര؇് ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ലഭിുׯം , ടാൻെജന്റ് y m a y 
േരഖയുെട സമവാകّം ന് തുലّമാണ്, എؗത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ആണ്, ഇത് ന് തുലّമാണ് 2 mx c y mx 1 m a 
െകാ؇് നൽകുؗു തവണ ؛സ് ൈമനസ് മീئർ തവണ ഒ്ؗ ഈ ആദّ സമവാകّ؋ിൽ y 1 x y 1 x 
നി്ؗ കാണുകയാെണ׸ിൽ തവണ ഒ്ؗ ഒ്ؗ ൈബ ര؇് ആണ് അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ െകാ؇് m x y y y 
ഒ്ؗ െകാ؇് ര؇് േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ് , നأൾ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ  y1 y y1 
സമം ؛സ് വൺ സ്കٔയർ ര؇് െകാ؇് ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ചതുരം നാല് േകാടാലി ഒؗായി 2ax y 
വയ്ׯാം, അതിനാൽ ഇത് ര؇് േകാടാലിയും നാല് േകാടാലി ഒ്ؗ ര؇ായി ഹരി׺ാൽ ഒ്ؗ തുലّമാണ് yy 
ര؇് േകാടാലി ഒؗിേല്ׯ, അതിനാൽ ഇത് േപായിന്റിെല ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട x x 1 y 1 
സമവാകّമാണ്, ഇത് പരവലയ؋ിെല ഒ്ؗ ഒ്ؗ േപായിന്റിെല നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമായ x y 
പരവലയ ചതുര؋ിേലتുׯ ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട സമവാകّമാണ് ശരി y 
അ׹െന പരവലയ؋ിെല ഏത് ബിؕുവിലും എؗ 4 േകാടാലി്ׯ തുലّമായ പരവലയ x 1 y 1 y 
സ് കٔയറിേലتുׯ ടാൻെജന്റ് ൈലനിന്െറ സമവാകّം ഞ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁താണ്, നി׹ൾ 
െഡറിേവئീവുകെള കുറി്׺ പഠി׺ി؂ുെ؇׸ിൽ കാൽുׯലസ് ഉപേയാഗിു׺ം ഇത് ഉരു؋ിരി؁ു വരാം, 
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അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ െഡറിേവേئഷൻ എടുׯാം  കാൽുׯലസ് ഉപേയാഗിتു׺ 
ടാൻെജന്റ് ൈലനിൽ നമു്ׯ നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമായ സമവാകّം സ്കٔയർ ഉ؇്, ഇതാണ് y 
പരാേബാളയുെട സമവാകّം, ഒ്ؗ ഒ്ؗ ഈ ഒ്ؗ ഒ്ؗ പരവലയ؋ിൽ കിടുؗുׯ, ഇത് x y x y 
സൂചിؚിؗുׯത് ഒരു ചതുരം നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ്  ന്െറ ന് തുലّമായ ഏത് വളവിലും y x f y 
ഒരു ബിؕുവിെല ഒ്ؗ എؗ ബിؕുവിെല  സ് പർശേരഖയുെട ചരിവ്, ഒ്ؗ ഒ്ؗ എؗ x one y x y 
ബിؕുവിെല െഡറിേവئീവ് ന് തുലّമാണ് ചരിവ് നൽകുؗെത്ؗ ഇേؚാൾ നമുׯറിയാം , dydx 
അതിനാൽ നി׹ൾ െചേإ؇ത്  എؗത് െഡറിേവئീവ് കണׯാുؗുׯ അതിനാൽ മായി do dydx ys x 
ബؖെؚ؂് 4 േകാടാലി്ׯ തുലّമായ ചതുരം നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ  ഒ്ؗ അതിനാൽ ഇത് ര؇് ൈബ a y 
വൺ കുറിؚിന് തുലّമാണ്, ഞ׹ളുെട മുآെ؋ രീതി ഉപേയാഗി്׺ ഇേത േഫാർമുല ര؇് ഒ്ؗ m a by y 
എؗതിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ അതിൽ കൂടുതൽ ബീജഗണിതം ഉൾെؚടുؗു, എؗാൽ നി׹ൾ്ׯ 
കാൽുׯലസ് അറിയാെമ׸ിൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് എളുؚ؋ിൽ ലഭിുׯം , അതിനാൽ സമവാകّം 
ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട സമവാകّം ൈമനസ് ഒ്ؗ തവണ ആണ് ര؇് ഒരു തവണ y y m m a by y x 
ൈമനസ് ഒ്ؗ , അതായത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒരു ചതുരം ര؇് േകാടാലി ൈമനസ് ര؇് േകാടാലി ഒ്ؗ x yy y 
എؗാൽ ഒരു ചതുരം നാല് േകാടാലി ആണ്  ഒ്ؗ അതിനാൽ ഒ്ؗ ൈമനസ് നാല് േകാടാലി ഒ്ؗ ര؇്y yy 
േകാടാലി ൈമനസ് ര؇് േകാടാലി ഒ്ؗ , ഇത് തവണ ഒ്ؗ ര؇് േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ് ؛സ് ര؇് y y 
േകാടാലി ഒ്ؗ അെ׸بിൽ ഒ്ؗ ര؇് ഒരു തവണ ؛സ് ഒ്ؗ എؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ yy x x 
നി׹ൾ ْശؑിുׯകയാെണ׸ിൽ േരഖെؚടുു؋ക  ഈ വّുൽؚؗം മുകളിെല െഡറിേവഷൻ 
അനുമാനിുؗുׯ  ഈ േപായിന്റ് ഒ്ؗ ഒ്ؗ ഉ؍വ പൂജّം പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ വّതُّമٝാണ്, കാരണം x y 
നأൾ ര؇് ൈബ ഒ്ؗ അെ׸بിൽ ര؇് ഒ്ؗ എഴുതുؗു, അതിനാൽ ഇത് ഇത് അനുമാനിׯാം, a y a x 
എؗാൽ ഒ്ؗ ഒ്ؗ പൂജّമാെണ׸ിൽ ഇതാണ് ശീർഷകം  പരാേബാള ചതുര؋ിന്െറ നാല് x y y 
േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ് , നأൾ ഈ േപായിന്റ് പൂജّം പൂജّം എടുുׯകയാെണ׸ിൽ  , പൂജّം 
പൂജّ؋ിെല ടാൻെജന്റ് ൈലൻ അײമാെണ്ؗ വّװമാണ്, കാരണം അײം ഈ പരാേബാളെയ y y 
ഒരു േപായിന്റിൽ പൂജّം പൂജّ؋ിൽ വിഭജിുؗുׯ അതിനാൽ ഈ സമവാകّം ആണ്  അു׺ത؇് y 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ആണ്, അതിനാൽ ലഭി׺ സമവാകّ؋ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഒ്ؗ ഒ്ؗ x x y 
ഇ؂ാൽ , ലഭി׺ സമവാകّ؋ിൽ ഒ്ؗ ര؇് േകാടാലി ഒ്ؗ കൂടി േചർ؋ാൽ നമു്ׯ ഇടതുവശ്؋ yy x 
ലഭിؗുׯത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതായത് ര؇് േകാടാലിയും 0 യും ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ x 0 

ഒ്ؗ ര؇് ഒരു തവണ ؛സ് ഒ്ؗ എؗ സമവാകّം പൂജّം പൂജّ؋ിന് േപാലും സാധുതയുتതാണ്, yy x x 
അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ എؗ ബിؕുവിെല ُ١ർശന؋ിന്െറ െപാതു സമവാകّമാണ്, അടു؋തായി x y 
നأൾ സാധാരണ േരഖയുെട സമവാകّം കെ؇ു؋ം ഏത് േപായിന്റിലും എؗ x one y one 
സമവാകّം ൽ സാധാരണ എؗ പരാേബാള ചതുര؋ിൽ നാല് ന് തുലّമാണ്, poi- nt x one y one y x 
അതിനാൽ എؓാണ് സാധാരണ േരഖ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ പരാേബാള ഉെ؇׸ിൽ, ഒരു േപായിന്റ ്x 

ഒ്ؗ എടു؋ാൽ ടാൻെജന്റ് ൈലൻ ഇതാണ്, സാധാരണ േരഖ ലംബമായ േരഖയാണ്  ടാൻെജന്റ് one y 
ൈലനിേല്ׯ, അതിനാൽ ഈ വരി നമു്ׯ സാധാരണ േരഖയാണ് , ഇതാണ് ടാൻെജന്റ് േരഖ, ടാൻെജന്റ് 
സമവാകّം ഒ്ؗ ര؇് േകാടാലി ؛സ് ഒ്ؗ എؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒ്ؗ പൂജّമെ׸بിൽ yy x y 
നമു്ׯ ഇത് എഴുതാം  ര؇് ൈബ ഒ്ؗ ؛സ് വ؉ിന്  തുലّമാണ്, അതിനാൽ ടാൻെജന്റ് y a y x x 
േരഖയുെട ചരിവ് ര؇് െകാ؇് ഒ്ؗ നൽകുؗു, ഇത് സാധാരണ േരഖയുെട ചരിവ് സൂചിؚിുؗുׯ a y m 
എ്ؗ വിളിׯാം ഇത് ൈമനസ് ന് ന് തുലّമാണ്, കാരണം ഇവ  ര؇് വരികൾ ലംബമാണ്, y1 2a 
ചരിവിന്െറ ഗുണനം ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ചരിവ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ ര؇് y 
ആണ്, അതിനാൽ േനാർമലിന്െറ സമവാകّം ൈമനസ് ഒ്ؗ ചരിവിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ y y y 
ര؇് തവണ ൈമനസ് ഒ്ؗ െല്ئ  ഞ׹ൾ ഈ സമവാകّം ചരിവിന്െറ അടിرാന؋ിൽ x x m 
എؗതിന്െറ അടിرാന؋ിൽ എഴുതുؗു നമുുׯ؇് എؗത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇ിന് തുലّമാണ്, m m y 
അതായത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഒ്ؗ , ഒ്ؗ ചതുരം െകാ؇് നാല് y am  x y a , 
ഇത് ഒരു ചതുരْശ മീئർ ചതുര؋ിന് നാല് മട്׹ തുലّമാണ്.  നാല് എ അെ׸بിൽ ഇത് ആം സ്കٔയറിനു 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ േനാർമലിനുت സമവാകّം ഇടുؗത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് y y m y 
തവണ ൈമനസ് ഒ്ؗ നമു്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് മീئർ അതിനാൽ ؛സ് ടു x x y y y y am
സമം തവണ ൈമനസ് ഒ്ؗ m x x 
അ׹െന ൈമനസ് ആം ചതുരം എഴുതുؗതിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് x y mx am am q, 
അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ ഒ്ؗ എؗ ബിؕുവിെല സാധാരണ സമവാകّമാണ്.  ഒ്ؗ ആം സ്കٔയർ x y mx 
ആണ് , ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ആം ആണ്, അതിനാൽ നأൾ ഒരു പരവലയ؋ിൽ സ്കٔയർ ൈമനസ് y am 
ര؇് എ്ؗ ഒരു െപാതു േപായിന്റ് എഴുതുകയാെണ׸ിൽ, സമവാകّം ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് am mx am 

എ്ؗ എഴുതാം, അതിനാൽ അടു؋ത് നأൾ െചുإം സബ് ടാൻെജന്റ് എؗും സബ് േനാർമൽ amq ok 
എؗും വിളിؗുׯത് നിർവചിുׯകയും പരവലയ സബ് ടാൻെജന്റിന്െറയും സബ് േനാർമലിന്െറയും 
നീളം കെ؇ു؋ക.  പരാേബാള ചതുരം നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ് , പരവലയ؋ിൽ ഒരു ve y p 
േപായിന്റ് ഉെ؇്ؗ കരുതുക, നമു്ׯ ഈ േപായിന്റിെല ടാൻെജന്റ് േരഖ േനാׯാം, കൂടാെത ഈ p 
ടാൻെജന്റ് േരഖ അײെ؋ എؗ ബിؕുവിൽ േഛദിുؗുׯെവؗും നമു്ׯ സാധാരണ േരഖ x t 
വരയ്ׯാം.  എؗതിെല അײെ؋ സാധാരണ േരഖ വിഭജിുؗുׯെവ്ؗ കരുതുക, ഇത് n x 
ലംബമാെണ׸ിൽ, ഇത് ശരി, തുടർ്ؗ ഈ ൽ നി്ؗ അ؋ײിേല്ׯ ലംബമായി വരയ്ׯാം , pt p- x 
അതിനാൽ ആ േപായിന്റിെന എ്ؗ വിളിׯാം, അതിനാൽ എؗത് േപായിന്റ ് യും പലിശ വിഭാഗa pt p-
േപായിന്റും തأിലുت ടാൻെജന്റ് ആണ്.  അു׺ത؇ിൽ , അ؋ײിൽ ഇതിന്െറ െْപാജײൻ x x 
എൺപത് ആയതിനാൽ ഇതിെന സബ് ടാൻെജന്റ ്എ്ؗ വിളിുׯം , ഈ സബ് േനാർമൽ ഇതാണ്, an 
നി׹ൾ ഈ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് സാധാരണമാണ്, അ؋ײിൽ അതിന്െറ െْപാജײൻ pn x 
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അ׹െനയാണ്.  ഇത് സബ് ടാൻെജന്റ് ആണ് , ഇത് ഒരു സബ് േനാർമൽ ആണ്, അതിനാൽ എؗ p 
േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ഒ്ؗ ആയി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ ടാൻെജന്റ് x one y 
േരഖയുെട സമവാകّം അറിയാം എؗത് ഒ്ؗ ന് തുലّമാണ്, ഒ്ؗ ര؇് ഒരു തവണ pt y m yy x 
തുലّമാണ്  ؛സ് ഒ്ؗ x 
അ׹െന േകാർഡിേന്ئ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഇ؂് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഇ؂ാൽ ലഭിുׯം   ഒരു y y 
േകാമ പൂജّം, കാരണം എؗത് ഒ്ؗ ഒ്ؗ ആയതിനാൽ ഈ ബിؕു ശീർഷ؋ിൽ നി്ؗ തുലّ p x y t 
അകലമാണ് , ഈ േപായിന്റ ് ഈ ശീർഷം യിൽ നി്ؗ തുലّമാണ്, കൂടാെത ഈ ശീർഷം യിൽ നി്ؗa t t 
തുലّമാണ്, ഒരു സബ് ടാൻെജന്റ് ര؇് തവണ ഒؗിന് തുലّമാണ് , എؓാണ് ഈ ഉപ.  ഈ so tup x 
ْതിേകാണ ടാ്ؚ ْടയാംഗിൾ പാനിേനാട് സാമّമുتതാെണ്ؗ ഈ സബ് േനാർമൽ േനാ؂് 
കെ؇ؗു؋തിന്,  എؓുെകാ؇ാണ് ഇത് കാരണം നി׹ൾ ഈ ആംഗിൾ ക؇ാൽ നأൾ തീئ എ്ؗ 
വിളിുؗുׯ , ഇത് പാ്ئ ഒരു വലത് േകാണ ْതിേകാണമാെണ്ؗ പറയുؗു, അതിനാൽ ഈ ആംഗിൾ 2 
ൈമനസ് ൈപ ആയിരിുׯം  തീئ വീ؇ും ഇത് 90 ഡിْഗിയാണ്, അതിനാൽ ഈ ആംഗിൾ തീئയാണ്, 
അതിനാൽ ആംഗിൾ െല എടിപി ആംഗിൾ എപിഎൻ േപാെലയാണ് , തുടർ്ؗ ഒരു െതാ؉ൂറ് ഡിْഗിയും 
സാധാരണമാണ്, അതിനാൽ ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളും സമാനമാണ് , അതിനാൽ ഞാൻ എപി െകാ؇് 
ഹരി׺ാൽ ഇത് സമാനമാണ് വിഭജി׺ിരിുؗുׯ സമാന ْതിേകാണ׹ളിൽ , അനുപാത׹ൾ ap 
ഒؗുതെؗയാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ എؓാണ് ap apap
ൈദർഘّം എؗത് മെئാؗുമب, ഒ്ؗ, ഇത് ഒരു ചതുരം ര؇് ഒ്ؗ എؗാൽ ചതുരം  4 y y by at x y 1 
േകാടാലി 1 െന 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് رിരം 2 ആണ് , അതിനാൽ സബ് േനാർമൽ എؗത് x 1 a a 
ര؇് ആണ്, ഇത് ഒരു رിരാ׸മാണ്, അതിനാൽ സബ് േനാർമൽ എؗ ബിؕുവിെന a x one y one 
ആْശയിؗുׯിب, അേതസമയം സബ് ടാൻജന്റ ് േകാർഡിേനئിെന ആْശയി׺ിരിുؗുׯ  േപായിന്റ ്x x 
വൺ ഒ്ؗ അതിനാൽ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഈ ْപഭാഷണ؋ിനായി ഞ׹ൾ ഇവിെട നിർ؋ാം y 
ടാൻെജന്റ് േനാർമൽ ഉൾെؚെടയുت ചില ْപٍ׹٠ൾ കൂടി ഞ׹ൾ െചുإം നؕി 
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