
అందڔࡍ హࡹ ఇߤࣾ࣊ ڡߖڝ ޴ ల߯ ఐదవ ఉపߕङ సం ڒబܽद ޵ ࡮ࠒࡌߦ ࠭࠲ర डవృޑफ ࡮ࠓ ప࡛ࣝ ࠾ࡍరం మڒ
ࠪ ంۨࡍڷ ݭ࠵ ऱܼ కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ నࣄ۫ బܽद  మనంڒ ࠭ޑݡ  ऴށࠪߦక ھ ڷࡱߕ ࡱߦࡐడनړ ޳ࡶ ࡯ y
సࠪన࠳న ࣋ए छ ࡛ అߖ మనࣄ࡯ޘ ڕన ߄࢑నం ࡍڷంۨ ࠴దట ࠪ ऱܼ  న࣒ 4 y axx࠳ రऴసంޔచ ߘޑݡ
చޔరऴసం 4 ޳ࡶ చޔరऴసం ࠳న࣒ ڒ ڷࡱߕబܽद ఇ࢑ ఇవछ బݞन ए࣋ ࡮ࠒࡌߦ ࠼ छ  ay x ay y ڷࡱߕ ࡛
लࡌࢣ లం వదभ࠮ ޴సࠪనం ఇ ړ࡯డनھ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఈ ࠮ ࡮ࠒࡌߦలం వదभ ࡌࢣल ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, 
ఆ߯ మనڕ ఇ޴ ఉం࡮ࠒࡌߦ  ޴ చޔరऴసం ړ ڷࡱߕ సࠪనం మߘߝ ࠾ࡍ అࣾంࡹ ऴపࠉޒం࣋ࠉफ x ay y 
మనڕ ఈ ࡮ࠒࡌߦ ఉంܿం࠳ ߘߝ ,޴న࣒  ھడनړ࡯ సࠪన࠳న ࣋ए छ న࣒ 4࠳ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߘޑ޶ం߰ ߖ ࡛ y 
కएࡅ ߖ޵ రऴసంޔన చ࠳సࠪన ړ 4 भ޳۫ ߘ࡮ࠒࡌߦ  ం చޔరऴߖࣃऒ x ay , x ay ޳ࡶ సࠪనం ړ 4  x 
చޔరऴߖࣃऒ బܽद ఇకएڒ ݟయంۯ ߵ݅ ޜ న࣒ 4࠳  డ ࠬࡏ అ޴ߝ ࣋ए छ छ޳ ࡛ छ޳ 4 ࡌ ay ޳ࡶ ࡌ y x a x 
࣋ए छ छ޳ ࡛ छ޳ న࣒ 4࠳ ࡌ ఇవछ ࡌ బݟందࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ ङޙऴప ࡹ ޴బܽद ఇڒ ࡏ క రకం వర ठ సࠬకరణం a xy
ఇవछ బޔݡంࡹ ޴ చࡏޔग జం ڒబܽद ఇړ ޴ సࠪనం 1 ߘంھ 4 ݟడन޳ࡶ ࡯ ࣋ए छ న࣒ 1 x࠳ ޳ࡶ ࡛ y x y 
ओߩరऴసం ఇޔచ ࡯డनھ ڷࡱߕ ݟంߘ రణ వర߄ࣃ ࡹ మనం ݡ ठ బࣗపߖ޴ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ , ߄ࣃరణx
చޔరऴڒࣃర ھ ߖడन࡯ చޔరऴసం పऱ࣒   ప ऱ࣒ ఇకए ,ݟంచంށగࡍప ڴసࠪనం ޜ  డ ߕࣆऒ y ڴ޴ߖڒ  bx c a 
ఇవछ బޔݡం޴ ఇ޴ మࢁऱ ߘ࡮ࠒࡌߦ ऴށࠪߦక ࡐపంࣆۨࣇ ࡹफందޔߩ۫ ߖంࡌࢣ ,޴ल  లం వదभ࠮ ࡱ
ఉండవలࣄన అవసరం ޶ࡶ, అޙ࠼ ఈ ࡅ ࡮ࠒࡌߦకए लࡌࢣ  లߘ ఎ࡮ కڒ ࡯ߕھߘబܽद మనం ߖ޵ऒ  అ޴ߝ y 
ऱ ࣋एࡏࣃ छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡ࠻ ࠑ   ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࠑ  .x b c a 
 ఆ߯ మనం ఇకए డ ఒక చޔరऴߖࣃऒ ࡍߪ  फ ࣃۯफ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭ తफం ࣋ए࠴  ޜ  छ x plus b ڴ ࡛ 2
ऴ࢐యవ۪ऐ ए࣋ ڕࠬ ޴బܽद ఇڒ  छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡ࠻ ࠑ   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ఎ ࣋ए ࡛ࠂ ߖ ࡛ छ x b b b ࠭࠲ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߖ ࡛
࣋ए छ छ޳ ڷࡱߕ ߖ ࡛ फࣃ࢘ࣄޓ ࡌ ࠭.
  ఒక చޔరऴసం పऱ࣒ छ޳  ऱ  పࡏࣃ ఒక ޴ߝఅ ࡌ ऱ࣒ న࣒ ఈ ࣋ए࠳ రऴసంޔతफం చ࠴  ޜ  छ c a x b ߘ ࡛ 2 b 
फ ࣋ए࣋ށڷ ޜڷࡱߕ छ ऱ  పࡏࣃ ఒక ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆऱ ఇࡏࣃ ޴फంࣆफ ఇ࣋ށڷ ޜڷࡱߕ ߖ ࡛ ऱ࣒  b c a a y  x b
తफం ࣋ए࠴ 2 ࠑ छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࡛ छ ప  ߖߖ޵ ޳ࡶ సࠪనం ړࠉ ࣄఎ ࡛ࠂ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒  y two by four a y b 
࣋ए छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࡛ࠂ న࣒࠳ ࡛ , ఇ޴ ఒక ࡓ ऱܿ  ప ऱ࣒ సࠪనం ac by four a x b ړߖࣃరऴޔచ ݡంࡓ ޜ  a 
సࠪనం ࣋ए ړ న࣒࠳ ऱࡏࣃ ఒక ޴ߝన࣒ అ࠳ ޴బܽद ఇڒ छ y k x h ڴలంږޒऴప ړߖ޵ న ۲టࣄۯ ࡛ k 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠳న࣒ ࣋ए छ  ac b 4 a h b a y 4 ړߖߦࡐ ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ ޴ߝన࣒ అ࠳ ࠾ࡍమ ߖ ࡛
సࠪనం ڒబܽद ࠳ ߘߝన࣒ ڴ ߘڒ ఉంۨనటऱޙ࠼, మనࣁݞ ڕ ఒక సమړߖ࠻ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ y ys y 

ए࣋ ࣁݞ छ కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ࡛  ऴ࣋ڶ ߘ ࠆڴफ , ࢣర लం ړ ࠪڒ ࠪరऐ బݟందࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ x h k ,ࡏ
రࢣ ࠾ࡍమ ޴ంܿంڕ۪ࡏޘ ࡮ࠒࡌߦ ఉం݄, ఈ ڴలంږߘࣃ ߘߝ బܽदڒ लం ࠼ߦ ࠪڒంࡹ ݋ a h k 
ఉంܿం޴, ఇకए డ ఎకए ఉండవ۪ऐ ߕݧ छڒ లठవߕ ࠭࠲   ऴడంڕࣆޓ ࡹ ݋ంܿߕऒ ࠭ మ࡮ࠒࡌߦ ࠾ࡍ సڴࡍठ
ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇࢣ ޴ర लం మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡅ ࡮ࠒࡌߦకए  అࣾం ఈ పంړ फ ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ , x h 
 ఈ అࣾం ࠬద a  ޴द ఉంܿంࢳదృ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴషदంࣆ ڕఖࡔ ఈ ࡮ࠒࡌߦ
మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡓݧ ࡹवړ दڡझ ړࡓݧ ࠾ࡍక࣒ మࠂ  ޴ంޔ࢓అ ߤࡷ న࠳ంత సࠪనڜ బܽदڒ  दڡझ  l  y ߘ 
కھߘనడం కషदం ޶ڒ 
కࡓݧ ࠾ࡍక࣒ మࠂ ޴ߝఅ ࡮ࠒࡌߦ , दڡࡍझ ఉనऒ ڴ࢑ధం ښరం ఒ޷ ݟంߘ   అߖऒ छ޳ ంటऱ࠼ߦ   ࡌ
అం޴ంచబݟందߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद మనڕ ఇకए డ ఈ ࢣర लం ఉనऒ ం޶న 
రࢣ लం ߘంݟ ఈ ޷రం ࠪڒ ఉంܿం޴.h k 
ړࡓݧ  दڡझ  ఇ࠳ ޴న࣒ మࠂ ߕ ࠾ࡍక࣒ ࠼ߦంࠪڒ ݋ ఆ࡮औ  వదभ ࠂ ړߖ޵ ޙࠉۮక࣒ ޷రం ࠂక࣒ l k h 
लࡌࢣ ݟంߘ ఉనऒ ړߖ औ࡮రం ఆ޷  రࢣ ࡮࢛ బܽदڒ న࣒࠳  लం ࠂక࣒ మࡓݧ ࠾ࡍवړ दڡझ  రం k޷ సࠪన ݟంߘ 
ఆ࡮औ औ࡮న࣒ అం݄ ఆ࠳ న࣒ అం݄࠳  కएࡅ న࣒࠳ ޴న࣒ అం݄ ఇ࠳   k l k k l k ࡯ݞఉం ࠼అ ݭ࠵ 
औ࡮బܽद ఆڒ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ  ప ऱ࣒ k l l k ࡏࠬ ࠾ࡍఒక సࠬకరణం మ ڕమన ޴సࠪనం ఇ ړ ݡంࡓ 
 ం݄ڕࣆޓ
ఉనऒ ߯࡮ࠒࡌߦ  మ࠼ߦ ߕ޼ࡔంߖ ݋ మనం ڕࣆޓ ߖߧంܼ࠭, అڜ ޴ంత ࠪڒ ఆ࡮औ  అޙ࠼ మనڕ x y 
కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ  సࠬకరణం ࠳న࣒ అࡏࣃ ޴ߝऱ ࠳న࣒ ࣋ए छ औ࡮ఆ ࠪڒ బܽद ఈڒ ࡛ ఇకए ߘ డ y k x h x 
ఉంۨޙ మనڕ ఆ࡮औ  ఉంܿం޴.
झ࠹݅ ఎ ܿ ޴ߝన࣒ అ࠳   న࣒ ࣛ۶ ࣋ए࠳  छ ࡛ అం݄ ࠳న࣒ ࣛ۶ ࣋ए छ ࡛ ఆ࡮औ  k eq  ual x x ޜڙ న࣒࠳ 
సࠪనం ޳ࡶ ఆ࡮औ కएࡅ ڙ న࣒࠳    ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ  అం݄ మనం x h p ݋ం࠼ߦ బܽदڒ సࠪనం ړ ݋ࡐ ࡛
ఈ ࠼ߦంڕࣆޓ ߖ ݋ం݄ ఇࠪڒ  ޴ ఆ࡮औ छ޳  औ࡮ఆ ࡌ కएࡅ న࣒࠳  ࡍఆڝ  न݋ߝ  ప ऱ࣒  వర ठߖ࡮࠮ऒ  కڵ࡯ k h 
ఉం޴ ఇߩओ మధङ ݟంߘ రం޷ ݟంߘ ݡ ࡍఆڝ రం޷  नߖࡹ ݋ߝ ఈ వङ ङޑ  బܽद p f p p xڒ సࠪనం ړߖࣃ
ఇ޴ ఆ࡮औ కएࡅ న࣒࠳   వర ठ࠮లం అޔ࢓ం޴  మࡔ ࠾ࡍఖߘ ڕంࡓݧ ݟवړ दڡझ  రం ఎంత,k a p p޷ ݟంߘ 
ఈ ޷రం ఇకए డ ڝఆࡍ न݋ߝ ఆ࡮औ  మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠪనం ڒబܽद ఆ࡮औ ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ న࣒࠳  డ ఈ y y l l 

औ࡮బܽद ఆڒ సࠪనం ړ ߖ ओߩంܼ࠭ ఇڕࣆޓ న࣒࠳  औ࡮న ఆ࠳సࠪన ޜ ݡ y l l pf  ߖ న࣒࠳  pl k 
औ࡮ఆ ݟంߘ 1  ޴फంࣆۨࣇ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ڙ ݀   పరంڴ అߖ ऴࣄ࢐, ఆ߯ ޳ۯ ݋ߩभ ం  ఈ సࠬకరణంࡓ ࡹంݡ l 
ఆ࡮औ औ࡮న࣒ ఆ࠳  औ࡮న࣒ ఆ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳   ࣋ए छ ࡛ అం݄ ఆ࡮औ  औk k k࡮ఆ 2 ޴ऱ ఇࡏࣃ ఒక ޴ߝన࣒ అ࠳ 
औ࡮బܽद 4 ఆڒ న࣒ 2࠳ న࣒ ࣋ए࠳  छ ࡛ न ఇ޴ ఆ࡮औ  k k k a ڷࡱߕ  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړߖ޳న࣒ ఒక࠳ 
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छ޳ औ࡮ఆ ࡌ నऒࠚ ݟంߘ  ంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ ࠪڒ అࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ రࢣ ޴బܽद ఇڒ ࡏ लం ߘంݟ k h a 
నऒࠚ క࣒ࠂ ంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఆ࡮औ ऒߕࣆ న࣒࠳  औ࡮ఆ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ߖڒ  औ࡮ఆ ړ న࣒࠳  k k ߖ న࣒࠳ 
ర޶भ ࣃۯफ औ࡮ఆ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ औ࡮అం݄ ఆ  ࠭ޑ޶ం߰ ڴసࠪనం ړڷࡱߕ ړఒకܽ ߖ న࣒࠳    ప ऱ࣒  k a k 
వړ ࡛ࠂ ࠑ ߤ సࠪనం మߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍऒ  ఉప࣋ڵࡆफ ఇࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ ఆ࡮औ a ޴సࠪనం, ఇ ڕ l k k 
సࠪనం  ࣋ए ڕ న࣒࠳ ऱࡏࣃ న࣒ ఒక࠳ ࡮ࠒࡌߦ బܽदڒ ࡛ࠂ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ छ ࡛ न ࢣర लం ࠪڒ a y k x h h k 
औ࡮ఆ ࠪڒ ޴ఇ ,޴ఉం ࡹ క࣒ࠂ औ࡮ఆ ࠪڒ న࠼సࠪనం అ ړ  వదभ ࠂక࣒ ఉం޴, ఇ޴  ప ऱ࣒  వ࡛ࠂ ࠑ ߤ h h k a 
మࡓݧ ࠾ࡍక दڡࡍझ  అړ ޴ߝ సࠪన࠳న ߤࡷ అం݄ ࠳న࣒ ړ సࠪనం ఈ ࡌࢣल ऒߖ  కڵ࡯ ఉం݄ ߖ޵ऒ  l y k 
ړࡓݧ బܽद ఈڒ న࣒࠳ రం޷ ఆ ఈ ࠪڒ బܽदڒ ڷࡱߕ ఒక ړߖݞవڝफం۪ࡏڷ दڡझ  a h k m  eans k 
ఈ ࢣర लం ߘం޳ 1 ݟछ  a ࡹరం޷ ڷࡱߕ ݟంߘ ڷࡱߕ ऱࢁక࣒ మࠂ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹరం޷ ڷࡱߕ ࡌ
ఉంܿంࢣ ޴ర लం ఈ ࠂక࣒ మړࡓݧ ࠾ࡍ दڡझ మధङ ࢓޶ంࠉ ఈ ߖࡹ   మధङ  బܽद  ఈ aڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖఅ ࢓޶ంࠉ 
సందరग ంࠂ ࡹక࣒ మڡࡓݧ ࠾ࡍ द ڡࡍझ  మధङ  ࠾ࡍక࣒ మࠂ బܽद మనంڒ ࡍఒక స ݡంࡓ ఒకܽ ݡంࡓ రం޷ 
కࡓݧ दڡࡍझ  ఉపڵࡆంۨ ߖ ߘ࡮ࠒࡌߦరछ ۨంۧమߖ మనం ۫ڒ ࠭ࢡబܽद ࡮ࠒࡌߦ అࠂ ޴ߝక࣒ ڕ ఏߕ޼ 
ऒߖఅ ࡮ݦరం ఉం޷ ࢓޶ంࠉ . ޴ంݟయబۯ ݋࣊ ంటऱ࠼ߦ 
ړवࡓݧ   दڡझ ఉనऒ ڴలంబం ݋ం࠼ߦ ݟంߘ   बరࣄ ݡంࡓ ݦవబࡱߧ ߖఅ ࣄࠂ ޙ࠼సࠪనం, అ ړߖࡌ޷ ࢓޶ంࠉ 
ర޵ మనం ڴల పరం࢓޶ంࠉ डవృޑफ खࡗపࣝ ࠾ࡍరం మڒ రछߖ ߘ࡮ ۨంۧ࠭, ఆ߯ మనం ߖరछ ۨంۧ࠭ ڒబܽद 
మనం ޵ర डవృޑफ भ޳۫ ڴపరం ࡮ࠓޒఅ ࠾ࡍరం మڒ ం.
ړࡓݧ ࠾ࡍక࣒ మࠂ  दڡझ వछߖఉండ ڴ࢓޶ంࠉ बరࣄ ߕ޼బܽद ఏڒ  ంݟ, మనం అࣿߖऒ  బܽद f x fڒ ం޳ంڕࣆޓ 
ఏߕࣆ ࠪڒ ߕ޼ऒ  మ࠾ࡍ మనం ޵ర डవృޑफ ऒߖࡌڒ ऒߕࣆ ࠪڒ ڕబܽद మనڒ ం޳ంڕࣆޓ   ఉంܿం޴ f f 
फࣃऴ࢐ ߖఅ ࠪڒ ߖߖ޵ మనం ޳ࡶ ࠭  ఎࡗ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ߕࣆ ࠪڒ ࣄऒ  ఆ߯ అࣾం߯ ऴప߄న అࣾంޜ c z x 
ర޵ डవృޑफ రం ఇవछڒ బޔݡం޴ ఇߕࣆ ࠪڒ ޴ऒ ऒߕࣆ న࣒ ఎ࠳   ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ࠉ   బܽद మనంڒ ࠉ న࣒࠳ 
ఈ ޵ర डవృޑफ ऒߖࣃరऴޔర చڒ  ఒక చޔరऴసంܿߦ ޜ ࣋ए छ छ޳ రऴసంޔफ  చ࣋۫ ޜ ࡛  x y b a ࡌ

కం݄ ߭దभ޴ మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ ఒక చޔరऴసం ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ఈ సందరग ంࡹ ఇߩओ  b c b ߘఖࡔ మనం ఈ ݡ
भ޳۫ ం ڒబܽद పంړ फ޳ ߖछ ఖ ఎకएࡔ బܽद ఈڒ ݟంచంށగࡍప ߖసࠪనం అ ړߖࣃరऴޔచ ࡌ డ ఉం޴ ఇ޴ x c 
छ޳ ంతڜ ړన పం࠳సࠪన ړߖࣃరऴޔచ ࡌ फ c a 

కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఇ޴ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఖۨऐ తంڴ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ c a a by c 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ఈ ޵ర डవృతफం ࡅకए న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ  టऱ޳ ޙ࠼छ  సࠪనం  x c ړߖࣃరऴޔచ ࡌ
ర޵ डవృޑफ ఉనऒ ࡹరంڒ  ం pxy޳ంڕࣆޓ ߘ࢓޶ంࠉ 

ऒߖࡌ޷   మ࠾ࡍ ఈ ࡔఖڕ ఉనऒ ऒߖࡌ޷  भ޳۫  ం ڒబܽद ޵ర डవృޑफ రం pf 1޷ ړ ߤవ ࡹరంڒ pl f pxy c 
ऒߕࣆ  అޙ࠼ ఒకܽ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ కएࡅ   వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం  చޔరऴసం ڒబܽद ఒక pf x c y pf 
చޔరऴసం ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అం݄ ࣋ए छ ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x c y i  s x cx c y 
࣋ए छ ए࣋ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࡛ छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ అం݄ ࠉ ࣋ए छ ࡓ ࡛ ऱܿ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ  సࠪనం y y x ړ ࡛
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ  ఉం۪޳ం ڒబܽद ఇ޴ ࣋ए छ న࣒ ݀  ప࠳ ࡛ ऱ࣒ రऴసం పऱ࣒ޔచ  ޴फంࣆఇ ࣄ   చޔరऴసంx cx y 

చదరࡓ ߩ ऱܿ ఒక ࠳న࣒ చޔరऴసం ޳छ ऒߖࣃరऴޔఒక చ ࡌ  కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒక ࠳న࣒ b x b 
࣋ए छ ए࣋ ߖ ࡛ छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ए࣋ ޴ఇ ޙ࠼అ ,޴फంࣆఇ ߖ ࡛ छ ࡛ x cx c 
ए࣋ ࠉ న࣒࠳ छ రऴసం ࣋एޔసࠪనం  ఒక చ ړ ࡛ छ ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ అ޴ߝ ఒక x cx c 
చޔరऴړߖࣃ సࠪనం చޔరऴసం ఒక ࣋ए छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࡛ छ छ޳ ࡛ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ మࢁऱ ఇకए డ ఒక చదరߩ c 
ए࣋ ࠉ న࣒࠳ छ ए࣋ ߘ ࡛ छ छ޳ రऴసంޔఒక చ ޴బܽद ఇڒ ం޳ఉం۪ ڴ ࡛   న࣒ c c x࠳ రऴసంޔరऴసం చޔచ ࡌ
ప  ݡంࡓ ऱ࣒  ఒక చޔరऴసం ڒబܽद ఇ޳ ޴छ తफం ࣋ए࠴ న࣒࠳ ޜ࡯డनھ ࡌ छ  కం݄ cx c޶సࠪనం ఎం ړݟڕ ࡛
ऒߖ޵ ࡏࠬ  ࣋ए छ ࡓ ݡంࡓ న࣒࠳ రऴసంޔఒక చ ࠾ࡍఈ పదం మ ڕࠬ फ࣋ۯ ࡛ ऱܿ వࣆफం޴, ఇ޴ ఇకए డ ࡓంݡ cx
ఇࣆफం޴, ఇకए డ ࣋ए छ ఒక ࣋ए ߖ ࡛ छ వछߖఉంచ ޜ ࡛ ంݟ బయట మన࠳ ڕన࣒ ࣋ए छ  తफం c x c࠴ ݟంߘ ࡛
࣋ए छ ࡛ వࣆफం޴  అߘ ޙ࠼ం޷ ݟరం ఎంత అޙ࠼ ఈ ࠼ߦం݋ అࣄ۫ ࡏࠬ ߖనటऱޙ࠼ ఇ޴ e p l pxy l

ఉనऒ ڕవర ݟంߘ కएࡅ రం޷ ఈ ݟంߘ న࣒࠳ రం޷  న࣒ ࣋ए࠳  छ  బܽद p l x c mod mod x a cڒ ࠑ ࡛
ఇ࠳  ޴న࣒ ఒక చޔరऴసం ߘంݟ చޔరऴసం చޔరऴసం ڒబܽद మనం ߰ం࠭ޑ޶ ఒక చޔరऴసం x c pl pf 

ए࣋ ߤऱ వࡏࣃ రऴసంޔసࠪనం చ ޜ छ ࡛ అం݄ ఒకܽ ఒక ࡓ ऱܿ ఉం݄ ఒకܽ మనం ޵ర डవృతफం c pl pf c pl 
కएࡅ  ࢑పࡎతతߖ ߘరछ ۨంۧమࡏڷ ߖफڝࣆۯం޳ ݟछ  బܽद c a e pl ppl pf 1ڒ ߤऱ వࡏࣃ ޴బܽद ఇڒ ࡌ
छ޳ ర޵ బܽदڒ సࠪనం ړ ࡌ डవృޑफ కएࡅ ࢓޶ంࠉ ߕ޼ఏ ߖࡹరంڒ షओߖ  pl e ߩచదర ړߖࡌ޷ ڕఖࡔ फ ఈޒ x 
ఈ ޵ర डవృతफం మ࠾ࡍ పంړ फ ޳छ छ޳ సࠪనం ړߖࣃరऴޔచ ࡌ  సࠪనం x cpf pl x ړߖڒంࡌबࣄ ఒకܽ ࡌ
సࠪనం అ࢑ ޻ధంڴ మనం ఈ పంړ फ࠳ ߖన࣒ ࣋ए छ ړపం ڴ࢑ధం ޻ం݄ అڕࣆޓ ࠑ ࡛ फړ సࠪనం e x c x 
న࣒ ࣋ए࠳ छ షओߖ ࠑ ࡛ ऒߖࣃరऴޔసࠪనం  ఒక చ ࡱफڕబܽद ఈ పంڒ సࠪనం ړ फޒ  న࣒ c e x c࠳ ݟంߘ 
 ݟంߘ
క޵ ޙߧ࡯ర डవృޑफ ర ࣋एڒ छ కएࡅ ࡛ ړवࡓݧ  दڡझ ए࣋ ߖ  छ ࡛ ప ऱ࣒  అంܼࡏ  ࣋ए छ छ޳ ࡛  రऴసం x y bޔచ ࡌ

కం݄ ఎڕए వ ఉనऒ  ఒకޜߖ޳ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ ړवࡓݧ మనం ݡ दڡझ  ఉపڵࡆంۨ b 
ర޵ डవృޑफ ऒߖࡌڒ खࡗపࣝ ޳ࡶ  రछߖ ݞږ ߘ࡮ ۨంచగల࠭ ڒబܽद మనం ఒక శంڒڣర ߖڴ࢑࠙ऒ  ,ం޳ంڕࣆޓ 
ఈ శంఖ࠭ߘ ఉపڵࡆంۨ మన࡮ࠒࡌߦ ڕ ࣝపࡗख भ޳۫ ߖफందࣆࠚల ࡮ ం  ࠮లం వదभ ࡌࢣल ऒߖ  కڵ࡯ lf 
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ఉనऒ  ࢑࠙గం అࣾం߯ దృࢳद ښంऴ޵కࣆࡍफం޴ మ࠾ࡍ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఒక ࡔఖڡࡓݧ ߘ द ࣆۯफం޴ x y 
రࢣ బܽद మనం ఒకڒ ޴అࣾం ఉంܿం ࠾ࡍఅࣾం మ ڕబܽद మనڒ लం 0ڕࣆޓ ߖంܼ࠭, ఈ x y v 0 
సమనछ ߖ ݋ం࠼ߦ యం ޜ ࠪڒ మ࠾ࡍ ఒక పంړ फڕࣆޓ ߖం޳ం ఈ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం ఏࠫܽ, ఈ f 0 l 
పంړ फ ڜంత ఆ࡮औ ओߩఇ ߖసࠪనం అ ڕ भ޳۫ ݡ ం ࠼ߦంటऱ ࣃब ऒߖߕ  కڜߘए ం޳ం అం݄ ߖషओ  x p p f ߖफޒ

छ޳ ంచవ۪ऐڵ࠙ ࡌ , ఇకए డ ఇ޴ ఏࠉ ߕ޼ంڕ࢓޶ లంబంڴ ఉంܿం޴.pl 
  మనం ఏڕࣆޓ ߕ޼ం݄, మనం pxy 

ऒߖࡌ޷ ఈ లంబ ࠾ࡍరం మ޷ फࣃ۫  ࠭ ఇڜ ޴ంత ࣄबࡌంړߖڒ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇࣄ ޴बరంڴ pf pl 
ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ మనڕ ఉనऒ ం޶న వऴకࡔఖ߯ ఉంܿంڒ ޴బܽद మన޳ ڕछ  v v 0 0 vf vl ࡌ
म޳అబ  ߨఇ ఈ ఇం ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ छ޳ రం޷ ࡱ ఇకए ࡌ డ ޜ vl evf vf f
సࠪనం ڒబܽद ఇړ ࠑ ޴ సࠪనం ڒబܽद పంړ फ ࠳న࣒ ړ ࠑ సࠪనం, ߖ޵ऒ  మࢁऱ ޳ڶभ ం మ࠾ࡍ f e l x f e
మనڕ ఈ పంړ फ ࠳న࣒ ࠑ ఉంܿం޴ ఇߩओ  x f e pxy ,ݟంڝࣆޓ ߖ ݋ం࠼ߦ రణ߄ࣃ ߕ޼ఖ߯ ఏࡔవऴక ݡ
ఆ߯ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ సࠪనం అం݄ ࣋ए ړ ࡛ छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ అం݄ ࠳న࣒ ࠴తफం ࣋ए छ ࡛ pf e pl pf pf x f 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఇ޴ ࣋ए छ ࡓ ࡛ ऱܿ ࡓంݡ ఈ ߰డ࢓  ప ऱ࣒ బܽद  పڒ  ऱ࣒  బܽद y e p l x f  e x fڒ రऴసంޔఇ చ ࠑ 
మనం ߖ޵ऒ  సరࢁకృతం ࣋ۯफ ࣋ए छ ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ झڡసࠪనం ఎ ړߖ޵ ࡛  ప ऱ࣒  x fx f y 
ఎࠆ ࣋ए छ ࡛ न అం݄ ఇ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  2 ఎࠆఎڡझ  ప ऱ࣒  ఎࠆ ࣋ए छ ए࣋ ࠆబܽद ఎڒ ࡛ छ ࡛  ర޶भ ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ x 
ఇ޴ ఒక ࠳న࣒ ఇ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ పऱ࣒ ߤవ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛  ఎڡझ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛  x f y p޴ߝబܽद అڒ సࠪనం ړ

ࡓ ऱܿ వߤ పऱ࣒  అߖ ߭టदంݟ మనڕ ఒక ࠳న࣒ ఇ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ సࠪనం f e x px y 
అޔ࢓ం޴  ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ ऒߖހమనం ఈ సࠬకర ړ  ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఇޒࡌ ޴ వంܽ సࠬకరణం ߘంݟ మ࠾ࡍ p f 

ఉనऒ ڕఖࡔ కएࡅ రం޷   అࣄ ޴ߝबర࠳న ఇߩओ  దܽ పదం p o e e࠴ ࠾ࡍమ ޙ࠼సࠪనం అ ړߖ޳ఒక ݡ
న ࣋ए࠳సࠪన ړ ݡంࡓ ڕమన ޙక߱ࡶ छ ࡛ వࣆफం޴, ఇڒ ࡮ࠒࡌߦ ޴బܽद ఇ޴ మనం ఇపओ మనం px  ښܽ y 
షओߖ एڕం݄, ఒకܽ కం݄ తڕࣆޓ ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ߖफޒ వ ఉం݄ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ఏࠫ e e 
జޔڷࡏం޾ మనం ࠭ం࠭ࣃ۫ ޶, ఆ߯ ఒకܽ ࠳న࣒ ఇ చదరߩ ఇږߘࣃ ޴లం ڒబܽद మనڜ ڕంత 
చޔరऴసం చదర࠳ ߩన࣒ వࣆफంࡓ  ޴ంݡ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛ ऒߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ  మనం ࣋ए छ ࡛ x px y x 
छ޳ న࣒࠳ ఒక ࣋ए ࡌ छ ࡛  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߕࣆ ߖ ࡛ న ࣋ए࠳సࠪన ړ छ ए࣋ ߖ న࣒࠳ ޳ࡶ ࡛ छ छ޳ ࡛ p x y x p 2ࡌ p 
࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .p 
 ఒక చޔరऴసం ޳छ పऱ࣒ ڷࡱߕ ࡌ  చޔరऴߖࣃऒ  ࣾࠫంచంݟ , ఇߕࣆ ޴ऒ y x p ړ న࣒࠳ ޳ࡶ న࣒࠳ ړ
చޔరऴస చޔరऴసం పऱ࣒  ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ  y p ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜరऴసంޔన చ࠳సࠪన ړ ࡛
ర޵ डవృతफం ࡅకए  సࠬకరణం ޶ڒ.
  ऴށࠪߦక ࡐపంߗڒ ࡹ ఇకए డ 
ర޵ ࣋۫ ࡏࠬ डవృޑफ ऒߕࣆ ߖ ࡏࠬ ࡹరంڒ ఒక y  ޴फంࣆన࣒ వ࠳ ڕࠬ ,ޙ࠼ఉంۨనటऱ ڴసࠪనం ړ x p 
చదరߩ చޔరऴసం ޳छ छ޳ రऴసంޔరऴసం ఒక చޔచ ࡌ ర޵ బܽदڒ రऴసంޔచ ࡌ डవృޑफ  p p x ړߖ޳ంऴښ రڒ
సࠪనం ࠉం࢓޶ వదभ ఒక చޔరऴసం మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ऴపޙङ క సందరग ంߕࣆ ࡹऒ  p ړ
సࠪన࠳న ޵ర डవృޑफ ऒߖࡌڒ  మనం ۫ࣃफ ࠭.
ऒߕࣆ ߘߝ రణ సࠬకరణం߄ࣃ   ए࣋ ޙ࠼दనటऱܽ߭ ߖసࠪనం అ ړ छ ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ x px y 
ऒߕࣆ కएࡅ ఒక వృతफం ޴సࠪనం, ఇ ړ  సࠬకరణం ڒబܽद ޵ర डవృޑफ ऒߕࣆ మనం ࡹరంڒ e ߖ న࠳సࠪన ړ
ఉంۨనటऱޙ࠼ మనం 
వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఎڕए వڴ ఉం݄  ఒకܽ కం݄ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ e e 
ఈ సࠬకరߖހऒ  ఈ సࠬకరణంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ బܽद మనం ࣋एڒ , छ ए࣋ ߤన࣒ వ࠳ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  e x px ݡంࡓ 
న࣒ ࣋ए࠳ छ ऒߕࣆ ߖ ࡛ फࣃऴ࢐ ڴసࠪనం ړ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇకए డ ږߘࣃలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ y 
సࠬకరణం ࣝపࡗख ర޵ ఈ ࡏబܽद ఒకڒ ࡮ डవృޑफ ऒߖࡌڒ  మ࠾ࡍ ࣝపࡗख ړࡓݧ ࠾ࡍక࣒ మࠂ ݞږ ߘ࡮ दڡझ  
ఉపڵࡆంۨ ߖరछ ۨంచవ۪ऐ ऒߗలڴ࢑࠙ ڦబܽद ఈ శంڒ , ర޵ ࡮ࠒࡌߦ  डవృޑफ खࡗపࣝ ࠾ࡍరం మڒ ऒߖఅ ࡮  
రछߖ ڴ క࣒ࡹ ల࢓޶ంࠉ ۨంచబడ࠼ޑ, అం݄ ࠉంࡅ ࢓޶కए కएࡅ రం޷  షओߖ   ڴ࢓޶ంࠉ बరࣄ फޒ
ర޵ బܽद మనంڒ ࡔతత సࡎ࢑ప ޴న ఇ࠳बరࣄ ఖࡔ बరࣄ ࠾ࡍమ ࠭࠲  ޴ంޔݡవబࡱߧ डవృޑफ  ,foc  e ړߖࡌڒ
ڡࡓݧ న݄ऱ మనంࣄۯ द ల సࠬకరߖހऒ  కߕھߘऒ ࠭ అ࢑ ޻ధంڴ ࣝప࡛ ڝ ࡮ࠓసం ࡓంࡓݧ ݡక दڡࡍझ  మ࠾ࡍ 
ڡࡓݧ द ڡࡍझ  
కएࡅ  సࠬకరణం ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం కھߘనగړࡓݧ ڼ࡯ दڡझ  సࠬకరߖހऒ  పࡍగށంచంݟ  ࣝపࡗख  x ࡮
࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࠉ ࡌ छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ ࡌࢣल ऒߕࣆ ࠪڒ ࡱ  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ y 
ऒߕࣆ  మࠂ ࠾ࡍక࣒ ఒకܽ ߕࣆ ࠪڒऒ  ఇకए డ మࡖక ࠂక࣒ ఉంࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ ߕࣆ ࣄऒ  ఇߩओ  ऱf c fࢁమ ݡ
भ޳۫ ం  ࣝప࡛ ࢑ ࡮ࠓషయం޳ ࡹछ ړన పం࠳సࠪన ړߖࣃరऴޔచ ࡌ फ వదभ,  ࣋ए छ ࡛ न ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  c c b 
࣋ए छ एڕరऴసం కం݄ ఎޔచ ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ ࡛ వ ڒబܽद ఒకܽ కం݄ తڕए వ a by c 
छ޳ రऴసంޔబܽद ఒక చڒ ఖۨऐ ޴ఇ  ࡌ తంڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఈ పంړ फ ޳छ  c a c x ࡌ
చޔరऴړߖࣃ సࠪనం, ߘߝ ఏ࠼ߦ ߕ޼ంڕࣆޓ ݋ం݄ ޷రం ఒకܽ మ࠾ࡍ ఈ ޷రం ఎంత pxy pf pl 
అړࡵ ߖए भ޳ ం ڒబܽद ఒక చޔరऴసం ࠳న࣒ ࣋ए छ సࠪనం పऱ࣒ ړ ࡛  ࣋ए छ ࡛ ఇ޴ ࣋ए छ  న࣒pf x c y i  s x࠳ ࡛
ప  ݡంࡓ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అޙ࠼ ࣋ए छ ए࣋ ࠉ ࡛ छ ࡓ ࡛ ऱܿ ࣋ए छ ए࣋ ࠉ ఈ ߤన࣒ వ࠳ ࡛ छ ࡛ cx c y y x 
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న࣒ ࣋ए࠳ छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࡛ छ ప   ݡంࡓ న࣒࠳ ߩరऴసం చదరޔబܽद ఒక చڒ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  pf x cx c b 
చޔరऴసం చޔరऴసం ࠳న࣒ ࠉ చޔరऴసం ڒబܽद ఇ޴ వߤ పऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ए࣋ ޜ ࡛ छ ࡛ ࣋ए छ  x x ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛
झڡఎࣄ  ప ऱ࣒ ए࣋ ࣄ  छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࡛ छ ए࣋ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ए࣋ ࣄ ࡛ छ  రऴసంcޔచ  ޴బܽद ఇڒ ࡛

࣋ए छ ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ ఒక చޔరऴసం ڒబܽद ޳ ߖߖ޵छ  x cx c c c ߖఅ ࡌ
ऴ࢐యవ۪ऐ चࢁమ ߘߝ ,రऴసంޔతफం చ࠴ న࣒࠳  ऱ cࡏࣃ ߩబܽद ఒక చదరڒ ߘఉంచగల ޜ ݋ఒక ఔ ߖ  c x 
छ޳ న࣒࠳ ए࣋ ޴బܽद ఇڒ తతࡎ࢑ప రऴసంޔతफం చ࠴ ࡌ छ ࡓ ࡛ ऱܿ ߭ࡽ ࣋ए छ  బܽद ఒకܽ a  c c e pf plڒ ࡛
ࣝప࡛ ࢑ ࡮ࠓషయంࡹ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ړ సࠪనం ڒబܽद పంړ फ సࠪనం పऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ छ޳ ࡛ e  ࡌ x a c 
అ޴ߝ ࣝపࡗख ए࣋ ࡮ छ కएࡅ ࡛ ࡔߖ  भࡱࢡ ఒక చదరࠫߖ ߩ  ࣋ए छ  సࠪనం x us y ړߖ޳రऴసం ఒకޔచ ࠉ ࠑ ࡛
అޙ࠼ అࣾం ࠬద ޜࣄࠂ ࣝప࡛ ڕࣆޓ ࡮ࠓం݄ మనం ࣋ए छ ఒక ࣋ए ߖ ࡛ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ए࣋ ࠉ ࠑ ࡛ छ ࡛ y y x 
ओߩం݄ అڕࣆޓ ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ݟంߘ కࡓݧ ݡ दࡎ పంړ फ ఈకछ  y c  ޴ంޔࠋۮ ߖసࠪనం అ ړన࣒ ఎ࠳ ࡽ
छ޳ ర޵ ऱ ఆࣣࢁబܽद మڒ రऴసంޔచ ࡌ डవృޑफ  ڕమన ࡵరం వڒ
ఈ ऴށࠪߦక ࡐపంࡹ ఒక ࣋ए छ छ޳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛ న࣒ ࣋ए࠳ ࡌ छ కࡓݧ న࠳సࠪన ړ ࡛ दࡎల x c x 
సࠬకరߖހऒ  ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ఇ޴ అߖऒ  శంڒڣర ޵ ࡮ࠒࡌߦ ࡱڴ࢑࠙ర डవృޑफ खࡗపࣝ ࠾ࡍరం మڒ  ࡮
అࣆߧ۫ ߖफంࠂ ޴క࣒ మ޵ ࠾ࡍర डవృޑफ ړࡓݧ ࠾ࡍక࣒ మࠂ రڒ दڡझ  పరంڴ వࡍ पంచవ۪ऐ  మߖ ࠾ࡍరछ చనం 
ఏࠫటం݄, ࣄबర ࠉం࢓޶ దృࢳद޷ ړరం మړࡓݧ ࠾ࡍ दڡझ  అࡔ ߝఖڕ లంబ ޷రం ߖషओ  ࡯ݞఉం ڴबరంࣄ फޒ
మࣄ ࠾ࡍबࡌంకం సࠪనంڴ ఉం޳ అ߯ߖ޳ ߝ ఆ߄రపݟ ఉంܿం1  ޴ కం݄ తڕए వ 1 ޳ࡶ ఒకܽ కం݄ 
ఎڕए వ ޵ ࡮ࠒࡌߦ ࠭࠲ర डవృޑफ खࡗపࣝ ࠾ࡍరం మڒ ఇకए ܌ࡗఈ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߘ࡮ డ 
ఆࣃ࢘ߧफ ࠭ మ࠾ࡍ త޶పࡍ తరగ޵ ࡮ࠒࡌߦ ࠭࠲ ࡹޒర डవృޑफ खࡗపࣝ ࠾ࡍరం మڒ  ࢐ܽ నࡷద࠴ ࡮
కएࡅ  ܼంܐం ऱܿ మ߄ࣃ ࠾ࡍరހల ࡍڷంۨ ࡏߝऐ ంܼ࠭ ధనङڕ  ࡱ޳࢐
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