
എبാവർുׯം ഹേലാ ഇത് േകാണിക് വിഭാഗ׹െളുׯറിتു׺ അ؀ാമെ؋ ْപഭാഷണമാണ്, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ പരവലയ ദീർഘവൃ؋െ؋യും ൈഹؚർേബാള േമാഡിെനയും കുറി്׺ സംസാരിുׯം, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ക؇ പരാേബാളയുെട زാൻേഡർഡ് രൂപ׹ൾ നാല് േകാടാലി അെ׸بിൽ യ്്ׯ y 
തുലّമായ സ്കٔയർ േഫാം ആെണ്ؗ അറിയുؗ രീതിെയുׯറി്׺ ഞാൻ ആദّം സംസാരിׯെ؂ y 
ചതുരം ൈമനസ് 4 ചതുരം 4 അെ׸بിൽ ചതുരം ൈമനസ് നാല് അതിനാൽ ഇവ axx ay x ay, 
നൽകിയിരിؗുׯത് നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമായ പരവലയ ചതുരമാണ് , ഇതിന് ഉ؍വرാന്؋ y 
ശീർഷമു؇്, ഈ പരവലയ؋ിന് ഉ؍വرാന്؋ ശീർഷമു؇് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഇത് ഉ؇്  പരാേബാള x 
ചതുരം നാല് ന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ അ؋ײിൽ ْപതിഫലി׺ാൽ നമു്ׯ ഈ പരവലയമു؇്, ay y 
എനി്ׯ ൈമനസ് 4 േകാടാലി്ׯ തുലّമായ ചതുരം ലഭിുׯം , ഇത് ൈമനസ് 4 ന് തുലّമാണ് ചതുരം, y x 
നമു്ׯ ഇതിന്െറ ഒരു പരാേബാള േനാׯാം 4 ന് തുലّമായ ചതുരം അെ׸بിൽ ൈമനസ് 4 ന് ay x ay 
തുലّമായ ചതുരം എ്ؗ ൈട്ؚ െചുإക, അതിനാൽ ഇവിെട എؗത് ചതുരം 4 അെ׸بിൽ x y x a x 
ചതുരം ൈമനസ് 4 െകാ؇് നൽകിയിരിؗുׯത് നി׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ ഇത് യിൽ a xy 
നൽകിയിരിؗുׯ ഒരു ْപേതّക തരം കٔാْഡാئിക് സമവാകّമാണ്  ൽ ഒരു കٔാْഡാئിക് ആയതിനാൽ x-
ഇത് തുലّം നൽകുؗു 1 മുതൽ 4 വെര േകാടാലി അെ׸بിൽ ചതുരം അെ׸بിൽ എؗത് ഇേؚാൾ y x y 
ൈമനസ് 1 െകാ؇് നാല് േകാടാലി ചതുരമാണ് , െല െപാതുവായ കٔാْഡാئിക് േപാളിേനാമിയൽ x 
പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ , െപാതു കٔാْഡാئിക് തുലّമായ േകാടാലി ചതുരവും ബിഎ؛ ٧്عസ് സിയുംy 
പരിഗണിുׯക, അവിെട പൂജّമب എ്ؗ നൽകിയിരിുؗുׯ. ഇത് വീ؇ും ഒരു പരാേബാളെയ a 
ْപതിനിധീകരിുؗുׯ എ്ؗ കാണിുׯം, സാധാരണ രൂപ؋ിലب, ലംബ׹ൾ ഉ؍വرാന്؋ 
ഉ؇ാകണെമؗിب, എؗാൽ ഈ പരാേബാളയുെട ലംബ׹ൾ എ׹െന കെ؇؋ാം, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ഇത് എ്ؗ എഴുതാം ചതുരവും ബിയും േകാടാലിയും െകാ؇് തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ െചؗുإത് y x c a 
ഇവിെട ഒരു ചതുരം പൂർ؋ിയാുׯക എؗതാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് ؛സ് എ്ؗ പൂർ؉ x b 
ചതുരമായി എഴുതാം, അതിനാൽ ഇത് നി׹ൾ്ׯ ചതുരവും യും േകാടാലിയും ചതുരവും നാല് x b b 
ചതുരവും നൽകും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ചതുരെ؋ നാലായി കുറയ്ുؗുׯ  ഒരു ചതുരം കൂടി b c 
െകാ؇് എؗത് ഒരു തവണ ؛സ് െകാ؇് 2  െകാ؇് തുലّമാണ്  ഒരു തവണ ؛സ് ബി 2 ന് a x b x 
തുലّമാണ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരം ൈമനസ് ബി സ്കٔയർ ൈമനസ് േഫാർ എസി ബി  y two by four a 
അെ׸بിൽ ഇത് ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് േഫാർ എ്ؗ എഴുതാം, ഒരു തവണ ؛സ് y b ac by four a x b 
ര؇് ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് എؗത് ഒരു തവണ ൈമനസ് ന് y k x h 
തുലّമാണ് ചതുരാകൃതിയിലുتിട്؋ ഇതിന്െറ െനഗئീവായതിനാൽ 4 ൈമനസ് സ്കٔയർ 4 k ac b a ,

എؗത് ൈമനസ് എؗത് ര؇് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് എؗ രൂപ؋ിന് തുലّമാണ് , ഞാൻ h b a y y 
ൈമനസ് എؗത് ആയി ഇ؂ാൽ നമു്ׯ ഡാഷ് ഒരു സമയ؋ിന് തുലّമാണ്  ഡാഷ് സ്കٔയർ ka ys y x 
അതിനാൽ ഈ പരാേബാളയുെട ْഗാഫ് വര׺ാൽ , ശീർഷകം േകാമ േല്ׯ മാئിയതായി നി׹ൾ h k 
കാണുؗു, അതിനാൽ േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗുെവ׸ിൽ, ഈ പരവലയം തുറുׯം , a 
ഇവിെട എവിെടയും ഉ؇ാകാവുؗ േകാമ എؗ ബിؕുവിലാണ് ശീർഷകം.  ഞ׹ൾ നാലാമെ؋ h k 
കٔാْഡന്റിലാണ് എടുؗുׯത് , അേؚാൾ പരവലയം ഇതുേപാെലയായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇതാണ് 
ശീർഷകം , ഇവിെട പരവലയ؋ിന്െറ അു׺ത؇് ഈ േരഖയാണ് ന് തുലّമായിരിുׯം പരവലയം x h 
ഈ േരഖയ്്ׯ സമമിതിയാണ് , േഫാׯസ് ആയിരിുׯം  ഈ അു׺ത؇ിൽ , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ a 
ഡയറക് ْടിക് സ് എؗതിന് തുലّമായ ഒരു വരയായിരിുׯം  േഫാׯസും ഡയറക് ْടിക് സും l y 
കെ؇ؗു؋ത് ബുؑിമുت؂ു കാരّമب , കൂടാെത േഫാׯസിൽ നിؗും ഡയറക് ْടിക് സിൽ നിؗുമുت 
ദൂരം തുലّമായ എبാ ബിؕുׯൾുׯം പരാേബാള നൽകിയി؂ുെ؇ؗും ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ഇവിെട ഈ ശീർഷകം ഉتതിനാൽ ശീർഷ؋ിൽ നി്ؗ ഈ ദൂരം േകാമയാണ്. ഇത് h directrix 

ൈമനസ് ആണ് , എന്െറ േഫാׯസ് േപായിന്റ് േകാമ ആൽഫയിൽ പറ؁ാൽ ഇതിേലتുׯ l k h 
േഫാׯസിന്െറ ദൂരം േഫാׯസിൽ നി്ؗ ശീർഷ؋ിേലتുׯ ദൂരം ആൽഫ ൈമനസ് ആണ് , k 
കാരണം േവാല ശീർഷകം േഫാׯസിൽ നിؗും ഡയറക് ْടി٧عിൽ നിؗും തുലّ ദൂരമാണ്. ആൽഫ 
ൈമനസ് എؗത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതായത് ആൽഫ ൈമനസ് ഇത് ൈമനസ് യുെട k l k k l k 
േമാഡ് ആയിരിׯണം, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ആണ് , ആൽഫ ؛സ് എؗത് ര؇് ആണ്, k l l k 
ഇതാണ് നമു്ׯ ലഭിؗുׯ ഒരു സമവാകّം , നി׹ൾ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ പരാേബാളയിെല 
മേئെത׸ിലും േപായിന്റ ് എടുׯാം, അത് കുറ്׺ േകാമ ആൽഫയാണ്, പിെؗ നമു്ׯ p x y 
പരാേബാളയുെട സമവാകّം ൈമനസ് ആണ് ഒരു തവണ ൈമനസ് ചതുരം, അതിനാൽ ഈ y k x h x 
േകാമ ആൽഫ ഇവിെട ഇടുേآാൾ നമു്ׯ ആൽഫ ലഭിുׯം  ൈമനസ് െക സമമാണ്  ual to a times x 
ൈമനസ് സ്കٔയർ, അത് ൈമനസ് സ്കٔയർ ആൽഫ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അെ׸بിൽ h x h k x 
ആൽഫ ൈമനസ് യുെട ؛സ് ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ േപായിന്റ് ഈ k h p 
േപായിന്റ് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ഈ  േകാമ ആൽഫ ഉപേയാഗി്׺ ആൽഫ ൈമനസ് െകയുെട p 
േകാർഡിേന؛ ്ئസ് സ്കٔയർ റൂ؂് ഉ؇്, ഇേؚാൾ േഫാׯസിേലتുׯ യിേലتുׯ ദൂരം h p- p - f 
യുെട ദൂരം എؓാണ് , േകാർഡിേനئിെല ഈ വّതّാസ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ആൽഫ x 
ൈമനസ് യുെട വർ״മൂലമായിരിുׯം  കൂടാെത എؗ ഡയറക് ْടി٧്ع യിേലتുׯ ദൂരം ഈ k a p p l 
ദൂരം േകാർഡിേന്ئ ഇവിെട ആൽഫ ആണ് , ഇത് ആണ് അതിനാൽ ആൽഫ ൈമനസ് ന് y y l l 
തുലّമാണ്, കാരണം നأൾ ഇവിെട ഈ എടുؗുׯത് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആൽഫ ൈമനസ് y l l 
ഇേؚാൾ ന് തുലّമായ ആൽഫ ൈമനസ് എؗത് ആൽഫ ൈമനസ് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് , pf pl k l 
ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ആൽഫയ്ുׯം നും പരിഹരിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ l 
നമു്ׯ ഇത് സമവാകّമാണ്, ഒ്ؗ സൂചിؚിؗുׯത് എؗത് ײമിׯണം, നമു്ׯ ഇടാം 1 മുതൽ നമു്ׯ k 
ആൽഫ ടു െക ൈമനസ് ആൽഫയുെട അടിرാന؋ിൽ എഴുതാം , തുടർ്ؗ പു؂്  ഈ l 

Pru
tor
@
IIT
K



സമവാകّ؋ിൽ ര؇് ആൽഫ ൈമനസ് എؗത് ആൽഫ ൈമനസ് ര؇് െക ൈമനസ് ആൽഫ k 
സ്കٔയർ ആണ്, അതായത് ആൽഫ ൈമനസ് െക ഒരു തവണ ഇത് 2 ആൽഫ ൈമനസ് 2 െക ആണ്, 
അതിനാൽ 4 ആൽഫ ൈമനസ് െക സ്കٔയർ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ആൽഫ ൈമനസ് െക ഒؗിന് 
തുലّമാണ്  നാല് െകാ؇് ആൽഫ യിൽ നി്ؗ വّതّസ് തമാണ്, അതിനാൽ േകാമ ഇവിെടയാണ് a k h a 
േഫാׯസ് ശീർഷ؋ിൽ നി്ؗ വّതّസ് തമാണ്, അതിനാൽ ആൽഫ ൈമനസ് പൂജّമبാ؋തിനാൽ k 
ഇത് ഞ׹ൾ റؐാുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ആൽഫ ൈമനസ് കി ആൽഫ ൈമനസ് എؗത് ഒؗിന് k 
നാലിന് തുലّമായി ലഭിുׯം സൂചിؚിؗുׯത് ആൽഫ, ؛സ് വൺ ൈബ േഫാർ എ യ്്ׯ തുലّമാണ് , a k 
നി׹ൾ ഇത് ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് എؗത് ര؇് ൈമനസ് ആൽഫയ്്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് l k k
ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ േഫാർ ആണ്, അതിനാൽ പരാേബാള ൈമനസ് ഒരു തവണ ൈമനസിന് a y k x 
തുലّമാണ്  ചതുരാകൃതിയിലുت ശീർഷകം േകാമ േഫാׯസിലാണ് , അതായത് േകാമ h h k h 
ആൽഫയ്്ׯ തുലّമായ േകാമ ആൽഫയിൽ ആയിരുؗു േഫാׯസ്, ؛സ് വൺ ൈബ േഫാർ എ h k 
ആയി നമു്ׯ ലഭിു׺ , ഡയറക് ْടി٧്ع എؗത് ന് തുലّമായ േരഖയാണ്, അത് ൈമനസിന് തുലّമാണ് l k y 
നമു്ׯ ഈ ശീർഷകം ഉെ؇׸ിൽ ഇത് ഓർأിׯാൻ നാലിൽ ഒ്ؗ എؗത് േകാമ എؗത് ആണ്  a h k m 
ഈ ദൂരം ൈമനസ് െക ആണ്, അതിനാൽ ഈ ഡയറക് ْടി٧്ع ഈ ശീർഷ؋ിൽ നി്ؗ എؗ 1-4 a 
അകല؋ിലാണ് , േഫാׯസ് വീ؇ും ഒؗിന് നാല് അകല؋ിലാണ്, ശീർഷം ഈ േഫാׯസിനും ഈ a 
േപായിന്റിനും ഇടയിലുت മധّബിؕുവാെണ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം. ഈ സാഹചരّ؋ിൽ േഫാׯസും 
ഡയറക് ْടിക് സും തأിലുت അകലം രെ؇؉ം ഒؗിന് ര؇ാണ് , അതിനാൽ േഫാׯസും 
ഡയറക് ْടിക് സും ഉപേയാഗി്׺ നأൾ പരാേബാളെയ നിർവചി׺തായി ഞ׹ൾ ക؇ു, അതിനാൽ 
പരവലെയ എبാ േപായിന്റുകളും സ׽ീകരി׺ിരിുؗുׯ, അതായത് േഫാׯസിേലتുׯ ഏത് 
േപായിന്റിന്െറയും ദൂരം. ഡയറക് ْടിക് സിൽ നിؗുت േപായിന്റിന്െറ ലംബമായ ദൂര؋ിന് തുലّമാണ്, 
അേതസമയം ദീർഘവൃ؋െ؋യും ൈഹؚർേബാളെയയും എ്ؗ വിളിؗുׯ ര؇് رിര foci 
ബിؕുׯൾ്ׯ േവ؇ി നിർവചി׺ േശഷം ഞ׹ൾ നിർവചിു׺, അതിനാൽ നമു്ׯ ദീർഘവൃ؋െ؋യും 
ൈഹؚർേബാളെയയും േനാׯാം േഫാׯസും ഡയറക് ْടിക് സും ആയതിനാൽ എഫ ്ഏെത׸ിലും 
നിحിത ബിؕുവായിരിׯെ؂, നമു്ׯ അ؋ײിൽ എടുׯാം, അതിനാൽ എؗത് ഏെത׸ിലും എഫ്x f 
േകാമ പൂജّമാണ് , നമു്ׯ ദീർഘവൃ؋ം എടുׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ എഫ് േകാമ പൂജّം ഉ؇് 
അെ׸بിൽ ഞ׹ൾ ഇത് േകാമ ആയി എഴുതാം  ഇേറായും ൈമനസ് സി േകാമ പൂജّവും തുടർ്ؗ c z x 
അ؋ײിൽ ْപധാന അײേ؋ാടുകൂടിയ ദീർഘവൃ؋വും നൽകിയിരിؗുׯത് ഇത് ഒരു േകാമയാണ് 
പൂജّം ൈമനസ് ഒരു പൂജّം ഇത് പൂജّം ബി പൂജّം ൈമനസ് ബി ആണ്, അതിനാൽ നأൾ ഈ 
ദീർഘവൃ؋ം ചതുരം ഒരു ചതുരവും ചതുരവും േനാുׯകയാെണ׸ിൽ  ചതുരം െകാ؇് x y b a 

േനׯാൾ വലുതും ചതുരം ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ചതുരവും ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ b- c b 
ഈ വരി േനാׯാം, അതിനാൽ എؗ േരഖ െകാ؇് ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّമായി പരിഗണിുׯക, x c 
അേؚാൾ ഈ വരി എവിെടയാണ് ഇത് ചിലത് യുെട ചതുര؋ിന് തുലّമായ വരി എؗത് ْശؑിുׯക, c x 

ൈബ എؗതിേനׯാൾ വലുതായതിനാൽ ഇത് െയׯാൾ വലുതായിരിുׯം, കാരണം a c a a by c 
ഒؗിെനׯാൾ കൂടുതലാണ്, അതിനാൽ ഈ ചതുര؋ിന് തുലّമായ എؗത് ഇേؚാൾ ഈ x c 
ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ വലതുവശ؋ാണ്.  ദീർഘവൃ؋؋ിെല േപായിന്റ് എടുുׯക , നമു്ׯ pxy pf 1 
ദൂരവും ഈ േരഖയിേലتുׯ ദൂരവും േനാׯാം അതിനാൽ ദീർഘവൃ؋؋ിെല യുെട ദൂരം pl pxy f 
ഒؗിേല്ׯ, അതായത് പൂജّം, ഒ്ؗ ൈമനസ് സ്കٔയർ ؛സ് യുെട വർ״മൂല؋ിന് c pf x c y 
തുലّമാണ്.  ചതുരം അതിനാൽ ഒരു ചതുരം ൈമനസ് സ്കٔയർ ؛സ് ചതുരം, അതായത് pf x c y i  s 
സമം ചതുരം ൈമനസ് ര؇് ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് ചതുരം എؗാൽ സ്കٔയർ ചതുരം x cx c y y y b 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, ഒരു ൈമനസ് ചതുരം ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് x 
ഇടാം, അതിനാൽ ഇത് ചതുരْശ ൈമനസ് ര؇് ؛സ് നൽകുؗു  സ്കٔയർ ؛സ് ചതുരം ഒരു x cx c y 
ചതുരം െകാ؇് ഒരു ൈമനസ് ചതുരം ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന് ഒരു x b b 
ചതുരം ചതുരം ൈമനസ് ര؇് ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ നൽകുؗു, എؗാൽ ഇത് എؓാണ് x cx c b 
ചതുരം ൈമനസ് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്  ഒരു ചതുരം ചതുരം ൈമനസ് ര؇് ؛സ് സ്കٔയർ b x cx c 
 സ് സ്കٔയർ ഒരു സമചതുരം സ്കٔയർ എؗത് ഒരു ചതുരْശ ൈമനസ് സ്കٔയർ നൽകുؗു, b c b؛
നമു്ׯ ഇവിെട ഒരു ചതുര ൈമനസ് സ്കٔയർ ഇവിെട ചതുരമായി ഇടാം, അതിനാൽ ഇത് ചതുരം b c c x
ആണ്  സ്കٔയർ ൈമനസ് ര؇് സിഎ؛ ٧്عസ് ഒരു ചതുരം, അതിനാൽ ഇത് സി ൈബ േകാടാലി ൈമനസ് 
ഒരു സമചതുരം വലതുവശ്؋ തുലّമാണ്, കാരണം നി׹ൾ ഇത് സ്കٔയർ െചᅃٝാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ 
പദവും ഒരു ചതുരം ൈമനസും ര؇് മട്׹ ലഭിുׯം, ഇത് ര؇് സിഎ٧്ع നൽകും. പുറ്؋ അേؚാൾ നമു്ׯ 

ൈമനസ് ഒരു ചതുരം മുഴുവൻ ചതുരവും ലഭിുׯം  എؗാൽ യിേലتുׯ ദൂരം എْതയാണ് x c e p 
എؗാൽ ഈ േപായിന്റ ് ആെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ആണ് ൽ നി്ؗ pxy l p- l 
വെരയുت ദൂരം ഈ ദൂര؋ിന്െറ ൈമനസ് ഒരു സ്കٔയർ ൈബ േമാഡ് ആണ്.  ൈമനസ് ഒരു x c x 
ചതുരം ചതുരം ചതുരം ആണ് അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ ഒരു ചതുരം ഒരു ചതുരം തവണ c pl pf c 
ന് തുലّമാണ് ചതുരം അതായത് ഒ്ؗ ഒരു തവണ ആണ് നأൾ pl one pf c pl one 
ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ ഉത്േകْؕത നിർവചി׺ത് ഓർുׯക  ആയാൽ ഇത് തവണ ഒ്ؗ ആണ് c e pl ppl 
അതിനാൽ എؗത് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ദീർഘവൃ؋؋ിെല ഏത് ബിؕുവിന്െറയുംpf 1 by pl e 
ഈ േരഖയിേലتുׯ ദൂര؋ിേലتുׯ അനുപാതം ചതുരം ഈ ദീർഘവൃ؋വും േരഖ ഒരു x x 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് ന്െറ ഒ്ؗ رിരാ׸ം ന് തുലّമാണ് തുലّമാണ് നأൾ ഈ വരി cpf  pl e x x 
എടു؋ാൽ ൈമനസ് ഒരു ചതുരം െകാ؇് തുലّമാണ്  ഒരു സ്കٔയർ ൈമനസ് മുതൽ x c  c 
വെരയുتതിെന ദീർഘവൃ؋ം ചതുര؋ിന്െറ ഡയറക്ْടിസുകൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ. സ് കٔയർ x y 
ൈബ ബി സ് കٔയർ , ബിേയׯാൾ വലുതുت ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ  ഡയറക് ْടിക് സ് 
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ഉപേയാഗി്׺ ദീർഘവൃ؋േമാ ൈഹؚർേബാളേയാ നിർവചിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു േകാണിക് 
െസײൻ എടുׯാം , ഈ േകാൺ ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ഒരു പരാേബാള ൈഹؚർേബാള ലഭിുׯെമ്ؗ lf 
കാണാം. ഉ؍വرാന്؋ ഒരു ശീർഷം ഉت ഭാഗം അ؋ײിൽ േഫാׯസ് െചുإകയും x y 
അ؋ײിന് സമാؓരമായി ഒരു േരഖ ഡയറക് ْടിക് സ് െചുإകയും െചുؗുإ, അതിനാൽ നമു്ׯ x 
അײവും അײവും ഉتതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ശീർഷം എടുׯാം , േകാർഡിേന്ئ എഫ് േകാമ 0 y v 0 0 
ഉപേയാഗി്׺ ഈ േപായിന്റായി േഫാׯസ് എടുׯാം. നമു്ׯ ഒരു വരി എടുׯാം ഈ േരഖയുെട l 
സമവാകّം എؓാണ് ഈ േരഖ ചില ആൽഫയ്്ׯ തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ േനാׯാം p 
േപായിന്റുകളുെട رാനം കെ؇؋ാം അ؋ര؋ിലുت അനുപാതം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് p pf pl 
ഏത് ബിؕുവിന്െറയും ലംബമാണ്.  നأൾ ഏെത׸ിലും എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, നأൾ ദൂരവും pxy pf 
ഈ ലംബ ദൂരവും േനാുؗുׯ ഇത് ചില رിരാ׹׸ൾ്ׯ തുലّമാണ് ഇെതാരു رിരാ׸മാണ്, pl e 
കാരണം നമു്ׯ ഉتതിനാൽ വْക؋ിൽ കിടؗുׯതിനാൽ ഉتത് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ v v 0 0 vf vl 
ഇത് തുലّമായിരിׯണം ഇ ഈ ഇംപി  നുണകൾ ദൂരം ന്െറ ആണ് ഇവിെട ന് തുലّമാണ്, vl evf vf f 
അതിനാൽ ഇത് ന്െറ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് ന്െറ ന് തുലّമാണ് , നമു്ׯ ഇത് f- e- l x f- e-
വീ؇ും വരയ്ׯാം, നമു്ׯ ഈ വരി ന്െറ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്. ഇേؚാൾ വളവിെല ഏെത׸ിലും x- f-
െപാതു േപായിന്റ ് എടുുׯക , തുടർ്ؗ ചതുരം ചതുരം ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, എؓാണ് pxy pf e pl 

സ്കٔയർ ചതുരം ൈമനസ് മുഴുവൻ ചതുരവും ചതുരവും ഇത് ചതുര തവണ ര؇് pf pf x f y e p l 
ഈ നീളം ؛സ് ആണ്  ؛സ് െകാ؇് ചതുരം, അതിനാൽ നأൾ ഇത് ലളിതമാׯിയാൽ x f e so x f e 
ഇത് ചതുരْശ ൈമനസ് ര؇് ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് ചതുരം നൽകുؗു, ഇതിന് തുലّമാണ് ؛സ് x fx f y ex 

സ്കٔയർ, അതായത് ചതുരം ചതുരം ؛സ് 2 ؛സ് സ്കٔയർ f e x efx f 
അ׹െന സ്കٔയർ  റؐാുؗുׯ , ഇത് ഒരു ൈമനസ് ഇ സ്കٔയർ സ്കٔയർ ൈമനസ് ര؇് എഫ് വൺ f x 
 എؗത് എഫ് ഇര؂ി തുലّമായി y p ׯിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്؋സ് ചതുരം പൂജّ؛ ٧ിعസ് എ؛
ഇടാം, നമു്ׯ ഒരു ൈമനസ് ഇ സ്കٔയർ ചതുരം ൈമനസ് ര؇് പി٧ുع ം ചതുരവും തുലّമാണ് e x y 
ഇേؚാൾ പൂജّ؋ിേല്ׯ, ഈ സമവാകّം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ , ഇതാണ് രതി എؗ സമവാകّം p 
യിേലتുׯ ദൂര؋ിന്െറ എؗ േരഖയിേലتുׯ ന്െറയും എؗത് ഒരു رിരാ׸ം ആണ്, o, f p l e e
എؗത് ഒؗിന് തുലّമാെണ׸ിൽ , ആദّെ؋ േടം ഇെ׸بിൽ, നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ചതുരം ര؇് ന് y px 
തുലّമാണ്, അത് ഒരു പരവലയമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഞ׹ൾ ഇതിനകം തെؗ അനുപാതം ഒؗിന് 
തുലّമായി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ ഒരു പരാേബാള ലഭിുؗുׯ , ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിൽ e e 
ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം, ഒരു ൈമനസ് ഇ ചതുരം ഇതാണ് േപാസിئീവ് അതിനാൽ 
നമു്ׯ കുറ്׺ ചതുരം ചതുരം ൈമനസ് ലഭിുׯം  ര؇് ؛സ് ചതുരം പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, x px y 
അതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 എ്ؗ എഴുതാം   .  നാല് ؛സ് ചതുരം ഒരു ചതുരം x p y 
െകാ؇് ײമിׯണം, ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം അെ׸بിൽ ൈമനസ് ഒരു ചതുര x p 
ചതുര؋ിൽ ൈമനസ് യും ചതുരവും സമചതുരവും ചതുരവും ഒരു ചതുരം െകാ؇് x p x y p y p 
ചതുര؋ിന് തുലّമായ നാലിേല്ׯ തുലّമായിരിുׯം, ഇത് ഒരു ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّമാണ്.  
സാധാരണ രൂപ؋ിൽ എؗാൽ ഇവിെട നി׹ൾ കാണുؗ ദീർഘവൃ؋ം പൂജّ؋ിന് തുലّമായ y 
നൽകിയാൽ നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ലഭിുׯം  ഒരു ചതുരം െകാ؇് ചതുരം ഒരു ചതുരം െകാ؇് x p p p 
ചതുരം ആണ്, അതിനാൽ ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗ؋ിന് തുലّമാണ് എؗ ബിؕുവിൽ ഒരുx p p 
ചതുരവും പൂജّവും ആണ് , ْപേതّക േകസിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഒരു ദീർഘവൃ؋ം നമു്ׯ 
ലഭിുׯം  െപാതുസമവാകّം പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഇ؂ാൽ ചതുരം ൈമനസ് ര؇് ؛സ് ചതുരം e x px y 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അത് ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ ദീർഘവൃ؋؋ിൽ 
നأൾ കാണും പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഇ؂ാൽ നമു്ׯ ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം ലഭിുׯം , e e 
വലുതാെണ׸ിൽ ആണ് ഒؗിെനׯാൾ എؗതിേനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ ഈ സമവാകّം നമു്ׯ e e 
ഈ സമവാകّമായി എഴുതാം, അതിനാൽ നأൾ ചതുരം ൈമനസ് ഒരു ചതുരവും കൂടാെത ര؇് e x px 
ൈമനസ് ചതുരവും പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ഇവിെട ഇത് േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു y 
സമവാകّമാണ് ഒരു ൈഹؚർേബാള അതിനാൽ േഫാׯസും ഡയറക് ْടിക് സും ഉപേയാഗി്׺ ഒരാൾ്ׯ ഈ
ദീർഘവൃ؋െ؋യും ൈഹؚർേബാളെയയും നിർവചിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഈ േകാണിക് 
വിഭാഗ׹െളبാം പരവലയ ദീർഘവൃ؋വും ൈഹؚർേബാളയും എبാ ബിؕുׯളുെടയും رാനമായി 
നിർവചിׯാം, അതായത് േപായിന്റിന്െറ ദൂര؋ിന്െറ അനുപാതം ഒരു നിحിത ബിؕുവിേലتുׯ 
അനുപാതം നأളും ഒരു നിحിത േരഖയും ഒരു رിരാ׸ം ആണ്, അത് ഉത്േകْؕത ശരിയാണ്, foc  e 
അതിനാൽ അടു؋തായി നأൾ ദീർഘവൃ؋؋ിന് െചᅃٝതുേപാെല ഡയറക് ْടിസുകളുെട സമവാകّം 
കെ؇؋ി ൈഹؚർേബാളയ്്ׯ സമാനമായി ര؇് ഡയറക് ْടിക് സ് ഉ؇ാകും , കൂടാെത നമു്ׯ 
കെ؇؋ാനാകുؗ ഡയറക് ْടി٧عിന്െറ സമവാകّം പരിഗണിുׯക  ൈഹؚർേബാള സ്കٔയർ ൈമനസ്x 

സ്കٔയർ ബി സ്കٔയർ ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട ലംബ׹ൾ ഒരു േകാമ പൂജّവും y 
ൈമനസ് എ പൂജّവുമാണ് , േഫാׯസ് ഒ്ؗ സി േകാമ പൂജّം ആണ് ഇവിെട മെئാരു േഫാׯസ് ഉ؇് f f 
ര؇് ൈമനസ് സി പൂജّം ഇേؚാൾ നമു്ׯ വീ؇ും േനാׯാം  ൈഹؚർേബാളയുെട കാരّ؋ിൽ ന്െറ x 
ചതുര؋ിന് തുലّമായ വരിയിൽ , സ്കٔയർ ഒരു ചതുരവും ചതുരവും തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം,c b 
അതിനാൽ ഇത് ഒരു ചതുരേׯ؋ാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഒؗിൽ കുറവാണ് അതിനാൽ ഒരു a by c 
ചതുരം  ഇത് േയׯാൾ വളെര കുറവാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട ഈ വരി യുെട ചതുര؋ിന് ആണ് ,c a- c x 
ഞാൻ ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ്എടുുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഒ്ؗ, ഈ ദൂരം എ്ؗ pxy pf pl 
കണׯാׯാം, അതിനാൽ ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് ؛സ് ചതുരം ഏത് pf x c y i  

സമം ചതുരം ൈമനസ് ര؇് ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് ചതുരം എؗാൽ ചതുരം ചതുരം തവണs x cx c y y b 
ചതുരം ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ഒ്ؗ ഈ ചതുരം ചതുരْശ ൈമനസ് ചതുരം അതിനാൽ ഒരു x b x b pf 
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ചതുരം ചതുരْശ ൈമനസ് ര؇്  ؛സ് സി സ്കٔയർ ؛സ് ബി സ്കٔയർ ഒരു ചതുരം സ്കٔയർ x cx x 
ൈമനസ് ബി സ്കٔയർ, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ؛സ് ബി ചതുര؋ിന്  തുലّമാണ്  ചതുരം ചതുരം c x 
ൈമനസ് ര؇് ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ഒരു ചതുരമാണ്, അതിനാൽ ഇത് െകാ؇് cx c b c 
േകാടാലി ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരം എ്ؗ എഴുതാം, അത് എനി്ׯ വീ؇ും എ്ؗ എഴുതാം, c c 
എؗത് ഒരു ചതുരം െകാ؇് െവ׺ാൽ ൈമനസ് ചതുരം മുഴുവനും ചതുരം കാരണം ന്െറ c x a  c c a 
ഉത്േകْؕതയാണ് ഇത് ചതുരം തവണ െപൽ ചതുരം ആണ് , അതിനാൽ ഒ്ؗ എؗത് ന് e e pf pl e 
തുലّമാണ്, അത് ൈഹؚർേബാളയുെട കാരّ؋ിൽ ഒؗിൽ കൂടുതലാണ്, അതിനാൽ വരി സമം ഒരു x 
ചതുരം മുതൽ ؛സ് ൈമനസ്  എؗത് ൈഹؚർേബാള ചതുര؋ിന്െറ ഒരു ചതുരം മിനിئിന്െറ c x 
ഡയറക് ْടിസുകളാണ് അ؋ײിൽ ഉت ൈഹؚർേബാള എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ചതുരം y foci y b 
സ്കٔയർ ഒؗിന് തുലّമാണ്, നأൾ ചതുരം ൈമനസ് ചതുര؋ിൽ നി്ؗ ചതുരം ഒؗിന് y x b 
തുലّമായി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഡയറക് ടറി പറയുؗത് ൈലൻ സമം ൈമനസ് നും y y a 
തുലّമായിരിുׯം  ഈ زാൻേഡർഡ് േഫാമിൽ ആഹ് ദീർഘവൃ؋ാകാരം േപാെല വീ؇ും നമു്ׯ x 
നൽകുؗ ഡയറക് ْടിസുകളുെട സമവാകّം ലഭിുׯം.  േഫാׯസ്, എലിപ് സ് േഫാׯസ്, ഡയറക് ْടിക് സ് 
എؗിവയുെട അടിرാന؋ിൽ വിവരിׯാം, നിർവചനം ദൂര؋ിന്െറ അനുപാതം ഒരു നിحിത 
േപായിന്റ് േഫാׯസും ഡയറക് ْടിക് സ് എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗ ഒരു േരഖയിേലتുׯ ലംബ ദൂരവും ഒരു 
 ൽ 1 കുറേവാ ഒؗിൽ 1 .ുؗുׯിരി׺ം തുലّമാേണാ എؗതിെന ആْശയി׸ിരാر വും׸ിരാر
കൂടുതേലാ നമു്ׯ പരാേബാള ദീർഘവൃ؋വും ൈഹؚർേബാളയും ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇ്ؗ
ഇവിെട നിർു؋ം , അടുױ ؋ാസിൽ പരവലയ ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറയും ൈഹؚർേബാളയുെടയും 
ُ١ർശന׹െളയും േനാർമലുകെളയും കുറി്׺ പഠിുׯം നؕി 
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