
എبാവർുׯം ഹേലാ , ആദّ മൂ്ؗ ْപഭാഷണ׹ളിെല േകാണിക് െസײനുകെളുׯറിتു׺ നാലാമെ؋ 
ْപഭാഷണമാണിത് , പരവലയ ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറയും ൈഹؚർേബാളയുെടയും അടിرാന 
സമവാകّ׹ൾ ഞ׹ൾ പഠിു׺, കുറ്׺ ലളിതമായ ْപٍ׹٠ൾ പരിേശാധിു׺, അതിനാൽ നമു്ׯ ചർ׺ 
തുടരാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈഹؚർേബാളയുെട زാൻേഡർഡ് സമവാകّം ഓർأിׯാം  േഫാം x 
സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ബി സ്കٔയർ ഒؗിന് തുലّം അെ׸بിൽ സ്കٔയർ ൈമനസ് ചതുരം y y x 
ബി സ്കٔയർ ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ആദّേ؋തും ര؇ാമേ؋തും ഈ 
ൈഹؚർേബാളയുെട ْഗാഫ് ഇതുേപാെലയാണ്. ഇതിന് ര؇് ശാഖകളു؇് , ഈ േകْؕം 
ഉ؍വرാന؋ാണ്, ൈഹؚർേബാളയുെട ശീർഷ׹ൾ ഒരു േകാമ പൂജّവും ൈമനസ് േകാമ 
പൂജّവുമാണ് , ഇത് സമവാകّ؋ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഇ؂ാൽ ലഭിുׯം ൈമനസ് എ , േഫാׯസ് y 
ര؇് േഫാׯസ് അതിനാൽ നമു്ׯ ഒ്ؗ, എഫ ്ര؇് എ്ؗ വിളിׯാം ഇവയ്്ׯ േകാർഡിേന്ئ േകാമ f c 
പൂജّവും ൈമനസ് സി േകാമ പൂജّവും ഉ؇്, ഇവിെട ചതുരം ഒരു ചതുരവും ചതുരവും തുലّമാണ്, c b 
ഇതാണ് ആദّേ؋തും ഇവിെട നി׹ൾ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഇ؂ാൽ, നമു്ׯ എؗത് ؛സ് ൈമനസ് x y 

എؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ലംബ׹ൾ പൂജّം ൈമനസ് പൂജّം എؗീ േപായിന്റിലാണ്, a a , a 
ൈഹؚർേബാള ഇതുേപാെല കാണെؚടുؗു , ഇവിെട വീ؇ും പൂജّം േകാമ പൂജّം ൈമനസ് foci c 
േപായിന്റിലാണ്. വീ؇ും സ്കٔയർ എؗത് ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് ബി സ്കٔയർ ആണ് നൽകുؗത്, c c 
അതിനാൽ നأൾ അവസാന ױാസിെല ര؇് ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം, നമു്ׯ കുറ്׺ ْപٍ٠ം കൂടി 
േനാׯാം, അതിനാൽ ൈഹؚർേബാളയുെട സമവാകّം കെ؇ു؋ക, അതിന്െറ ലംബ׹ൾ ؛സ് 
ൈമനസ് ര؇് പൂജّ؋ിലും ؛സ് ൈമനസ് മൂ്ؗ പൂജّ؋ിലും അതിനാൽ ശീർഷ׹ൾ foci x 
അ؋ײിലായതിനാൽ ശീർഷ׹ൾ അ؋ײിലായതിനാൽ ൈഹؚർേബാളയുെട സമവാകّം x x 
ചതുരം ചതുരം ൈമനസ് ചതുരം ബി ചതുരം ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഇവിെട ലംബ׹ൾ ؛സ് x y 
ൈമനസിലാണ് എ്ؗ നൽകിയിരിുؗുׯ. ഈ ൈഹؚർേബാളയുെട ര؇് പൂജّം ശീർഷ׹ൾ ؛സ് 
ൈമനസ് എ പൂജّ؋ിലും ؛സ് ൈമനസ് സി പൂജّ؋ിലും ആണ്, അതിനാൽ തؗിരിؗുׯ foci 
ْപٍ؋٠ിൽ എؗത് ര؇ിനും എؗത് മൂؗിനും തുലّമാണ്, ഈ സമവാകّ؋ിൽ നമു്ׯ a c a, b 
എؗിവയുെട മൂലّം ആവശّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉ؇്  സ്കٔയർ ؛സ് ബി സ്കٔയർ a eq  ual 
മുതൽ ചതുരം വെര ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ചതുരം സ്കٔയർ ൈമനസ് ഒരു ചതുരം ആണ്, അത് 5 ന്c b c 
തുലّമാണ് , അതിനാൽ സമവാകّം ചതുരം െകാ؇് ചതുരം 4 ൈമനസ് ചതുരം ചതുരം 5 ആണ് , x y b 
ഇേؚാൾ ഇവിെട ര؇ാമെ؋ ْപٍ٠ം േനാׯാം നി׹ൾ്ׯ ലംബ׹ൾ പൂജّവും ൈമനസ് അ؀് ഉം foci 
പൂജّവും ൈമനസ് എ؂ും ആെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇതിൽ സമവാകّം x 
എؗ രൂപ؋ിലായിരിുׯം ײമിׯണം ചതുരം ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ചതുരം ചതുരം ഒؗിന് x y x b 
തുലّമാണ്, കാരണം ലംബ׹ൾ ഓണാണ് അײം സമവാകّം സമചതുരം ഒരു ചതുരം ൈമനസ് y y x 
ചതുരം ചതുരം ഒؗിന് തുലّമാണ്, അവിെട നൽകിയാൽ അ؀് , എؗത് എ؂്, അതിനാൽ ഇതിൽ b a c 
നി്ؗ നമു്ׯ വീ؇ും കെ؇؋ാം, അതിനാൽ സ്കٔയർ ആണ്  ചതുരം ൈമനസ് ഒരു ചതുരം 8 b b c 
ചതുരം ൈമനസ് 5 ചതുരം അത് 39 നൽകുؗു , അതിനാൽ സമവാകّം ചതുരം 25 ൈമനസ് ചതുരം y x b 
സ്കٔയർ 39 തുലّമാണ്. ലാئിസ് മലാശയം ൈഹؚിന്െറ സമവാകّം കെ؇ുؗു؋  അതിന്െറ erbola 

 ിന്െറ നീളം പْؓ؇ും ആയതിനാൽ, foci foci x؋ിസ് മലാശയئസ് ൈമനസ് നാല് പൂജّവും ലാ؛
അ؋ײിൽ അ؋ײിലായതിനാൽ സമവാകّം ചതുരം ചതുരവും ചതുരവും ചതുരവും x x x y b 
ഒؗിന് തുലّമാണ് , ؛സ് ൈമനസ് നാല് പൂജّ؋ിൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് സി എؗത് നാലിന് foci 
തുലّമാണ് , അതായത് ഒരു ചതുരവും ബി ചതുരവും നാലിന് തുലّമാണ് , ലാئിസ് െറക്ئം ന്െറ ലാئിസ്l 
െറക്ئം നീള؋ിന്െറ നീളം ര؇് ബി സ്കٔയർ െകാ؇് നൽകിയിരിؗുׯത് ഇത് തുലّമാെണ്ؗ 
ഓർأിുׯക  പْؓ؇് എനി്ׯ ഈ ഒരു സമവാകّം ഉ؇് , തുടർ്ؗ ര؇് ബി ചതുരം പْؓ؇ിന് 
തുലّമാണ്, ഇത് ബി സ്കٔയർ ആറിന് തുലّമാണ്, ഇത് സമവാകّ؋ിൽ ഇ؂ാൽ നമു്ׯ ഒരു ചതുരവും 
ആറ് എ തുലّവും ലഭിുׯം. നാല് ചതുര؋ിേല്ׯ അതിനാൽ ഇത് പതിനാറിന് തുലّമാണ്, ഇത് 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ  ആറ്, ൈമനസ് പതിനാറ് സൂചിؚിുؗുׯ അതിനാൽ എؗത് ആണ് a tw 
അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ കണׯാׯാം, അതിനാൽ സ്കٔയർ ആറിന് തുലّമാണ്, ഇത് പْؓ؇ിന് b b 
തുലّമാണ്, ഇത് നമു്ׯ ചതുരവും ഒരു ചതുരവും ആവശّമാെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ b 
സമവാകّം ചതുരം ഒരു ചതുരം നാല് ൈമനസ് ചതുരം പْؓ؇് തുലّമാണ്. ഒരു ലളിതമായ ْപٍ٠ം x y 
കൂടി െചുإക, നി׹ൾ ൈഹؚർേബാളയുെട സമവാകّം കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിന്െറ ؛സ് foci 0 
ൈമനസ് റൂ؂് 10 ആണ് , അത് ൈഹؚർേബാളയിലൂെട കടؗുേപാകുؗത് േപായിന്റ ്ര؇് േകാമ 
ْതീയിലൂെട കടؗുേപാകുؗു, അതിനാൽ പൂജّവും ൈമനസ് റൂ؂് െടൻ ആയി നൽകെؚടുؗു, ഇത് foci c
സൂചിؚി10  ുؗുׯ റൂ؂ിന് തുലّമാണ് സമവാകّം, കാരണം അײസമവാകّ؋ിൽ കിടؗുׯത് y foci 

ചതുര؋ിന്െറ രൂപ؋ിലുتതാണ്   മൂ്ؗ ചതുരം ഒآത് ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ര؇് സ്കٔയർ ബി y 
സ്കٔയർ േഫാർ ബി സ്കٔയർ േനടുക, ഇത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഇത് സമവാകّം ഒ്ؗ , ര؇ാമെ؋ 
സമവാകّം സി ഉപേയാഗി׺ാൽ എ, ബി എؗിവയിൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് റൂ؂് പ؋ിന് തുലّമാണ്, ഒരു 
ചതുരം ؛സ്  ചതുരം ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് എന്െറ സമവാകّം ര؇് ആണ് , 1 ഉം 2 ഉം b c 
ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ സ്കٔയർ, സ്കٔയർ എؗിവ പരിഹരിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഇവിെട ana b 
നി്ؗ നമു്ׯ സ്കٔയർ പ്؋ ൈമനസ് ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّം എ്ؗ എഴുതാം, ഇത് സമവാകّ؋ിൽ b 
ഇടുؗത് ഒ്ؗ നൽകുؗു ഒآത് ഒരു ചതുരം ൈമനസ് നാലിൽ പ്؋ ൈമനസ് ഒരു ചതുരം ഒؗിന് 
തുലّമാണ് , അതായത് 9 തവണ 10 ൈമനസ് ഒരു ചതുരം ൈമനസ് 4 ഒരു ചതുരം തുലّമാണ്  സ്കٔയർ 
ൈമനസ് എ മുതൽ നാലാമേ؋ത് വെര ഇത് ഒരു ചതുര؋ിൽ ഒരു കٔാْഡാئിക് നൽകുؗു, അതിനാൽ 
ഇത് നാല് ൈമനസിന് ഇവിെട നൽകുؗു, ഒآത് ؛സ് നാല് എؗത് പതിമൂ്ؗ ഇരുപ؋ി മൂ്ؗ ഒരു 
ചതുരവും െതാ؉ൂറും പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട നി്ؗ ഒരു ചതുരം 
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കെ؇؋ാം. ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് നമു്ׯ ഇത് ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ആയി അ؀് തവണ ഒരു ചതുരം 
ൈമനസ് പതിെന؂് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് അ؀ിന് തുലّമായ ഒരു ചതുരം 
അെ׸بിൽ ഒരു ചതുരം പതിെന؂ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ഒരു ചതുരവും ബി ചതുരവും ഇത് പ؋ായി 
നൽകിയിരിുؗുׯ, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ഒരു ചതുരമാണ്  പ؋ിൽ താെഴ തുലّമാണ് അതിനാൽ ഒരു 
ചതുരം അ؀ിന് തുലّമായിരിׯണം , തുടർ്ؗ ഒരു ചതുരവും ബി സ്കٔയർ പ؋ിന് തുലّവും 
ഉപേയാഗി്׺ ഇത് സമചതുരവും അ؀് ആണ്, അതിനാൽ സമവാകّം ചതുരം ചതുരവും b y 
സമചതുരവും അ؀് ൈമനസ് ചതുരْശ ൈബ ബി ആണ്  ചതുരം അ؀് ഒؗിന് തുലّമാണ്, x 
അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ എؗിവ തുലّമാണ്, അത് സ്കٔയർ ൈമനസ് ചതുരം അ؀് a, b y x 
ശരിയാണ്, ഇതുവെര നأൾ ൈഹؚർേബാളയുെട زാൻേഡർഡ് സമവാകّം പരിേശാധിു׺, തുടർ്ؗ 
സമവാകّം കെ؇ؗു؋തിൽ ചില ْപٍ׹٠ൾ ക؇ു.  ൈഹؚർേബാള നൽകിയിت؂ു ശീർഷക׹ൾ 
അെ׸بിൽ ൈഹؚർേബാളയിെല ചില േപായിന്റുകൾ അെ׸بിൽ ൈഹؚർേബാളയുെട 
അസിംപ്േئാ؂ുകൾ എ്ؗ വിളിؗുׯതിെന കുറി്׺ ഇേؚാൾ ഞാൻ സംസാരിׯെ؂, അതിനാൽ 
ൈഹؚർേബാള ചതുരം ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈബ ബി സ്കٔയർ ഒؗിന് തുലّമായി പരിഗണിുׯക, x y 
അതിനാൽ ഈ ൈഹؚർേബാള വര׺ാൽ ഇതിൽ ഉ؇് പൂജّ؋ിെലയും ൈമനസ് പൂജّ؋ിെലയും 
ശീർഷ׹ൾ േകാമ പൂജّം ൈമനസ് പൂജّം എؗ ബിؕുവിലാണ്, ഈ ശീർഷക׹ളിലൂെട c c 
കടؗുേപാകുؗതായി കാണെؚടുؗ ْഗാഫ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ േനാׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ എؗിവ a, c 
ഇതിന്െറ േകാർഡിേനുئകളാണ് ശീർഷവും ഈ േഫാׯസും ഇേؚാൾ എവിെടയാണ് നമു്ׯ ഉتത് b 
എؗത് ഒരു ചതുരവും ചതുര؋ിന് തുലّമായ ചതുരവും ആണ്, ഞാൻ ഇതാണ് ഉ؍വം എ׸ിൽ c b 
ഞാൻ ഈ വൃ؋ം േകْؕീകരി്׺ ഈ വൃ؋ം വര׺ാൽ ഉ؍വവും ന് തുലّമായ ആരവും ഈ വൃ؋ം ci 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ എؓാണ് ഉتത്  ചതുരവും ബി ചതുരവും ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ c 
ഒരു വലത് േകാണ ْതിേകാണം  വര׺ാൽ ഇത് നീളം ആണ്, തുടർ്ؗ ലംബമായി ഇവിെടയാണ് ഈ നീളം a 
വൃ؋؋ിന്െറ ആരം ആണ്, അതിനാൽ ഈ വലത് േകാണിന്െറ ഈ ഉയരം നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട c 
കാണാം ْതിേകാണം നൽകുؗത് ആണ്, അതിനാൽ ഈ നീളമാണ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ േനർേരഖ b b 
േനാׯാം, അതിനാൽ ഇത് െകാ؇് ചരിവുت േനർേരഖയാണ്, ചരിവ് ൈമനസ് ആയ മെئാരു b a a b 
േനർേരഖയിേല്ׯ േനാׯാം, 
അ׹െന ഞാൻ െചᅃٝാൽ  അേത കാരّം ഇവിെട എനി്ׯ വീ؇ും ഉ؇് ഈ നീളം ആണ് , ഇത് ആണ് c a 
അതിനാൽ ഇത് ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ േനർേരഖയ്്ׯ ൈമനസ് ചരിവു؇്, അതിനാൽ ഇത് b a b 
േകാടാലി െകാ؇് യ്്ׯ തുലّമായ വരയാെണؗും ഈ വരി തുലّമാെണؗും ഞാൻ സൂചിؚിׯെ؂b y y 
േകാടാലിയിൽ നി്ؗ ൈമനസ് ബി േല്ׯ ഇനി ആദّം ഇവ േനരായ എ്ؗ േനാׯാം  l ines 
ൈഹؚർേബാളയുമായി വിഭജിുؗുׯേ؇ാ ഇبേയാ എؗത് നأൾ ؛സ് ൈമനസ് ന് തുലّമായ y b 
േനർേരഖകൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, ൈഹؚർേബാള ചതുരെ؋ ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ചതുരം x y 
െകാ؇് ചതുരം െകാ؇് ഖ؈ിׯരുത്, കാരണം ؛സ് ആെണ׸ിൽ ൈമനസ് ആെണ׸ിൽ  b y b 
േകാടാലി െകാ؇്, അതായത് ഈ േനർേരഖയിെലാؗിൽ ഒരു ബിؕു കിടുؗുׯെ؇׸ിൽ , സ്കٔയർ y 
ൈബ ബി സ്കٔയർ എؗത് ഒരു ചതുരം െകാ؇് ചതുരം ആെണ്ؗ ഇത് സൂചിؚിുׯം, ഇത് ചതുരം x x 
ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ചതുരം ചതുരം എ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ ഒؗിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ േകാമ y b x y
 ിന് തുലّമാണ് എؗാൽ x y b؋ണം ചതുരം ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ചതുരം ചതുരം പൂജّׯമിײ
ൈഹؚർേബാളയുെട സമവാകّം ചതുരം ചതുരം ൈമനസ് ചതുരം ചതുരം ഒؗിന് തുലّമാണ്, x x y b 
അതിനാൽ ഇവയിെല ഏത് േപായിന്റും േനർേരഖകൾ േകാമ ൈഹؚർേബാളയിൽ കിടؗുׯിب, x y 
അതിനാൽ ഈ വരികൾ ൈഹؚർേബാളെയ വിഭജിׯിب, എؗിരുؗാലും നി׹ൾ എؗ വരിയിൽ y bx 
നും ഈ ൈഹؚർേബാളയും അനؓതയിേലׯാണ് േനാؗുׯെത׸ിൽ , േരഖയും ഈ x 
ൈഹؚർേബാളയും അവ ര؇ും നമു്ׯ കാണിു׺തരാം.  
അ׹െന തെؗ ْപവണത എനി്ׯ പറയാനുتത്, എؗിരുؗാലും , നി׹ൾ ൈഹؚർേബാളയിെല 
ഏെത׸ിലും േകാമ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, േകാമ ൈഹؚർേബാളയിലും േകാമ എ്ؗ x x y x y 
പറയുകയാെണ׸ിൽ ഒ്ؗ ൈലനിൽ കിടുؗുׯെവ׸ിൽ എ്ؗ പറയുക ന് േകാടാലി െകാ؇് y y b 
തുലّം എ്ؗ പറയുക, പിെؗ എؓാണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ അതിനാൽ ൈഹؚർേബാളയിൽ കിടുؗുׯ,y y y 
അതിനാൽ എؗത് ചതുര؋ിന്െറ മട്׹ വർ״മൂലമായി എഴുതാം, ൈമനസ് 1 െകാ؇് ഒരു y x b y 1 
വരിയിലാണ്, അതിനാൽ എؗത് േകാടാലി െകാ؇് ആണ് ഇവിെടയുت ഏെത׸ിലും മുൻ , ഇത് y 1 b 
എന്െറ േകാമ ആണ് , ഇത് എന്െറ േകാമ ഒ്ؗ, അതിനാൽ േകാർഡിേനئിെല ഈ വّതّാസം x y x y y 
യഥാർ،؋ിൽ ഒ്ؗ ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ഇതിന്െറ േമാഡ് എടുׯെ؂, ഇത് ന് y y b 
തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഉ؇്  ന്െറ ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂് ൈമനസ് ഒരു ചതുരം ഇേؚാൾ x x 
നി׹ൾ കാൽുׯലസ് െചᅃٝാൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം, അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുׯേآാൾ x 
എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ കെ؇؋ാൻ ْശമിׯാം, 
അ׹െന േപാസിئീവ് അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിؗുׯത് േപാെല ന്െറ പരിധി എؓാണ് x x x 
ൈമനസ് വർ״മൂല؋ിന്െറ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗത്  ഈ പരിധി വിലയിരുؗു؋തിന് ചതുരം x 
ൈമനസ് ഒരു ചതുരം നമു്ׯ ഇത് പരിധി േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئി ആയി എഴുതാം  ഗുണി്׺ x y ou 
ഹരിുׯക, 
അ׹െന ന്െറ ؛സ് വർ״മൂലّം ചതുരം ൈമനസ് ഒരു ചതുരം തവണ ൈമനസ് വർ״മൂലّം x x x x x 
ചതുരം ൈമനസ് ഒരു ചതുരം ؛സ് വർ״മൂലവും ചതുരം ൈമനസ് ഒരു ചതുരവും തുടർ്ؗ നّൂമേറئർx x 

ചതുരْശ ൈമനസ് ആണ്  ചതുരം ൈമനസ് ഒരു ചതുരം ന്െറ ؛സ് സ്കٔയർ റൂ؂് െകാ؇് x x x x 
ഹരി׺ാൽ സമചതുരം ൈമനസ് പരിധി്ׯ തുലّമായ ഒരു ചതുരം ഒരു ചതുര؋ിന്െറ x x 
അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണി؛ ുؗുׯസ് സ്കٔയർ റൂ؂് ചതുരം ൈമനസ് ഒരു ചതുരം െകാ؇് x x 
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ഹരി׺ാൽ സംഖّ പരിമിതമാണ് ഇവിെട ഡിേനാമിേനئർ ؛സ് ചതുരം  റൂ؂് സ്കٔയർ ൈമനസ് ഒരു x x 
ചതുരം ഇത് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു അതിനാൽ ഇത് പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഇത് 
പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു അതിനാൽ േകാടാലി െകാ؇് യ്്ׯ തുലّമായ േരഖയും ൈഹؚർേബാള b x 
ചതുരം ഒരു ചതുരْശ ൈമനസ് ചതുരവും ബി ചതുരവും തുലّമാണ് , േപാസിئീവ് അനؓതയിേല്ׯ y x 
നീു׹േآാൾ പരُ١രം സമീപിുؗുׯ സമാനമായി നി׹ൾ്ׯ മെئാരു വരിയിലും െചإാൻ കഴിയും, x 
എടുؗുׯത് െനഗئീവ് അനؓതയിേലׯാണ്, അതിനാൽ ഈ വരികൾ ൈഹؚർേബാളയുെട 
ലײണമാണ്, അതിനാൽ േരഖ േകാടാലിയിൽ ന് തുലّവും േകാടാലി ഈ ൈമനസ് ന് y b y tw b 
തുലّവുമാണ് അസിംപ്േئാ؂ുകളാണ് ഇേؚാൾ ഒരു നിർവചനം , എؗത് ന് തുലّമാെണ׸ിൽ , o a b 
ൈഹؚർേബാളെയ ചതുരാകൃതിയിലുت ൈഹؚർേബാള എ്ؗ വിളിുؗുׯ അെ׸بിൽ ചിലേؚാൾ 
അതിെന സമചതുര അെ׸بിൽ സമചതുര ൈഹؚർേബാള എؗും വിളിുؗുׯ , അതിനാൽ 
ചതുരാകൃതിയിലുت അെ׸بിൽ സമഭുജ ൈഹؚർേബാള എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗു, കാരണം ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ അസിംപ്േئാ؂ുകൾ ؛സ് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് , ഇവയാണ്  പരُ١രം ലംബമായി y x 
പരُ١രം ലംബമായതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ ചതുരം ൈമനസ് ചതുരം സ്കٔയർ x y b 
ഒؗിന് തുലّമാണ് , എؗത് യ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ചതുരം ഒരു ചതുരം ൈമനസ് b a x y 
ചതുരം െകാ؇് ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّമായ ചതുരْശ ൈമനസ് ചതുരം സൂചിؚിؗുׯ ഒؗിന് a x y 
തുലّമായ ചതുരം, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ ൈഹؚർേബാള വരയ്ുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇവിെട ഈ വരികൾ

ന് തുലّവും ൈമനസ് ന് തുലّവും ഇവയാണ് അസിംപ്േئാ؂ുകൾ , നമു്ׯ ഈ ശീർഷകം േകാമ 0y x y x 
ഉം ൈഹؚർേബാളയും ഉ؇് ഈ വരികൾ അസിംപ്േئാ؂ുകളായി ഉ؇ായിരിുׯം , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ 
ലംബ׹ൾ േകാമ പൂജّവും ൈമനസ് പൂജّവുമാെണ്ؗ പറയുക, കാരണം എؗത് ന് തുലّമാണ് , b a 
േഫാׯസ് േപായിന്റ് റൂ؂ിൽ ര؇് പൂജّ؋ിലും ൈമനസ് ആയിരിുׯം  ര؇് ഒരു പൂജّം വലത്, a r oot 
കാരണം ഒരു ചതുരവും ബി ചതുരവും ചതുരമാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് ഒ്ؗ, ര؇് ശരി, c c f f foci 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ചതുരാകൃതിയിലുت ൈഹؚർേബാള സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ഒരു x y 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് , ഇത് ൈമനസ് എ്ؗ എഴുതാം  സമയം ؛സ് ഒരു ചതുര؋ിന് x y x y 
തുലّമാണ് , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നأൾ ക؇ത് നമു്ׯ ന് തുലّമാണ്, ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, x y x 
ഇവയാണ് ഇേؚാൾ പരُ١രം ലംബമായ അസിംപ്േئാ؂ുകൾ , നأൾ മാുئകയാെണ׸ിൽ േവരിയബിളിൽ 
മാئം വരുു؋ക.  ൈമനസ് യ് ്ׯ തുലّമായ ഡാഷ്, ؛സ് യ് ്ׯ തുലّമായ ഡാഷ് എ്ؗ x y x x y y 
പറയുക, നമു്ׯ ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّമായ ഡാഷ് തവണ ഡാഷ് ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഈ x y 
അײെ؋ അײമായും അײമായും എടുؗുׯതിന് പകരം നأൾ എؓാണ് െചؗുإത് എ്ؗ x y 
കരുതുക  ഞാൻ ഇതിെന ഡാഷ് ആയും ഇത് ആയും എടുുؗുׯ, അേؚാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് x ys 
ഇതാണ് അെ׸بിൽ നമു്ׯ ഈ അײെ؋ ഡാഷ് എؗും ഇത് ഡാഷ് എؗും വിളിׯാം, തുടർ്ؗ x y 
നമു്ׯ ഡാഷ് തവണ ഡാഷ് ഉ؇് , അതിനാൽ ഇത് ചതുരാകൃതിയിലുت ൈഹؚർേബാളയുെട x y 
മെئാരു രൂപം നൽകുؗു ചതുരാകൃതിയിലുت ൈഹؚർേബാള , ഇത് ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّമായ x 
മട്׹ ആണ്  ചതുരാകൃതിയിലുت ൈഹؚർേബാളയുെട زാൻേഡർഡ് േഫാം നി׹ൾ ഈ y 
ൈഹؚർേബാള വരയ്ുׯകയാെണ׸ിൽ, അസിംപ്േئാ؂ുകൾ ഉം അײവും ആയിരിുׯം , x y 
ൈഹؚർേബാള ഇതുേപാെലയാണ്, അതിനാൽ ഈ ഭാഗം ന്െറ ന്െറ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് x x y x 
േപാസിئീവ് , ഇത് െനഗئീവ് ആണ്  ഇവിെട ْഗാഫ് ഒؗാമെ؋യും മൂؗാമെ؋യും കٔാْഡന്റിലാണ് , x 
അസിംപ്േئാ؂ുകൾ അു׺ത؇ും അײം അസിംപ്േئാ؂ുകളും അײവും അײം x y x y 
അസിംപ്േئാ؂ുകളും ഒരു ْപേതّക േകസായി പറയാം, ഒؗിന് തുലّമാെണ׸ിൽ നമു്ׯ എؗത് a xy 
ഒؗിന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ എؗത് തുലّമാണ്.  ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് നി׹ൾ്ׯ y 
പരിചിതമായിരിׯാം, അതിനാൽ ഒ്ؗ ന് തുലّമാണ് ْഗാഫ് ആദّ കٔാഡ് റന്റിലും മൂؗാമെ؋ y x 
കٔാഡ് റന്റിൽ ഇത് എبാ അبാ؋തിനും നിർവചി׺ിരിؗുׯത് ഇതുേപാെലയാണ്.  അനؓത ഇത് x 
പൂജّ؋ിേലുׯം െനഗئീവായ അനؓതയിേലുׯം േപാകുؗു, വലതുവശ്؋ നി്ؗ പൂജّ؋ിേല്ׯ x x 
േപാകുേآാൾ ഇത് പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു, തുടർ്ؗ അടു്؋ എു؋േآാൾ ഇടത് വശ്؋ നി്ؗ y x 
പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ْശമിׯാം  
നമു്ׯ ശീർഷക׹ളും േകْؕ׹ളും കെ؇؋ാം ചതുരാകൃതിയിലുت ൈഹؚർേബാളയുെട ഒരു xy 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ദീർഘചതുരാകൃതിയിലുت ൈഹؚർേബാള ഉ؇്, 
ഇവിെട േകْؕം ഉ؍വرാന؋ാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് േകْؕം ആണ് , ഈ ൈഹؚർേബാളയുെട o 
ശീർഷ׹ൾ ഈ വരിയിൽ ന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ ഇത് ഉ؇് തിരحീന y x 
അײവും ൈമനസ് ന് തുലّമായ േരഖയും സംേയാജിത അײമാണ്.  ഒരു ചതുരമാണ്, അതിനാൽ x y y 
നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ലംബ׹ൾ ഒരു േകാമ ആണ് , ൈമനസ് ൈമനസ് േഫാസിെയ a a a a 
സംബؖിെ്ؓ׺, അതിനാൽ എവിെടെയ׸ിലും കിടുׯെമ്ؗ നമുׯറിയാം, നമു്ׯ േകാമ foci c c 
എؗും ൈമനസ് ൈമനസ് എؗും പറയാം അതിനാൽ ആകെ؂  കൂടാെത ൈമനസ് സി c c foci cc 
ൈമനസ് സി അേؚാൾ നമുׯറിയാവുؗത്, ഈ ദീർഘചതുരാകൃതിയിലുت ൈഹؚർേബാളയ്്ׯ ന് a b 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ചതുരാകൃതിയിലുت ൈഹؚർേബാളയ്്ׯ എؗത് ന് തുലّമായതിനാൽ a b 
നമു്ׯ ചതുരം ര؇് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതായത് എؗത് റൂ؂് ര؇് ന് തുലّമാണ് .  c a c a foci r
എؗ ബിؕുവിലാണ്  ഊ؂് ര؇് ഒരു റൂ؂് ര؇്, ൈമനസ് റൂ؂് ര؇്, ൈമനസ് റൂ؂് ര؇് , ഇവ എഫ് ഒ്ؗ, എഫ ്
ര؇് ശരിയാണ്, അതിനാൽ േഫാസി റൂ؂് ര؇് ഒരു റൂ؂് ര؇് എ , ൈമനസ് റൂ؂് ര؇് ൈമനസ് റൂ؂് ര؇് എ 
എؗിവ കെ؇؋ി . ൈഹؚർേബാളയുെട അടിرാന നിർവചനം ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ 
ൈഹؚർേബാളയുെട നിർവചനം ഉപേയാഗി്׺ ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّമായ യുെട േഫാസി xy 
കെ؇؋ാം,  അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ൈഹؚർേബാള ഒരു ചതുര േകْؕ؋ിന് തുലّമാണ്, 0 0 എؗ xy 
ബിؕുവിലാണ് ൈഹؚർേബാള സമമിതിയായതിനാൽ തിരحീനവും  സംേയാജിത അײം നമു്ׯ ഈ 
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േരഖ തിരحീന അײമായതിനാൽ ന് തുലّമാണ്, കൂടാെത ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് y x y x 
സംേയാജിത അײം അതിനാൽ ലംബ׹ൾ ബിؕുവിൽ ഒരു േകാമ േകാമ േകാമ ഒരു ൈമനസ് aa aa a 
ൈമനസ് ആണ് , ഈ േപായിന്റിലാെണ്ؗ കരുതുക എഫ ്ഒ്ؗ കുറ്׺ സി േകാമയാണ് , എഫ് ര؇്a foci 
ൈമനസ് സി ൈമനസ് സി ആണ്, ഈ േഫാസിയും തിരحീന അ؋ײിലാണ് കിടؗുׯത്, അതിനാൽ 
ഞാൻ ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ് എടു؋ാൽ നമു്ׯ ഇത് ഇേؚാൾ ലഭിുׯം, അതിനാൽ p 
ൈഹؚർേബാളയുെട നിർവചനം അനുസരി്׺ ൈഹؚർേബാളയിെല ഏെത׸ിലും ബിؕു ആെണ׸ിൽ.p 

ഒؗാം പാദ؋ിൽ കിടുؗുׯ ന്െറ ര؇് ൈമനസ് ന്െറ ഒؗിന്െറ അതിനാൽ ൽ p f p f p, foci-
നിؗുت ഏെതാരു ബിؕുവിന്െറയും ദൂര؋ിന്െറ വّതّാസം رിരമായ ര؇് വഴികളാണ്, അതിനാൽ 

ന്െറ ര؇് ൈമനസ് ഒؗിന്െറ ര؇് ആണ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ േപായിന്റ് എടുׯാം അതിനാൽ f- p p a p 
ആരുെട േകാർഡിേന്ئ ആയാലും ഈ േപായിന്റ ് ആണ് േകാർഡിേന്ئ എ്ؗ എടു؋ാൽ x c p x c y 
എؓാണ് േകാർഡിേന്ئ, കാരണം തവണ ഒരു ചതുരമാണ്, അതിനാൽ എؗത് ചതുരം y x y p ca 
ആയിരിുׯം  ഇേؚാൾ ഞാൻ ഈ േപായിന്റിന്െറ ദൂരം ര؇ിേലتുׯ ദൂരം c f 
കണׯാുׯകയാെണ׸ിൽ, ര؇് എؗത് ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലവും ؛സ് ചതുരവും pf c c c c 
ഒരു ചതുരവും ؛സ് ചതുരവും ആയിരിുׯം ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒരു ചതുരം ന് തുലّമാണ്, c c pf c c 
കാരണം ഇേത േകാർഡിേന്ئ  അതിനാൽ ഒ്ؗ ഇതാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട ഒരു െത്ئ x pf 
െചᅃٝുെവ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു, അതിനാൽ ഏത് േപായിന്റിന്െറയും വّതّാസം ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗpf pf 
ഇത് رിരമായിരിׯണം, എؗാൽ ഞാൻ ഇതിെന എؗും എؗും വിളിുׯകയാെണ׸ിൽ a b 
 ണം, ഇത് a abׯിന് തുലّമാണ്  ര؇് ഇത് ന് തുലّമായിരി؋ദൂര تിലുأൾ ത׹ം ര؇് ലംബ׸ിരാر
ര؇് റൂ؂് ര؇് ഒരു നാല് ചതുരവും ഒരു ചതുരവും തുലّമാണ്  ؛സ് യുെട മുഴുവൻ വർ״മൂലവും c e c c 

ൈമനസ് ഒരു ചതുരവും ؛സ് 2 റൂ؂് 2 യും ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് നാല് ചതുരവും ന്െറ ഒരു c c a c c 
ചതുരവും ന്െറ പൂർ؉ ചതുരവും ൈമനസ് ഒരു ചതുരവും ന്െറ ചതുരവും എ؂് ഒരു ചതുരവും c c c c 
 സ് നാല് ഒരു c c , c؛ ര؇് ഒരു തവണ ൈമനസ് ഒരു ചതുരം ഇത് നാല് സ്കٔയർ സ് സമം  നാല് റൂ؂്؛
ചതുരം എ؂് ഒരു ചതുരം ؛സ് നാല് റൂ؂് ര؇് ൈമനസ് നാല് റൂ؂് ര؇് ഒരു കّൂബ് ൈബ നൽകുؗു , ac c 
തുടർ്ؗ ഇത് പരിഹരിുׯേآാൾ ലഭിؗുׯത് റൂ؂ിന് തുലّമാണ്  ഇവിെട നി്ؗ ര؇് ആയതിനാൽ c a 

േപായിന്റ് റൂ؂് ര؇് ഒരു റൂ؂് ര؇് ൈമനസ് റൂ؂് ര؇് ഒരു ൈമനസ് റൂ؂് ര؇് foci a , a 
എؗി׹െനയാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഇؗെ؋ ْപഭാഷണം പൂർ؋ിയാുؗുׯ, അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ 
ഞ׹ൾ പരാേബാള ദീർഘവൃ؋െ؋യും ൈഹؚർേബാളെയയും കുറി്׺ കൂടുതൽ പഠിുׯം നؕി 
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