
 అందڔࡍ నమࣃए రం ڒబܽद ఇࡍڷ ࡮ࠒࡌߦ ޴ంۨ అధङ యనం ࣄۯన ఉపߕङ సంڴ࢑࠙ ڡߖڝ ࡹల߯ ࠮డవ 
ఉపߕङ సం , ఆ߯ ࡅ ࡮ࠒࡌߦకए  ऴށࠪߦక సࠬకరހల߰ࡐ ߘం޴ంۧ࠭ మࡓ ࠾ࡍండవ ఉపߕङ సంࡹ 
ऒߖڜ  లࣾހలߘ చࡍऐ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ ర޵ ݡ डవృతफం ࡍڷంۨ చࡍऐ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ ర޵ ݡ डవృతफం 
కएࡅ  ऴށࠪߦక సࠬకరހలࡏߝ ߘऐ ऒߕڕ ࠭ ఈ ఉపߕङ సంࡹ మనం ࣝప࡛ ࡮ࠓ అࡱߧ ߖవబݦ అࣣ 
ంۨ అధङࡍڷ లڴ࢑࠙ రڒڣన శం࠳డవ రక࠮ యనం ࣃۯफ ఉనऒ ࡹ࡮ࠓ బܽद ࣝప࡛ڒ ࠭ भ޳ࠚరంߦऴ ޜߖ޳ ం 
రछߖ బܽदڒ చనం ࣝప࡛ ࡮ࠓ అ޴ߝ ఒక ࢑ࠪనంߖࡹ అߖऒ .ޒల సࠫ࢓޶ంࠉ 
  
సమతలం࠼ߦ ߖࡹం ऱܿ ࣄबࡌంకం మࡓ ࠾ࡍంࣄ ݡबర ࠉం࢓޶ల మధङ एڕంకం తࡌबࣄ రం కం݄޷  వڴ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ޵ర डవృޑफ ऒߖࡌڒ  సమతలంߖࡹ అߖऒ రछߖ ڴޒల సࠫ࢓޶ంࠉ  ۨంచߖݞऒ  
తफం ఒక  ఇకए࠴ లࡌ޷ ݟంߘ ల࢓޶ంࠉ बరࣄ ݡంࡓ ,ݟంڝࣆۯफࡏڷ డ ࣄबర࠳న ݞޙ ఏࠫటం݄ , మనం ࡓంݡ 
फޑ࠴ లࡌ޷ ݟంߘ ల࢓޶ంࠉ बరࣄ  ల వङࡌ޷ ݟంߘ ల࢓޶ంࠉ बరࣄ ݡంࡓ ڴࡱ޶బ ړߖ ङޑ ऒߖࣃ  
ర޵  ܌ బܽदڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ डవృޑफ కएࡅ ࡮ࠓ ప࡛ࣝ ߘల࢓޶ంࠉ बరࣄ ݡంࡓ ఈ ࡹరంڒ  అݞږ ߖ foci 
फࣃࡱߧ మధङ ڼ࡮అ ,ࡏ కएࡅ ࢑࠙గం ఖࡔ ߮࡯క ߖࣄࠂ ߘ࢓޶ంࠉ   మధङ కएࡅ ࡮ࠓ ప࡛ࣝ ߘ࢓޶ంࠉ   మధङ  
छ޳ ల ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࡏంऴదం అంܼښ फࣃࡱߧ ڴఅడनం ߘఖࡔ ࡌ foci.ࡏ
 ࣝప࡛ ࡅ ࡮ࠓకए  అࣾం మࡹ࢑ ࠾ࡍమ అࣿړߖ లంబంڴ ఉంࡔ ݦఖࡹ࢑ ߘమ అࣿړߖ లంబంڴ మ࠾ࡍ 
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ంऴదంښ కएࡅ ࡮ࠓ ప࡛ࣝ ߘఖࡔ   సంࡆగ అࣾం అంܼڒ ,ࡏబܽद ߖ޵ ߘߝऒ వछߖయڶ  ంݟ 
.࠼ఉంܼ ࡱ࢓޶ంࠉ बరࣄ ݡంࡓ ࡹ ݋ࡵ ߤऱ߮ ڕబܽद మనڒ
 మనం ߖ࢐ܽ  మ࠾ࡍ  అࣃࡱߧ ߖफ फࣃࡱߧ ߖఅ ݢంࡓ బܽद ఇ࢑ڒ ࠭ f1 ࡮ࠓ ప࡛ࣝ ޴బܽद ఇڒ ࠭ f2 foci 
కएࡅ  మࡖక ࠂక࣒ 
ఈ ࡓంݡ లߘ కڻ࣊ ߤࡷ ߮࡯घ ంࡅ ݋కए  మధङ foci ߖంऴదం అښ ޴బܽद ఇڒ ࡏంऴదం అంܼښ ߘ࢓޶ంࠉ 
ओߩۮ खࡗంऴదం  ࣝపښ ޴ం ఇ޳ంڕ चࢇࢗ ݞంڷ ల޳ంऴښ ݡంࡓ ఈ ࠾ࡍమ ࡮  o ߖమ అࣾం అࡹ࢑ ߘఖࡔ 
फࣃࡱߧ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ࠾ࡍమ ڴలంబం ړߖమ అࣿࡹ࢑ ࠾ࡍమ ࡏ .ࡏఅంܼ ߘఖࡔ 

ओߩబܽद ఇڒ గ అࣾంࡆసం ޴ంऴదం ఇښ  ం  h foci c޳ంڕߘఅ ߖరం అ޷ ړ ޒऴప ݟంߘ ంऴదంښ మనం ݡ
ల మధङ ݡంࡓ ߝఅ ݡంࡓ బܽद ఒకܽڒ ޴రం ఇ޷ బܽद ఈڒ వछߖఉండ ڴరం సࠪనం޷  ంݟ.c c f f foci
ల సంఖङږߘࣃ ޴ఇ ړࣄ ݡంࡓ   వछߖలం వదभ ఉండ࠮ ంऴదంښ ࠾ࡍబܽद మڒ  ంݟ మ࠾ࡍ 

అࣾం ࠬద ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ ఇ޴ అࣾం మښ ࠭࠲ ࠾ࡍంऴߖ޳ऒ x foci x foci f ࠾ࡍలం మ࠮ 
1 మڕࣆޓ ڴ2 ࠾ࡍంܿߕऒ ࠭ అࣾం ࠬద పڝݡంڒ ݟబܽद అࣾం ࡹ࢑మ అࣾం మ࠾ࡍ లంబంڴ f x x y 
అࣾం ఉంܿం޴, ఇ޴ సంࡆగ అࣾం మ࠾ࡍ మనڕ ఉనऒ ంܽ మధङݟంࡓ ఏࠫటం݄ ఒకܽ ޴  రం f f޷ 
కएࡅ ݡంࡓ ࠆఎ ߤబܽद  వڒ ࠾ࡍమ ࡱࡌ޷ బܽद ఈڒ ݡంࡓ ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ ఇ࠳ ޴న࣒ ࠪڒ ࣄ c c c f 
ऒߕࣆ  ఇߕࣆ ࠪڒ ࣄ ޴ऒ ऒߕࣆ ࠪڒ ࣄ ݡంࡓ ࠆఎ ࡗ܋ ࣄ న࣒࠳ బܽद ఒకܽڒ   ఇߩओ  మనం ఈ f ݡ
ࣝప࡛ ࡍڷ ߘ࡮ࠓ फంۧలڕߘంܿߕऒ ऒߖఅ ޴ߝఅ ࡮ࠓ బܽद ࣝప࡛ڒ ࠭ .ޒంటऱ సࠫ࠼ߦ 

ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంߘ ݡం޷ ݟరం ࡅకए  వङ ङޑ సం ߕࣆऒ ओߩۮ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ  ం  ఇకए޳ంڕ డ  f f e 
ఒక ࠉం࢓޶ అߩओ ఇకए ,޴ఒకܽ ఉం ڕమన ݡ డ ఒకܽ ߭దभ ޷రం ఇకए డ ۨనऒ  రం p pf pf pf 2޷ 
అ࠳ ޙ࠼న࣒ ڒబܽद  ࣝపࡗख  pf 1 pf 2 pf pf pf ޴ఇ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ޙ࠼అ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ߯࡮
సంߪరपంڴ ఉంܿంࣄ  ޴बࡌంకంޜ సࠪన࠳న ࡱ࢑వ ఈ ࣄबࡌంకం 2 ړ సࠪనం అߩۮ ߖओ ం, a޳ంڕ
ల మధङ ݡంࡓ ంకంࡌबࣄ బܽद ఈڒ एڕరం కం݄ త޷  వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ కం݄ తڕए వڴ foci 2a 2c 
ఉంܿంڒ ޴బܽद అ޴ߝ కం݄ తڕए వ ఇߩओ भ޳۫ ݡ ం.a c 
 ఈ ࣝప࡛ ߖڜ ߯࡮ࠓऒ ऒޒऴపయ ړߖݞనھߘక ߘల ݋ం࠼ߦ  ంచంڒ ,ݟబܽद ఈ ࣝప࡛ ࠼ߦ ߯࡮ࠓం݋ a 
ఉందߖ అڕߘం޳ం, ڒబܽद ࣝప࡛ ڝ ߖ޵ ߯࡮ࠓఆࡍ नߕࣆ ࠪڒ ݋ߝऒ  x ba ݋ం࠼ߦ 
ऒߖ޵ బܽदڒ  మࢁऱ ޳ڶभ ం ఇ࠳ ޴న࣒ ߕࣆ ࠪڒ ࣄऒ  ఇߕࣆ  ࠪڒ ࣄ ޴ऒ  ఇߩओ  f1 f2 x ݋ం࠼ߦ ڕమన ݡ
ऒߕࣆ ࠪڒ  ఉం݄ మ࠾ࡍ మధङ  ఉం݄, x 0 c 
ఈ ޷రం ఇ࠼ߦ ޴ం࠳ ݋న࣒ అۮ ߖపओ ओ࡯క ࡱ࢒ ړߖݞ aaf 1 af 2 a foci ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ޴ఇ , ޴फంࣆ

వరڕ ఉనऒ రం మధङ޷   వङ ङޑ సం ఒకܽ మ࠾ࡍ ఎࡓ ࠆంݡ ఇࡓ ޴ంړ ݡ సࠪనం ࡯࢐ڒ ఇߩओ f aߤవ ࠆఅ ݡ
అం݄ ఈ ޷రం ఇڒ ޴బܽद  ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ సࠪనం ࠳న࣒ ఎం޶కం݄ ఇ޴ మࢁऱ c x af 1 c x af 2 c x c
న࣒  ప࠳ బܽदڒ ऱ࣒ af 1 af two c x c  x x ޴ంࣄవలڒ ڕమన ߗڒ సࠪనం ړ ݡంࡓ న࣒ అం݄࠳ న࣒࠳ 

ఒకܽ ࠳న࣒ ఆࠆ ݀ ఈకछ బܽद ݀ ఈకछڒ ݀ ܿ ࡽ  బܽद af a x a xڒ సࠪనం ړߖߕఅం݄ సࠪ ݀ ܿ ࡽ
మనڕ వۯऐ ऒߕࣆ ࠪڒ ޴  ࠬద ఉంܿం޴  ࣝప࡛ ࡮ࠓ అ࢑ ޻ధం࠳ ڴన࣒ ߕࣆ ࠪڒऒ  ߯࡮ࠓ ప࡛ࣝ ݞږ 
ఉంܿందߖ మనం ۫డవ۪ऐ , ఒక࢘ళ ړ సࠪనం కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄ ߕࣆ ࠪڒऒ  ࣝప࡛ ߯࡮ࠓ mod x c x 
పడ޶ ఎం޶కం݄ 0 ࠪڒ ߕ ఇకए డ ఉంࡏࠬ ޾ࡶ ޾ ۫࣋फ ޷ ߖ޵రం ࠳న࣒ ߘంݟ ఈ 2 ޷రంx f 1 f 2 

మ࠾ࡍ మధङ రం తపओ޷   మࡖకܽ ޶ڒ.f 1 f 2 
एڕరణం కం݄ ఎڒ ړߖ޵ బܽदڒ  వ ޳ࡶ కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ ޳ࡶ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ x c x c x 
एڕసࠪనం కం݄ త ړࣄ న࣒࠳ వ అߩओ  ݡ

వߤ మ࠾ࡍ ఎߘ ݀ ࠆంࡌ޷ ݟల వङ ङޑ సం వߤ ఎࡓ ࠆంݡ, ఇࡓ ޴ంړݡ సࠪనం  ఇࡓ ޴ంݡ f f c a 
ఇకए ࠾ࡍఉం݄ మ ࡮ఇ ݡంࡓ ߤవ ڕబܽद మనڒ ޶ڒ సࠪనం ړݟڕ డ ࠼ߦంߕࣆ ࠪڒ ݋ऒ  f f a x 
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ఉం݄ అߩओ ఇకए ڕߕ ڴ࢑ధం ޻సࠪనం అ ړ న࣒࠳ ݡ డ ࠼ߦం݋ af one af two f one f two b 
ఉం݄ అߩओ అࣾం ࠬద ఖۨऐ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ݀ ߤऱ వࢁన࣒ ఒకܽ మ࠳ ݡంࡓ ݡ తంڴbf bf f f x 
ం࠼ߦ ݡంࡓ ऱܿ ఉంܼ࠼, ఇ࢑ ࣝపࡗख ࡍఆڝ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ బܽद  ఈڒ ࠼ఉంܼ ߯࡮ नࡱ ݋ߝ ࣝప࡛ ߯࡮ࠓ 
ఉంࡹ࢑ ݦమ అࣾం߯ ఖۨऐ తంࡓ ڴం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఉంܼ࠼.
ऒߕࣆ ࠪڒ న࣒࠳   మߕࣆ ࠪڒ ࠾ࡍऒ కएࡅ ࡮ࠓ ప࡛ࣝ ߘంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ బܽद ఈڒ  लࡌࢣ   ߖఅ ࡱ
फࣃࡱߧ ऒߕࣆ న࣒࠳ మనం అࣾం ࡹబܽद ۨऴతంڒ ,ࡏ  మߕࣆ ࠾ࡍऒ ߯ పݟ ఉనऒ  ఒకܽ x c c f f 
߭ दࢳంܽ߯ దృݟంࡓ दܼ ࠭ మ࠾ࡍ మనڕ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఉߕऒ .࠼
ࡍఆڝ ܽ࢒ ,ݟలవంߧ ߖఅ ࠾ࡍమ ߖ࢐ܽ  न࠳ ࡱ ݋ߝన࣒ ߕࣆऒ  మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ఇࡌࢣ ࢑ल  a b ߖܽ࢒ ࡱ
ࣝప࡛ ࡅ ࡮ࠓకए लࡌࢣ  ओߩఇ ࡏఅంܼ ࡱ కएࡅ ࡮ࠓ ప࡛ࣝ ݡ  ऴށࠪߦక ߦࡐలߘ కھߘనవ۪ऐ  
ऒߕఉ ࡱڒర ݡంࡓ బܽदڒ  x foci y foci n ߩ࢙ݟڕ ండవ రకం అࣾం ࠬదࡓ ࠾ࡍఒకܽ అࣾం ࠬద మ ࠼
ऒߖߦࡐ రణ߄ࣃ ࠭࠲  చࡍऐ ంచడం ڒ ޶ࡶబܽद ࠭࠲ ఈ ࡓంߦࡐ ݡలڕࣆޓ ߘంܿߕऒ  బܽद మనంڒ ࠭
ఇߩओ ऐࡍచ ݡ फనऒࣆ  గ అࣾం అࣾం ఒకܽ x y foci f fࡆసం ࠾ࡍమ అࣾం అࣾం మࡹ࢑ పంࡐ దܽ࠴ 
ऒߕࣆ ࠪڒ  న࣒࠳ ޴ంऴదం ఇښ ޴ఇ ݡంࡓ ࡍఆڝ ݡంࡓ  नߖ ݋ߝ కڵ࡯ ఉంߕࣆ ࠪڒ ޴ऒ c f c p ߕ޼ఏ ߖ 
ऒߕࣆ ࠪڒ బܽदڒ ం޳ంڕࣆޓ ڴ࢓޶ంࠉ  కం݄ ఎڕए వ ఉనऒ  ࣝప࡛ ߯࡮ࠓ ఏࠉ ߕ޼ంڴ࢓޶ px y  x 
ఉండߖవछ ంڒ ݟబܽद మనం 
छڒ దܽ࠴ ऴడంߕ ޳ࡶ ݋లठవ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఉం࠼ߦ ࡮ݦంڕࣆޓ ߖ ݋ంܿߕऒ ࠭.
ఇకए ڕߕ బܽदڒ  డ ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ ఉం݄, ڝ ߖ޵ఆࡍ नࠪڒ ݋ߝ అߩओ  రంp x y, pf޷ ఒకܽ ߭దभ ڕమన ݡ

నऒۨ ݟంߘ ݡంࡓ ఈ ݡంࡓ  pf foci pf pf ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ࡯ݞఉం ڵ࡯బܽद మనం కڒ రం޷ 
 a pf one pf x y c ࠪڒ న࣒࠳ ݟంߘ ࠪڒ అం݄ ఏࠫܽ ߤబܽद వڒ  ݡంࡓ ޴సࠪనం ఇ ړߖڒంࡌबࣄ 
ऒߕࣆ ఉనऒ ړ ए࣋ ޴బܽद ఇڒ రం޷  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ంద వరړ ࡛ ठ࠮లం ࡓం࠳ ݡన࣒ x plus c y pf x c 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వర ठ࠮లం ڒబܽद మనڕ ఉం޴  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ కएࡅ   వర ठ࠮లం y x c 

న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ࣋ए छ న࣒ వర࠳ ࡛ ठ࠮లం ఇࣄ ޴बࡌంړߖڒ సࠪనం ఇࡓ ޴ంݡ x c y y a 
ఇߩओ మధङ ࠾ࡍమనం మ ݡ  సࠬకరߖހऒ  కڒ ࡯ߕھߘబܽद మనం  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అߖ x y x c y 
ऴࣃ࢐फ ࠭, ఇࡓ ޴ంݡ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అޔ࢓ం࠳ ޴న࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  x c y ڷࡱߕ ޴రऴసం, ఇޔతफం చ࠴ ࡛
ఒక చޔరऴసం పऱ࣒ ए࣋ ࣄ న࣒࠳  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ࡓ 4  ऱܿ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  x y x c y 
వర ठ࠮లం ఇ޴  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఇకए డ ఉంࡏࠬ  ޴ చޔరऴߖࣃऒ  ర޶भ ۯయవ۪ऐ  ఇ޴ x c y y x 
న࣒ ࣋ए࠳ छ కएࡅ ࡛ ࡓ ڷࡱߕ  ऱܿ వర ठߖ࡮࠮ऒ  c ޴फంࣆۨࣇ 
, ఇ޴  ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴  छ న࣒ ࣋ए࠳ న࣒࠳ ࡛ छ  x c x c x ޙ࠼సࠪనం అ ړߖࣃరऴޔఒక చ ڷࡱߕ న࣒࠳ ࡛
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ړߖ޵ సࠪనం  ࠳ ڷࡱߕ ڷࡱߕన࣒ ڷࡱߕ ఒక చޔరऴసం c x c xc cx 
ఆ߯ ࣋ए ,ࣄۯ भ޶ర ڷࡱߕ ݟంߘ లߩ࢙ ݡంࡓ छ ࡓ ߩచదర ڕफ మన࣋ۯ ࡛ ऱܿ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ x c y 
వࣆफం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ చదర࠴ ߩతफం చޔరऴړߖࣃ సࠪనం, ఇ޴ చޔరऴసం చదరߩ పऱ࣒  ఒక చదరߩ cx x c 
చదర࠳ ߩన࣒ ࣆۨࣇ ߖफం޴  చదరߩ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ 2 ڷࡱߕ ݟంߘ  cx y c x a 
ఒక ࣋ए ݡంࡓ న࣒࠳ छ ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴ంݟయబۯ भ޶ఈ పదం ర ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ ࡛ ऒߖ޵ మనం ݡ  cx
ऴ࢐యవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ కం݄ ۨనऒ ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ޴  ࣋ए छ फࣃऴ࢐ ߖన࣒ అ࠳ ࡛ ࠭  చޔరऴసం c a c a x 
చޔరऴసం ࠳న࣒ ఒక చޔరऴసం చޔరऴసం ఇ޴ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం చޔరऴసం ࠳న࣒ ߘంݟ y c a 
 ऱࡏࣃ ߩఒక చదర ޴ఇ ڷࡱߕ

చޔరऴసం ࠳న࣒ ఒక చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद ࣋ए छ ऒߖࣃరऴޔన࣒ ఒక చ࠳ ࡛  చޔరऴړߖࣃ c c b 
సࠪనం ޳ۯभ ం అߩओ ए࣋ ڕమన ݡ छ ࡛ వࣆफం޴  ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ చޔరऴߖࣃऒ  ఒక చޔరऴసం b x y b 
࣋ए छ రऴసం ࣋एޔफ చ࣋ڵ࠙ ޜ ࡛ छ ए࣋ ڕफ మన࣋ڵ࠙ ޜ ࡛ छ ए࣋ ߖ ࡛ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ए࣋ ࠉ ࠑ ࡛ छ ࡛ ఒకړߖ޳ b x y 
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఏ࠼ߦ ߕ޼ంޜ ݋ సంతృߧफ ۮం޻ సࠬకరణం ڒ ࢟ܽ܊ߦబܽद ఇ޴ x x 

࣋ए छ ప  ߖ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࠉ ࡌ छ మనం ఇకए ߖफందࣆۯ సࠪనం ڕ ࡛ డ ߘంࣃ۫ ݟफ బܽद మనం x 1ڒ ,࠭ y 
ఏڕࣆޓ ߕ޼ం݄ ఇ޴ ఎలऱߩओ एڕకం݄ ఎ 1 ݢ వڴ ఉంܿం޳ࡶ ޴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ అం݄ ࣋ए छ ࡛ y x 
అړ ޴ߝ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం޴ చޔరऴసం ڒబܽद ఇ޴ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ అߖ a x 
తघߕసం ధڝ ޴फంࣆۨࣇ క ࣔࠆ ߮ऱࡹ ߤ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࣝప࡛ ߯࡮ࠓ ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭,a x 
ఇڝ ࢑సం ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ మనࡓ ڕంࡌࢣ ݡल ऒߕࣆ ࠪڒ న࣒࠳ ࡱ  మߕࣆ ࠪڒ ࠾ࡍऒ  ఈ chi f1 f2 
సࠬకరణం ߘంߕࣆ ࡏࠬ ݞږ ݟऒ  అޙ࠼ ࣋ए छ ࡛ అߖ ۫డవ۪ऐ .y x 
  ఒక చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद ߕࣆ ࠪڒऒ  ఇకए డ ఒక ࠉం࢓޶ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎలऱߩओ సࠪనం కం݄ x a ړ ݢ
ఎڕए వڴ ఉంܿందߖ ఇޔࠋۮ ޴ంڒ ޴బܽद ఏࠉ ߕ޼ం࢓޶ పంړ फߩ࢙ݟڕ ړన ఉంܿంړ ޴ సࠪనం ఇ޴ x a
పంړ फ సࠪనం ڒబܽद అޙ࠼  ఇకए డ ఒక ࠼ߦం݋ ఇڒ ࠪڒ ޴బܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  ऴ݄࣒ ࣋ۯफ ࠬࡏ x p x y 
ఇకए డ ߘంݞږ ݟ  
ఇ࡮ంܽ޻ ߰ంࡏޑ޶  ఇݞږ ޴ అబదमం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ऴࠆڴ ఇڼ࡮ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ࠬړ ࢟ܽڻߜ ࡏ y x 
మࢁऱ ఇ޻ సࠬకరߖހऒ  ߰ంޑ޶మࡏࠬ ߖ ۫పవ۪ऐ , అ࢑ ޻ధంڴ అࠪڒ ޴ߝ p x y 
అޙ࠼ ࣝప࡛ ߕࣆ ߯࡮ࠓऒ  కం݄ కం݄ తڕए వ ఉం݄ ఇߩओ ఇకए  ޙ࠼అ ݡ డ మనࡓ ڕంݡ ఉనऒ  x p pf 
ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ ఒకܽ కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद ఈ సందరग ంࡓ ࠭࠲  ࡹం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࡓంړ ݡ pf pf pf a
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సࠪనం అߖ పࡍషए फࣃࡍ ࠭ మߘ࠭ ࠾ࡍపܽ సందరग ంࡹ వڜ ࡵనޙڵࣃ అ޻ సࠬకరణం ࣋ए छ छ޳ ࡛  ఒకx ࡌ
చޔరऴసం ࠳న࣒ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ సࠪనం, ఇకए ޜ ࡛ డ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ  బܽद.y b b c aڒ ࡛
  ఈ సందరग ంࡹ మࢁऱ మనڕ ఇకए డ ఒక ࠼ߦం࠳ ݋న࣒ ࠪڒ  ఉం޴, ఇ޴ ࣝప࡛ ߯࡮ࠓ ఉంܿం޴ మ0 ࠾ࡍ
ࣝప࡛ ࡮ࠓ ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߩओ खࡗబܽद ࣝపڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߘ ࠆڴమనం ऴ ݡ ए࣋ ࡮ छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ x 
న࣒ ࣋ए࠳ छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ ఒకޜߖ޳ సࠪనంڴ కࣆߧߖफం޴.y 
 మనࡓ ڕంࡌࢣ ݡल ऒߕࣆ ࠪڒ న࣒࠳ ࡱ ऒߕࣆ ࠪڒ   ఈ ࡓంࡌࢣ ݡल ల ڷంݞ ࣝప࡛ ޔࢂࢗ ࡮ࠓం޴, ఇ޴ 
ఎలऱߩओ एڕకం݄ ఎ ݢ వ ࠳ ޳ࡶన࣒ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾం ࡍڷంۨ ࣆషदంڴ x a x x 
ఉంܿంڒ ޴బܽद అࣾం ࡍڷంۨ ࣆ ݞږషदంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࣝప࡛ ࡓ  ࡮ࠓంࢡ ݡఖలߘ కڵ࡯ ఉం޴, y 
ఇړ ࢟ܽ܊ߦ ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇߜ ޴గܽ࢟ ڕ ఇࣆ ޴షदంڴ ఉంܿం޴ , ࣝప࡛ ࡹ࢑ ࡮ࠓమ అࣾం ࡍڷంۨ x x 
ओߩఇ అ࢑ ڼ࡮అ , ޴ఉంܿం ڴషदంࣆ ऒߖఅࣿ ݡ  సం܊ࡆతం ࣃۯफ కएࡅ ࡮ࠓ ప࡛ࣝ ࠼  పం yࡐ ండవࡓ 
అࣾం ࠬద ఉనऒ ओߩ బܽद ఈ సందరगڒ ࠹ండవ ߷రࡓ ߖࡹఅࣾం ޴బܽद ఇڒ  ݡ ంࡹ ࠬ foci s y foci x 
అࣾం అࣾం అࣾం ࠬద ఉంܿంڒ ޴బܽद ڝఆࡍ नߕࣆ ࡱ ݋ߝऒ y y 0 ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ࣄ  ࠾ࡍన࣒ మ࠳ 
ఇߩओ ఈ అࣾం ఈ సందరग ڕమన ݡ ంࡹ అడनంڴ ఉంܿం޴  అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ సంࡆగ అࣾం మ࠾ࡍ  ఈ y 

మ࠾ࡍ అࣿߖऒ  పరసओ రం ࠪࡏऐ छ޳ వడంڝ మనం ۫డవ۪ऐ ߖఅ ࠆڴऴ ۯంࠚల ڕమన ࡌ  బܽद x yڒ 
ࣝపࡗख ठڴࡍస ࡮  ఇ࡮ కࣆߧߖफం޴ మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ޴ఇ ࠪڒ   న࣒ సࠬకరణం a a࠳ 

అࣾం ࠬద ޜ ఉనऒ  ࣝపࡗख కएࡅ ࡮  ࣝపࡗख ࡎభ ߖ ࠾ࡍమ ࠭࠲ ࡮ फ ۯయడం ޳छ y foci ࡌ x y
ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद మనڕ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ छ޳ ࡛  y x b ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ
ࣝపࡗख ऒߖఅࣿ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡮  ఖంࣆݟफనऒ ऱܿ ࠬࡏ ۫డవ۪ऐ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ న࣒࠳   ࣾࠫంచంݟ ఇ޴ y y 
అࣿߖऒ ऒߕࣆ   ప ऱ࣒ ऒߖఅࣿ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡱన࣒ వదभ క࠳   కࣆࡱफం޴ ఎం޶కం݄ ࠬߕࣆ ࡏऒ  a x ړ
సࠪన࠳న ߖ ఉంۨనటऱޙ࠼ మన࠳ ڕన࣒ ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ వࣆफంࡹߖ޳ ,޴ అసݞږ ݋ࡐ ࡱ y x 
 y  ޶ࡶ
ఎలऱߩओ एڕకం݄ సࠪనం కం݄ ఎ ݢ వڴ ఉంܿం޴ అړ ޴ߝ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ అ޴ߝ i sy a y 
एڕన࣒ కం݄ త࠳ వ ڒబܽद ఇߩओ ర޵ ݡ डవృޑफ ऒߖࡿߕషࡎߩ ࣒ܽ࡮ ࡹరంڒ  ࣝప࡛ ߖ ࡮ࠓరछ फࣃۨ ࠭ a ah 
भ޳۫ ߘ࡮ࠓ ప࡛ࣝ ޜమ అࣾంࡹ࢑ ࡵబܽद అࣾం వڒ ం ఇࡌࢣ ࢑ल ऒߕࣆ న࣒ ఎ࠳ ࡱ  మ࠾ࡍ ఇకए డ ఒక x 
ऒߕࣆ  మࠂ ࠾ࡍక࣒ ߕࣆ ࠪڒऒ  మ࠾ࡍ మࡖక ࠂక࣒ ࠳న࣒ ࡗ܋ ࠪڒ ࣄ వదभ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࣒ܽ࡮ c 
కࡓ दࡓ ࣒ܽ࡮ ࠹క द࠹ అం݄ ఏࠫܽ 
ఈ ࣝప࡛ ࡓ ߯࡮ࠓం࠼ߦ ݡంటऱߘ కࡔ ߮࡯ఖ ࢑࠙గం , ఇࡹ ࣒ࣄࠂ ޴ ఒకڷ ߖ޳ంޔࢂࢗ ݞం޴ మ࠾ࡍ 
లంబంڴ ఉంܿం޴ ఈ ࡹ࢑మ అࣾం ڒబܽद ఇ޴ ఒక ܉లక ࡎߩషߕళం ڴ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद మࡖకܽ ऴపږޒల 

అࣾం ࠬద ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ x 
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ క࣒ࠂ घڻ࣊ ߤࡷ  ం݋ మ࠾ࡍ 
खࡗపࣝ ࠾ࡍమ ڴలంబం ړߖమ అࣿࡹ࢑  ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘల࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ ߯࡮
కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ࠭ ఈ ܉లక ࡎߩషߕళం ࡅకए  ߰డڒ ࢓బܽद ߘߝ ఈ ࠼ߦంߖ ݋ ఈ ࠼ߦంߖ ݋ b 
అ࣋࡯ߧ ߖफ , ࡓంݟంܽڝ ڔఆࡍ नڴ ݋ߝ ఉం݄ మڝ ࠾ࡍఆࡍ न݋ߝ ఇకए డ ܼࠊ అߖ మనం ࠱ࣄऴܾ ޳छ  x c y ࡌ
۫డవ۪ऐ  ఇ࠳ ޴న࣒ ڒ ܼࠊబܽद ࠳న࣒ ڕܼࠊ సࠪనం మڕܼࠊ ࠾ࡍ సࠪనం, ఆ߯ ࠭࠲ n c b c 
߰డߘ࢓ కߕھߘలڕߘంܿߕऒ కएࡅ ళంߕషࡎߩ ࣒ܽ࡮ బܽदڒ ࠭  ߰డ࢓, ఆ߯ ࡓ ࣒ܽ࡮క दࡅ ࠹కए  ߰డ࢓ l
छ޳ పతࡐ࢑షయం సమ ޻ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕܼࠊ 2 కएࡅ ళంߕషࡎߩ లక܉ ఈ ఇతర ࡌ  ߰డڒ ,࢓బܽद 
ऒߕంܿڕߘలߕھߘఅం݄ ఏࠫ݇ క ܼࠊ ࠭࠲  ߖ޵ ,޴ఉంܿం ߯࡮ࠓ ప࡛ࣝ ܼࠊ ࠪڒ ࣄ బܽदڒ ࠭
సࠬకరణం ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ए࣋ ࠉ ࠑ ࡛ छ ࡛ x y 
ఒకޜߖ޳ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.
 చޔరऴసం ޳छ ए࣋ ܼࠊ న࣒࠳ రऴసంޔచ ࡌ छ ए࣋ ࠉ ࠑ ࡛ छ ࡛ ఇ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం అం݄ ܼࠊ ࣋ए छ छ޳ ࡛  ࡌ
ए࣋ ࠉ छ ࡛ అం݄ ࣄ ࣋ए छ ए࣋ ࣄ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ࡛ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ అࣄ ޙ࠼ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ 
అࣃࡱߧ ߖफ ࠭  చޔరऴసం ڒబܽद ఇ޴ ఒక చޔరऴసం ޳छ ए࣋ ܼࠊ ޴బܽद  ఇڒ రऴసంޔచ ࡌ छ छ޳ ࡛  b b ࡌ
ए࣋ ܼࠊ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ړڷࡱߕ छ కएࡅ ళంߕషࡎߩ ࣒ܽ࡮ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖ ࡛  ߰డ࢓ b b l 
అం݄ ޳छ ࡓ ݡంࡓ ߩచదర ࡌ ऱܿ ߷ࡏघ కएࡅ ళంߕషࡎߩ ࣒ܽ࡮ ऴతంࣇ ޻ఇ ࡮ ర޵  डవృޑफ  a b ࢓ర ߰డڒ
ర޵ ࠉ ݡంࡓ डవృޑफ ओߩఇ ࡵవ ࡹరంڒ छ޳ రऴసంޔచ ݡ खࡗపࣝ ࠭࠲ ࡌ కएࡅ ࡮  ࢑పࡎతతߖ ߘరछ फࣃۨ ࠭ a 

खࡗబܽद ࣝపڒ కం݄ ఖۨऐ ޴ߝఏࠫటం݄ అ ޴࣋۫ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ సంڝ ࡮ తంڴ తڕए వڴ e c a c 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ఇߩओ ऒߖڜ మనం ݡ ంܽߖ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ 
लࡌࢣ ࣄࠂ ల ࢑పࡎతత మ܉ ࠾ࡍలక ࡎߩషߕళం ࡅకए  ߰డߘ࢓ కھߘనడంࡹ సమసङ  దܽ࠴ మనం ,ࡱ
ࣝపࡗख ए࣋ ߖ࡮ छ న࣒ ࣋ए࠳ 16 ࠑ ࡛ छ घࠫޛ ݟంߘ ࡛ घࠫޛ ޴ండవࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖ޳ఒక ړ޴  x y y ޴
࣋ए छ ओ߯࠭ ߩచదర ڷࡱߕ న࣒࠳ ࡛  ఆړࡏ సࠪనం ڒబܽद ࠴  ޴దܽ సమసङ  మనڕ ࣋ए छ  న࣒x x࠳ 16 ࠑ ࡛

࣋ए छ घࠫޛ ࠑ ࡛ ए࣋ ޴फ, ఇ࣋۫ ߖసࠪనం అ ޴ छ ఒక ࣋ए ݟంߘ ࡛ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ए࣋ ࠉ ࠑ ࡛ छ ࡛ ఒకړߖ޳ y x y 
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ అం݄ ړڷࡱߕ సࠪనం ݡ࠮ మ࠾ࡍ అࣾం ࠬద ఉంܿంڒ ޴బܽद a b foci x foci
ࡍఆڝ न݋ߝ పऱ࣒ ऒߕࣆ ࠪڒ న࣒࠳   ఈ సందరग ంࡹ అం݄ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ న ࣋ए࠳సࠪన ړ ࡛ छ ࡛ c c c b 
అం݄ ࣋ए छ ࡛ ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అం݄ ڷࡱߕ చޔరऴసం పऱ࣒  c b ޴ఇ ޶ఇర࢙ ఐ  ޴రऴసం ఇޔచ ݡ࠮ 
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అࣆۨࣇ ߖफం޴  ఐڒ ړ޶छ బܽद  పڒ ࡽ ऱ࣒ ऒߕࣆ ࠪڒ ޶న࣒ ఐ࠳  लࡌࢣ  పऱ࣒ ࡱ ऒߕࣆ న࣒ ఒక࠳   c e foci 
పऱ࣒ ޴బܽद ఇڒ ऒߕࣆ ڷࡱߕ న࣒࠳   ࢑పࡎతత ޳छ  e ac c a ޴బܽद ఇڒ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ޶సࠪనం ఐ ړ ࡌ
ఐڷࡱߕ ޶ మ࣒ܽ࡮ ࠾ࡍ ߰డࡎߩ  ࢓షߕళం ࡓంࠉ ݡ ࣋ए छ ࡓ ݡంࡓ ޴సࠪనం, ఇ ޜ ࡛ ऱܿ ఇకए డ l b 
घࠫޛ బܽदڒ ݡ࠮ छ޳ ޴ घࠫޛ ޴ఇ ,ڷࡱߕ ࡌ ండవ సమసङࡓ ڼ࡮అ ,ݡంࡓ ࠑ ޴ घࠫޛ ڕమన ڕ  a y ޴
࣋ए छ  అం݄ x y ݟయంࡌ దట࠴ ࡹపంࡐ కށࠪߦబܽद మనం  ऴڒ సࠪనం 36 ߩచదర ڷࡱߕ న࣒࠳ ࡛
࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ 4 ࠑ ࡛ छ ఈకछ 9 ࠑ ࡛ ए࣋ ࠹ఈ ߷ర 1 ࡽ छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ए࣋ ࠉ ࠑ ࡛ छ ࡛ ఒకޜߖ޳ x y x 
సࠪనంࡓ ڴంݡ మࠉ ࠾ࡍ ఈకछ  బܽद అࣾం y foci foci yڒ ޴అࣾం ࠬద ఉంܿం ࠹బܽद ఈ ߷రڒ 3 ࡽ
ࠬద ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మڝ ࠾ࡍఆࡍ नࡗ܋ ݋ߝ పऱ࣒ ए࣋ ޴న࣒ ఉంܿం࠳  छ ࡛ అం݄ మࢁऱ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  c cc ࠉ 
࣋ए छ ࡛ ఇࡓ ޴ంݡ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ݡ࠮  छ పऱ࣒ ࡛ࠂ ࡛ घࠫޛ   కएࡅ ݡ࠮పద ࣄ బܽदڒ ݡ࠮పద ޴  వర ठ࠮లం
ऒߕࣆ ࡱࢡబܽद ީ࡛  అࣿంڒ  ప ऱ࣒ న࣒ వర࠳  ठ࠮లం పదࡌࢣ ݡ࠮ल ओߩఇ ࡱ  అࣾం ࠬద efore foci y ݡ
ఉߕऒ ऒߕࣆ ޴ఇ ,࠼  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړݡంࡓ న࣒࠳   ప ऱ࣒  aa e ޴ߝతత అࡎ࢑ప ݡంࡓ న࣒࠳ 

छ޳ కࡓ ࣒ܽ࡮  ࢓డ߰ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ޴నݟంచబڵ࠙ ޜݡ࠮పద ݋ࡐ ࡌ दࡓ ࠹ంࠉ ݡ ࣋ए छ  ac a l a ࠑ ࡛
అం݄ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ఇకए డ ݡ࠮ ࣋ए छ घࠫޛ ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ ఎ ࠑ ࡛  బܽद మనం ఈ bڒ ࡔసࠪనం స ړ޴
ఉపߕङ ऒߖࣃ  త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ ఇకए డ ࠭ࣃڵफ ࠭.
  ࣝపࡗख ࡯ఎ ࡮ࠒࡌߦ ࠭࠲ ఆ߯ ࡮ झߵ  మ࠾ࡍ ࣝపࡗख ऒߖڜࡍమ ߯࡮  అߕ߇తన అంࢡలߘ చࡍऐ फࣃ ࠭ 
ధనङ  ࡱ޳࢐
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