
 அைனவ௠க்ஶம் வணக்கம் எனேவ இௌ ௳ரி௵ைர ஒன்௣ல் ஷம்௖ப் பஶொகள்  பற்௣ய 
௛ன்றாவௌ ௳ரி௵ைரயாஶம் 
.
  இந்த ௳ரி௵ைர௜ல் நாம் ைஹபரே்பாலா எனப்ப௄ம் ஆ ௛ன்றாவௌ வைகயான ஷம்௖ப் 
௔ரி௵கைளப் பற்௣ பூப்ேபாம், எனேவ ைஹப்பரே்பாலா௳ல் உள்ளவற்௣௧௠ந்ௌ 
ெதாடங்ஶேவாம், 
எனேவ வைரயைற ைஹபரே்பாலா என்பௌ ஒ௠ ௳மானத்ொல் உள்ள அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் 
ெதாஶப்பாஶம் .
  ௳மானத்ொல் உள்ள ௖ள்ளிகள் ஒ௠ மா௣௧ மற்௥ம் இரண்௄ நிைலயான ௖ள்ளிக௬க்ஶ 
இைடேய உள்ள ்ரத்ைத ௳ட மா௣௧ ஶைறவாக இ௠க்ஶம், எனேவ 
ஒ௠ ௳மானத்ொல் உள்ள அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் ெதாஶப்பாக நீள்வட்டத்ைத 
வைரய௥க்ழேறாம் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க.
 நிைலயான இங்ேக ேவ௥பா௄ என்னெவன்றால், இரண்௄ நிைலயான ௖ள்ளிகளி௧௠ந்ௌ 
்ரங்களின் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ பொலாக இரண்௄ நிைலயான ௖ள்ளிகளி௧௠ந்ௌ ்ரங்களின் 
ேவ௥பாட்ைட எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம்.
 
நீள்வட்டத்ைதப் ேபாலேவ, இந்த இரண்௄ நிைலயான ௖ள்ளிக௬ம் 
ைஹப்பரே்பாலா௳ன் ஃேபா஼ என்௥ம், ைமயப்௖ள்ளிைய இைணக்ஶம் ேகா௄ ௔ரி௳ன் 
ந௄ப்௖ள்ளி என்௥ம் அைழக்கப்ப௄ழறௌ , ைஹப்பரே்பாலா௳ன் ைமய ைமயம் என்௥ம் 
, இரண்௄ ஶ௳யங்கள் வ௯யாக ெசல்௩ம் ேகா௄ ஶ௥க்ஶெவட௄் என்௥ம் அைழக்கப்ப௄ழறௌ.
 ைஹப்பரே்பாலா௳ன் அசா் மற்௥ம் ஶ௥க்ஶ அசா்க்ஶ ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் ேகா௄, எனேவ 
ஶ௥க்ஶ அசா்க்ஶ ெசங்ஶத்தாக மற்௥ம் ைமயத்ொன் வ௯யாக ெசல்௩ம் ேகா௄ 
ைஹப்பரே்பாலா௳ன் இைண அசா் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இைத வைரழேறன், 
எனேவ ௳மானத்ொல் இரண்௄ நிைலயான ௖ள்ளிகள் உள்ளன.
 நாம் அவற்ைற மற்௥ம் என்௥ அைழக்ழேறாம், எனேவ இைவ இரண்௄ம் ஶ௳யங்கள் f1 f2 
எனேவ இௌ ஒ௠ கவனம் இௌ ைஹபரே்பாலா௳ன் மற்ெறா௠ கவனம் 
இந்த இரண்௄ ஶ௳யங்கைள௞ம் இைணக்ஶம் ேகா௄ ௔ரி௳ன் ந௄ப்௖ள்ளி ைமயம் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இௌ ைமயம் என்௥ ெசால்லலாம் இௌ ைமயம்  o 
ைஹப்பரே்பாலா௳ன் மற்௥ம் இந்த இரண்௄ ஶ௳யங்களின் வ௯யாக ெசல்௩ம் ேகா௄ இந்த 
ேகா௄ ஶ௥க்ஶ அசா் என்௥ம், ஶ௥க்ஶ அசா்க்ஶ ெசங்ஶத்தாக மற்௥ம் கடந்ௌ ெசல்௩ம் ேகா௄ 
என்௥ம் அைழக்கப்ப௄ம்.

ைமயம் இௌ இைணந்த அசா் எனேவ இப்ேபாௌ   h 
ைமயத்ொ௧௠ந்ௌ ஒவ்ெவா௠ ஶ௳யத்ொற்ஶம் உள்ள ்ரம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், c 
எனேவ இந்த ்ரம் இௌ ஆஶம், எனேவ c c 

ஒ௠ இரண்௄க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் சமமாக இ௠க்கட௄்ம்.f f 
  இரண்௄ க்ஶ இௌ ஒ௠ ேநரம்ைற எண் எனேவ c
ைமயம் ேதாற்றத்ொல் இ௠க்கட௄்ம் மற்௥ம் அச஼்ல் இ௠க்கட௄்ம், எனேவ இௌ அசா் foci x x 
மற்௥ம் ைமயத்ைத ேதாற்றம் மற்௥ம் மற்௥ம் என்௥ எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம்.foci f 1 f 2 

அச஼்ல் ப௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள், எனேவ அசா் என்பௌ ஶ௥க்ஶ அசா் மற்௥ம்  x x 
ெசங்ஶத்தாக அசா் இ௠க்ஶம்  .y 
  எஃப் ஒன் எஃப் இரண்ூன் ஆயத்ெதாஶப்௖கள் இௌ ைமனஸ் ஼ காற்௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் இௌ ஼ 
காற்௖ள்ளி ௗஜ்யம் எனேவ எஃப் ஒன்௥ ைமனஸ் ஼ ௗஜ்௷யம் எஃப் இரண்௄ ஼ காற்௖ள்ளி 
ௗஜ்௷யம் இப்ேபாௌ இந்த ைஹப்பரே்பாலாைவக் கண்௄௔ூக்க ௳௠ம்௖ழேறாம், எனேவ 
ைஹப்பரே்பாலா என்பௌ அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் ெதாஶப்பாஶம்.
 எஃப் ஒன்௥க்ஶம் எஃப் இரண்ூ௧௠ந்ௌம் உள்ள ்ரத்ொன் ேவ௥பா௄ ௗஜ்௷யம் எனேவ அைதச ்
ெசால்லலாம்  என்பௌ இங்ேக என்பௌ ஒ௠ ௖ள்ளி ௔ன்னர ் ஒன்௥ இங்ஶ ெபரிய ்ரம் e p pf pf
2 என்பௌ ஼௣ய ்ரம் என்றால் ைமனஸ் எனேவ என்பௌ ைஹப்பரே்பாலா௳ன் pf 1 pf 2 p 
எந்தப் ௖ள்ளியாக இ௠ந்தா௩ம் ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ என்பௌ ௚௱ைமயானௌ.pf pf 
  மா௣௧க்ஶ சமமான மொப்௖ இந்த மா௣௧ 2 க்ஶ சமம் என்௥ a 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ இந்த மா௣௧ இரண்௄ க௬க்ஶ இைட௜லான ்ரத்ைத ௳ட foci
ஶைறவாக உள்ளௌ என்௥ வைரயைற௜ல் உள்ளௌ, எனேவ ஐ ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ, 2a 2c 
எனேவ என்பௌ ஐ ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ.a c 
 இந்த ைஹப்பரே்பாலா௳ல் ஼ல ௖ள்ளிகைளக் கண்௄௔ூக்க ௚யற்஼க்க௵ம், எனேவ இந்த 
ைஹப்பரே்பாலா௳ல் ஒ௠ ௖ள்ளி உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ 
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ைஹப்பரே்பாலா௳ல் 
கமா ௗஜ்௷ய பா ௖ள்ளியாக இ௠க்ஶம் ஒ௠ ஆயத்ைத ௳௄ங்கள், எனேவ இைத ௙ண்௄ம் x 

வைரேவாம் இௌ ைமனஸ் ஼ கமா ௗஜ்௷யம் இௌ ஼ கமா  ௗஜ்௷யம் இப்ேபாௌ ஒ௠ ௖ள்ளிf1 f2 
கமா ௗஜ்௷யம் இ௠ந்தால், மற்௥ம் இைடேய இ௠ந்தால், இந்த ்ரம் இௌ x x 0 c aaf 1 

க௯த்தல் ௖ள்ளி என்௥ ெசால்லலாம், இௌ ௖ள்ளிக்ஶம் க்ஶம் இைடேய உள்ள af 2 a foci f
௳த்ொயாசம் ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ இௌ இரண்௄ க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் f a 
இப்ேபாௌ அஃப் ஒன் என்றால் என்ன, இந்த ்ரம் ஼ இௌ எனேவ என்பௌ ௔ளஸ் க்ஶ x af 1 c x 
சமம் மற்௥ம் என்பௌ ைமனஸ் க்ஶ சமம், ஏெனனில் இௌ ௙ண்௄ம் எனேவ af 2 c x c af 1 
க௯த்தல் ஷட்டல் க௯த்தல் ைமனஸ் என்பௌ இரண்௄ க்ஶ சமம் ஆனால் af two c x c  x x 
நாம் ௳௠ம்௖வௌ என்னெவன்றால், ஒன்௥ க௯த்தல் சமம் இரண்௄ எனேவ af af two a 
இரண்௄ சமம் இரண்௄ இௌ சமம் சமம் எனேவ நாம் ெப௥வௌ கமா ௗஜ்௷யம் உள்ளௌ  x a x 
ைஹப்பரே்பாலாைவப் ேபாலேவ ைமனஸ் கமா ௗஜ்௷ய௚ம் ைஹப்பரே்பாலா௳ல் இ௠ப்பைதக்
காணலாம், ேம௩ம் ஆனௌ க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், கமா ௗஜ்௷யம் mod x c x 
ைஹப்பரே்பாலா௳ல் இல்ைல, ஏெனன்றால் எனௌ கமா 0 இங்ேக இ௠க்ழறதா என்௥ நீங்கள் x 
பாரத்்தால்.
 இதன் ்ரம் க௯த்தல் இந்த 2 இன் ்ரம் மற்௥ம் க்ஶ இைட௜லான f 1 f 2 f 1 f 2 
்ரத்ைதத் த௳ர ேவ௣ல்ைல.
 எனேவ 

ஐ ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால் அல்லௌ ஆனௌ அல்லௌ ஐ ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால் x c x c x 
ஶைறவாக இ௠க்ஶம் ைமனஸ் க்ஶ சமமானைத ௳ட ஶைறவானௌ ௔ன்னர ்c 

ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்ூன் ்ரத்ொன் ேவ௥பா௄ ஆஶம், இௌ இரண்௄க்ஶ சமம்f f f one f two 
இௌ இரண்௄ ஒ௠ உரிைமக்ஶ சமம் அல்ல, எனேவ நம்௘டம் ஒன்௥ இரண்௄ இ௠ந்தால்,  c f f 

இங்ேக ௖ள்ளி கமா ௗஜ்௷யம் இ௠ந்தால், என்பௌ க்ஶ x af one minus af two f one f two 
சமம், எனக்ஶ இங்ேக ௖ள்ளி இ௠ந்தால் ௔ன்னர ் இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥ ௙ண்௄ம் b bf bf f 
ஒன்௥ இரண்ூற்ஶச ்சமம், எனேவ அச஼்ல் சரியாக இரண்௄ ௖ள்ளிகள் உள்ளன, அைவ f x 
ைஹப்பரே்பாலா௳ல் அைமந்ௌள்ளன, எனேவ ஶ௥க்ஶ அச஼்ல் சரியாக இரண்௄ ௖ள்ளிகள் 
உள்ளன , அைவ ைஹப்பரே்பாலா௳ன் ௙ௌ அைமந்ௌள்ளன.
  க௯த்தல் கமா ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் காற்௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் எனேவ இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிக௬ம் 
ைஹபரே்பாலா௳ன் ௚ைனகள் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழன்றன, எனேவ படத்ொல் நாம் அச஼்ல் x 
ைமனஸ் ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் ௗஜ்௷யத்ொன் ௙ௌ ஃேபாகஸ் ெசய்ௌள்ேளாம்.c c 
 அவற்ைற மற்௥ம் என்௥ அைழக்க௵ம், அவற்௣ன் ஆயத்ெதாைல௵கள் க௯த்தல் ஒ௠ a b 
ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் ௗஜ்௷யம் இைவ உசச்நிைலகள் இைவ ைஹப்பரே்பாலா௳ன் ெசங்ஶத்ௌகள் 
என்௥ அைழக்கப்ப௄ழன்றன, இப்ேபாௌ ைஹப்பரே்பாலா௳ன் நிைலயான வூவங்கைளக் 
கண்ட௣யலாம், 
எனேவ இரண்௄ வைககள் உள்ளன ஒன்௥ அச஼்ல் மற்௥ம் இரண்டாவௌ வைக x foci y 
அச஼்ல் வலௌ இந்த இரண்௄ வூவங்கைள௞ம் நாங்கள் ௳வாொக்க௳ல்ைல, எனேவ foci n  
நாம் இப்ேபாௌ ௳வாொத்ௌ வ௠ம் ௚தல் வூவம் 
ஶ௥க்ஶ அசா் அசா் மற்௥ம் இைணந்த அசா் அசா் ஒன்௥ இரண்௄ இௌ ைமயம் x y foci f f 
இௌ க௯த்தல்  கமா ௗஜ்௷யம் இரண்ூன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ காற்௖ள்ளி ௗஜ்௷யமாக c f c 
உள்ளௌ, எனேவ கமா என்பௌ ைஹப்பரே்பாலா௳ன் எந்தப் ௖ள்ளியாக px y 
இ௠ந்தா௩ம், ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம், எனேவ நாம் ௖ள்ளிைய ௚தல் x quadrant
அல்லௌ நான்காவௌ இல் உள்ளதாக எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம்.quadrant 
 எனேவ இங்ஶ கமா ஆய ஒ௠ ௖ள்ளி இ௠ந்தால், நம்௘டம் ஒன்௥ உள்ளௌ ெபரிய ்ரம்x y p pf 

இரண்௄ என்பௌ இந்த இரண்௄ களில் இ௠ந்ௌ ஼௣ய ்ரம், pf foci
எனேவ ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ என்பௌ மா௣௧க்ஶ சமம் இரண்௄  ஆக ஒன் pf pf a pf pf 
ஒன்௥ என்பௌ ௖ள்ளி கமா ௚தல் க௯த்தல் காற்௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் வைர உள்ள ்ரம் x y c 
எனேவ இௌ ௔ளஸ் சௌரம் ௔ளஸ் சௌரம் இரண்ூன் வழ் ைமனஸ் ஸ்ெகாயர ்x c y pf x c 
௔ளஸ் ஸ்ெகாயர ்௡ட் எனேவ எங்களிடம் உள்ளௌ ஷட்டல் சௌரம் ஷட்ட௧ன் வரக்்க௛லம்y x c 

க௯த்தல் சௌரம் ஷட்டல் சௌரத்ொன் சௌரம் ைமனஸ் வரக்்க௛லம் இௌ மா௣௧க்ஶ x c y y 
சமம் இப்ேபாௌ நாம் மற்௥ம் க்ஶ இைட௜ல் ஒ௠ சமன்பாடை்டக் கண்௄௔ூக்க a x y 
ேவண்௄ம், எனேவ நாம் சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் என்௥ எ௱ௌழேறாம் , இௌ இரண்௄ x plus c y 
ஷட்டல் சௌரமாக இ௠க்ஶம்.

க௯த்தல் சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் ௚௱ சௌரம் இௌ நான்ஶ ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் க௯த்தல்  x c y x 
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சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் ஷட்டல் நான்ஶ மடங்ஶ சௌரம் க௯த்தல் சௌரம் ஷட்டல் c y x c y 
சௌரம் இௌ ௔ளஸ் சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் இங்ேக  நீங்கள் சௌரத்ைத ரத்ௌ ெசய்யலாம் ,x c y y 
இௌ ைமனஸ் சௌரத்ொன் நான்ஶ மடங்ஶ வரக்்க ௛லத்ைதக் ஶ௣க்ழறௌ   .x c 
  நான்ஶ நான்ஶ ைமனஸ் நான்ஶ ஒ௠ சௌரம், இ௠௖ற௚ம் நான்ைக ரத்ௌெசய்ௌ, ௔ன்னர ்xc cx 
ஒ௠ சௌர மடங்ஶ க௯த்தல் சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் ழைடக்ஶம்.x c y 
   2 ஒ௠ சௌர ஒ௠ சௌரம் சௌரம் இௌ சௌரம் சௌரம் மற்௥ம் நான்ஶ க௯த்தல் இரண்௄ cx y c x 
ஒ௠ சௌர க்ஶ சமம் எனேவ இந்த ெசால் ரத்ௌெசய்யப்பட்௄ள்ளௌ , இப்ேபாௌ இைத cx 
எ௱தலாம், ஏெனனில் ஐ ௳ட ஼௣யௌ, எனேவ இைத சௌரம் க௯த்தல் என்௥ c c a 
எ௱ௌழேறாம்.
  சௌரம் சௌரம் க௯த்தல் ஒ௠ சௌரம் சௌரம் இௌ ஒ௠ சௌரம் சௌரம் க௯த்தல் ௚தல் x y c a 
நான்ஶ சௌர ௚ைற சௌரம் க௯த்தல் ஒ௠ சௌரம், எனேவ சௌரம் ைமனஸ் ஒ௠ சௌரம் c c b 
சௌரத்ொற்ஶச ்சமம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் ௔றஶ சௌரம் ழைடக்ஶம்  சௌரம் b x 
க௯த்தல் ஒ௠ சௌரம் சௌரம் ஒ௠ சௌர சௌரத்ொற்ஶ சமம் சௌரத்ைத ஒ௠ சௌர y b b b 
சௌரத்தால் வஶக்ஶம் ேபாௌ சௌரத்ைத ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் சௌரம் சௌரம் ஒன்௥க்ஶ x y b 
சமம் எனேவ இௌ உடன் எந்தப் ௖ள்ளிக்ஶம் ொ௠ப்ொ அளிக்ஶம் சமன்பா௄ ஆஶம் பா஼டூ்வ் x x 
எனேவ இௌ சௌரத்ைத 1 க்ஶம் சௌரத்ொற்ஶம் சமமான சௌரத்தால் ஶ௣க்ஶம் என்பைத x y 
இங்ழ௠ந்ௌ பாரக்்ழேறாம், எனேவ நாம் ஏேத௑ம் ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் இௌ எப்ேபாௌம் 1 y 
ஐ ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ஶம், அதாவௌ சௌரம் க்ஶ சமமானைத x a 
௳ட அொகமாக உள்ளௌ சௌரம் எனேவ இௌ சமமானைத ௳ட ெபரியௌ என்பைதக் x 
ஶ௣க்ழறௌ க்ஶ ேநரம்ைற அைரத் தளத்ொல் உள்ளௌ, எனேவ இந்த ைஹப்பரே்பாலா௳ல் a x 
உள்ள எந்தப் ௖ள்ளி௞ம் க்கானௌ மற்௥ம் எங்களிடம் இரண்௄ ெசங்ஶத்ௌகள் chi f1 f2
ைமனஸ் ஒ௠ கமா ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் கமா ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் இந்த சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ y 
ௗஜ்௷யமாக இ௠ந்தால் சௌரம் என்பைத நீங்கள் பாரக்்கலாம்  ஒ௠ சௌரத்ொற்ஶச ்சமம் x 
எனேவ கமா ௗஜ்௷யம் என்பௌ இங்ேக ஒ௠ ௖ள்ளியாஶம், ேம௩ம் இௌ எப்ெபா௱ௌம் ஐ ௳ட x a 
அொகமாக இ௠க்ஶம் என்௥ ஷ௥ழறௌ, எனேவ எந்த ௖ள்ளி௞ம் ேகாடூ்ன் வலௌ௖றத்ொல் x 
இ௠க்ஶம் க்ஶ சமம் இௌ வரி சமம் க்ஶ சமம் எனேவ என்றால்  இங்ேக ஒ௠ ௖ள்ளி x a x a p 
இௌ காற்௖ள்ளி எனேவ நீங்கள் இைதக் கண்௄௔ூத்தால், இங்ழ௠ந்ௌ இௌ ேபான்ற x y 
ஒன்ைறப் ெப௥௴ரக்ள் , இந்த சமன்பா௄ 

அசா் மற்௥ம் அச஼்ல் சமச஽்ராக இ௠ப்பைதக் காணலாம்.x y 
இௌ௵ம் ெபாய்யாழ௳௄ம், எனேவ வைரபட௚ம் இப்பூத்தான் இ௠க்ஶம், எொரம்ைறக்ஶ  y x 

௙ண்௄ம் இேத சமன்பாடை்டப் ெப௥ேவாம் என்பைத நீங்கள் காட்டலாம், அேத சமயம் p 
என்பௌ கமா x y 
மற்௥ம் ைஹப்பரே்பாலா௳ல் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக இ௠ந்தால் , இப்ேபாௌ என்றால் x p 
இங்ேக எங்களிடம் உள்ள எந்த ௖ள்ளி௞ம் இரண்௄ ஒன்ைற ௳ட ெபரியௌ எனேவ இந்த pf pf 
௳ஷயத்ொல்  நாம் இரண்ூற்ஶ ைமனஸ் ஒன்௥ இரண்௄ க்ஶ சமம் என்பைதத் pf pf a
ோரப்்ேபாம் , ௚ந்ைதய வழக்ழல் இ௠ந்தைதப் ேபாலேவ சௌரம் ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் சௌரம் x y 

சௌர௚ம் b 
சௌரம் சௌரம் க௯த்ௌ ஒ௠ சௌரம் ஆஶம் இந்த ௳ஷயத்ொல் ௙ண்௄ம் இங்ேக ஒ௠ ௖ள்ளிைய b c 

க௯த்தல் கமா 0 உள்ளௌ, இௌ ைஹப்பரே்பாலா௳ல் உள்ளௌ மற்௥ம் ைஹப்பரே்பாலா இப்பூ 
இ௠க்ஶம், எனேவ இப்ேபாௌ நாம் வைரபடத்ைதப் ெப௥ழேறாம், எனேவ ைஹபரே்பாலா x 
சௌரம் ஒ௠ சௌரம் ைமனஸ் சௌரம் ௔ சௌரம் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.y 
 எங்களிடம் இரண்௄ ெசங்ஶத்ௌகள் க௯த்தல் ஒ௠ கமா ௗஜ்௷யம் ஒ௠ கமா ௗஜ்௷யம் இந்த 
இரண்௄ ெசங்ஶத்ௌகள் வ௯யாக ைஹப்பரே்பாலா ெசல்ழறௌ, இௌ எப்ேபாௌம் ஐ ௳ட x 
அொகமாகேவா அல்லௌ ைமனஸ் ஐ ௳ட ஶைறவாகேவா இ௠க்ஶம், ேம௩ம் இௌ அச஼்ல் a x x 
சமச஽்ராக௵ம் அச஼்ல் சமச஽்ராக௵ம் இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த ைஹபரே்பாலா  இரண்௄ y 
ழைளகைளக் ெகாண்௄ள்ளௌ , இௌ ேநரம்ைறக்ஶ ஒன்௥, இௌ எொரம்ைறக்ஶ x x 
இௌ சமச஽்ர ்ைஹப்பரே்பாலானௌ ஶ௥க்ஶெவட௄் அசை்சப் பற்௣ய சமச஽்ராக உள்ளௌ , அேத 
ேபால் அைவ இப்ேபாௌ அசை்ச இைணக்ழன்றன ைஹப்பரே்பாலா௳ன் இரண்டாவௌ வூவம் y
அச஼்ல் ஶ௳யமாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ  எனேவ இௌ அச஼்ல் உள்ள இரண்டாவௌ பூவம் s y 
ஆஶம், 
எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் உங்கள் அசா் அசா் அச஼்ல் உள்ளௌ, எனேவ x y y 
ஆயத்ெதாைல௵கள் ௗஜ்௷யம் க௯த்தல் மற்௥ம் 0 ஆக இ௠க்ஶம் , இப்ேபாௌ இந்த அசா் c y 
இந்த வழக்ழல் ஶ௥க்ஶெவட௄் ஆஶம்  அசா் மற்௥ம் இௌ இைண அசா் மற்௥ம்  இந்த மற்௥ம் x 

அசை்ச ெவ௥மேன மாற்௥வதன் ௛லம் நாம் ெப௥ம் வைரபடம் என்பைதக் காணலாம், y 
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எனேவ ைஹப்பரே்பாலா சரியாக இ௠க்ஶம், இௌ ௗஜ்௷ய கமா இௌ ௗஜ்௷யம் க௯த்தல் a a 
சமன்பா௄ 

அச஼்ல் ெகாண்ட ைஹபரே்பாலாைவ நாம் மற்௥ம் ஐ மாற்௣னால் y foci x y 
ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ சௌரத்ைத ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் சௌரம் சௌரம் ஒன்௥க்ஶ y x b 
சமமாக உள்ளௌ, எனேவ இௌ ைஹபரே்பாலா மற்௥ம் இௌ அசை்ச ெவட்௄வைத நீங்கள் y 
காணலாம் ப்ளஸ் ைமனஸ் ௗஜ்யம் மன்னிக்க௵ம் இௌ அசை்ச ௗஜ்௷யத்ொல் ௔ளஸ் ைமனஸ் y 

இல் ெவட்௄ழறௌ, ேம௩ம் இௌ அச஼்ல் ஶ௥க்ழடாௌ, ஏெனன்றால் நீங்கள் ஐ a x y 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக ைவத்தால் ைமனஸ் சௌரம் சௌரம், எந்த உண்ைமயான ௡ட் x b 
மற்௥ம் ேமாட் இல்லாத ஒன்௥க்ஶ சமமாக ழைடக்ஶம் என்பௌ எப்ேபாௌம் ஐ ௳ட சமமாக y 
இ௠க்ஶம் என்பௌ க்ஶ சமமானைத ௳ட ெபரியௌ அல்லௌ ைமனஸ் க்ஶ ஶைறவாக sy a y a 
உள்ளௌ, எனேவ இப்ேபாௌ நீள்வட்டத்ைதப் ேபாலேவ நாம் ைஹப்பரே்பாலா௳ன் லட௄் ah 
மலக்ஶடைல வைரய௥ப்ேபாம், எனேவ அசச்ாக ஶ௥க்ஶ அசா் ெகாண்ட x 
ைஹப்பரே்பாலாைவப் பாரப்்ேபாம்.
 மற்௥ம் ஒ௠ ௗஜ்யம் மற்௥ம் இங்ேக கவனம் காற்௖ள்ள ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் மற்ெறா௠ கவனம் c 
க௯த்தல் காற்௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் ஆஶம், எனேவ லட்௄ மலக்ஶடல் லட்௄ மலக்ஶடல் என்பௌ c 
இந்த ைஹப்பரே்பாலா௳ல் இரண்௄ ௖ள்ளிகைள இைணக்ஶம் ேகா௄ ௔ரி௵ ஆஶம் இந்த 
ஶ௥க்ஶ அசா் எனேவ இௌ ஒ௠ ேலடூ்ஸ் மலக்ஶடைலப் ேபான்றௌ, மற்ெறான்௥ எொரம்ைற x 
அச஼்ல் இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ 
ஒ௠ ஶ௳யத்ொன் வ௯யாகச ்ெசல்௩ம் ேகா௄ ௔ரி௵ மற்௥ம் 
ஶ௥க்ஶ அசா்க்ஶ ெசங்ஶத்தாக மற்௥ம் ைஹப்பரே்பாலா௳ல் இ௥ொ ௖ள்ளிகைளக் 
ெகாண்௄ள்ளௌ, எனேவ நாங்கள் கண்௄௔ூக்க ௳௠ம்௖ழேறாம் இந்த ேலட்ூஸ் மலக்ஶட௧ன் 
நீளம், எனேவ நான் இந்த ௖ள்ளிைய இந்த ௖ள்ளிைய என்௥ அைழத்தால், இரண்ூ௩ம் b x 
ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஆக௵ம், ஒ௠ங்ழைணப்௖ ௕ட்டாவாக௵ம் இ௠ந்தால், சமச஽்ர ்௛லம் c y 
பாரக்்கலாம்  இௌ ைமனஸ் ௕ட்டா எனேவ ைமனஸ் ௕ட்டா௳ற்ஶ சமமாக௵ம், n a c b c 
௕ட்டா௳ற்ஶ சமமாக௵ம் இ௠க்கட௄்ம், ௔றஶ நாம் நீளத்ைதக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ 
லட௄் மலக்ஶட௧ன் நீளம் ௔ன்னர ்ேலட்ூஸ் மலக்ஶட௧ன் நீளம் 2 ௕ட்டா௵க்ஶச ்சமம் , l 
இௌ௵ம் ஒன்௥தான்.
  இந்த மற்ற ேலடூ்ஸ் மலக்ஶட௧ன் நீளம் சமச஽்ர ்௛லம் ௕ட்டா என்றால் என்ன என்பைதக் 
கண்௄௔ூக்க ௳௠ம்௖ழேறாம், எனேவ ஼ காற்௖ள்ளி ௕ட்டா ைஹப்பரே்பாலா௳ல் இ௠ப்பதால் 
அதன் சமன்பா௄ சௌரம் சௌரம் சௌரம் சௌரம் ௔ சௌரம் ஒன்௥க்ஶ சமம் க்ஶ சமம்  x x y b x 
சௌரம் ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் ௕ட்டா சௌரம் சௌரம் இௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் இௌ ௕ட்டா சௌரம் b b 
சௌரம் சௌரம் ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் ஒன்௥ இௌ சௌரம் ைமனஸ் ஒ௠ சௌரம் ஒ௠ சௌரம் c c 
ஆனால் சௌரம் க௯த்தல் ஒ௠ சௌரம் என்௥ நாம் அைழக்ழேறாம்  சௌரம் எனேவ இௌ ஒ௠ c b 
சௌரத்தால் சௌரம், இௌ ௕ட்டா சௌரம் என்பௌ ஒ௠ சௌரத்தால் நான்ஶ ஆஶம், இௌ ௕ட்டா b b 
என்பௌ சௌரம் என்பௌ ேலடூ்ஸ் மலக்ஶட௧ன் நீளம் என்பௌ ௛லம் இரண்௄ மடங்ஶ b l a b 
சௌரம் ஆஶம், இௌ இேத ித்ொரமாஶம்.
 லட்௄ மலக்ஶட௧ன் நீள்வட்ட நீளம் இரண்௄ ஆஶம் நீள்வட்டத்ைதப் ேபாலேவ இப்ேபாௌ b a 
சௌரத்தால் , ைஹப்பரே்பாலா௳ன் ௳஼த்ொரத்தன்ைமைய க்ஶ சமம் க்ஶ சமமாக e c 
வைரய௥க்ழேறாம், எனேவ ைஹபரே்பாலா௳ற்ஶ நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால் , என்பௌ a c
ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக உள்ளௌ, எனேவ இௌ ஒன்ைற ௳ட ெபரியௌ இப்ேபாௌ 
஼லவற்ைறப் பாரப்்ேபாம்.
  மலக்ஶட௧ன் 
ஶ௳ய ௚ைனகளின் ௳஼த்ொரத்தன்ைம மற்௥ம் நீளத்ைதக் கண்ட௣வொல் உள்ள ஼க்கல்கள், 
௚தல் ைஹப்பரே்பாலாைவ சௌரம் 16 க௯த்தல் சௌரம் ஒன்பௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் மற்௥ம் x y 
இரண்டாவௌ ஒன்பௌ சௌரம் க௯த்தல் நான்ஶ சௌரம் ௚ப்பத்தா௥ சமம் எனேவ  நாம் y x 
பாரத்்தால் ௚தல் ௔ரசச்ைன சௌரம் 16 க௯த்தல் சௌரம் ஒன்பௌ x y 
ஒன்௥க்ஶ சமம்.

அச஼்ல் உள்ளௌ, எனேவ ஆய ஷட்டல் ைமனஸ் காற்௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் இந்த   foci x foci c 
வழக்ழல் சௌரம் க௯த்தல் சௌரத்ொற்ஶ சமமான சௌரம் இௌ சௌரம் ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் c b c b
சௌரம் இௌ நான்ஶ சௌரம் ஷட்டல் ௛ன்௥ சௌரம் இௌ ஶ௣க்ழறௌ  இ௠பத்ொ ஐந்ௌ இௌ ஐ c 
ஶ௣க்ழறௌ  ஐந்ொற்ஶக் ஶவால் எனேவ ஶ௳யங்கள் ஷட்டல் க௯த்தல் ஐந்ௌ கமா ௗஜ்௷ய 
ெசங்ஶத்ௌகள் ஷட்டல் க௯த்தல் ஒ௠ ௗஜ்யம் எனேவ இௌ ஷட்டல் க௯த்தல் நான்ஶ ௗஜ்௷ய 
௳஼த்ொரம் என்பௌ க்ஶ சமம் ஐந்ௌ மற்௥ம் நான்ஶ எனேவ இௌ ஐந்ௌ நான்ஶ மற்௥ம் e c ac a 
லட௄் நீளம்  மலக்ஶடல் என்பௌ இரண்௄ சௌரத்ொற்ஶ சமம், இௌ இரண்௄ மடங்ஶ என்பௌl b b 
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இங்ேக ௛ன்௥ எனேவ ஒன்பௌ ஆல் நான்ஶ இௌ ஒன்பௌ ௛லம் இரண்௄ என்பௌ இரண்டாவௌa 
௔ரசச்ைனக்ஶ ஒன்பௌ சௌரம் க௯த்தல் நான்ஶ சௌரம் 36 க்ஶ சமம் எனேவ நாம்  y x 
நிைலயான வூவத்ொல் ௚த௧ல் எ௱த௵ம் இதன் ெபா௠ள் சௌரம் 4 க௯த்தல் சௌரம் ஆல் 9 y x 
க்ஶ சமம் 1 இௌ சௌரம் ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் சௌரம் சௌரம் ஒன்௥க்ஶ சமமான இரண்௄ y x b 
மற்௥ம் சமமான ௛ன்௥ எனேவ இந்த பூவம் அச஼்ல் இ௠க்ஶம் ேபாௌ ஆனௌ b y foci y 
அச஼்ல் இ௠க்ஶம் மற்௥ம் மற்௥ம் ஒ௠ ஆய ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் க௯த்தல் ஐ ெகாண்ூ௠க்ஶம்  c 
ஒன்பௌ என்பௌ பொன்௛ன்௥ எனேவ என்பௌ பொன்௛ன்௣ன் வரக்்க௛லம் எனேவ ெதர ் c 

ஆயத்ெதாைல௵கள் ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் க௯த்தல் வரக்்க௛லம் பொன்௛ன்௥ efore foci 
ெசங்ஶத்ௌகள் இப்ேபாௌ அச஼்ல் உள்ளன, இௌ ௗஜ்௷யம் ஷட்டல் க௯த்தல் இரண்௄க்ஶ y aa 
சமம், எனேவ இௌ ௗஜ்௷யம் ஷட்டல் க௯த்தல் இரண்௄ ௳஼த்ொரம் என்பௌ ஆல் என்பௌe c ac 
௛லப் பொன்௛ன்றால் என்பௌ இரண்௄ மற்௥ம் நீளம்  லட்௄ மலக்ஶட௧ன் என்பௌ a l a 
இரண்௄ சௌரம் , அௌ இரண்௄ மடங்ஶ இங்ேக ௛ன்௥ சௌரம் இரண்௄, எனேவ இௌ b b by a 
ஒன்பௌ சரி, எனேவ இந்த ௳ரி௵ைரைய அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் இங்ேக ௚ூப்ேபாம், ேம௩ம் ஼ல 
஼க்கல்கைளப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம்  ைஹபரே்பாலா மற்௥ம் ௔ன்னர ்பரவைளய நீள்வட்டம் 
மற்௥ம் ைஹபரே்பாலா பற்௣ய இன்௑ம் ஼ல ேமம்பட்ட தைலப்௖கைளப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம் 
நன்௣ 
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