
శంڒڣర ڴ࢑࠙ల߯ ࡓండవ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం ڒబܽद ࠴దܽ ఉపߕङ సంࡍڷ ࣒࡮ࠒࡌߦ ࡹంۨ 
చࡍऐ ంۧ࠭, ఇߩओ ङߕఈ ఉప ݡ సంࡹ మనం ޵ర डవృޑफ ࠪ ంۨࡍڷ రంڒ ऱܼ కएࡅ వృతफం ޴ఇ ,࠭ޑݡ  
 ,కరణނర߄ࣃ
ర޵ దట࠴ బܽद మనంڒ डవృޑफ రछߖ రం అం݄ ఏࠫ݇ڒ भ޳ۨ ం ڒబܽद ߖరछ చనం ޵ర डవృతफం సమతలంࡹ ఉనऒ  
అߖऒ ऒߖఅ ߖࡹఒక సమతలం ޴ߝఅ ޒల సࠫ࢓޶ంࠉ   बరࣄ ݡంࡓ ߖࡹ࢑ࠪనం అం݄ ޒల సࠫ࢓޶ంࠉ 
ऒߕఉ ࡱ࢓޶ంࠉ बరࣄ ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ తफం࠴ లࡌ޷ ݟంߘ ల࢓޶ంࠉ  ߖఅ ࠼
भ޳ࡱߧ ం  ߖ࢐ܽ  మ࠾ࡍ  ఆ߯ మనం ఈ ߮ऱߖࡹ ߤ అߖऒ ऒߕޔڕޔࢗ సంڝ ంటऱ࠼ߦ  ࠭ అం݄ మనం f1 f2
కएࡅ ݋ం࠼ߦ ऒߖࡌ޷   ۫࣋फ ఒక ࠉం࢓޶ అߩۮ ߖओ ओߩం, అ޳ంڕ  p ݡ
ఈ ࡓంࣄ ݡबర ࠉం࢓޶ల ߘంݟ ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए  f fݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ  ޴ఉంܿం ڕతफం మన࠴ రం޷ 
పऱ࣒ ߤవ ڕబܽद మనڒ ऒߕఉ ݡంࡓ  ం࠼ߦ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࡔస ڴबరంࣄ ޴బܽद ఇڒ ࠼ ऱܿ ఒ࡮ښ ఉం݄ pf pf 
ऴపޙङ క సందరग ం ڒబܽद ఒకܽ ړ సࠪనం అޙ࠼ మనڕ ఏࠫ లࣆࠚफంڒ ޴బܽद మనڕ ఒ࠼ߦ ښం݋ f f f2
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  అߩओ ऒߕफࣆ۫ సంڝ ߖ޵ ࠭࠲ ݡ ࠭  ఈ ࡓంࠉ ݡం࢓޶ల ߘంݟ ఒ࡮ښ ఉం࠼ߦ ݦంటऱ 
 pf pf ݋ం࠼ߦ ఒక ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړݡంࡓ ఒకܽ ڕబܽद మనڒ ޴ఉంܿం ࡮ښతफం ఒ࠴ రం޷
ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴ ఇ޴ అڼ࡮ మߘߝ ࠾ࡍ ఏ࠼ߦ ߕ޼ంڕࣆޓ ݋ం݄ ࠴తफం ah f f 1 f 2 p f 1 
మߘ ࠾ࡍంݟ ఈ ࠉం޷ ࢓޶రం ఈ ࠉంߘ ࢓޶ంߘ ݟంࡓ ݟంࡓ ݡ ऱܿ ޷రం ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ f 2 p f 
ऒߖࡌ޷  మనం అ࣋࡯ߧ ߖफ ఒకܽ పऱ࣒ r pf pf r ڕబܽद మనڒ ంకంࡌबࣄ ޴సࠪనం, ఇ ړ ݡంࡓ ݡంࡓ 
లࠚం޴ۯ మనం ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఏڔభ࢑࣋फ వృޑफ ऒߖ  ߰ందంݟ, ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఒڕࡶ ࡮ښం݄ మనڕ 
ఏࠫ లࣆࠚफంڒ ޴బܽद ޵ర डవృޑफ కएࡅ వృతफం ޴ߝరం అڒ  ऴపޙङ క సందరग ం, ߘߝ ఇߩओ  f1 ݋ం࠼ߦ ఈ ݡ
మ࠾ࡍ కڵ࡯ ఉం݄ , ఆ߯ మనం అߖऒ ంܽࣃ۫ ߗफ ࠭ వߤ మ࠾ࡍ ఎࡓ ࠆంߘ ݡం޷ ݟరం ࡅకए  f2 f 
ం࠼ߦ ݦఉం ڴबరంࣄ తफం࠴ ऱܿ మనڕ ఇ࡮ వऴకࡔఖߘ ߰ంڒ ࠼ޑ޶బܽद ߘߝ ఏ࠼ߦ ߕ޼ంڕࣆޓ ݋ం݄p 
ఇ޴ పऱ࣒  ఇ޴ ఈ పऱ࣒  ఇ޻ పऱ࣒  ఇ޴ ఏ ࠼ߦం݋ అڝ ߕ࠼సం ఇڡ݄  ޻  ప ऱ࣒  p p 1 p 2 p 3 p 4 pif 1 

फޑఒక వృ ࡏࠬ బܽदڒ बరంࣄ  ऒߖ వ۪ऐڝࣆޓ ࢓޶ంࠉ बరࣄ ఒక ڴయడం ఇషदంڶ    వృޑफ ऒߖ  నࣄۯ ޶࠵,pif 2 c 
ఆ߯ ఇߩओ ࢐ङ बరࣄ ࡏࠬ ݡ రࣃ बం ڕࣆޓ ߖంܼࡏ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ ఒక ऴީۯ ߘ ݭరవ۪ऐ  మ࠾ࡍ r
ओߧޒ ంۨࡍڷ ߖ޳ ࡏࠬ छࡔ࢘ ݡంࡓ ࡏࠬ ޙ ం݄ ఈ సందరगڕࣆޓ ߘల࢓޶ంࠉ बరࣄ ࡏ ంࡏࠬ ࡹ ఏࠫ 
 ࡏయగలۯ
ఒక ऴީߖڜࣆޓ ݭ, ఆ߯ ఏ޾ ఒక సమయంߖ޵ ࡹऒ  ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟంڝࣆޓ 
ऴީࡅ ݭకए  ߰డߘ࢓ అڼ࡮ ఉంۨనటऱޕڷࡏޒ ࡏࠬ ޳ࡶ ޙ࠼ ఉం݄ ࠬࡏ ఈ ޵ర डవృޑफ ऒߖࡌڒ  ߰ంࡏޑ޶ 
ऒߖڜ ۯంڵࡆఉప ߘల࢓޶ంࠉ बరࣄ ݡంࡓ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ  ప޳లࡓ ߘంࣄ ݡबర ࠉం࢓޶లߘ అంܼࡏ foci 
ర޵ डవృޑफ కएࡅ दࢳర దృڒ  బࣗవచనం ڒబܽद ޵ర डవృޑफ  foci foci foci ݡంࡓ బܽदڒ ޴ఉం ݡంࡓ ࡹరంڒ
ల మధङ  మధङ  foci ߖࡹ࢑࠙గం ఖࡔ ߮࡯క ߖ ޴ంऴదం ఇښ బܽदڒ ࡏంऴదం అంܼښ ߖߖ޵ ࢓޶ంࠉ 
మధङ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ߖ޵ ߘߝ ,࢓޶ంࠉ foci a b ࠾ࡍమ ߘߝ ߖߖ޵ ࡏఅంܼ ݡంࡓ  ݞږ फ࣋۫ ߘఖࡔ 
అࣃࡱߧ ߖफ फࣃࡱߧ ߖన అࣾం అ߄ऴప ߖߖ޵ ߘ घڻ࣊ ߤࡷ ݦఉం ڴలంబం ړߖన అࣿ߄ऴప ࠾ࡍమ ࡏ ం݋ 
మښ ࠾ࡍంऴదం ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ .ࡏన అࣾం అంܼ߄న࡛ అࣾం ऴప࠳ ߖߖ޵ 
ర޵  डవృޑफ  foci ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ న࡛ అࣾం࠳ ࠾ࡍ࢑࠙గం మ ߮࡯క ߘల࢓޶ంࠉ ݡంࡓ ࡹరంڒ
ऴప߄న అࣿړߖ లంబంڴ ఉనऒ घڻ࣊ ߤࡷ  ం޵ ࠭࠲ ݞږ ݋ర डవృޑफ लࡌࢣ రڒ లߖ ߘరछ ۨంۧ࠭ 
, ఇ࢑ ऴప߄న అࣾం ࡅకए ర޵ బܽद మనంڒ ࡱ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭  डవృޑफ ऒߖࡌڒ भ޳ڶ  ం.
 మనڕ ఇښ ޴ంऴదం ఉం޴, ఇ࢑ వߤ ఎࡓ ࠆంݡ ఈ మ࠾ࡍ అߖ ऴ޳࢐भ ం ڒబܽद మ࠾ࡍ foci f ab cd a b 
लࡌࢣ भ޳ۯ ࡽڒ ࠾ࡍమ ࠾ࡍన࡛ అࣾం మ࠳ న అࣾం߄ऴప ޴ఇ ࡱ ం  ఈ ࠉం࢓޶ ab cd f1 f2 foci o 
ओߩబܽद ఇڒ ࡔంऴదం సښ బܽदڒ ޴ఉం ڴంऴదంښ ఉనऒ ࠳కృత޵ంऴښ మనం అࣾం ࠬద ݡ ర޵  डవృޑफ ऒߖࡌڒ  o x 
ప޳࡯ࢣࡍभ ం మښ ࠾ࡍంऴదం ࠮లం వదभ ఉందߩۮ ߖओ లం ఇకए࠮ ڕబܽद మనڒ ం޳ంڕ డ ఉం޴ మ࠾ࡍ x 
అࣾం అࣾం  ఎం޶కం݄ ښంऴదం ࡅకए  మధङ  y foci x foci e ߖఅࣾం ࠬద అబదमం అ ࠾ࡍమ ࢓޶ంࠉ 
మనం ఈ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽߖ ऴ࢐࣋फ ښంऴ޷ ߖ޵ ړߖ޳రం సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद f f o f 2 
కएࡅ  సమనछ యం 0 ࠪڒ అ࠳ ޙ࠼న࣒ ߕࣆ ࣄऒ  అޔ࢓ం޴ మࡌࢣ ࠾ࡍल లߩۮ ߘओ  ం c f  1޳ంڕ
लࡌࢣ लࡌࢣ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ݞږ అࣾం ࠬద ࡱ ࡍఆڝ ఇ࢑ ࡱ न࠳ ࡱ ݋ߝన࣒ ࠪڒ  మࠪڒ ࠾ࡍ  అߖ x ab 0 0
పओۮ ంݟ మ࠾ࡍ మన వదभ ఉనऒ  ۨనऒ  అࣾం ఇࠉ ࠪڒ 0 ޴ మ࠳ ࠪڒ 0 ࠾ࡍన࣒ ࠉ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ࢐ܽ 
మధङ  సంబంధం ఏࠫܽ మ࠾ࡍ అ࠳ ޴ߝన࡛ అࣾం ࡅకए  ߰డࡹ࢓ సగం ߰డ࢓ ऴప߄న అࣾం ab ca b 
కएࡅ  ߰డࡹ࢓ సగం ఇ޴ ఇ޴ మన మ࠾ࡍ ఈ ޷రం ڒబܽद ఇߩओ ర޵ ݡ डవృޑफ రछߖ రڒ చనం ऴపڒరం a b c 
మనڕ ఏ ࠉం࢓޶ అ޵  ࣆࡱޘ ߕ࠼ర डవృޑफ  ࡹరంڒ

 మߘ  ࠾ࡍం޷ ݟరం ࡅకए फ foci f1࣋࡯ࢣࡍప ߘ ݋ం࠼ߦ బܽद మనం ఈڒ ࡯ݞఉం ڴबరంࣄ తफం࠴  f2 bf 
వߤ పऱ࣒  రం అం݄ ఒకܽ ఒకܽ అం݄ సࠪనంbf bf bf bo plus of one plus bf two޷ ఎంత ݡంࡓ 
కएࡅ ݡంࡓ ओߩన࣒ ఇ࠳ ࠓ  బܽद  పڒ ఒకܽ ݡంࡓ ޴రం ఎంత ఇ޷ ݡంࡓ ݡ ऱ࣒   ప ऱ࣒  b o ao f c a c bo 
మࢁऱ ڒబܽद aof two is c a minus c

ర޶भ ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంݡ  so c a
సࠪనం  ఒకܽ పऱ࣒ ړ ࡓ ݡంࡓ ݡంࡓ  ऱܿ సࠪనం ڒబܽद అ࢑ ޻ధం޷ ڴరం ఎంత అߖ గ޳ށभ ం  ఈ  so bf bf 
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भ޳ࡱߧ ߖఅ ࠾ࡍమ ߖ ݋ం࠼ߦ ం వߤ పऱ࣒ फ ఒకܽ ఈ ࣋ए࣋ڶ ఈ ߘߝ ఒకܽ ݡంࡓ  छ ࡛ c d cf cf cf cf c 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ڒబܽद ఒకܽ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍb cf b c 

ए࣋ ޴ఇ ޻ऱ అࢁమ ݡంࡓ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం, ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛   cf b c b c 
వర ठ࠮లం ڒబܽद ఒకܽ పऱ࣒ ओߩఇ ݡంࡓ  ए࣋ ݡ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठࡓ ړߖ࡮࠮ంࡓ ݡ ऱܿ cf cf b c 
సࠪనం ޵ర डవృޑफ కएࡅ రంڒ రछߖ  చనం ఏࠫటం݄, ࡓంߘ ݡంݟ ఏࠉ ߕ޼ం࢓޶ల ޷రం ࠴తफం foci 
బܽद ఒకܽ పऱ࣒ڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  ఒకܽ పऱ࣒ ݡంࡓ   bf bf cf cf ڕబܽद మనڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړݡంࡓ 
ऱ వరࡏࣃ రం 2޷ ఈ ,޴फంࣆవ ݡంࡓ ठړߖ࡮࠮ సࠪనం  ࠉ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࣄ  छ ࡛ అం݄ ࠉ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  a ࣄ 
࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ए࣋ ࣄ ޳ࡶ ࡛ छ ࡛ అ޴ߝ ࣋ए छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࡛ छ ए࣋ ޴ߝఅ ࣄ బܽदڒ ࡛ छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࡛ छ కएࡅ ࡛  
వర ठ࠮లం ڒబܽद ఇ޴ మࣄ ࠾ࡍ మధङ  సంబంధం కڵ࡯ ఉం݄ ఈ ࣊ࠬ ࠲జ࡛ ھడन࠲ ࠬ࣊ ࡯జ࡛ అࣾం AB 
కएࡅ  ఈ ߰డ࢓ మ࠳ ࠬ࣊  ࠾ࡍన࡛ అࣾం మ࠾ࡍ అߩओ  ,a b ݡ

కएࡅ ߕ޼ఏ ړߖ޳ంऴښ छ޳ రం޷  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ , ఇ޴ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ  c foci c b ߤషߖ߸ݥ ࡛
కएࡅ  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం అޔ࢓ం޴.
  ఇ޴ మధङ लࡌࢣ ࠾ࡍరం మ޷  ల మధङ కएࡅ రం޷  షओߖ  షओߖ फޒ foci foci ߖࡹ ࡏࠬ కం݄޶फ, ఎంޒ
ర޵ डవృޑफ ऒߖࡌڒ  ۫࣋फ ఒకܽ ࡓంݡ మధङ लࡌࢣ ࠾ࡍమ ݡంࡓ రం޷  ల మధङ  రం సࠪనం foci f f c޷ 
అۮ ߖపओ ంݟ.

అࡓ ޴ߝంړݡ సࠪనం ڒబܽद ఒకܽ ࡓంڵ࠙ ޜ ݡంచబݟనߩओ ab f f ab  ޳ࡶ ݡంࡓ ߯ ݡంࡓ ޴ఇ ݡ c a 
ࠬద ړ సࠪనం ڒబܽद మనం ࢑పࡎతత పరంڴ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ సࠪనం c c ړߖ࠻ఒక సమ ޴ߝబܽद అڒ  c c 

మ࠾ࡍ కߘక ఇ޴ గమߖంచంݟ c 
࢑పࡎతత కం݄ ۨనऒ एڕఒకܽ కం݄ త ޴ వڴ ఉంܿం࠭࠲ ,޴ ऴށࠪߦక ޵ర डవృతफం ڝసం ఒక ࣇऴߖޑऒ  
ऒޒऴపయ ړߖݞంచ޴ం߰ࡐ फࣃ ࠭, 
 బܽद మనంڒ
అࣾం ࠬద ఉనऒ ࠾ࡍంऴదం మښ లం వదभ࠮ ర޵  डవృޑफ ऒߖࡌڒ छ޳ం, త޳ంڕࣆޓ   లంx foci࠮ ڕమన ࡌ
ఉం޴ మ࠾ࡍ తࡌछ త మనڕ ఉంܿం޴ ఇ࠳ 0 ࠪڒ ޴న࣒ 0 ࠪڒ అߩओ  foci f 1 f 2 c ࠪڒ న࣒࠳ ݡ
ऒߕࣆ  మߕࣆ ࠪڒ ࠾ࡍऒ  c 
ర޵ डవృޑफ పऱ࣒ ߤవ ڕబܽद మనڒ ࡔం స޳ంڕߘఅ ߖఅ ࢓޶ంࠉ ߕ޼ఏ ࡹరంڒ  ంకం pxy pf pfࡌबࣄ ݡంࡓ 
అࣆࡱޘ ߖ 
మ࠾ࡍ 
మనం ఈ ࠼ߦంڕࣆޓ ݋ం݄ ࠭ߘపܽ సऱࡹ ݭ࠼ ఇపओ एړࡵ ښܽ ంۧ࠭ ఇ޴ మ࠾ࡍ అޙ࠼ b a b bf 

ఇړࡵ ࠭࠲ ޴ए ంۨనࡓ ޴ంڒ ݡబܽद ఒకܽ పऱ࣒ తపओ ݡంࡓ  one plus bf two a pf pf a ړ ݡంࡓ ڴࡍసߖ
సࠪనంڴ ఉం޵ ࡯ݞర डవృޑफ ओߩఇ ړ ࢓޶ంࠉ ޒऴప ࡹరంڒ ఒకܽ  ప ݡ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ p ݋ࡐ ࡛ pf x c y 
 ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ओߩసࠪనం ఇ ړ ݡంࡓ ݋ࡐ ࡛ ఇకए ݡ డ ߘంݟ మనం ఒక pf 2 x c y a
సࠬకరߖހऒ  ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ఇ޴  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ న࣒ వర࠳ ݡంࡓ ࡛ ठړߖ࡮࠮ సࠪనం x c y x 
న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ అం݄ మనڕ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ రऴసం పऱ࣒ޔఒక చ ڷࡱߕ ࡛  c y x c y 

న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡓ ڷࡱߕ న࣒࠳ ࡛ ऱܿ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  బܽद x c y x c yڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ ࡛
మనం ۫޳भ ం  వర ठߖ࡮࠮ऒ  ఒక࢙ڝࣆޓ ߩంݟ అం݄ 4 ࡏࣃऱ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳  ࡗ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ Ot x c y 
ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ర޶भߘ ۫డܼړߖ సࠪనం ڒబܽद 4 ఒక చదరߩ పऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ న࣒  ప࠳ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ y x c x c 
ఇ࠳ ޴న࣒ 4 ړ సࠪనం ڒబܽद మన࠳ ڕన࣒ ࡅకए టऱ వరࡓ 4  ठ࠮లం వࣆफం޴  చޔరऴసం పऱ࣒  xc x c y 
చޔరऴసం 4 ࡏࣃऱ ఒక చޔరऴసం ࠳న࣒ ړ సࠪనం మనం 4ߖ ర޶भ ࣄۯ, ఆ߯ ࡓం࡮ߩ࢙ ݡ చޔరऴߖࣃऒ  cx
भ޳ۯ ం మనڕ చదరࡓ ߩ ऱܿ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఒక చదర࠳ ߩన࣒ ࠴తफం చޔరऴړߖࣃ x c y cx 
సࠪనం, ఇڵࡱߕ ޴ంܽ࠳ ړన࣒ ࡓంݡ చޔరऴసం  ప ऱ࣒  చޔరऴసం చޔరऴసం ڒబܽद మనڕ a ca x c x 
చޔరऴసం చޔరऴసం పऱ࣒  ఒక చޔరऴసం చޔరऴసం ࠳న࣒ 2 ఒక చదరߩ  ప ऱ࣒  x c cx ߩన࣒ 2 ఒక చదర࠳ 4 

 ప ऱ࣒  చޔరऴసం చޔరऴసం ړ సࠪనం  ఈ పదం ࡓంݡ ఒక చదరߖ ߩ ర޶भ ࣄۯ, ఆ߯ మనڕ ఒక cx c x a cx
చޔరऴసం ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡓ ࡛ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ झ࠹݅ ࡛  ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ڷࡱߕ ߖ ࡛ छ ए࣋ ࣄ ࡛ छ  c x y ړ ࡛
సࠪనం అޔ࢓ం޴, ఇ޴ చదరࡓ ߩ ऱܿ ࣋ए छ ए࣋ ࣄ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ అޙ࠼ మనం ۫࠭ࢡ మ࠾ࡍ మధङ  ab c 
సంబంధం ࣋ए छ ए࣋ ࣄ న࣒࠳ రऴసంޔచ ޳ࡶ రऴసంޔచ  ࠉ న࣒࠳ రऴసంޔచ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴ ࡛ छ  c ࠉ ࡛
࣋ए छ ࡛ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం చޔరऴߖࣃऒ ए࣋ ࣄ న࣒࠳  छ ࡛ అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭ ఇࠉ ޴ ࣋ए छ ࡛ ఇࠉ ޴ ࣋ए छ  బܽदڒ ࡛
మనࠉ ڕ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ࠉ ࡛ छ ओߩరऴసం ఇޔచ ࠉ రऴసంޔన చ࠳సࠪన ޜ ࡛ छ޳ ݡ  x a ࡌ
ए࣋ ޴ఇ ړߖࣃరऴޔరऴసం చޔచ  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ छ ए࣋ ߖ ࡛ छ పऱ࣒ ޜ ࡛  ࣋ए छ ए࣋ ࠉ ࠑ ࡛ छ  b x y ړߖ޳ఒక ߘ ࡛
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ మనం సࠬకరణంڴ ߰ం࠭޳ , ఇ޵ ޴ర डవృޑफ लࡌࢣ ߖ޵ ,ర సࠬకరణంڒ ऒߕࣆ న࣒࠳ ࡱ  
మߕࣆ ࠾ࡍऒ  మࡏڝ ࠾ࡍझ  మధङ ऒߕࣆ లం࠮ ంట࡛࣊ ࣒ښ ఈ  ࠼ఉంܼ ࡹ ऒߕࣆ   వదभ ఉంܿం޴ 
మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ ऴప߄న అࣾం ࡅకए  ߰డࡓ ࢓ం࠳ ݡన࡛ అࣾం ࡅకए  ߰డࡓ ࢓ంڒ ݡబܽद మనం b 
ర޵ डవృޑफ ऒߖࡌڒ  ߰ం࠭ޑ޶ ఈ సందరग ంࡹ కం݄ ߭దभ޳ࡶ ޴ మనం ߭దभڒ ޴వ۪ऐ   అࣾం ۨనऒ  అࣾం a b 
కం݄ ۨనऒ एڕకం݄ త ޴బܽद ఇڒ ޴ వ సࠬకరణం, ࡓంݢ ఈ సࠬకరణం ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  b x y ࠑ ࡛
ए࣋ ࠉ छ ࡛ ఇߩओ  ݟంߘ ఈ సࠬకరణం ݡ
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ఇ޴ 
మࡓ ࠾ࡍంݟంܽࣆ ڔషदంڴ ఉందߖ మనం ۫డవ۪ऐ .x 

అࣾం ړߖ࢐ ݞږ సࠪనం అޙ࠼ మనం ఒక వృޑफ ऒߖ  ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद వృతफం అ޵ ޴ߝర डవృతफం  y b en 
కएࡅ  ऴపޙङ క సందరग ం, ࡹߖ޵ ऴప߄న అࣾం మ࠾ࡍ ۨనऒ  అࣾం ఒښ ߰డޜ࢓ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనం x 
చޔరऴߖࣃऒ  ఒక చޔరऴసంܿߦ ޜ ࣋ए छ छ޳ ࡛ పऱ࣒ ߩచదర ࡌ ऒߖࣃరऴޔన చ࠳సࠪన ޜ   ߰ం࠭ޑ޶.y x y
  చޔరऴړߖࣃ సࠪన࠳న చޔరऴసం ڒబܽद ఇ࠮ ޴లం వదभ ښంऴ޵కృత࠳ ఉనऒ  వృతफం 
మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం ఇߩओ ऒߖࡿߕషࡎߩ ࣒ܽ࡮ సంڝ ࡮ࠒࡌߦ ݡ రछߖ  ۨంۨన݄ऱ, ޵ర डవృޑफ  లక܉ ఆ ړߖࡌڒ
ऒߖࡿߕషࡎߩ రछߖ  फࣃۨ ర޵ ޴బܽद ఇڒ ࠭ डవృޑफ  ࡹరంڒ
ۨవࠉ ࡍం࢓޶లޜ 
ర޵ ంܽ࡮ఇ ڕబܽद మనڒ ޴ఉంܿం ڴలంబం ړߖన అࣿ߄ऴప ࠾ࡍక࣒ మࠂ  ࢑࠙గం ఖࡔ నݟږ डవృޑफ  రంڒ
ఉం݄, ఇ޴ మనࠂ ڕక࣒ ఎࠂ ܿ ࠆక࣒ కڵ࡯ ఉంܿం޴, అߩओ फࣃڶ ࡹڷరం ߩࡏళం ఎߕషࡎߩ లక܉ ݡ బܽदڒ ߘ
ఈ ܉లక ࡎߩషߕళం ࡅకए  ߰డ࢓ ఎంత అڶ ߖయߖవछ ంݟ 
۫డంڒ ݟబܽद మనڕ ఈ ࠼ߦంߕࣆ ࠪڒ ݋ऒ ऒߕࣆ ࠪڒ క࣒ࠂ ޴లం ఇ࠮ ޴ఇ ,޴ఉం ڴ  ఒకܽ c ࡹ
ఇߩओ ओߩం, అ޳ంڕࣆޓ ݋ం࠼ߦ మనం ఈ ݡ సమనछ ߖ ࠪڒ ంతڜ ݡ యం ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ p p c l

ओߩۮ ߖఅ ࢓޶ంࠉ ఈ ޴ఇ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ࠪڒ సࠪనంc l f q pf ڕ ࡽసࠪనం ఎ ړ ߖ బܽदڒ ,ం޳ంڕ qf
भ޳ۯ ం అߩओ కࡓ ࣒ܽ࡮ మనం ݡ द࠹ ߰డࡓ ࢓ంݡ అߖ కڝߘए ओߩఇ ࡯࢐ కएࡅ ݡ ࡍఆڝ  नࠪڒ ࡱ ݋ߝ l p c l
అం݄ అం݄ ఏࠫܽ అߖ మనం ۫࠭ࣃ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  ࢑పࡎతత పరంࠪڒ ڴ వࡵ c c ae l 
ర޵ डవృޑफ రऴసం పऱ࣒ޔఒక చ ߩచదర ࡹరంڒ  ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం కߘక మనం ఒక x y b 
చޔరऴߖࣃऒ  ߰ం࠭ޑ޶ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴e l b 

చޔరऴసం ޳छ  రऴసం l b cޔన࣒ ఇ చ࠳ ఒక ޴సࠪనం, ఇ ړߖࣃరऴޔన࣒ ఇ చ࠳ రऴసం ఒకޔచ ࡌ
చޔరऴసం ڒబܽद ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ  రऴసం l b c lޔచ ޴బܽद ఇڒ రऴసంޔసࠪనం చ ړ ࡛
 l b a l ࣒ܽ࡮ ޴ߝఅ ݡంࡓ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖరऴసం అޔఅం݄ చ ޳ࡶ రऴసంޔఒక చ ړڷࡱߕ ݟంߘ
కएࡅ ళంߕషࡎߩ  ߰డ࢓, ఇࡓ ޴ంݡ చదరړߩ సࠪనం ޳छ  బܽद b aڒ ࢓ళం ߰డߕషࡎߩ ࣒ܽ࡮ ޴ఇ ࡌ
߰డ޵  ࢓ర डవృޑफ రऴసం పऱ࣒ޔసం ఒక చڝ ళంߕషࡎߩ రڒ  ࣋ए छ छ޳ ࡛  సࠪనం y ړߖ޳రऴసం ఒకޔచ ࠉ ࡌ
ए࣋ ࠉ ݡంࡓ छ ओߩఇ ߖ ࡛ ऒߖڜ ݡ  సమసङ లߘ చࡍऐ भ޳ ం  
ర޵ , डవృޑफ ए࣋ ࡏర పదࣔڒ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ పదࣔړࡏ సࠪన࠳న ࡌࢣ ࣄࠂल ల ࢑పࡎతత మ܉ ࠾ࡍలక x y 
కएࡅ ళంߕషࡎߩ  ߰డߘ࢓ కھߘనంڒ ,ݟబܽद ࠴దట మనం పదࣔڵ࠙ ޜࡏంۯ ऴށࠪߦక ࡐపంࡹ 
సࠬకరߖހऒ  ऴࣃ࢐फ ࠭.

࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ߧ࡯క ړࡏపదࣔ ߖ ࡛ छ ఒక ࣋ए ߖ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ڷࡱߕ ߖ ࡛ छ  x y x y  ړߖ޳ఒక ޜ ࡛
సࠪనంڴ ऴࣃ࢐फ  a b ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړڷࡱߕ ޴ߝఅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړఒకܽ ߖఅ ޴బܽद ఇڒ ߘ
బܽद ఈ సందరगڒ ంࡹ కం݄ తڕए వ ڒబܽद ޴ అࣾం ࠬద ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ ޵ర डవృతफం ఇ࡮a b foci y 
ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ ఇ޴ ఒక ߕࣆ ࠪڒऒ ऒߕࣆ ࠪڒ న࣒ ఒక࠳  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ࠪڒ   
బܽद ఈ సందరगڒ ڷࡱߕ న࣒࠳ ంߖࡹ అࣾం ࠬద ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇ࡮ ఉంܿం޴ ఒకܽ foci y f 
మࡓ ࠾ࡍం࠳ ࠪڒ ݡన࣒ ࠪڒ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ం࢑ ࡹపࡎతత ఇకए డ ࡅకए  f f1 0 c f2 c e c 
షओߖ  y c b ࠾ࡍమ ݟڕ బܽद ࠬదڒ న అࣾం అࣾం߄ऴప ޴फ ఉంܿంޒ
ఈ సందరग ంࡹ మనڕ ఈ ࣋ए छ ࡛ ఉంࠉ ޴ చޔరऴసం ࠳న࣒ ఒక చޔరऴసం ڒబܽद వ ఉంܿంڷࡱߕ ޴ c 
చޔరऴ࠳ ࡱࣃన࣒ ఒక చޔరऴసం ఇ޴ పڒ ߘࣜ޴బܽद ࡅకए  వర ठ࠮లం మ࢑ ࠾ࡍపࡎతత అ޴ߝ c 15 e b
కం݄ ఇ޴ వర ठ࠮లం 15 కం݄ 4 ڒబܽद  ప ऱ࣒  c, foci foci 0 c ࣒ܽ࡮ ࣒ܽ࡮ ࠾ࡍమ 15 ݋ࡐ న࣒࠳ 
కࡓ द࠹ ߰డڒ ࢓బܽद ఈ సందరग ంࡎߩ ࣒ܽ࡮ ࡹషߕళం ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ ߷ࡏघ  ,࠭޳ం߰ ߖ࡮
ఇకए డ అࣾం ࠬద ఉం޴ మࡓ ࣒ܽ࡮ ࠾ࡍక दࡅ ࠹కए  ߰డ2 ࢓ చదర޳ ߩछ  బܽद foci x b aڒ ޴ఉంܿం ࡌ
ऒߖఅࣿ ࠾ࡍమ ࡏࠬ ऐࡍࠪ  నటऱࣃ۫ ߖߖ޳ ࡏࠬ ޙ࠼फ కएࡅ ళంߕషࡎߩ లక܉ ࡏ  అࣾం ߰డ߯࢓ x y y 
ఉనऒ  foci 
ఒక చޔరऴࡓ ړߖࣃంࡓ ݡ ऱܿ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఇకए డ ఒకܽ 2 ࣋ए छ ࡛ ࣾࠫంచంڒ ݟబܽद 1 a by b b 4 by 2.
ऒߖ޵  ఇకए ݞږ ڴࡏߝ ࡏࠬ  డ ړࡵए ంచవ۪ऐ , మనڕ ఈ ޵ర डవృతफం ఉం޴ అం݄ ఈ ࠼ߦం݋ foci 
పߕࣆ ړߘࣜ޴ऒ  వర ठ࠮లం, ࠬڕ ఇకए డ ఈ ࠼ߦం࢐ڒ ݋లం݄ ఇߕ ޴ ఈ ࠼ߦంڜ ݋ంత ࠪڒ f p x 
ए࣋ ڕమన ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ߘࣜ޴ప ݋ࡐ छ ࡛ ఒక చదరߩ పదࣔࡏ చదరߩ పऱ࣒  ࣋ए छ  x x y 15 ݋ࡐ ࡛
࣋ए छ ࡛ సࠪనం  16ړ అం݄ 16 చదర1 ߩ సగܿڕ సࠪనం  4 ࠑ.x sx 1 
కएࡅ ళంߕషࡎߩ ࣒ܽ࡮ బܽद ఈڒ  x pqpq x x ݡంࡓ ఒకܽ ޴ఇ ݡంࡓ ఈ ,޴ఉంܿం ڴఒకܽ ࢓డ߰ ڷࡱߕ 
ఈ ࣇऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంచడం ޳छ సమసङ ࡗమ ڼ࡯ందగ߰ ڴࡏߝ మనం ࡌ भ޳۫ ߘ ం.
 
ర޵ डవృతफం ࡅకए ऒߕࣆ ంऴదంښ  ऒߕࣆ   వదभ ऴప߄న అࣾం అࣾం ࠬద ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ y 
ం࠼ߦ ऱܿ ࡓ ݡ࠮ంݡ మ࠾ࡍ ఒక ڡࣄझ ఈ సంఖङ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ  ऒߕఉ ڵ࡯క ߘ ࠭ ऴప߄న 
అࣾం అࣾం ࠬద ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘ ࠪڒ 0 ߘߝం࠳ 0 ݟన࣒ అߖ ऴࣃ࢐फ लࡌࢣ ߘ ల ऴపڒరం ఇ࠮ ޴లం y a 
మ࠾ࡍ ఇ࠳  ࠪڒ ࠉ ޴న࣒ ڒ  ࠪڒ ࠉబܽद సࠬకరణం ࣋ए छ ए࣋ ࠉ ࠑ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ఒక 0ړ ݋ߠ 0 x y 
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సࠪనం, ఇకए డ 0 ࠪڒ ࠉ ߖߖ޵ ߘߝ మߕڕࣆޓ ڴࠪڒ 0 ࠾ࡍऒ ओߩబܽद ఇڒ  ߘ ర޵ ޴ఇ ݡ डవృޑफ  ర aڒ
సࠬకరణం, ښ ߖ޵ంऴదం ࠮లం మ࠾ࡍ అࣾం ޵ర डవృޑफ  న అࣾం y߄రం߯ ऴపڒ
0 0 వదभ ښంऴ޵కృత࠳ ఉం޴ మ࠾ࡍ ऴప߄న అࣾం అࣾం ࠬద ఇߩओ ఇۨऐ ݡంࡓ दࠆ࡯ ఈ ݡ న ࠼ߦంటऱ ڷంݞy 
కएࡅ ࠾ࡍయగల࠭ మۯ బܽद మనంڒ ޴ంݟంచబ޴అం ڕమన ߖందޔࢂࢗ  a b ߘవలࡱ࢑ 
కڝߘए వߖߖ޳ ړߖݞ ఉపڵࡆంచంݟ, కߘక ఇޔ߱ܽ޳ ޴ం࠼ߦ  ޴ం ऱܿ ࡓ ݡ࠮ంݡ మ࠾ࡍ ఒక ڡࣄझugh 
ए࣋ ࠉ 9 ڕంۨ మనڵࡆఉప ߖ2 3 छ ࡛ మ࠾ࡍ ఒక చޔరऴసంޜ సࠪనం అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ఒక y 2 4 
సࠬకరణం మ࠾ࡍ ఇ࠼ߦ ޴ం݋ వڡࣄ ࠪڒ ߤझ ए࣋ ࠉ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ  छ छ޳ ࡛ ओ߯࠭ ߧ࡯ఒకܽ క ࡌ  
ఆࡏ ఒక చޔరऴసం ޳छ  ݡంࡓ ࠾ࡍబܽद సࠬకరణం ఒకܽ మڒ ݡంࡓ సࠬకరణం ޴సࠪనం ఇ ړߖ޳ఒక ࡌ
నవ۪ऐھߘక ߘవలࡱ࢑ ࠾ࡍమనం మ ݟంߘ  फa b࣋ۯ న࣒ సࠬకరణం 2࠳ ऱ సࠬకరణం 1ࡏࣃ 9 ߘߝ బܽदڒ 
ఇࠉ ࠑ 81 ޴ ࣋ए छ छ޳ న࣒ 1࠳ ࡛  సࠪనం 8 b ړ న࣒ 1࠳ రऴసం 9ޔచ ࠉ ࠑ బܽद 80ڒ రऴసంޔచ  ޴फంࣆۨࣇ ࡌ
అం݄ ఇࠉ ޴ చޔరऴసం 10ړ సࠪనం అߖ అర बం , ڒబܽद ړ10 ߘߝ సࠪన࠳న ࠉ చޔరऴߖࣃऒ  ఉంۨޙ ఒకܽ 
घࠫޛ घࠫޛ సࠪనం ړ޴ప ړ޴ పऱ࣒ ޴ప ړ޴ छ޳ రऴసంޔసࠪనం అం݄ చ ړߖࣃరऴޔఒక చ ڷࡱߕ   ڷࡱߕ ࡌ
అం݄ ఒకܽړ పړ޴ సࠪనం ڒబܽद ఒక చޔరऴసం నలࠢ ڒబܽद ࠉ చޔరऴసం ప޴ మ࠾ࡍ చޔరऴసం నలࠢ 
బܽद సࠬకరణం ࣋एڒ छ ए࣋ ࠉ ࠑ ࡛ छ ࡛ 10 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ నలࠢ ఒకܽړ సࠪనం ڒబܽद మనం ࣃۯफ ࠭  x y 
తޒ࢐ࡏ తరగࡹޒ ఈ ఉపߕङ సం ڝసం ఇకए డ ఆపం࠭࠲ ݟ ࣝపࡗख ऒߖڜ ࠾ࡍంۨ మࡍڷ ࡮  ంۨࡍڷ ࠵ 
ऐࡏߝ ݞږ ࡯ఎ ࠾ࡍమ ࣒࡮ࠒࡌߦ ంܼ࠭ڕ झߵ  ߯  మࢁऱ సమసङ ऒߕఉ ࡱ ధనङ ࠼  ࡱ޳࢐
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