
േകാണിക വിഭാഗ׹െളുׯറിتു׺ ര؇ാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ ഈ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ നأൾ പരാേബാളകെളുׯറി׺ാണ് ചർ׺ െചᅃٝത് , വൃ؋؋ിന്െറ 
സാമാനّവൽׯരണമായ ദീർഘവൃ؋െുׯ؋റി׺ാണ് നأൾ സംസാരിؗുׯത്, അതിനാൽ 
ദീർഘവൃ؋ം െകാ؇് എؓാണ് ഉേؐശിؗുׯെത്ؗ നമു്ׯ ആദّം നിർവചിׯാം, അതിനാൽ 
നിർവചനം ഒരു ദീർഘവൃ؋മാണ് ഒരു ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت ഒരു തല؋ിെല എبാ 
ബിؕുׯളുെടയും ഗണമാണ് ഒരു തല؋ിെല എبാ ബിؕുׯളുെടയും കൂ؂ം, അതായത് വിമാന؋ിെല 
ര؇് നിحിത േപായിന്റുകളിൽ നിؗുت ദൂര׹ളുെട ആെകു؋ക ഒരു رിരാ׸മാണ്, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ര؇് നിحിത േപായിന്റുകൾ ഉ؇് എؗത് നമു്ׯ വിളിׯാം  അവ ഉം ഉം തുടർ്ؗ നأൾ f1 f2 
ഈ െ؛യിനിെല എبാ േപായിന്റുകൾുׯം േവ؇ി തിരയുകയാണ്, അതായത് േപായിന്റിന്െറ ദൂരം 
േനാׯിയാൽ ഒരു ബിؕുവാെണ്ؗ പറയാം , ഈ ര؇് رിര േപായിന്റുകളിൽ നിؗുت ഈ p 
േപായിന്റിന്െറ ദൂര؋ിന്െറ ആെകു؋ക നമു്ׯ ലഭിുׯം.  ഒ്ؗ, എഫ ്ര؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ f pf 
ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ഉ؇്, ഇത് ഒരു رിരം ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഈ ര؇് േപായിന്റുകളും pf 
ഒരുേപാെലയാെണ׸ിൽ ഒരു ْപേതّക േകസ്, ഒ്ؗ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം f f f2 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ ്മാْതേമയുൂت ഒؚം  അേؚാൾ ഞ׹ൾ ഇത് അേനٔഷിുׯകയാണ്  ഈ 
ര؇് േപായിന്റുകളിൽ നിؗുت േപായിന്റുകളുെട ആെകു؋ക സമാനമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ pf 
ഒ്ؗ ര؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ ്മാْതേമയുൂت ഇത് ഉം ഉം pf ah f f 1 f 2 
ആണ്, തുടർ്ؗ ഞാൻ ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ് എടു؋ാൽ തുക എഫ് 1, എഫ് 2 എؗിവിട׹ളിൽ p 
നിؗുت ഈ ബിؕുവിന്െറ ദൂര؋ിന്െറ ഇര؂ിയാണ് യിേലتുׯ ദൂരം, അതിനാൽ ഈ ദൂരം എ്ؗ p r 
വിളിുׯകയാെണ׸ിൽ ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ര؇് ന് തുലّമാണ്, അത് ഒരു رിരാ׸മാണ്, അതിനാൽpf pf r 
നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് നأളാണ് ഈ ര؇് േപായിന്റുകളും ഒു؋വؗാൽ ഒരു വൃ؋ം േനടുക, ഈ ര؇് 
േപായിന്റുകളും ഒരുേപാെലയെ׸بിൽ നമു്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം എؗതിന് ഒരു വൃ؋ം ലഭിുׯം , 
അതിനാൽ എനി്ׯ ഇേؚാൾ ഈ േപായിന്റ ് ഉം ഉം ഉെ؇׸ിൽ വൃ؋؋ിന്െറ ഒരു ْപേതّക f1 f2 
േകസാണ് ദീർഘവൃ؋ം, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ എبാം േനാുؗുׯ  എഫ് ഒ്ؗ, എഫ ്ര؇് എؗിവയിൽ 
നിؗുت ദൂര؋ിന്െറ ആെകു؋ക رിരമായതിനാൽ നമു്ׯ ഇതുേപാെല ഒരു വْകം ലഭിുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഞാൻ ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ് എടു؋ാൽ ഇതും ഇതും ഇതും ؛സ് ഇതും ഇതും ഇതും ഇതുംp 
ഇതും തുലّമാണ് എؗതാെണ׸ിൽ.  എടുുׯക ؛സ് ഒരു p p 1 p 2 p 3 p 4 pif 1 pif 2 
് ിത േപായിന്റحഒരു നി ׯൾ്׹ത് േപാെല നിؗുׯം വരയ്؋മാണ്, അതിനാൽ ഒരു വൃ׸ിരാر
എടുׯാം സർׯിൾ നൽകുക, തുടർ്ؗ ഇേؚാൾ നി׹ൾ ഒരു നിحിത ആരം എടുുؗുׯ, c  r 
നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട നി്ؗ ഒരു െْതഡ് േജായിൻ എടുׯാം, തുടർ്ؗ നി׹ൾ അതിെന ചുئിؚئിയാൽ 
നി׹ൾ്ׯ ഒരു സർׯിൾ ലഭിുׯം ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നി׹ൾ ര؇് വّതُّ ٝനിحിത േപായിന്റ ്
എടു؋ാൽ നി׹ൾ്ׯ െചإാൻ കഴിയും ഒരു െْതഡ് എടു്؋ ഒരു ഘ؋؂ിൽ ഇത് എടുുׯക, നി׹ൾ 
െْതഡിന്െറ നീളം അേതപടി നിലനിർു؋കേയാ കറ׹ിെׯാ؇ിരിുׯകേയാ െചᅃٝാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ 
ദീർഘവൃ؋ം ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ര؇് ഫി٧عഡ് േപായിന്റ് ഉപേയാഗിؗുׯ ര؇് നിحിത 
േപായിന്റുകെള േഫാസി എ്ؗ വിളിുؗുׯ ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت േഫാׯസ് േഫാׯസിന്െറ 
ബഹുവചനമാണ്, അതിനാൽ ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ ര؇് േഫാുׯകൾ ഉ؇്, ര؇് 
േഫാസികൾׯിടയിലുت മധّബിؕു ഇതിെന േകْؕം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ േകْؕം ഇതാണ് 
േഫാസിയിൽ േചരുؗ േരഖാ വിഭാഗ؋ിെല മധّബിؕു, ഞാൻ ഇതിലൂെട കടؗുേപാകുؗ േരഖയിേല്ׯ 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ.  ര؇് ഇതിെന വിളിׯാം ഞാൻ ഇതിെന എؗും ഇതിെന ْപധാന foci a b 
അײം എؗും ْപധാന അ؋ײിന് ലംബമായി േകْؕ؋ിലൂെട കടؗുേപാകുؗ േരഖാ െസഗ് െമന്റിെന 
ൈമനർ ആക് സിസ് േമജർ അײം എؗും വിളിുؗുׯ ഇതാണ് േരഖ േഫാസിയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ 
ദീർഘവൃ؋؋ിെല ര؇് ബിؕുׯൾ േചരുؗ െസഗ് െമന്റ് , ൈമനർ ആക് സിസ് േകْؕ؋ിലൂെടയും 
േമജർ അ؋ײിന് ലംബമായി  കടؗുേപാകുؗ േരഖാവിഭാഗമാണ്. നമുتുׯത് ഇതാണ് േകْؕം 
ഇവയാണ് ഒ്ؗ ര؇് നമു്ׯ ഇത് ഉം ഉം എഴുതാം അതിനാൽ എؗിവ foci f f ab cd a, b 
ലംബ׹ളാണ്, ഇത് ആണ് ْപധാന അײം ആണ് ൈമനർ ആ٧عിസ് എؗിവ ആണ് , ab cd f1, f2 foci 
നമു്ׯ വിളിׯാം  ഈ ബിؕു േകْؕമായതിനാൽ േകْؕം ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു o o 
ദീർഘവൃ؋ം പരിഗണിׯാം  , അതിന്െറ േകْؕം അ؋ײിൽ കിടുؗുׯ, േകْؕം x 
ഉ؍വرാന؋ാെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉ؍വം ഇവിെടയും അײം അײവും  x y 
കാരണം, േകْؕം യുെട മധّബിؕുവാണ്, അ؋ײിൽ കിടؗുׯത് ആണ് , നأൾ ഇത് foci x foci e f
ഒ്ؗ, ര؇് എ്ؗ എഴുതിയാൽ ഇതിന്െറ മധّഭാഗം യിേലتുׯ ദൂരം തുലّമാണ്, അതിനാൽ f o f 2 
ന്െറ േകാർഡിേന്ئ േകാമ 0 ആെണ׸ിൽ ൈമനസ് സി പൂജّമായിരിുׯം , നമു്ׯ ലംബ׹ൾ c f  1 
പറയാം ലംബ׹ൾ അു׺ത؇ിൽ ആയിരിുׯേമാ, അതിനാൽ ഇവ േകാർഡിേനുئകൾ ൈമനസ് േകാമ x 
0 ഉം േകാമ 0 ഉം ആെണ്ؗ പറയുക, നമുتുׯ ൈമനർ അײം ഇത് 0 േകാമ ബിയും 0 േകാമ ൈമനസ് 
ബിയും ആെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ എؓാണ് തأിലുت ബؖം എؗത് ൈമനർ ab, ca 
അ؋ײിന്െറ നീള؋ിന്െറ പകുതിയുെട നീളം ആണ് ْപധാന അ؋ײിന്െറ പകുതി നീളം ഇതാണ്b 

ഇതാണ് നുأെട ഇതാണ് ദൂരം അതിനാൽ ഇേؚാൾ ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ നിർവചനം a b , c 
അനുസരി്׺ നമു്ׯ ഏത് ബിؕുവും അറിയാം  ദീർഘവൃ؋؋ിൽ, എؗിവയിൽ നിؗുتfoci f1, f2 
ദൂര؋ിന്െറ ആെകു؋ക رിരമായിരിׯണം, അതിനാൽ നأൾ ഈ േപായിന്റിൽ 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് എؓാണ് ദൂരം ഒ്ؗ ഒ്ؗ എؗത് ഒؗിന്െറ bf bf bf bf bo plus 
ന് തുലّമാണ്. ര؇ിന്െറ േബാ ൈമനസ് ആണ് ഇേؚാൾ ബി ടു വിന്െറ ദൂരം എْതയാണ്, ഇത് ര؇് ao f 
ഒ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ ؛സ് ؛സ് േബാ വീ؇ും ര؇് ആണ് അതിനാൽ ഒരു ൈമനസ് c a c aof c c 
അ׹െന റؐാുؗുׯ, ഇത് ര؇് ന് തുലّമാണ്  ഒ്ؗ ؛സ് ബിഎഫ് ര؇് ര؇് മട്׹ തുലّമാണ്, c a so bf 
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അതിനാൽ ദൂരം എْതെയ്ؗ കണׯാׯാം  ഈ േപായിന്റിെന എ്ؗ വിളിׯാം എؓാണ് ഒ്ؗ c, d cf 
 ിന്cf cf cf c b؋മൂല״ിന്െറ വർ؋സ് ചതുര؛ ാൽ ഒ്ؗ ഈ സ്കٔയർ׺സ് ര؇് ഒ്ؗ ഞാൻ ഈ വര؛
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒ്ؗ ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലവും ചതുരവും  ര؇് വീ؇ും cf b c cf 
സമാനമാണ് , ഇത് സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയറിന്െറ ഒരു വർ״മൂലമാണ്, ഇത് സ് കٔയർ ؛സ് b c b c 
സ് കٔയറിന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂് ആണ്, അതിനാൽ ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ഇത് ബി സ് കٔയർ ؛സ് സി cf cf 
സ് കٔയറിന്െറ ഇര؂ി സ് കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ്.  ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ നിർവചനം, ര؇് 
േഫാസികളിൽ നിؗുت ഏെത׸ിലും ബിؕുׯളുെട ദൂര؋ിന്െറ ആെകു؋ക ഒരു رിരാ׸മാണ്, 
അതിനാൽ ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇ിന് തുലّമായിരിേׯ؇തിനാൽ നമു്ׯ ര؇് bf bf cf cf a 
ലഭിുؗുׯ, ഈ ദൂരം 2 മട്׹ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് ബി സ്കٔയർ ؛സ് സി സ്കٔയർ 
സൂചിؚിؗുׯത് ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّമായ ബി സ്കٔയർ ؛സ് സി സ്കٔയർ അെ׸بിൽ സി സ്കٔയർ 
ൈമനസ് ബി സ്കٔയർ ആണ്, അതിനാൽ സി ഒരു ചതുര ൈമനസ് ബി സ്കٔയറിൻെറ വർ״മൂലമാണ്, 
അതിനാൽ ഇത് എബിയും സിയും തأിലുت ബؖമാണ്. ഈ അർؑ േമജർ അ؋ײിന്െറ ഈ നീളവും 
അർؑ ൈമനർ അײം ഉം ഉം ആണ്, അേؚാൾ േകْؕം യിേലتുׯ ഏെത׸ിലും യുെട ദൂരംa b c foci 

നൽകുؗു , ഒരു ചതുരْശ ൈമനസ് വർ״ നിർവചന؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് എؗത് c b c 
ഒരു ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ ഉത്േകْؕത ഞ׹ൾ നിർവചിുؗുׯ, ഇത് ആണ് ന് തുലّമാണ് e c a so  
ഇത് തأിലുت ദൂര؋ിന്െറയും ശീർഷക׹ൾ തأിലുت ദൂര؋ിന്െറയും അനുപാതമാണ്, foci 
കാരണം നി׹ൾ േഫാസിയിെല ഒരു ദീർഘവൃ؋ം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഒ്ؗ ര؇് foci f f 
തأിലുت ദൂരം ര؇് എؗും ശീർഷ׹ൾ തأിലുت ദൂരം തുലّമാെണؗും പറയുക. എؗത് c ab 
ര؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒ്ؗ ര؇ിെന െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് ര؇് ആണ് ര؇് f f ab c a 
അെ׸بിൽ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉത്േകْؕതയുെട അടിرാന؋ിൽ എ്ؗ എഴുതാം, c c 
അതിനാൽ എؗത് ഒരു സമയ؋ിന് തുലّമാണ് ْശؑിുׯക ഒരു ഉത്േകْؕതെയׯാൾ െചറുത് c e 
ഒؗിൽ കുറവായിരിുׯം അടു؋തായി ഞ׹ൾ സാധാരണ ദീർഘവൃ؋؋ിന് ഒരു േഫാർമുല 
ഉ؇ാׯാൻ ْശമിുׯം,  അതിനാൽ നമു്ׯ ഉ؍വرാന്؋ േകْؕവും അ؋ײിൽ േകْؕവും ഉت x 
ഒരു ദീർഘവൃ؋ം എടുׯാം, 
അ׹െന നമു്ׯ ഉ؍വം ഉ؇് , തുടർ്ؗ നമുുׯ؇് ഇെതാരു േകാമ 0 ൈമനസ് േകാമ 0 ആണ് അേؚാൾ 

ൈമനസ് േകാമ പൂജّവും േകാമ പൂജّം ദീർഘവൃ؋؋ിെല ഏെത׸ിലും ബിؕു foci f 1 f 2 c c pxy 
ആെണ്ؗ കരുതുക , അതിനാൽ വൺ ؛സ് ര؇് ഒരു رിരാ׸മാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, ഈ pf pf 
േപായിന്റ് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ മുآെ؋ ൈسഡിൽ ഞ׹ൾ ഇതിനകം കണׯാׯിയി؂ു؇്. ഇത് b a
ഉം ഉം ആെണ׸ിൽ ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ഇത് നأൾ കണׯാׯിയ ര؇് അതിനാൽ ഒ്ؗ ؛സ് b bf bf a, pf 

ര؇് എؗത് ദീർഘവൃ؋؋ിെല ഓേരാ ബിؕുവിനും ര؇് ന് തുലّമായിരിׯണം ഒ്ؗ എؗത് pf a pf 
് സ് പിഎഫ؛ സ് സ് കٔയർ റൂ؂്؛ സ് ചതുരമാണ്؛  എؗത് ൈമനസ് സി സ് കٔയർ ؛സ് x c y 2 x y 

സ് കٔയർ റൂ؂് ര؇് എؗതിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഇവിെട നി്ؗ നأൾ ഒരു സമവാകّം കെ؇ു؋ം, a 
അതിനാൽ ഇത് ؛സ് സി സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ ര؇് ൈമനസ് സ് കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ് x y x 
ൈമനസ് സ്കٔയർ ؛സ് ചതുരം , അതായത് ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് ചതുരം നാല് ഒരു ചതുരം ؛സ്c y x c y 

ൈമനസ് ചതുരം ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് നാല് തവണ ൈമനസ് സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ, x c y x c y 
അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിുׯം  സ്കٔയർ റൂ؂് ഒരു വശം എടുുׯക ഇതിനർ،ം 4 ഒരു മട്׹ സ്കٔയർ േറാ 
എؗാണ്  ൈമനസ് ചതുരവും ചതുരവും, ഇത് ചതുരം റؐാؗുׯത് കാണുؗതിന് തുലّമാണ്, x c y y 
അതിനാൽ 4 ഒരു ചതുരവും ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ؛സ് ചതുരവും ഇത് ൈമനസ് 4 ന് x c x c xc 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് യുെട 4 മട്׹ സ്കٔയർ റൂ؂് ലഭിുׯം ചതുരവും x c a y 
ചതുരവും 4 തവണ ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ന് തുലّമായത് 4 റؐാׯാം , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ര؇് വശ׹ളും cx 
ചതുരമാׯാം, നമു്ׯ ഒരു ചതുരْശ മട്׹ ലഭിുׯം ൈമനസ് ചതുരം കൂടാെത ചതുരം ഒരു x c y 
ചതുരْശ ൈമനസ് മുഴുവൻ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതായത് നാല് ൈമനസ് ര؇് സ്കٔയർ cx ca x 
 സ് ചതുരം ചതുരം c x؛
അ׹െന നമു്ׯ ഒരു ചതുരം ചതുരവും ഒരു ചതുരം സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 ഒരു ചതുരْശ ؛സ് ഒരു x c cx 
ചതുരം ചതുരവും 4 ൈമനസ് 2 ഒരു ചതുരْശ ؛സ് സ്കٔയർ ചതുരവും നമു്ׯ ലഭിുׯം  ഈ y cx c x 
പദം ര؇് ഒരു ചതുരം റؐാുׯക , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ചതുരം തവണ ചതുരം cx c x 
കൂടാെത ഒരു ചതുരْശ മട്׹ ചതുരം ലഭിുؗുׯ, അത് നാല് ൈമനസ് ഒരു ചതുരം ചതുര؋ിന് y c 
തുലّമാണ്, ഇത് ഒരു ചതുരْശ തവണ ഒരു ചതുരْശ ൈമനസ് ചതുരമാണ് എؗാൽ നأൾ ക؇ു  സി c 
ചതുരമായിരുؗ എബിയും സിയും തأിലുت ബؖം ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ബി ആണ്  ചതുരം 
അെ׸بിൽ ഒരു ചതുരം ൈമനസ് സ്കٔയർ സ്കٔയർ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ നأൾ ഒരു ചതുരം c b 
ൈമനസ് സ്കٔയർ എഴുതും, ഇത് സ്കٔയർ ഇതാണ് സ്കٔയർ, അതിനാൽ നമു്ׯ സ്കٔയർ c b b b x 
സ്കٔയർ , കൂടാെത ഒരു ചതുരْശ ചതുര؋ിന് തുലّമായ ഒരു ചതുരْശ ചതുരം ഇേؚാൾ െകാ؇് b y a 
ഹരി׺ാൽ ലഭിുׯം  സ്കٔയർ ചതുരം ഇത് ചതുരം െകാ؇് ചതുരവും ചതുരം ചതുരവും b x x y b 
ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് സമവാകّമായി നമു്ׯ ലഭി׺ത് ഒരു ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ 
സമവാകّമാണ്, അതിന്െറ ലംബ׹ൾ ൈമനസ് പൂജّ؋ിലും പൂജّ؋ിലും തീർ׺യായും മധّ؋ിലും  
ഈ േകസ് െസന്റർ പൂജّം ഉ؍വرാന؋ാണ് , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ْപധാന അ؋ײിന്െറ നീളം ര؇്
ആണ് ൈമനർ അ؋ײിന്െറ നീളം ര؇് ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ദീർഘവൃ؋ം ലഭിുׯം b 
ഇ׹െനയാണ് െയׯാൾ വലുത് അെ׸بിൽ നമു്ׯ ْപധാനം ഉ؇ാകാം  അײം ൈമനർ a b 
അײേׯ؋ാൾ െചറുതാണ്, അതിനാൽ ഇത് ബിയിൽ കുറവുت സമവാകّമാണ്, ഈ സമവാകّം x 
ചതുരം ഒരു ചതുരവും ചതുരവും ചതുരവും ഒؗിന് തുലّമാണ്.   ന് തുലّമാെണ׸ിൽ y b a y 
അײവും നമു്ׯ ഒരു വൃ؋ം ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ْപധാന അു׺ത؇ും ൈമനർ അײവുംb th  en 
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ഒേര നീളമുت ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ ഒരു ْപേതّക േകസാണ് വൃ؋ം, അതിനാൽ നമു്ׯ ചതുരം ഒരു x 
ചതുരവും ചതുരവും ചതുരവും എؗതിന് തുലّമായ ചതുരവും ലഭിുׯം.  ചതുര؋ിന് തുലّമായ y x y 
ചതുരം, അതിനാൽ ഇത് ഉ؍വ؋ിലും ആര؋ിലും േകْؕീകരി׺ിരിؗുׯ വൃ؋മാണ്  , 
പരാേബാളയ്്ׯ ലാئിസ് മലാശയം നിർവചിؗുׯതുേപാെല, ദീർഘവൃ؋؋ിന് ആ ലാئിസ് മലാശയം 
നിർവചിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ അവസാന േപായിന്റുകളുت േരഖാ 
െസഗ് െമന്റാണ്  ْപധാന അു׺ത؇ിന് ലംബമായി േഫാׯസ് െചുإക , അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതുേപാെല 
ഒരു ദീർഘവൃ؋ം ഉെ؇׸ിൽ, നമു്ׯ ഒ്ؗ എഫ് ര؇് േഫാׯസ് ഉت േകْؕം ഇതാണ്, പിെؗ ഞാൻ 
വരയ്ׯാം ലാئിസ് മലാശയം ചുവؚിൽ വര׺ിരിുؗുׯ ഇവിെട ഈ ലാئിസ് മലാശയ؋ിന്െറ നീളം 
എْതയാണ് എ׸ിൽ നأൾ േനാൂׯ, നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ്േകാമ പൂജّമായി ഉ؇്, ഇതാണ് ഉ؍വം ഇതാണ്
േഫാׯസ് േകാമ പൂജّം ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ് ഇവിെട എടുׯാം, തുടർ്ؗ കുറ്׺ േകാമ c p p c 

െയ ഏേകാപിؚിുׯം , തുടർ്ؗ ഇത് േകാമ ൈമനസ് ആയിരിുׯം ഈ  എؗത് ഈ ബിؕു l c l f q 
ആെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാം, അതിനാൽ എؗത് ന് തുലّമായ ന് തുലّമായിരിׯെ؂, അേؚാൾ pf l qf 
നമു്ׯ ലئിസ് മലാശയ؋ിന്െറ നീളം കെ؇േ؋؇തു؇് ര؇് ആണ് ഇേؚാൾ യുെട l p 
േകാർഡിേനുئകൾ േകാമയാണ് എؓാണ് എ്ؗ എഴുതാെമ്ؗ നأൾ ക؇ു.  c l c c 
ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت ചതുര؋ിൽ ഒരു ചതുരവും ചതുരവും ചതുരവും ഒؗിന് x y b 
തുലّമായതിനാൽ േകാമ ആയി ഉത്േകْؕതയിൽ നമു്ׯ ഒരു ചതുരം ചതുരവും സമചതുരവുംae l e l 

ചതുരവും ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത്  ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന് തുലّമായ ചതുരം b e b 
നൽകുؗു , അത് ഒരു ൈമനസ് ചതുരം ചതുരമാണ്, അതിനാൽ ചതുരം ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് e c l b 
ചതുരം അതിനാൽ ഇത് അർ،മാؗുׯത് ചതുരം ഒരു ചതുര؋ിൽ നി്ؗ നാലിേല്ׯ ആണ് l b 
അെ׸بിൽ എؗത് ചതുരം ആണ്, അതിനാൽ ര؇് ആണ് ലാئിസ് മലാശയ؋ിന്െറ നീളം ഇത് l b l 
ര؇് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് ഇത് ലാئിസ് മലാശയ؋ിന്െറ നീളം അതിനാൽ നീളം  b a 
ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت മലാശയം ര؇് സ്കٔയർ െകാ؇് ഇേؚാൾ നമു്ׯ ചില ْപٍ׹٠ൾ ചർ׺ b a 
െചإാം  , ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ പതിനാറ് ചതുരവും ചതുരവും പതിനാറിന് തുലّമായ ലئിസ് x y 
മലാശയ؋ിന്െറ േഫാസി െവർ؂ിസുകളുെട ഉത്േകْؕതയും നീളവും കെ؇ു؋ക, അതിനാൽ ആദّം 
നമു്ׯ സമവാകّം സാധാരണ രൂപ؋ിൽ എഴുതാം, 
അ׹െന പതിനാറ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിുׯം. ചതുരവും ചതുരവും പതിനാറ് െകാ؇് x y 
ഞാൻ എഴുതുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ ചതുരം ഒരു ചതുരം െകാ؇് ചതുരം നാല് ചതുരം െകാ؇് x y 
ഒؗിന് തുലّമായി എഴുതാം, അതിനാൽ ഇത് അർ،മാؗുׯത് എؗത് ഒؗിന് തുലّമാണ് , എؗത് a b 
നാലിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ എؗത് േനׯാൾ കുറവാണ് .  a b- foci y 
അ؋ײിൽ കിടؗുׯതിനാൽ ഇവിെട ദീർഘവൃ؋ം ഇതുേപാെല കാണെؚടും, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ഇത് ഒരു േകാമ പൂജّം ൈമനസ് ഒരു േകാമ പൂജّം പൂജّം േകാമ നാല് , പൂജّം ൈമനസ് നാല്, അതിനാൽ 
ഈ േകസിെല അ؋ײിലായിരിുׯം അതിനാൽ ഇത് ആയിരിുׯം ഒ്ؗ, ര؇് എؗത് 0 foci y f f f1 
േകാമ ൈമനസ് എؗത് േകാമ ആണ് , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ആണ് യുെട c f2 c eccentricity c 
അനുപാതം ആയിരിുׯം ْപധാന അײം അײം അു׺ത؇് േമൽ വലത് പറയുؗു , ഈ e y y c b 
സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ ഈ സ്കٔയർ ഉ؇് ബി സ്കٔയർ ൈമനസ് എ സ്കٔയർ ആകും നാല് ചതുരം c 
ൈമനസ് ഒരു ചതുരമാണ്, ഇത് പതിന؀് ആണ്, അതിനാൽ ന്െറ വർ״മൂലവും ഉത്േകْؕത c 15 e 
എؗത് യുെട ആണ്, അത് 4 ന് മുകളിൽ 15 ന്െറ വർ״മൂലമാണ്, അതിനാൽ ؛സ് b c foci foci 0 
ൈമനസ് റൂ؂് 15 ലും ലാئിസ് ലാئിസ് മലാശയ؋ിന്െറ നീളവും ആണ് അതിനാൽ ഈ c 
സാഹചരّ؋ിൽ ലാئിസ് മലാശയം ഇതായിരിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ േഫാർമുല ഉരു؋ിരി؁ത് 

അു׺ത؇ിൽ േഫാസിയും ലാئിസ് മലാശയ؋ിന്െറ നീളം 2 ബി ചതുരവും ആയിരുؗു, അതിനാൽ x 
നി׹ൾ അײം മാئിയാൽ നി׹ൾ അത് കാണും ലാئിസ് മലാശയ؋ിന്െറ അു׺ത؇ിന്െറ x, y y 
നീള؋ിലുت ചതുര؋ിന്െറ ര؇് മട്׹ ആയിരിുׯം , അതായത് ഇവിെട ഒ്ؗ 2 foci b a by b 
സ്കٔയർ ײമിׯണം ആണ് , 1 ആണ്. ഇത് നി׹ൾ്ׯ േനരി؂് കണׯാׯാം ഇവിെട നമു്ׯ b 4 by 2 
ഈ ദീർഘവൃ؋ം ഉ؇് ആണ് ഈ േപായിന്റ് പതിന؀ിന്െറ പൂജّം വർ״മൂലമാണ്, നി׹ൾ്ׯ ഈ foci 
േപായിന്റ് ഇവിെട േവണെമ׸ിൽ ഇതാണ് എന്െറ ഈ േപായിന്റ് എؗത് കുറ്׺ േകാമ റൂ؂് f p x 
പതിന؀് ആയിരിുׯം , നമു്ׯ ചതുരം ഒരു ചതുരം പതിനാറ് ചതുരവും ഒؚം ചതുരവും റൂ؂് 15 x x y 
ചതുരْശ തുലّമാണ്  16 വെര, അതായത് 16 ചതുരം 1 അർ،؋ിന് തുലّമാണ്  എؗത് 1 ൈബ 4 x sx 
ആണ്. അതിനാൽ ഈ എؗത് ലാئിസ് മലാശയ؋ിന്െറ നീളം ഒؗായും ഈ ആയിരിുׯം ഈ x pqpq 

ര؇് ആണ്, ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ േനരി؂് ലഭിؗുׯ ഒ്ؗ ര؇ാണ്, സമവാകّം pqpq x 
കെ؇ؗു؋തിനുت ഒരു ْപٍ٠ം കൂടി േനാׯാം. പൂജّം പൂജّ؋ിലിരിؗുׯ ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ 
േകْؕം അ؋ײിൽ ആണ് , ഈ ര؇് േപായിന്റ് മൂ്ؗ ര؇്, ഒ്ؗ ആറ് എؗിവയിലൂെട y 
കടؗുേപാകുؗു, അതിനാൽ ْപധാന അײം അ؋ײിലാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ 0 േകാമയും 0 y 
ൈമനസ് എയും എഴുതാം ലംബ׹ളായി ഇത് ഉ؍വമാണ് , ഇതാണ് ബി േകാമ 0 ൈമനസ് ബി േകാമ 0 
അതിനാൽ സമവാകّം ചതുരം ബി സ്കٔയർ ؛സ് ചതുരം ഒരു ചതുരം എؗത് ഒരു കുറിؚിന് x y 
തുലّമാണ്, ഇവിെട ഞാൻ ഇത് ബി േകാമ 0, 0 േകാമ എؗി׹െനയാണ് എടു؋ത്  അതിനാൽ ഇേؚാൾ a 
ഇത് ഒരു ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّമാണ്, അതിന്െറ േകْؕം ഉ؍വرാനു؋ം അײ y 
ദീർഘവൃ؋؋ിെല ْപധാന അײവും 0 0-ൽ േകْؕീകരി׺ിരിؗുׯ ْപധാന അײവും y 
അ؋ײിെല ْപധാന അײവും ഇേؚാൾ നൽകിയിരിؗുׯ ര؇് േപായിന്റുകളിലൂെടയാണ് ഈ ലിഫ്്ئ 
കടؗുേപാകുؗത് എ്ؗ നമു്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ. എؗിവയുെട മൂലّ׹ൾ കെ؇؋ാൻ അത് a, b 
ഉപേയാഗിുׯക, 
അ׹െന അത് കടؗുേപാകുؗതിനാൽ  േപായിന്റ് മൂ്ؗ ര؇്, ഒ്ؗ ആറ് എؗിവ 3 2 ഉപേയാഗി്׺ ugh 
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നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ, നമു്9 ׯ ൈബ ബി സ്കٔയർ ؛സ് എؗത് ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّമായ 2 4 ആണ്, y 
ഇത് ഒരു സമവാകّമാണ് , ഇത് േപായിന്റ് വൺ േകാമ ആറിലൂെട കടؗുേപാകുؗു.  ഒരു ചതുരം ഒؗിന് 
തുലّമാണ്, ഇത് സമവാകّം ര؇്, അതിനാൽ ഒ്ؗ, ര؇് സമവാകّ׹ളിൽ നി്ؗ നമു്ׯ a, b 
എؗിവയുെട മൂലّ׹ൾ കെ؇؋ാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഞാൻ 9 തവണ സമവാകّം 1 ൈമനസ് 
സമവാകّം 2 െചുإകയാെണ׸ിൽ ഇത് 81 സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 സൂചിؚിുؗുׯ  ചതുരം by b by b 
അതിനാൽ 80 ന്െറ ചതുരം 9 ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് 8, ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ സ്കٔയർ 10 ന് b b 
തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഞാൻ 10 ന് തുലّമായ ചതുരം ഇ؂ാൽ ഒ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ ഒآത് മുതൽ പ്؋ b 
തുലّം ഒآത് ന് പ؋ിന് തുലّവും നാല് ചതുരവും ഒؗിന് തുലّമാണ് അതായത് ഒരു ചതുരം െകാ؇് 
നാല് പ؋ിന് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒരു ചതുരം നാ١يത് , ബി സ്കٔയർ പ്؋, ഒരു ചതുരം നാ١يത്,
അതിനാൽ സമവാകّം ചതുരം ബി സ്കٔയർ 10 ؛സ് ചതുരം ഒരു ചതുരം നാ١يത് ഒؗിന് തുലّമാണ് x y 
അതിനാൽ നأൾ െചുإം  അടുױ ؋ാസിെല ഈ ْപഭാഷണ؋ിനായി ഇവിെട നിർു؋ക, നമു്ׯ 
ൈഹؚർേബാളെയുׯറിു׺ം കുറ്׺ മാസ׹െളുׯറിു׺ം പഠിׯാം പരവലയ׹ളിലും 
ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലും വീ؇ും ْപٍ׹٠ൾ ഉ؇ായി؂ു؇് നؕി 
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