
 అందڔࡍ నమࣃए రం ڒబܽद ఇ޴ శంڒڣర ڴ࢑࠙ల߯ ࠴దܽ ఉపߕङ సం 
ङ߄బܽद ఈ అڒ యంࡹ శంڒڣర ޵ ࣒࡮ࠒࡌߦ ࡱڴ࢑࠙ర डవృޑफ खࡗపࣝ ࠾ࡍమ ࡱ ంۨ అధङࡍڷ ࡮ యనం 
फࣃۯ खࡗపࣝ ࠭࠲ బܽदڒ ࠼ ర޵ ࡮ࠒࡌߦ ߖࡹ࡮ डవృޑफ ऒߖࡌڒ  మ޵ ࣋ۯ ࡏࠬ ࠾ࡍర डవృޑफ ర޵ రڒ डవృޑफ  రڒ
వృతफం ࡅకए  ऴపޙङ క సందࡌग ऒߖ  చࡍऐ फࣃ ࠭.
 
ంۨ ఇపओࡍڷ ߖ޵ అధङ ښܽ యనం ڒ ࠭ࣃۯబܽद ࠴దܽ వృతफంޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం, సࡍए  ڕߕ అం݄ ఏࠫ݇ ࡽ
भ޳ۯ फࡏڷ ం ڒబܽद వృతफం అ࢑ࠪ ޴ߝనంࠉ ߖࡹం࢓޶ల సࠫޒ, 
ఇ࢑ࠪ ޴నంࣄ ߖࡹबర ࠉంߘ ࢓޶ంݟ సࠪన ޷రంࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࣄबర ࠉం࢓޶ ఉంڒ ޴బܽद మనం ࣄ అߖ
भ޳ࡱߧ ం  ࢑ࠪనం మ࠾ࡍ ఆ߯ ఒక వృޑफ ऒߖ రߖ  प࠼ంచړߖݞ ఈ ࣄबర ࠉంߘ ࢓޶ంࣄ ݟबర࠳న ޷రంࡹ ఉనऒ  
అߖऒ ం࠼ߦ  ऱܿ మనڕ అవసరం ڒబܽद మనం ఈ ࣄबర ࠉంߘ ࢓޶ం޷ ݟరంࡹ ఉనऒ  అߖऒ  ంటऱ r࠼ߦ 
పओۮ ߖరం అ޷ बరࣄ फ࣋۫ ߘ ݋࣊ ంݟ.r 
 

ఈ ߮ऱࡹ ߤ మనం వృతफం అߧ ߖలవబߖ޳ݦऒ  ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఈ ࣄबర ࠉంߘ࢓޶   వృతफం ࡅకए  ంऴదంcښ 
అࣃࡱߧ ߖफ వృతफం߯ ఉనऒ ݟంߘ ంऴదంښ ࠾ࡍమ ࡏ ऒߖࡌ޷ बరࣄ ల࢓޶ంࠉ   అంܼࡏ  వృతफం 
కएࡅ  ࢐ङ రࣃ बం ڒబܽद ښంऴదం మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం ఇۨऐ న వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  ఎ࡮ కݞږ ࡹߕھߘ 
ऱపڕ ߘߝ బܽदڒ ࡏࣃ۫ ࡏࠬ फంࡏڷ ڴफ۪ޘ ڕऐ  c h kߖవదभ ఉంద ࠪڒ ࢓޶ంࠉ ంऴదం ఒకښ బܽदڒ ߘంܼڕ
మ࠾ࡍ 
ओߩం݄ ఇڕࣆޓ ߘߝ ࢐ङ ݡ రࣃ बం అߖ అڕߘం޳ం.a r 
ࡍఆڝ ߖ޵ ࢓޶ంࠉ రణ߄ࣃ   नࠪڒ ࡱ ݋ߝ ఆ߯ ښంऴߖ޳ऒ వछߖఉండ ڴ  ంڝ ߖ޵ ,ݟఆࡍ नࠪڒ ࡱ ݋ߝ p x y c h 

మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం ఇڜ ޴ంత ږߘࣃల ࢐సफవ సంఖङ , ఈ వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  కھߘన࠭࠲ ړߖݞk vr 
రछߖ చߖߕऒ  ఉపࣃڵࡆफ छ޳ ऴతంࣇ ర޷ సࠪనం ఆ߯ ړ  ࣆࡱޘ ڕమన ߖరం అ޷ బܽदڒ ࠭ pc rڕమన ࡌ
మధङ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ కएࡅ రऴసం వృతफంޔచ   ޴రం ఉంܿం޷   సࠬకరߖހऒ  p c ޴फంࣆఇ ߩ࢙ݟڕ 
ऒߖހసࠬకర ߯ ࠪڒ బܽदڒ  సంతృߧफపۨࡍనటऱޙ࠼ వృతफంߖࡹ ఏࠉ ߕ޼ం࢓޶ ఈ సࠬకరߖހऒ  x y 
సంతృߧफపࣆࡏफం޴, ఆ߯ ࠪڒ మښ ࠾ࡍంऴదం ࠪڒ మధङ ऒߖࡌ޷   చదరߩ x y h k r.

కएࡅ న࣒ ࣋ए࠳  छ ࡛ ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ ࡛ ఈ సࠬకరణం ޳छ ए࣋ ࡌ छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮   oot x h y k r 
సࠪనం, ఇڒ ޴బܽद ఈ సࠬకరణం ڒబܽद ߯ సࠬకరణం ఈ సࠬకరణ నࣾऴతం అࣃࡱߧ ߖफ  r ,ߘ
ంऴదం వదभ ఉనऒښ ߖ޵  ఈ వృతफం ࡅకए  సࠬకరణం.h 
࢐ङ ࠾ࡍమ ࠪڒ   రࣃ बం ڒబܽद ఇߩओ ऒߖڜ మనం ݡ  ఇతర వऴకࡔఖలߘ చࡍऐ भ޳ ం, ڒబܽद మనం ࡮ࠒࡌߦ k r 
అߧ ߖలవబߖ࢐ܽ ݦ చࡍऐ फࣃ రछߖ బܽदڒ ࠭ చనం ࡮ࠒࡌߦ అࣄ ޴ߝबర ࡔఖ ߘంݟ సࠪన ޷రంࡹ ఉనऒ  
࢑ࠪనంߖࡹ అߖऒ भ޳ࡱߧ ߖఖ అࡔ మనం ఈ  ߖޒల సࠫ࢓޶ంࠉ  ం.

మࣄ ࠾ࡍबర ࠉం࢓޶ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం࢑ࠪ ݋నంߤࡷ ߖࡹ ߯ ߯ ߤࡷ ݞంڕڒ   పడږడదڕࠪ ߖ   l l 
అవసరం  ڒబܽद ߖ޵ ߘߝऒ फࣃࡍ࢑వ ڴతంށగڣࡔ   l ݋ం࠼ߦ న࠳बరࣄ ࠾ࡍమ ߖఉంద ߤࡷ ڕߕ బܽदڒ ߘ
ఉందߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఆ ࠼ߦంߖ ݋ అ޳ࡱߧ ߖभ ం.f 
  ఈ ࠼ߦం݋ మࡓ ߤࡷ ࠾ࡍంݢ ఈ ߮ऱߤ  ߮ ऱࡹ ߤ ఉߕऒ ऒߖఅ ߖࡹ ߤఈ ߮ऱ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼  ంటऱ f xy࠼ߦ 
ऒߕޔڕޔࢗ సంڝ ࠭ 
అం݄ ఈ ࡔఖ ߘం࠼ߦ ݟంࡅ ݋కए కएࡅ ݋ం࠼ߦ ڕఖࡔ రం అం݄ ఈ޷   లంబ ޷రం ړߖࡌ޷ సࠪనం  
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ڕవర ݋ం࠼ߦ ఈ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ఇకए ߘఖࡔ ఈ లంబ ߘߝ , फ࣋ڶ  డ ࣋ڶफ ఒక p f 
సओ ݋ం࠼ߦ షदంڴ కࣆߧߖफం޴ మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ మధङ  ߘ࢓޶ంࠉ 
ఉనऒ ڕ࢓޶ంࠉ ం݄, ఈڕࣆޓ  సࠪనం ړߖࡌ޷ ߖ޵ రం޷ 
 f ߘఖࡔఈ వऴక ࡏࠬ ڴ࢑ధం ޻అ ݟంచంۨࣇ ڕ࢓޶ంࠉ ఈ ࡏࠬ ,ޙ࠼నటऱࣄڶ ߘఖࡔఈ వऴక ࡏࠬ
మघࠒ ఒక ۯంߧߖక ࡮ఇ ࡏࠬ ޙ࠼నటऱࣄڶ  p ࢓޶ంࠉ రణ߄ࣃ ߕ޼ఖ߯ ఏࡔఈ వऴక ߘߝ బܽदڒ ࡏޑ޶ం߰ ߘ
కएࡅ ࢓޶ంࠉ ం݄ , ఈڕࣆޓ ఉనऒ ڕఖࡔ రం޷   రం p p f d޷ ఈ ڕవర ݟంߘ  సࠪనం ړߖࡌ޷ 
అޙ࠼, ఇړ ݞږ ޴ సࠪనం ڒబܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  సంతృߧफపۯࡍ అߖऒ फࣃ࡯ࢣࡍప ߘల ݋ం࠼ߦ  ࠭ మ࠾ࡍ d
ఇ࡮ࠒࡌߦ ڕߕ ޴ అࡱߧ ߖవబݦ వऴకࡔఖߘ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఈ ࡔఖ l 
ړࡓݧ ߖ ߤࡷ दڡझ  అంܼ࡮ࠒࡌߦ ࡏ మ࠼ߦ ࠾ࡍం݋ ఎࡅ ࡮ࠒࡌߦ ߖ ࠆకए ڡࡓݧ ڕమన ,ࡏక࣒ అంܼࠂ  द ڡࡍझ  
ఉం޴ మࠂ ࠾ࡍక࣒ ڷంݞ మڡࡓݧ ࠾ࡍ द ڡࡍझ  ࡏఅࣾం అంܼ ࡮ࠒࡌߦ ߘఖࡔ ऱࢇࢗ ڴలంబం ڕ 
దగ ߕ ఆ߯ ,ࣄڶ ऱࢁమ ߘఖࡔ ఈ ߘߝ బܽदڒ ठర ఈ ࡮ࠒࡌߦ ఉంܿం޴.
 ࣔ  ఈ ࠂక࣒ ఇڒ ߤࡷ ޴బܽद అࣾం అڡࡓݧ ޴ߝ द ڡࡍझ  ఖ ve f lࡔ ݦఉం ڴలంబం ڕ 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఈ ࠂక࣒ ڷంޔࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद ࡅ ࡮ࠒࡌߦ ߖߖ޵కए  అࣾం అంܼࡏ, ఇߩओ  ఈ అࣾం ݡ
రࢣ ߖߖ޵ ,޴फంࣆࡱక ࡹఒక సమయం ޾ఏ ߘ࡮ࠒࡌߦ लం అࣃࡱߧ ߖफ  అࣾం ޜ࡮ࠒࡌߦ బܽदڒ ࡮ࠒࡌߦ ࡏ
కएࡅ  ఖండన ࠉంࡅ ࡮ࠒࡌߦ ߘ࢓޶కए రࢣ  लం అంܼڒ ࡏబܽद మనڕ అࣾం ఉం޴ ఇ޴ దృࢳद ఈ ࢣర लం ఈ v 
ړࡓݧ ߘఖࡔ दڡझ  అࣃࡱߧ ߖफ ړࡓݧ ߘఖࡔ ఈ ࠾ࡍమ ࡏ दڡझ  ߖदࢳదృ  ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ࠾ࡍమ ڴలంబం ڕ 
కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ  అࣾం అంܼڒ ࡏబܽद ఇߩओ కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ మనం ݡ  సࠬకరߖހऒ  ߰ం޻ంڕ޶ 
ऴపయޒऒ फࣃ కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ దట࠴ ߘߝ బܽदڒ ࠭ ऒߖڜ   ऴށࠪߦక సࠬకరހలߘ చࡍऐ फࣃ  फతంࣆబܽद ऴపڒ ߘ
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మనం ࡍڷ ࡮ࠒࡌߦంۨ చࡍऐ फࣃ  ߖ޳ బܽद మనంڒ ,࠭
రࢣ लం వదभ ఉనऒ ऐࡍచ ߘల࡮ࠒࡌߦ  फࣃ ࠭.
ړवࡓݧ ࠾ࡍలం మ࠮  दڡझ  అࣾంࡹ ఒకړߖ޳ సࠪంతరంڴ ఉం޴ సమనछ య అࣾం ఒకܽ ۫޳भ ం ڒబܽद ߘߝ 

అࣿߖऒ फࣃڶ  రࢣ ߘఅత ޴అ ޴నࣄవలڒ ڕఅࣾం అࣾం మన ޴ఇ ߘ लం ࠮లం వదभ ఉంڒ ࡯ݞబܽद xy x y t  
ఇ࠮ ߕ ޴లం మړࡓݧ ࠾ࡍ दڡझ  అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉందߖ అڕߘం޳ం ڒబܽद మనం ړࡓݧ ߖߖ޵ दڡझ  o y 
క࣒ ఎకएࠂ ం, ఆ߯޳ంڕࣆޓ ߖఅ ߤࡷ డ ఉంڒ ޴బܽद l 
ఈ సందరग ంࡹ అࣾం߯ దృࢳद ఉంܿంڒ ޴బܽद ۫޳भ ం  ࠭࠲ ఈ ࠂక࣒ ࡅకए ࡍఆڝ  न0 ࠪڒ ݋ߝ అߖ x 
ओߩఅ ,࠭ޑࠋۮ  ࡏࠬ ݡ
ఈ ߖࡌ޷ऒ ఉనऒ ߯࡮ࠒࡌߦ ړߖݞంచࡍక޵ంऴښ   ఈ ࠉంࢣ ࢓޶ర लం ࡅకए ऒߖࡌ޷   ۫࣋फ ఈ ࡔఖ ࡅకए  l 
సࠬకరణం ఏࠫܽ? పంړ फړ ఇړ ݞږ ޴ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ పంړ फ ࡅకए  సࠬకరణం a x 
ړࡓݧ 0 ࠪڒ ߷ दࢳదృ ߕ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ दڡझ ఈ సందరग ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒࠳ ఖࡔ  ంࡹ a x a
రࢣ लం ࠮లం 0 0 ఇߩओ  xy ޴బܽद ఇڒ ࡯࢐ڒ రం޷ ߖ޵ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ڕफ, మన࣋ڶ ߘవऴకతల ࡏࠬ ݡ
ఉనऒ ڕ క࣒ࠂ ړ ݋ం࠼ߦ ఈ ,ޙ࠼అ ࠪڒ ݋ం࠼ߦ రణ߄ࣃ  px y ړߖࡌ޷ ݋ం࠼ߦ ݟంߘ ఖࡔ రం ఈ޷ 
సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠭࠲  ࡱ࢒ ఇ࠼ߦ ޴ం݋ అߦۮ ߖफ l m px com  ݟయܑయం࡯ޘ ߖ బܽदڒ ࠭ ma 

 y 0 ࠪڒ , ޙ࠼అ ࢓޶ంࠉ ߕ޼ఏ ߯࡮ࠒࡌߦ
అ࠼న ࠂక࣒ ߘంࡅ ݟకए ړवࡓݧ ,  రం޷  दڡझ ړపం ݟంߘ  फ ߘంݟ లంబ ړߖࡌ޷ సࠪనం, ߖ޵ f p p 
సࠬకరణం ࠳న࣒ ړ సࠪనం, అ޴ మనం ۨऴతంࡹ ఉనऒ మघࠒ సࠪనం ఈ ړ ڵ࡯న࣒ క࠳  x a ߘ a  pm pf
మࢁऱ ڶయߖవछ ంݟ ఇࡓݧ ޴वړ दڡझ ऒߕࣆ ࠪڒ క࣒ࠂ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒࠳   వదभ ఉం޴ ఇߩओ x a ߕ޼ఏ ݡ
ओߩఇ ݋ం࠼ߦ రం తపओ޷ ࠪڒ ݋ం࠼ߦ ఈ ޴రం ఎంత ఇ޷ లంబ ݡ  మࡖకܽ ޶ڒ  పంړ फ p pm x y x 
ङݡࠪ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ޴సࠪనం ఇ ړߖࡌ޷ फ ఈ࣋۫ ࡏࠬ ޴సࠪనం, ఇ ړ న࣒࠳ ݟంߘ ల࣒ ࡹ a x 

 ప ऱ࣒  x a 
 pf x y x ޴ఇ ,0 ࠪڒ ݟంߘ ࠪڒ సࠪనం ړߖࡌ޷ ݋ం࠼ߦ రం޷ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ
న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ڒబܽद మనం ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  y x y 
వర ठߖ࡮࠮ऒ  ߰ంࡅ ,࠭ޑ޶కए న ࣋ए࠳సࠪన ړ ݭ࠵  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ మన࠳ ڕన࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x x y 
࣋ए छ ࡛ వࣆफంړ  ޴ సࠪనం పऱ࣒  చޔరऴసం అం݄ చదరࡓ ߩంھ ݡడन࡯ ప ऱ࣒  ఒక చޔరऴసం పऱ࣒  x x m  inus y
࣋ए छ ࡛ సࠪనం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప ࡯డनھ ݡంࡓ  ऱ࣒  ఒక చޔరऴసం ڒబܽद మనం ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఒక చޔరऴసం x x 
ర޶भ ۯయߖݞऒ फࣃ۫  ࠭ , ఆ߯ మనڕ సࠬకరణం వࣆफం޴ ࣋ए छ  y ڷࡱߕ ޴సࠪనం, ఇ ړ࡯డनھ ڷࡱߕ ࡛
న ࣋ए࠳సࠪన ړ࡯డनھ छ ࡛ అࣆۨࣇ ߖफం޴ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ అ޴ߝ ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ  అߖ y a 
फࣃఊࣕ ࠭࠲ కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ ޴బܽद ఇڒ ࠭  సࠬకరణం, ߖ޵ దృࢳद ږߘࣃల అࣾం మࢣ ࠾ࡍర लం x 
 ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡹలం࠮
న ࣋ए࠳సࠪన ړ࡯డनھ ڷࡱߕ छ బܽद ఇకएڒ ࡛ డ ࢣర लం  ࠮లం వదभ మ࠾ࡍ దృࢳद ږߘࣃల అࣾం ࠬద y x 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇࡅ ࡮ࠒࡌߦ ޴కए  ऴށࠪߦక ࡐపంࡹ ఒకܽ, ఇ࡮ࠒࡌߦ ߝڕ۪ࡏޘ ړߩ࢙ݟڕ ޴, ఈ 
फࣃ۫ మనం ఏࠫ ࡹ࡮ࠒࡌߦ ࠭, ఇ޴ అࣾం మ࠾ࡍ అࣾం ࡍڷంۨ ࣆషदంڴ ఉంܿం࢐  ޴సफړߖ࢐ అࣾం x x 
ఈ సందరग ంࡅ ࡮ࠒࡌߦ ࡹకए  అࣾం అࣾం ఇࡅ ࡮ࠒࡌߦ ޴కए  అࣾం ڒబܽद ఇ࠱ࣄ ޴ऴܽڡ అం݄ ڕߕ x 
ओߩఉం݄, అ ࠪڒ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ߯࡮ࠒࡌߦ  x y x y ޴ఉంܿం ݞږ న࣒࠳ ࠪڒ ݋ం࠼ߦ ڕమన ݡ
ࠬద ݞږ ఉంܿం࡮ࠒࡌߦ  ޴ ఇ޴ సࠬకరణం ߘంࣆ ݟలభంڴ ۫డవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ఈ సࠬకరణం߯ x 
న ࣋ए࠳సࠪన ړ࡯డनھ 4 ڕఉం݄ మన ࠪڒ छ ࡛ ఉంܿం޴ , ఆ߯ ࠳ ࠪڒ ߘߝన࣒ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ y y x y y 

࣋ए छ కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ బܽद మనంڒ ޴ంޔ޶ంۮ फߧసంతృ ݞږ ޴బܽद అڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ ࡛  y 
మڜࡍంత ߖߦࡐऒ फࣃ۫  लࡌࢣ లం వదभ࠮ ऱࢁబܽद మనం మڒ ࠭ ऒߖ ऒߕంܿڕࣆޓ  ࠭ మߕ ࠾ࡍ దృࢳद 
ऴపږޒల అࣾం ࠬద ఉంڒ ޴బܽद అ࠳ 0 ࠪڒ ޴ߝన࣒ ڒబܽद ఇߩओ ओߩమనం ఇ ݡ लࡌࢣ ࡮ࠒࡌߦ ݡ ऒߖ  x f 
పࡍగށంۧ࠭.
 లం వదभ࠮ 
ఉం޴ మࠂ ࠾ࡍక࣒ ࢟ܽڻߜ అࣾం ࠬద ఉంܿం޴ అۮ ߖపओ ంڝ ړ ݟఆࡍ न࠳ ݋ߝన࣒ 0 ࠪڒ ఉంܿం޴, x f
ఇకए డ ڴ ࢟ܽ܊ߦ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ సందరग ంړࡓݧ ࡹ दڡझ  ఎ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ࠂక࣒ ߘంࢣ ݟర लం a 
కएࡅ ऒߖࡌ޷   ۫࣋फ ఇ޴ సࠪనం ఇకए డ అ޷ ޴ߝరం ڒబܽद ړࡓݧ दڡझ  ఈ అࣿړߖ లంబంڴ ఉంܿం޴mod a 
लࡌࢣ బܽदڒ ऒߖ  ړ క࣒ࠂ 
కࡔ ߮࡯ఖ ڒబܽद ړࡓݧ दڡझ ఈ సందరग ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  ߤࡷ  ంࡹ ఇړ ߤࡷ ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ ఈx x a
ऒߕڕࣆޓ ࠭࠲  రం޷ బܽद ఈ సందరगڒ ݞږ రం޷ బܽद ఈڒ ࢟ܽ܊ߦ  ࠭ ం࡮ࠒࡌߦ ࡹ ఈ ࢣర ल ga a o 
వछߖయڶ ࡹڷరం ߩࡏఎ ݞంڷ ంݟ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎడమ ࢙ޘ ڕߩరవబޔݡంڒ ޴బܽद మనڕ ఇ࡮ంܽ ऴࠆڴ 
వࣆफంڒ ޴బܽद ఈ సందరग ంߘߝ ࡹ ఏ࠼ߦ ߕ޼ంڕࣆޓ ݋ం݄ ఏߕ޼ ఉంܿం߯࡮ࠒࡌߦ ޴ ఉనऒ  pxy 
ఇకए ߘߝ ,࢓޶ంࠉ డ ߖ ఈ ࡔఖڕࣆޓ ڕం݄ మనڕ ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए p ,޴రం ఉంܿం޷ 
ఇڒ ࠪڒ ޴బܽद ఇ޴ సࠪనం మڒ ࠾ࡍబܽद ޷రం ړ సࠪనం అం݄ ࠳న࣒ px y x a y pm pf x a mod 
ఇߘ ޴ంݟ మధङ ప  ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړߖࡌ޷  ऱ࣒  ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ऱ ࣋एࢁమ ݋ࡐ ࡛ छ  యడంp f x yۯ ࡛
छ޳ న࣒ ࣋ए࠳ ڕమన ࡌ छ ࡛ సࠪనం  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ࣋ए छ  సࠪనం x x y y ړ ࡛
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ఇࣆफం࠳ ޴న࣒ ھ ڷࡱߕడनڒ ࡯బܽद మనం ࠭ߘపܽࡹߖ޳ ధߕతघ క అࣾం߯ దృࢳद ߭టदߖݞऒ  మనం x 
۫డవ۪ऐ , మనھ 4 ڕడनړ ࡯ సࠪన࠳న ࣋ए छ బܽद ఈ సందరगڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ࡛ ంࡹ ఎపओ aڔܽ y a 
ऴపږޒలంڴ ఉండ޶ ఎం޶కం݄ మనھ 4 ڕడनړ࡯ సࠪన࠳న చదరߩ ఉంܿంڒ ޴బܽद ޳छ  x 4 a y ࡌ
చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद ఈ సందరग ంࡹ ఎలऱߩओ ఈ సందరग ޶ఉండ ڴలంږޒऴప ݢ ంࡹ మనڕ x y 
࣋ए छ ఈ సందరग ࢟ܽ܊ߦ కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ࡯డनھ న࣒ 4࠳ ࡛ ంࡹ ఎߩओ  a x ڴలంږߘࣃ ݢ
ఉండڒ ޶బܽद ఇࡍߪ ޴ फڴ ఎడమ సగం ߮ऱࡹ ߤ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇݟڕ ޴ సగం ߮ऱࡹ ߤ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ 
.సࠬకరణం ߖ޵
రࢣ ࠾ࡍఅࣾం మ ࢟ܽڻߜ క࣒ࠂ ࡮ࠒࡌߦ  लం ࠮లం వదभ అ࢑ ޻ధంڴ మనం అࣾం ࠬద దృࢳद ߭టदవ۪ऐ  x y 
లం వదभ ఉనऒ࠮ బܽदڒ  అࣾం మࢣ ࠾ࡍర लం߯ దృࢳद ߭టदంڒ ݟబܽद ࠂక࣒ ధߕతघ క అࣾం߯ ఉం޴ y y 
ࣾࠫంచంߕࣆ ݟऒ రࢣ ࠾ࡍమ ࠪڒ   लం ࠮లం వదभ ఉߕऒ ओߩఅ ,࠼ लࡌࢣ మనం ఈ ݡ ऒߖࡌ޷ ړߖ  దృࢳदࡹ a 
ఉం۪ڕం݄ ړࡓݧ दڡझ  అం݄ ఏࠫܽ, ఇ޴ 

ړࡓݧ ం݄ڕࣆޓ ߖ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ दڡझ  ఇߩओ  a ݡ
బܽद aڒ ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ߝڕ۪ࡏޘ ߘల޳ప ࡮ࠓబܽद ఈ పరڒ ޴ంޔ࢓అ ߤࡷ న࠳సࠪన ړ న࣒࠳ y 
ఉనऒ ߯࡮ࠒࡌߦ  ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ ఈ ࡔఖߘ ڕం޷ ݟరం సࠪనం అߖ సంతృߧफ పరۧڒ ࡯బܽद ఈ pxy p f 
సందరग ంࡹ అ޴ߝ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం పऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ  pf x y pm ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛

అం݄ ࠳ ࠪڒన࣒ ڒబܽद ޷రం  ప ऱ࣒ బܽद m x  a y pf pmڒ సࠪనం ړ ޴ߝబܽद అڒ ޴ఉంܿం ࡹ ݭ࠵  pf 
అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ऒߖࣃరऴޔతफం చ࠴ న࣒࠳  x y y ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖݞయࡌ ڴసࠪనం ړ  x 
࣋ए छ ప  ߘ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ న࣒ ఒక ࣋ए࠳ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ ఇࣆफం޴ అం݄ ࣋ए छ  క࣒ y y x ay fࠂ ڴ࢑ధం ޻అ ڷࡱߕ ࡛
కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ , న࣒ వదभ ఉం݄࠳ ࠪڒ 0  సࠬకరణం ࣋ए छ a x ay బܽद ఇ࢑ڒ సࠪనం ړ ࡛ࠂ న࣒࠳ ࡛
ఉనऒ ڕమన ޴ఇ ,ࡱߦࡐ కށࠪߦऴ ڷࡱߕ న ࣋ए࠳సࠪన ړ࡯డनھ ڷࡱߕ  छ ࡛ అߩओ  y  ޴ఉంܿం ڕమన ݡ

చޔరऴసం ࠳న࣒ ھ ڷࡱߕడनړ࡯ సࠪనం ఇ޴ చޔరऴసం ړ ڷࡱߕ సࠪనం మ࠾ࡍ మࡖకܽ y x ay
ࣾࠫంచంݟ ఈ ऴࢣ ࠆڴర लం ڷంޔࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद ఇړ ڷࡱߕ ޴ సࠪన࠳న ࡮ࠒࡌߦ ࣋ए छ ࡛ మߕ ࠾ࡍay x 
దృࢳद ऴపږޒలంڴ ఉం݄  అࣾం అߩओ  న࣒x࠳ ఈ సࠬకరణం ,޴ఉంܿం ڴࡏ޶ఎ ړ޴ంړऴ ࡮ࠒࡌߦ ڕమన ݡ
ङߕఉప ࡍప޶బܽद తڒ రऴసంޔసࠪనం చ ړ ڷࡱߕ కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ మనం ࡹలࣃ  మࡍంత ߄ࣃరణ ay x 
ऒߖߦࡐ ऐࡍచ ݞږ ంۨࡍڷ  फࣃ ࠭, ఇకए డ ࢣర लం ࠮లం వదभ ఉండనవసరం ޶ࡶ అړࡓݧ ڼ࡮ दڡझ  సࠪంతరంڴ 
ఉండవలࣄన అవసరం ޶ࡶ .
  ఓ ڝఆࡍ न݋ߝ అࣾం ఏߗڒ ߕ޼ ऴపࣆफతం మనం 
కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ ऒߖ޳క పࡖమ ݦవబࡱߧ ߖళం అߕషࡎߩ లక܉   చࡍऐ भ޳ ం, ڒబܽद ఈ ࡮ࠒࡌߦ ఇߕ ޴ 
ఇకए ࠾ࡍసࠪనం మ ړ࡯డनھ ڷࡱߕ ߩచదర ߩచదర ࡮ࠒࡌߦ డ దృࢳद ښంऴ޵కࡍంచబݟం࠼ߦ  ޴ం݋ x y a
ऒߕࣆ ࠪڒ  మࢣ ࠾ࡍర लం ఇߩओ ओߩఇ ޴లం వదभ ఉం࠮ ݡ కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ ళంߕషࡎߩ ܉ޑ ݡ  అࣿړߖ 
లంబంڴ ఉంڻ࣊ ߤࡷ ݦघ ంڒ ݋బܽद ఇ޴ ఇకए డ ࡅ ࡮ࠒࡌߦకए  అࣾం మ࠾ࡍ ఇࠂ ޴క࣒ ڷంޔࢂࢗ ݞం޴ 
घڻ࣊ ߤࡷ బܽद ఈڒ ం݋ ఇకए డ ࡯ޘ ڕߕయܑయంߖ޵  ݟऒ  అߧ ߖలవంڒ ݟబܽद ࡎߩ ࣒ܽ࡮షߕళం అ޴ߝ ab 
కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ క࣒ࠂ  అࣿړߖ లంబంڴ ఉంܿం޴ మ߯࡮ࠒࡌߦ ࠾ࡍ f 
 ab ࡹऴతంۨ ߝబܽद అڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘల࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭
ए࣋ ࡮ࠒࡌߦ छ కएࡅ ࡛ కएࡅ ࢑࠙గం ޒ࢐ࡏఈ త ࠭࠲ బܽदڒ ࡯డनھ  సࠪనం ړڷࡱߕ ళంߕషࡎߩ ܉ޑ   y 
߰డߘ࢓ కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ఈ ޴ڼ࡯మనం ۫డగ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ఏࠫܽ ࢓డ߰ ߖ޵ బܽदڒ ,࠭
కएࡅ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ ఏࠫܽ a b 
అ޴ߝ మన దృࢳदߖ కڵ࡯ ఉంߕࣆ ࠪڒ ޴ऒ ࡔߖ ߖ भࣆࢢफంڒ ޴బܽद ఈ పంړ फ ړ సࠪనం ڒబܽद ߖ޵ co  a 
ࡍఆڝ नࡱ ݋ߝ ఏࠫܽ ڒబܽद ఇ࠳ ࠪڒ ޴న࣒ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఇࠪڒ ޴ అۮ ߖపओ ంڝ ݟఆࡍ न݋ߝ y y x a 
మڝ ࠾ࡍఆࡍ न࠭࠲ ݋ߝ ఇకए డ ڕࣆޓంܿߕऒ ࠭  ఇ࠳ ޴న࣒ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మన࡮ࠒࡌߦ ڕ y y y 
కएࡅ  సࠬకరణం ࣋ए छ టदడం సࠪనం ఒక ࣋ए߭ ࡯డनھ ڷࡱߕ ࡛ छ ࡛ ఇࣆफం޴ ࣋ए छ ए࣋ ڷࡱߕ ࡛ छ  y x y ڕ ࡛
సࠪనం, అం݄  ప ऱ࣒  y a a a ݡంࡓ ࠪڒ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݡంࡓ న࣒࠳ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ݡంࡓ న࣒࠳ ޳ࡶ 
ఇࠂ ޴క࣒ ߕࣆ ࠪڒऒ కएࡅ ళంߕషࡎߩ ܉ޑ బܽदڒ   ߰డړڷࡱߕ ࢓ సࠪనం ఈ ߰డࡓ ࢓ంݡ l a a 
మ࠾ࡍ ఇࡓ ݞږ ޴ంڒ ݡబܽद ڷࡱߕ అ޴ߝ త࢑࠙ ޒ࢐ࡏగం ࡅకए  ߰డ࡯ޘ ڕߕ ࢓యܑయంݟ ఒక a a 
సమసङ ऐࡍచ ߘ ంచంݟ అࣾం ࡍڷంۨ ࣆషदంڴ ఉంࡅ ࡮ࠒࡌߦ ݦకए  సࠬకరߖހऒ  కھߘనంݟ మ࠾ࡍ y 
भ޳۫ ޾ఉంܿం ࡮ఎ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ޓన࣒ ऴ࠳ ࠪڒ ݀ ݋ం࠼ߦ ం ڒబܽद ڕߕ అࣾం x 
మ࠾ࡍ అࣾం ఉం݄ ࠬڕ ఏࠫ ఇవछ బޔݡం࡮ࠒࡌߦ  ޴ అࣾం ࡍڷంۨ ࣆషदంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद y y i  t
అ޴ߝ అࣾం ࡍڷంۨ ࣆషदంڴ ఉంܿం޴, అం݄ ఇ޴ అࣾం ࡅ ࡮ࠒࡌߦకए  అࣾం అߖ అర बం, ఇ޴ y y 
కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ  అࣾం , ఎం޶కం݄ అࣾం అࣾం అࣾం ࡍڷంۨ ࣆషदంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ y y y 
కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ  అࣾం మ࠾ࡍ ఈ అࣾం  ࢣర लం ࠮లం ڒబܽद మనࢣ ڕర लం ఇకए డ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾం 
ࡍڷ మనం ߖఅ ޴ఏ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡮ఇ ޴ఇ ޳ࡶ ޴ఉంܿం ڴࡏ޶ఎ ړ߯ ࡮ఇ ޴బܽद ఇڒ फంۧߗڒ ࡯ 
మనࣄ࡯ޘ ڕన࠼ߦ ࡮ࠒࡌߦ  ݞږ ޴ం࠳ ࠪڒ ݀ ݋న࣒ ऴڷ ޓంޔࢂࢗ ݞం޴, అࡓ ޙ࠼ం࠳ ࠪڒ ݡన࣒ 
छڒ లठవߕ ݋ం࠼ߦ ఈ ݡ࠮ ऴడంࡹ ݋ ఉంڒ ޴బܽद ఈ ࠼ߦంࡓ ݋ం࠳ ࠪڒ ݡన࣒ ݡ࠮ ఇకए డ ఎకए  ݩ
ఉనऒ ڴࡏ޶ఎ ړ߯ బܽदڒ ޴ఉంܿం ݡ࠮ న࣒࠳ ࠪڒ ݡంࡓ నऒޔڕޔࢗ మనం ࡮ࠒࡌߦ   ޶ڒ ޴
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ऴړంړ޴ ఎڴࡏ޶ ఉనऒ  ఈ ڝ ࡮ࠒࡌߦసం ߕޔڕޔࢗऒ కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ బܽद మనం ఈڒ ࠭  సࠬకరߖހऒ  
క࡯ߕھߘ, ఇࡓ ޴ం࠳ ࠪڒ ݡన࣒ ऴڷ ޓంޔࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद ఈ ࡅ ࡮ࠒࡌߦకए  రణ సࠬకరణం߄ࣃ 

చదరߩ సࠪనం అߖ మనࣆࡱޘ ڕ.x t 
  ఓ ࠳న࣒ ڷࡱߕ అࡊ ఇ޴ సࡕనڒ ޴బܽद మనం ߖߖ޵ క࡯ߕھߘ అం݄ ఏࠫ݇ మన࡯ޘ ڕయڒ ޶బܽद ఈa 
సࠬకరణం ࣋ए छ म޳అబ ݡ࠮ న࣒࠳ ࠪڒ ݡంࡓ ߯࡮ࠒࡌߦ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛ࠂ న࣒࠳ ࡛ లߘ x ay
ఉంచడం వలన మన࠳ ڕన࣒ ڕ సࠪన࠳న  ࣋ए छ ࡛ न ఉంܿంࡓ ޴ ऱܿ ࠳న࣒  మ࠾ࡍ ఇ2 ړݡ࠮ ߖ ޴ 4 a 3 a
సࠪనం ఇࣆफంڒ ޴బܽद అవసర࠳న ࡅ ࡮ࠒࡌߦకए  సࠬకరణం ࣋ए छ x a 3 ࠑ సࠪనం 1 ړ ऱࡏࣃ న࣒ 4࠳ ࡛ y 
అం݄ ࣋ए छ  x y y ڴషदంࣆ ంۨࡍڷ అࣾం ޴ఇ ޴ంޔ޶ంۮ फߧసంతృ ࡮ࠒࡌߦ ఈ ޓऴ ࠑ ڷࡱߕ న࣒࠳ ࡛
ఉందߖ మ࠾ࡍ అ࠼ߦ ޴ం࠳ ࠪڒ ݀ ݋న࣒ ऴڷ ޓంޔࢂࢗ ݞందߖ ఇۨऐ న షరࡱޔ ఇߩओ రࢣ  ݡ लం 
ओߩనࡶ లం వదभ࠮ ړࡓݧ ޳ࡶ ݡ दڡझ  సࠪంతరంࡶ ڴనߩओ కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ ݡ  సࠬకరߖހऒ  కھߘనడం 
फࣃచన ఇࡹంత ఆڜ ڕࠬ ంۨࡍڷ ࡍఆڝ ߘ न݋ߝ అࣾం ڒబܽद ߄ࣃరణంࠂ ڴక࣒ మړࡓݧ ࠾ࡍ दڡझ  ఇۨऐ నߩओ  ݡ
మనం ఎࣃۯ ࡮फ ం ڒబܽद మనڕ ఈ ߤࡷ ఉం޴ అߩۮ ߖओ ړࡓݧ ం޳ంڕ दڡझ  మࠂ ࠾ࡍక࣒ ఏ޾ ఒక సమయంࡹl 

औ࡮ంత ఆڜ ऒߕࣆ ޴ఇ ߤࡷ ޴బܽद ఇڒ ࡯޳ం߰ ࡮ఎ ߘ࡮ࠒࡌߦ మనం ޙ࠼అ ܼࠊ ࠪڒ   న f l࠳సࠪన ړ
झڡ࠻  ప ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒ ओߩۮ ߖఅ ࣄ  औ࡮ఆ ࠆక࣒ ఎࠂ బܽदڒ ,ం޳ంڕ వछߖఉండ ڴܼࠊ  ంݟ మࡓݧ ࠾ࡍवړ दڡझ झڡࠈ   
కएࡅ  సࠬకరణం 
ऒߕࣆ ప ړ ऱ࣒ కएࡅ ఖࡔ సరళ ߕ޼ఏ ޴సࠪనం ఇ ޜࣄ  ओߩబܽद ఇڒ పంࡐ రణ߄ࣃ  l ڴలంబం ړ ఈ ޙ࠼అ ݡ
ఉం࠱ ۃ࣊ ߤࡷ ݦంࢣ ࡹ ݋ర लం మధङ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖఉంܿంద ڴ࢓޶ంࠉ   ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ క࣒ࠂ ࠾ࡍమ ࡏ
మ࠾ࡍ అࣾం ఇࡅ ࡮ࠒࡌߦ ޴కए  అࣾం మࢣ ࠾ࡍర लం ఈ ࠉం࢓޶ అۮ ߖపओ ంݟ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ v 
సందరग ంࡹ ۫࣋फ ࡮ࠒࡌߦ ఈ అࣾం ࡍڷంۨ ࣆషदంڴ ఉంܿం޴ 
ऒߖހబܽद సࠬకరڒ  ఎ࡮ కࡹߕھߘ ఇߩओ  pxy ݋ం࠼ߦ రణ߄ࣃ ߕ޼బܽद మనం ఏڒ ޴फంࣆߧߖక ࡮ఇ ݡ
వछߖఉండ ڴ࢓޶ంࠉ ఏకపࣾ ߯࡮ࠒࡌߦ ం݄ڕࣆޓ ంݟ, అߩओ బܽद pxy pf pfڒ ޴రం ఉంܿం޷ ڕమన ݡ
లంబ ړߖࡌ޷ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ.
 
అߩओ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ޴ߝఅ ݡ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ܼࠊ న࣒࠳  छ  pf x y pm pxy ݋ం࠼ߦ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ݋ࡐ ࡛
కएࡅ  లంబ ޷రం ࡔఖ ھడनߘ ࡯ంݟ పऱ࣒ छ޳  ऒߕࣆ ࡌ घࡏ߷ ఈ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  pxy c ࠭࠲ ࡮
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచబݟన సంߪరप ࡱ࢑వھ ࡹడनޜ࡯ పऱ࣒  
మనం ࣋ए ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕబܽद మనڒ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖ న࠳సࠪన ޜࣄ छ ࡛ అޙ࠼ pm pf pf x 
औ࡮న࣒ ఆ࠳  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ܼࠊ న࣒࠳  छ झڡ࠻ ޴ఇ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ సࠪనం ړߖݞయࡌ ࡛  ప ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒  y ࣄ 
࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ए࣋ ߖߖ޵ ,సࠪనం ړ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡓ ࡛ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࢙ ࣋ए छ  న࣒ x 2࠳ ࡛
ఆ࡮औ పऱ࣒ ࢙ ܼࠊ న࣒ 2࠳   ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ܼࠊ  छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .x 
झڡ࠻   ప ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴ ࣄ  छ ए࣋ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡛ छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ x y 

 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ మߖ޵ ࠾ࡍऒ  abxy 2 acx 2 bcy c ࡹ ࠹ఈ ߷ర ࣄۯ లభతరంࣆ ంతࡍమ ࡏࠬ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ऒߖ޵ బܽदڒ   సరࢁకృతం ۯయవ۪ऐ  మߖߖ޵ ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఎ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ b x y 
औ࡮న࣒ 2 ఆ࠳ న࣒ 2࠳  ఎ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ఎ࠳ ࣄన࣒ ࡓంܼࠊ ݡ ఎ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ abxy x 
 ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࣄࠉ   ఎ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ झ࠹݅ ࡛  ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ܼࠊ    చޔరऴసం  ࠳న࣒ e c 
࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛ घࡏ߷ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ झ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ߘ࡮ న అవసరం ޶ࡶ 
కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ ࡏࠬ బܽदڒ రछߖ  చనం ఏࠫ݇ ࡏڷफం۪ڒ ࡯࢐ڝబܽद ࠬࡓݧ ڕवړ दڡझ  అ࠼న ఏߕ޼ పంړ फ ࡅకए
సࠬకరణం అం޴ంచబޙݟ మࠂ ڕࠬ ࠾ࡍక࣒ ఇۨऐ నటऱښ ࡏࠬ ,ޙ࠼వలం ఉపڵࡆంచంࠂ ݟక࣒ ࠉ ڕం࢓޶ 
ఉనऒ ڴలంబం ڕఖࡔ రం޷ కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ ࡏࠬ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖࡌ޷   సࠬకరߖހऒ  ߰ంࡏޑ޶ 
ఇకए ࡹޒతరగ ࡍప޶త ࠭࠲ బܽदڒ డ ఆࣃ࢘ߧफ ర޵ ࠭࠲ ࠭ डవృޑफ ऐࡏߝ ంۨࡍڷ రంڒ ంܼ࠭ ధనङڕ  ࡱ޳࢐
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