
 அைனவ௠க்ஶம் வணக்கம் , இௌ ஷம்௖ப் பஶொகள் பற்௣ய ௚தல் ௳ரி௵ைரயாஶம், 
எனேவ இந்த அத்ொயாயத்ொல் ஷம்௖ப் பஶொகள் பரவைளய நீள்வட்டங்கள் மற்௥ம் 
ைஹபரே்பாலாைவப் பற்௣ பூக்ஶம், எனேவ நாம் ைஹப்பரே்பாலா௳ல் பரவைளய நீள்வட்டம் 
மற்௥ம் நீள்வட்ட நீள்வட்ட வட்டத்ொன் ஒ௠ ஼றப்௖ நிகழ்ைவப் 
பற்௣ ௳வாொப்ேபாம்.
  பற்௣ ஏற்கனேவ பூத்ௌள்ேளாம் எனேவ ௚தல் வட்டத்ொல் இ௠ந்ௌ ஆரம்௔க்கலாம் வட்டம் 
என்றால் என்ன என்பைத நிைன௵ப௄த்ொக் ெகாள்ழேறன் எனேவ வட்டம் என்பௌ ௳மானத்ொல் 
உள்ள ஒ௠ நிைலயான ௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌ சமமான ெதாைல௳ல் இ௠க்ஶம் ௖ள்ளிகளின் 
ெதாஶப்பாஶம், எனேவ ஒ௠ நிைலயான ௖ள்ளி உள்ளௌ எனேவ ஐ அைழப்ேபாம்  ௳மானம் c 
மற்௥ம் ௔ன்னர ்ஒ௠ வட்டத்ைத ோரம்ானிக்க இந்த நிைலயான ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ ஒ௠ 
நிைலயான ்ரத்ொல் இ௠க்ஶம் அைனத்ௌ ௖ள்ளிக௬ம் நமக்ஶ ேதைவ, எனேவ நிைலயான 
்ரம் என்௥ ெசால்லலாம், ௔ன்னர ்இந்த நிைலயான ௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌ ெதாைல௳ல் உள்ள r r 
அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் ெதாஶப்ைப௞ம் பாரத்்தால்.
 

இந்த ௳மானத்ொல் நாம் ஒ௠ வட்டம் என்௥ அைழக்கப்ப௄வைதப் ெப௥ழேறாம் , இந்த c 
நிைலயான ௖ள்ளியானௌ வட்டத்ொன் ைமயம் என்௥ம் , ைமயத்ொ௧௠ந்ௌ வட்டத்ொல் உள்ள 
௖ள்ளிகளின் நிைலயான ்ரம் என்௥ம் அைழக்கப்ப௄ழறௌ .
  வட்டத்ொன் ஆரம், 
ைமயம் மற்௥ம் ஆரம் ெகா௄க்கப்படட் ஒ௠ வட்டத்ொன் சமன்பாடை்ட எவ்வா௥ கண்௄௔ூப்பௌ 
என்பைத௞ம் நீங்கள் பாரத்்ொ௠ப்௕ரக்ள், எனேவ நான் ா௠க்கமாக நிைன௵ப௄த்ௌழேறன், 
எனேவ ைமயம் ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் கமா மற்௥ம் ஆரம் இப்ேபாௌ என்௥ நான் எ௄த்ௌக் c h k r 
ெகாண்டால்  ெபாௌ ௖ள்ளி அதன் ஆயத்ெதாைல௵கள் காற்௖ள்ளி ௔ன்னர ்ைமயத்ைத p x y c
ஆக இ௠க்கட௄்ம், அதன் ஆயத்ெதாஶப்௖கள் கமா மற்௥ம் ஆரம் இௌ ஼ல ேநரம்ைற h k vr 
உண்ைமயான எண், ௔ன்னர ்இந்த வட்டத்ொன் சமன்பாடை்டக் கண்௄௔ூக்க நாம் 
வைரயைறையப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், எனேவ ெதாைல௵ என்பைத அ௣ேவாம்.pc 

க்ஶ சமம் ௔ன்னர ்ெதாைல௵ ித்ொரத்ொன் ௛லம் மற்௥ம் ௖ள்ளிக்ஶ இைடேய உள்ள   r p c 
்ரம் க௯த்தல் சௌரம் மற்௥ம் க௯த்தல் சௌர ேவர ்இௌ க்ஶ சமம் எனேவ x h y k r x 
க௯த்தல் சௌரம் ஷட்டல் க௯த்தல் சௌரம் க்ஶ சமம்  சௌரம் இௌ வட்டத்ொன் h y k r 
சமன்பாடை்ட சரியாகக் ெகா௄க்ழறௌ, எனேவ கமா ேமேல உள்ள சமன்பாடை்ட x y 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்ொனால், வட்டத்ொன் எந்த ௖ள்ளி௞ம் இந்த சமன்பாடை்ட ேநரம்ாறாக 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ, ௔ன்னர ் கமா மற்௥ம் ைமய கமா இைடேய உள்ள ்ரம் சௌரம்x y h k 

ஆஶம்  இன் க௯த்தல் சௌரம் மற்௥ம் ைமனஸ் சௌரம் இந்த சமன்பாட்ூன் r oot x h y k 
௛லம் சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶ சமம், இௌ எனேவ இந்த சமன்பா௄ எனேவ ேமேல r r 
உள்ள சமன்பா௄ இந்த சமன்பாடை்ட நடச்த்ொரம் என்௥ அைழக்ழேறன் , 
அதன் ைமயம் இல் உள்ள இந்த வட்டத்ொன் சமன்பா௄ ஆஶம்  காற்௖ள்ளி மற்௥ம் ஆரம் h k r 
எனேவ இப்ேபாௌ ேவ௥ ஼ல வைள௵கைளப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம், எனேவ பரவைளயம் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄வைதப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம், எனேவ வைரயைற என்பௌ ஒ௠ நிைலயான 
ேகாட்ூ௧௠ந்ௌ சமமான ெதாைல௳ல் உள்ள அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் ெதாஶப்பாஶம்.

மற்௥ம் ஒ௠ நிைலயான ௖ள்ளி மற்௥ம் இந்த ௖ள்ளி ௳மானத்ொல் உள்ள வரி இல்   l l 
இல்லாத ேகாடூ்ல் இ௠க்கக்ஷடாௌ , 
எனேவ இைத வூ௳யல் ரீொயாக ௳வரிக்ழேறன், எனேவ என்னிடம் ஒ௠ வரி உள்ளௌ மற்௥ம் l 
ஒ௠ நிைலயான ௖ள்ளி உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், அந்த ௖ள்ளிைய என்௥ f 
அைழப்ேபாம்.
  இந்த ௖ள்ளி மற்௥ம் ேகா௄ இரண்௄ம் இந்த ௳மானம் ௳மானத்ொல் உள்ளௌ மற்௥ம் இந்தf xy 
௳மானத்ொல் உள்ள அைனத்ௌ ௖ள்ளிகைள௞ம் நாங்கள் ேத௄ழேறாம், அதாவௌ இந்த 
ேகாட்ூ௧௠ந்ௌ ௖ள்ளி௜ன் ்ரம் இந்த ேகாட்ூற்கான ௖ள்ளி௜ன் ெசங்ஶத்ௌ ்ரம் ்ரத்ொற்ஶ 
சமமாக இ௠க்ஶம்  ௖ள்ளி௜ன் ௚தல் இந்தப் ௖ள்ளி வைர p f 
எனேவ இைத வைரந்தால் ஒ௠ ௖ள்ளிைய நான் இங்ேக ெசங்ஶத்தாக வைரந்தால் ஒ௠ ௖ள்ளிைய
நீங்கள் ெதளிவாகக் காணலாம் 
மற்௥ம் நான் இங்ேக ந௄ப்௖ள்ளிைய எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் இந்த ௖ள்ளி௜ன் ்ரம் ேகாடூ்ன் 
்ரத்ொற்ஶ சமம் இேதேபால் இந்த வைளைவ வைரந்தால் இந்த ௖ள்ளிைய நீங்கள் பாரத்்தால், 
இௌ ேபான்ற ஒ௠ உ௠வத்ைதப் ெப௥௴ரக்ள், எனேவ இந்த வைள௳ல் ஏேத௑ம் ெபாௌவான 
௖ள்ளி ஐ எ௄த்ௌக் p 
ெகாண்டால் , இந்த ௖ள்ளி மற்௥ம் ேகாட்ூற்கான ்ரத்ொற்ஶ சமம்  ௚தல் வைர இந்த p p f 
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்ரம் ஆக இ௠ந்தால், இௌ௵ம் க்ஶ சமம் எனேவ இைத ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் அைனத்ௌ d d 
௖ள்ளிகைள௞ம் பாரக்்ழேறாம், இௌ எனக்ஶ ஒ௠ வைளைவ ெகா௄க்ஶம், இௌ பரவைளயம் 
என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இந்த வரி ேகா௄ ைடரக்ட்ரிக்ஸ் என்௥ l 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ  பரவைளய மற்௥ம் ௖ள்ளி என்பௌ பரவைளயத்ொன் ஶ௳யம் என f 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ.
 நம்௘டம் ைடரக்ட்ரிக்ஸ் உள்ளௌ மற்௥ம் ஃேபாகஸ் மற்௥ம் ஃேபாகஸ் வ௯யாக ெசங்ஶத்தாக 
ெசல்௩ம் ேகா௄ பரவைளயத்ொன் அசா் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ நான் இந்த 
ேகாடை்ட ௙ண்௄ம் வைரந்தால், என்னிடம் இந்த பரவைளயம் உள்ளௌ.
 ெஹக்ேடர ் இந்த கவனம் இௌ வரி எனேவ அசா் என்பௌ ைடரக்ட்ரிக்ஸஓக்ஶ ve f l 
ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் ேகா௄ 
மற்௥ம் அௌ இந்த ஶ௳யத்ொன் வ௯யாக ெசல்ழறௌ, எனேவ இௌ பரவைளயத்ொன் அசா் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, இப்ேபாௌ இந்த அசா் பரவைளயத்ைத ஒ௠ கட்டத்ொல் ெவட௄்ம், இௌ 
உச஼் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ.
 பரவைளயம் எனேவ பரவைளயத்ௌடன் அசா் ெவட௄்ம் ௖ள்ளி பரவைளயத்ொன் உச஼் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ நமக்ஶ அசா் உள்ளௌ இௌ கவனம் இந்த என்பௌ இந்த ேகா௄ v 
ைடரக்ட்ரிக்ஸ் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் இந்த ேகா௄ ைடரக்ட்ரிக்ஸஓக்ஶ 
ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ மற்௥ம் கடந்ௌ ெசல்ழறௌ  கவனம் பரவைளயத்ொன் அசா் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இப்ேபாௌ நாம் பரவைளயத்ொன் சமன்பாடை்டப் ெபற 
௚யற்஼ப்ேபாம், 
எனேவ ௚த௧ல் பரவைளயத்ொன் ஼ல நிைலயான சமன்பா௄கைளப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம் , 
எனேவ இப்ேபாௌ நாம் பரேபாலா௳ன் உச஼்௜ல் இ௠க்ஶம் பரவைளயத்ைதப் பற்௣ 
௳வாொப்ேபாம்.
 ேதாற்றம் மற்௥ம் ைடரக்ட்ரிக்ஸ் 
அசா் ஒன்௥க்ஶ இைணயாக உள்ளௌ ஒ௠ங்ழைணப்௖ அச஼்ல் ஒன்௥ நாம் பாரப்்ேபாம் எனேவ 

அசா் இௌ அசா் அசா் , நமக்ஶ என்ன ேவண்௄ம் என்பௌ அவர ்உச஼்௜ல் ேதாற்றம் xy x y t  
இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இௌ எனௌ ேதாற்றம் மற்௥ம் ைடரக்ட்ரிக்ஸ் அசா்க்ஶ o y 
இைணயாக உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ இைத ைடரக்ட்ரிக்ஸ் ேகா௄ என்௥l 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம், ௔ன்னர ்கவனம் எங்ேக உள்ளௌ, 
எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் அச஼்ல் கவனம் ெச௩த்தப்ப௄ம்.x 
 இந்த ஃேபாக௻ன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ கமா 0 என்௥ ெசால்ழேறாம், இந்த 
்ரத்ைத ைமயப்ப௄த்த பரவைளயத்ொல் இ௠க்ஶம் இந்த ௖ள்ளி௜ன் உச஼்௜ன் ்ரத்ைதப் 
பாரத்்தால் இந்த வரி௜ன் சமன்பா௄ என்ன?  ேகாட்ூற்ஶ இௌ௵ம் க்ஶ சமமாக இ௠க்க l a 
ேவண்௄ம் , எனேவ இந்த வரி௜ன் சமன்பா௄ ைமனஸ் க்ஶ சமம் எனேவ எனௌ கவனம் x a fa 
காற்௖ள்ளியாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ 0 ைடரக்ட்ரிக்ஸ் என்பௌ வரி ைமனஸ் க்ஶ சமம் மற்௥ம் x a 
இந்த வழக்ழல் உசச்ம் ேதாற்றம் 0 0 இப்ேபாௌ நீங்கள் வைள௵கைள வைரந்தால், எந்தப் ௖ள்ளி 

அதன் ்ரத்ைத௞ம் நாங்கள் ௳௠ம்௖ழேறாம், எனேவ இௌ ெபாௌவான ௖ள்ளி கமா xy px y 
என்றால், இந்த ௖ள்ளி௜ன் ைமயத்ொற்கான ்ரம் இந்த வரி௜௧௠ந்ௌ ௖ள்ளி௜ன் ்ரத்ொற்ஶ 
சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் எனேவ ௳௄ங்கள்  இௌ ௖ள்ளி என்௥ ெசால்ழேறாம் எனேவ l m px 

ஐ ௳௄ங்கள்  பரவைளயத்ொன் எந்தப் ௖ள்ளியாக com ma y 
இ௠ந்தா௩ம்,  காற்௖ள்ளி 0 ஆக இ௠க்ஶம் ஃேபாகஸ் இ௧௠ந்ௌ இன் ்ரம், ைடரக்ட்ரிக்௻ல் f p 
இ௠ந்ௌ இன் ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் ்ரத்ொற்ஶச ்சமம்.p 

உள்ளௌ க்ஶ சமம் இந்த உ௠வத்ைத ௙ண்௄ம் வைரழேறன் இௌ ைடரக்ட்ரிக்ஸ்  pm pf x 
ைமனஸ் க்ஶ சமம் மற்௥ம் கவனம் கமா ௗஜ்௷யத்ொல் உள்ளௌ இப்ேபாௌ எந்த ௖ள்ளி a p 
இப்ேபாௌ ெசங்ஶத்ௌ ்ரம் என்ன இௌ இந்த ௖ள்ளி௜ன் ்ரம் த௳ர ேவ௣ல்ைல கமா  pm x y 
வரி௜௧௠ந்ௌ க்ஶ சமமான ைமனஸ் இந்த ்ரத்ொற்ஶ சமம், இௌ க்ஶ சமம் மற்௥ம் இௌ x a x 
மா௄ல௻ல் ௔ளஸ் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் x a 
மற்௥ம் ்ரம் ௖ள்ளி௜ன் ்ரத்ொற்ஶ சமம் காற்௖ள்ளி ௚தல் கமா 0 என்பௌ ைமனஸ் pf x y x 
ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் சௌரத்ொன் y 
வரக்்க ௛லமாஶம், எனேவ நாம் ைமனஸ் ஒ௠ சௌரம் ௔ளஸ் சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்ைதப் x y 
ெப௥ழேறாம் , இன் ேமாட் மற்௥ம் ஒ௠ சௌரத்ொற்ஶ சமமாக ைமனஸ் ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் x x y
சௌரம் ழைடக்ஶம்  க்ஶ சமம் ௔ளஸ் ஒ௠ சௌரம் இௌ சௌர ௙  இரண்௄ ேகாடாரி x x inus 
மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ ேகாடாரி மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம், y x 
எனேவ சௌரம் மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம் ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄வைதக் காண்ழேறாம், ௔ன்னர ்x 
சமன்பா௄ சௌரம் நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமமாக உள்ளௌ, இௌ நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமமான y y 
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சௌரத்ைத ஶ௣க்ழறௌ இந்த வழக்ழல் என்பௌ ேநரம்ைற உண்ைமயான எண் என்௥ a 
க௠ௌழேறாம், எனேவ இௌ 
ேநரம்ைற அச஼்ல் கவனம் ெச௩த்ௌம் பரவைளயத்ொற்கான சமன்பா௄ மற்௥ம் உச஼் x 
ேதாற்றத்ொல் உள்ளௌ, எனேவ இௌ 
நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமமான சௌரத்ொன் சமன்பா௄ எனேவ இங்ேக உச஼்  ேதாற்றத்ொல் y 
மற்௥ம் 
கவனம் ேநரம்ைற அச஼்ல் உள்ளௌ, எனேவ இௌ பரவைளயத்ொன் நிைலயான வூவங்களில் x 
ஒன்றாஶம், இௌ வலௌ௖றம் ொறக்ஶம் ஒ௠ பரவைளயமாஶம், ேம௩ம் இந்த பரவைளயத்ொல் நாம்
எைதப் பாரக்்ழேறாம், இௌ  அசா் மற்௥ம் அச஼்ன் சமச஽்ர ்ஆஶம்.x x 
  உண்ைம௜ல் அசா் இௌ பரவைளயத்ொன் அசா் ஆஶம்   
௙ௌம் உள்ளௌ  பரவைளய சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ இைத எளிதாகக் காணலாம், ஏெனனில் இந்த 
சமன்பாட்ூல் கமா இ௠ந்தால் , 4 ேகாடரிக்ஶ சமமான சௌரம் இ௠க்ஶம், ௔ன்னர ்நான் x y y x 
காற்௖ள்ளிைய ைவத்தால் சௌரம் ைமனஸ் சௌரம்,y y y 
 அதனால் அௌ௵ம் ொ௠ப்ொ அளிக்ழறௌ.
 பரவைளயத்ொன் இன்௑ம் ஼ல வூவங்கைளக் காண்ேபாம்,
 அதனால் ௙ண்௄ம் நாம் ேதாற்றத்ொல் உச஼்ைய எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், ேம௩ம் எனௌ கவனம்
எொரம்ைற அச஼்ல் உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ என்பௌ காற்௖ள்ளி 0 x f 
ைமனஸ் ஆஶம், எனேவ இப்ேபாௌ நாம் இப்ேபாௌ பரேபாலா௳ன் உச஼்ையக் க௠த்ொல் 
ெகாண்௄ள்ேளாம்.
 ேதாற்றத்ொல் உள்ளௌ மற்௥ம் 
எொரம்ைற அச஼்ல் கவனம் ெச௩த்ௌழறௌ என்௥ ெசால்௩ங்கள் க்ஶ ஆயக் க௯த்தல் x f 
காற்௖ள்ளி 0 உள்ளௌ, இொல் ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் a 
ைடரக்ட்ரிக்ஸ் என்னவாக இ௠க்ஶம், எனேவ ைமயத்ொ௧௠ந்ௌ உச஼்௜ன் ்ரத்ைதப் பாரத்்தால் 
இௌ சமம் இங்ேக என்பௌ ெதாைல௵, எனேவ இந்த அசா்க்ஶ ெசங்ஶத்தாக mod a 
ைடரக்ட்ரிக்ஸ் இ௠க்ஶம்.
 இௌ உச஼்ைய ஶ௳யத்ௌடன் இைணக்ஶம் ேகா௄ ஆஶம், எனேவ ைடரக்ட்ரிக்ஸ் என்பௌ 
மா௣௧க்ஶ சமமான வரி ஆக இ௠க்ஶம்.x 
 நாங்கள் எ௄க்ழேறாம்  பா஼டூ்வ் எனேவ இந்த ்ர௚ம் ஒ௠ எனேவ இந்த வழக்ழல் ga 
பரவைளயம் இந்த உச஼் வ௯யாக ஼வப்௖ நிறத்ொல் வைரயலாம் , இௌ இடௌ௖றமாக o 
ொறக்ஶம், எனேவ இௌ ேபான்ற ஒ௠ வைரபடம் ழைடக்ஶம் .
 
பரவைளயத்ொல் உள்ள ௖ள்ளி, நான் இங்ேக ஐ இந்த வரிக்ஶ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், இந்த p 
௖ள்ளி௜ன் ்ரம் நமக்ஶ 
உள்ளௌ, இௌ காற்௖ள்ளி எனேவ இௌ க்ஶ சமம் மற்௥ம் எனேவ px y, x y 

்ரம் க்ஶ சமம் அதாவௌ ைமனஸ் ேமாட் இௌ ௚தல் வைர உள்ள ்ரத்ொற்ஶ pf pf x a p f 
சமம் ௔ளஸ் ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் சௌர ௛லத்ைத ௙ண்௄ம் சௌரப்ப௄த்ௌவதன் ௛லம் x y x 
ைமனஸ் ஒ௠ சௌரத்ொற்ஶ சமமான ௔ளஸ் ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் ழைடக்ஶம் , இௌ x y y 
சௌரத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ைமனஸ் நான்ஶ ேகாடாரி எனேவ ௚ந்ைதய ஒன்௣ல் நாம் 
பா஼டூ்வ் அச஼்ல் கவனம் ெச௩த்ொயைதக் காணலாம், நம்௘டம் 4 ேகாடாரிக்ஶ சமமான x y 
சௌரம் ேநரம்ைறயாக உள்ளௌ, எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் ஒ௠ எொரம்ைறயாக இ௠க்க ௚ூயாௌ,
ஏெனனில் நம்௘டம் 4 ேகாடரிக்ஶ சமமான சௌரம் இ௠ப்பதால் ஆல் சௌரத்ொற்ஶச ்x 4 a y 
சமம் எனேவ இந்த வழக்ழல் எப்ேபாௌம் எொரம்ைறயாக இ௠க்காௌ  இந்த x 
வழக்ழல் சௌரம் ைமனஸ் 4 ேகாடரிக்ஶ சமமாக உள்ளௌ, ஏெனனில் ேநரம்ைற இந்த y a x 
௳ஷயத்ொல் ேநரம்ைறயாக இ௠க்க ௚ூயாௌ, எனேவ இௌ இடௌ பாொத் தளத்ொ௩ம், இௌ வலௌ 
பாொத் தளத்ொ௩ம் உள்ளௌ, எனேவ இௌ சமன்பா௄ ஆஶம்.
 பாரேபாலா எொரம்ைற அச஼்ல் கவனம் ெச௩த்ௌழறௌ மற்௥ம் உச஼் ேதாற்றத்ொல் உள்ளௌ x 
அேத ேபால் நாம் அச஼்ல் கவனம் ெச௩த்தலாம், எனேவ அச஼்ல் கவனம் ெச௩த்தலாம் y y 
மற்௥ம் ேதாற்றத்ொல் உள்ள உச஼்௜ல் கவனம் ெச௩த்தலாம், எனேவ என்பௌ ேநரம்ைற f y 
அச஼்ல் உள்ளௌ, மன்னிக்க௵ம் ௗஜ்௷யம்  காற்௖ள்ளி மற்௥ம் ஆனௌ ேதாற்றத்ொல் a vertex 
உள்ளௌ ௔ன் இந்த உச஼்௜ன் ெதாைலைவ நாம் பாரத்்தால் என்ன ைடரக்ட்ரிக்ஸ் இௌ க்ஶ a 
சமம் எனேவ எந்த ௖ள்ளிைய எ௄த்தா௩ம் 

க்ஶ சமமான வரி ைமனஸ் ஆக இ௠க்ஶம் எனேவ இந்த ெசாற்கைளத் y y a parabola 
ொறக்ஶம் இௌ ேபால் இ௠க்ஶம், எனேவ பரவைளயத்ொல் உள்ள எந்தப் ௖ள்ளி௞ம் ௚தல் pxy , p 

வைர௜லான ்ரம் இந்த வரிக்கான ்ரத்ொற்ஶச ்சமம் என்பைத ொ௠ப்ொப்ப௄த்த f p 
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ேவண்௄ம், எனேவ இந்த வழக்ழல் என்பௌ சௌரத்ொன் வரக்்க௛லத்ொற்ஶம் ைமனஸ் ஒ௠pf x y 
சௌரத்ொற்ஶம் சமம் மற்௥ம் இந்த ௖ள்ளி என்பௌ காற்௖ள்ளி க௯த்தல் எனேவ ்ரம் pm m x  a 

௔ளஸ் ஏ இன் ேமாட் எனேவ என்பௌ க்ஶ சமம் சௌரம் ஷட்டல் க்ஶ சமமான ௚௱ y pf pm x y 
சௌரம் க்ஶ சமமான ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம் க்ஶ சமமான சௌரத்ைத க்ஶம் ஒ௠ y y x y 
சௌரம் க௯த்தல் க௯த்தல் ஒ௠ சௌரம் அதாவௌ சௌரம் நான்ஶ அேத ேபால ஃேபாகஸ் y x ay f 
ஆனௌ 0 காற்௖ள்ளி க௯த்தல் இல் இ௠ந்தால் , பரவைளயத்ொன் சமன்பா௄ சௌரம் ைமனஸ் a x 
நான்ஶ க்ஶ சமம் எனேவ இைவ நான்ஶ நிைலயான வூவங்களாஶம் ay 

சௌரம் ைமனஸ் நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமம் இௌ சௌரம் நான்ஶ க்ஶ சமம் , மற்ெறான்௥ y x ay 
வ௠ந்ௌழறௌ இந்த வைரபடம் உச஼்௜ன் வ௯யாக ெசல்ல ேவண்௄ம், எனேவ இௌ நான்ஶ o ay 
க்ஶ சமமான பரவைளய சௌரம் x 
மற்௥ம் எனௌ கவனம் எொரம்ைற௜ல் இ௠ந்தால்  அசா் ௔ன்னர ்நாம் வேழ எொரெ்காள்௬ம் x 
பரவைளயத்ைதப் ெப௥ழேறாம் இந்த சமன்பா௄ சௌரம் ைமனஸ் நான்ஶ க்ஶ சமம் x ay 
எனேவ அ௄த்த௄த்த ௳ரி௵ைரகளில் நாம் பரேபாலா௳ன் ெபாௌவான வூவத்ைதப் பற்௣ 
௳வாொப்ேபாம், அங்ஶ உசச்ம் ேதாற்றத்ொல் இ௠க்க ேவண்ூய அவ஼ய௘ல்ைல.
 ஆய அச஼்ல் ஏேத௑ம் உள்ளௌ, ஆனால் இப்ேபாௌ பரவைளயத்ொன் ேலட்ூஸ் மலக்ஶடல் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄ம் ேவ௥ ஼ல ெசாற்கைளப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம் , எனேவ இந்த பரவைளைய இௌ
எனௌ பரவைளயம் சௌரம் சௌரம் நான்ஶ ேகாடரிக்ஶ சமம் , இங்ேக கவனம் ெச௩த்ௌவௌ  x y 
௖ள்ளி மற்௥ம் ஆனௌ இப்ேபாௌ ேதாற்றத்ொல் உள்ளௌ ச௙பத்ொய a comma zero vertex 
மலக்ஶடல் என்பௌ பரவைளயத்ொன் அசா்க்ஶ ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் ேகா௄ ௔ரி௵ எனேவ இௌ
இங்ேக பரவைளயத்ொன் அசா் மற்௥ம் அௌ கவனம் வ௯யாக ெசல்ழறௌ, எனேவ இந்த வரி 
௔ரி௵ இங்ேக என்ைன அ௑மொக்ழேறன்  இைத என்௥ அைழக்க௵ம்ab 
 அதனால் லட௄் மலக்ஶடல் என்பௌ ஃேபாகஸ் எஃப் 
வ௯யாக ெசல்௩ம் 
மற்௥ம் பரவைளயத்ொன் அசா்க்ஶ ெசங்ஶத்தாக மற்௥ம் பரவைளயத்ொன் இ௥ொப் 
௖ள்ளிகைளக் ெகாண்ட ேகா௄ ௔ரி௵ ஆஶம், எனேவ படத்ொல் என்பௌ பரவைளய AB ab y 
சௌரத்ொன் ச௙பத்ொய மலக்ஶடல் நான்ஶக்ஶ சமம்.
  ேகாடாரி எனேவ இந்த ௔ந்ைதய பஶொ௜ன் நீளத்ைதக் கண்௄௔ூக்க ௳௠ம்௖ழேறாம், எனேவ 
இதன் நீளம் என்ன, இந்த படத்ொல் இ௠ந்ௌ நாம் என்ன பாரக்்க ௚ூ௞ம் , இந்த ௖ள்ளி மற்௥ம் a b
இன் ஆயத்ெதாைல௵கள் என்ன என்பைத நாம் கவனம் ெச௩த்ௌழேறாம் என்பௌ co.
  ஒ௠ கமா ௗஜ்௷யத்ைத ஒ௱ங்ஶப௄த்ௌழறௌ, எனேவ இந்த வரி க்ஶ சமம், x 
எனேவ இதன் ஆயங்கள் என்ன, இௌ கமா ைமனஸ் என்௥ம் இௌ ஒ௠ கமா என்௥ம் y y x 
ஆயத்ெதாஶப்௖ மற்௥ம் ஒ௠ங்ழைணப்௖ என்௥ம் நாம் இங்ேக ஐ a y y 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம்.
  இௌ ைமனஸ் ஆக இ௠க்ஶம், ஏெனன்றால் பரவைளயத்ொன் சமன்பா௄ சௌரம் நான்ஶ y y 
ேகாடாரிைய ைவத்ௌ சமம் க்ஶ சமம் சௌரம் நான்ஶ சௌரத்ொற்ஶ சமம், அதாவௌ x a y y 
என்பௌ ஷட்டல் அல்லௌ க௯த்தல் இரண்௄ எனேவ இந்த ௖ள்ளி ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ a a 
ஆஶம் மற்௥ம் இௌ ஒ௠ கமா இரண்௄ இௌ ஃேபாகஸ் ஒ௠ காற்௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் எனேவ a 
ச௙பத்ொய மலக்ஶட௧ன் நீளம் நான்ஶக்ஶ சமம் இந்த நீளம் இரண்௄ மற்௥ம் இௌ l a a 
இரண்௄ எனேவ நான்ஶ என்பௌ ௔ந்ைதய பஶொ௜ன் நீளம் எனக்ஶ ௳௄ங்கள் ஒ௠ a a 
஼க்கைலப் பற்௣ ௳வாொக்க௵ம், அச஼்ல் சமச஽்ராக இ௠க்ஶம் மற்௥ம் y 
இரண்௄ கமா ைமனஸ் ௛ன்௥ ௖ள்ளிையக் கடந்ௌ ெசல்௩ம் பரவைளயத்ொன் சமன்பாடை்டக் 
கண்ட௣ய௵ம், எனேவ இௌ எப்பூ இ௠க்ஶம் என்பைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ என்னிடம் அசா் x 
மற்௥ம் அசா் இ௠ந்தால் உங்க௬க்ஶ என்ன ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ  பரவைளயமானௌ y y 
அச஼்ல் சமச஽்ராக இ௠ப்பதால் என்பௌ அசை்சப் பற்௣ய சமச஽்ராக இ௠க்ஶம் , i  t y 
அதாவௌ இௌ அசா் என்பௌ பரவைளயத்ொன் அசச்ாஶம்   உச஼் ேதாற்றத்ொல் உள்ளௌ, எனேவy 
நாம் உச஼் இங்ேக உள்ளௌ மற்௥ம் இௌ அசா் எனேவ இௌ இப்பூ ேமல்ேநாக்ழ இ௠க்ஶம் 
அல்லௌ இௌ இப்பூ இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ எௌ என்பைத நாம் ோரம்ானிக்க ேவண்௄ம், ஆனால் 
நமக்ஶத் ெதரிந்தௌ என்னெவன்றால் 
இரண்௄ கமா ைமனஸ் ௛ன்௥   என்ற ௖ள்ளிையக் கடந்ௌ ெசல்ழறௌ.
  வழ்ேநாக்ழ எொரெ்காள்௬ம் இந்த பரவைளயத்ைதத் ேத௄ழேறாம், 
எனேவ இந்த பரவைளயத்ொன் சமன்பாடை்ட நாம் இரண்௄ கமா க௯த்தல் ௛ன்௥ வ௯யாகக் 
கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ இந்த பரவைளயத்ொன் ெபாௌவான சமன்பா௄ 

சௌர சமம் என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.x t 
  ஓ ைமனஸ் நா௩ அய் இௌ சரி, இௌ என்ன என்௥ எங்க௬க்ஶத் ெதரிய௳ல்ைல, இைத நாம் 
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கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ சமன்பா௄ சௌரம் ைமனஸ் நான்ஶ ஆய்க்ஶ சமம், ௔ன்னர ்x 
இரண்௄ காற்௖ள்ளி ைமனஸ் ௛ன்௥ என்பௌ பரவைளயத்ொன் ௙ௌ ைவப்பதால் ைமனஸஓக்ஶ 
சமமான 2 ஸ்ெகாயர ்உள்ளௌ.

ெப௠க்கல் ைமனஸ் 3 மற்௥ம் இௌ என்பௌ ஒன்௥க்ஶ ௛ன்௥ சமம் எனேவ   4 a a 
ேதைவயான பரவைளயத்ொன் சமன்பா௄ சௌரம் ைமனஸ் 4 மடங்ஶ க்ஶ சமம் 1 x a by 3 y 
அதாவௌ சௌரம் ைமனஸ் நான்ழல் ௛ன்௥ இந்த பரவைளய ொ௠ப்ொ அளிக்ழறௌ  x y 
ெகா௄க்கப்படட் நிபந்தைனகள் , அௌ அச஼்ல் சமச஽்ராக உள்ளௌ மற்௥ம் அௌ இரண்௄ கமா y 
ைமனஸ் ௛ன்௥ என்ற ௖ள்ளிையக் கடந்ௌ  ெசல்ழறௌ.
 ஒ௠ங்ழைணப்௖ அசா் எனேவ ெபாௌவாக ஃேபாகஸ் மற்௥ம் ைடரக்ட்ரிக்ஸ் ெகா௄க்கப்படட்ால்
அைத எப்பூ ெசய்ேவாம், எனேவ இந்த வரி என்பௌ ைடரக்ட்ரிக்ஸ் மற்௥ம் ஃேபாகஸ் ஼ல l 
௖ள்ளி௜ல் உள்ளௌ என்பௌ ஼ல ஆல்பா கமா ௕ட்டா, ௔றஶ பரவைளயத்ைத எவ்வா௥ f 
ெப௥வௌ, எனேவ இைதப் ெப௥வௌ எப்பூ வரி இௌ சமன்பா௄ ேகாடாரி ஷட்டல் மற்௥ம் l 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்௥ ஷ௥ேவாம், எனேவ கவனம் ஆல்பா ௕ட்டாவாக இ௠க்கட௄்ம் f 
மற்௥ம் ைடரக்ட்ரிக்ஸ் பாக்௻ன் சமன்பா௄ மற்௥ம் 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான ௔ளஸ் சமன்பா௄ இௌ எந்த ேநரே்காடூ்ன் ெபாௌவான வூவமாஶம் c 
.
  இந்த l 
க்ஶ ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் ேகா௄ ௔ரி௳ல் ந௄ப்௖ள்ளியாக உச஼் இ௠க்ஶம் என்பைத நீங்கள் 
காண்ழ௤ரக்ள் மற்௥ம் ஃேபாகஸ் வ௯யாக ெசல்ழறௌ மற்௥ம் அசா் இௌ பரவைளயத்ொன் 
அசச்ாக இ௠க்ஶம் மற்௥ம் உச஼் இந்த ௖ள்ளிைய என்௥ ெசால்௩ங்கள் மற்௥ம் இந்த v 
௳ஷயத்ொல் நீங்கள் பாரத்்தால் பரவைளய இந்த அச஼்ல் சமச஽்ராக இ௠க்ஶம், எனேவ 
சமன்பாடை்ட எவ்வா௥ கண்௄௔ூப்பௌ என்பௌ இப்ேபாௌ இப்பூ இ௠க்ஶம், எனேவ நாம் எந்த 
ெபாௌப் ௖ள்ளி ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் என்பௌ பரவைளயத்ொல் ஒ௠ pxy pxy 
தன்னிசை்சயான ௖ள்ளியாக இ௠க்கட௄்ம், ௔ன்னர ்நமக்ஶ ்ரம் ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் pf pm
ஆக இ௠க்க ேவண்௄ம்.

என்பௌ க௯த்தல் ஆல்பா ஸ்ெகாயர ்௔ளஸ் ைமனஸ் ௕ட்டா ஸ்ெகாயர ்௡ட் மற்௥ம்  pf x y pm 
என்பௌ ௖ள்ளி௜ன் ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் ்ரம் ேகாூ௧௠ந்ௌ ஷட்டல் ஷட்டல் pxy pxy c 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் இைத நீங்கள் பாரத்்ொ௠க்க ேவண்௄ம் இந்த ித்ொரம் க்ஶ சமமாக px pm 
ஐப் ெப௥ேவாம், ஐப் ெப௥ேவாம், ௚௱ைமயான மொப்௔ல் ஒ௠ சௌரம் ax plus by plus c 
மற்௥ம் சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்தால் வஶக்கப்ப௄ம், எனேவ க்ஶ சமமான ஐப் b pf pf 
ெப௥ழேறாம் , இௌ ைமனஸ் ஆல்பா ஸ்ெகாயர ்ஷட்டல் ைமனஸ் ௕ட்டா ஸ்ெகாயர ்என்௥ x y 
எ௱ௌவதற்ஶச ்சமம்  இரண்௄ பக்க௚ம் இௌ ேகாடாரி ஷட்டல் மற்௥ம் சௌரம் மற்௥ம் c b 
சௌரம், சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் என எ௱தலாம்.b 

௚௱ சௌரம், எனேவ இௌ ஒ௠ சௌரம் சௌரம் மற்௥ம் சௌரம்   ax plus by plus c x b y 
சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ ௔ளஸ் 2 ௔ளஸ் 2 ௔ளஸ் சௌரம் , இைத நீங்கள் ேம௩ம்abxy acx bcy c 
எளிைமப்ப௄த்ொ இந்த வூவத்ொல் எ௱தலாம், எனேவ இைத எளிதாக்கலாம் மற்௥ம் அைத b 
சௌரம் சௌரம் மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம் சௌரம் க௯த்தல் 2 ைமனஸ் 2 ஆல்பா ஒ௠ சௌரம் x y abxy 
ஷட்டல் சௌரம் ௔ளஸ் க௯த்தல் இரண்௄ ௕ட்டா ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் ௔ளஸ் b ac x b bcy
௔ளஸ் ஒ௠ சௌரம் சௌரம் ஆல்ஃபா சௌரம் மற்௥ம் ௕ட்டா என எ௱தலாம்.b 
  சௌரம்  க௯த்தல் சௌரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ நீங்கள் இந்த ித்ொரத்ைத e c 
நிைன௳ல் ைவத்ொ௠க்க ேவண்ூய அவ஼ய௘ல்ைல, பரவைளயத்ொன் வைரயைற என்ன 
என்பைத நீங்கள் நிைன௳ல் ைவத்ௌக் ெகாள்ள ேவண்௄ம், எனேவ உங்க௬க்ஶ ைடரக்ட்ரிக்ஸ் 
எனப்ப௄ம் ஏேத௑ம் ஒ௠ ேகாட்ூன் சமன்பா௄ ெகா௄க்கப்படட்ால், நீங்கள் கவனம் 
ெச௩த்ொனால், நீங்கள் பயன்ப௄த்த௵ம்  ஃேபாகஸஓக்கான ௖ள்ளி௜ன் ்ரம் ேகாடூ்ற்ஶ 
ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் ்ரத்ொற்ஶ சமம் , ௔ன்னர ்நீங்கள் பரவைளயத்ொன் சமன்பாடை்டப் 
ெப௥௴ரக்ள், எனேவ அ௄த்த வஶப்௔ல் நாங்கள் இங்ேக நி௥த்ௌேவாம் நீள்வட்டத்ைதப் பற்௣ 
அ௣ந்ௌெகாள்ேவாம் நன்௣ Pru
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