
 എبാവർുׯം ഹേലാ , ഇത് േകാണിക് വിഭാഗ׹െളുׯറിتു׺ ആദّ ْപഭാഷണമാണ്, അതിനാൽ ഈ 
അധّായ؋ിൽ േകാണിക് വിഭാഗ׹ൾ പരവലയ ദീർഘവൃ׹؋െളുׯറിു׺ം 
ൈഹؚർേബാളെയുׯറിു׺ം പഠിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ആരംഭിׯാം ൈഹؚർേബാളയിെല പരവലയ 
ദീർഘവൃ؋െ؋യും നി׹ൾ െചؗുإ ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ ഒരു 
ْപേതّക േകസിെനയും കുറി്׺ ചർ׺ െചإാം.  ഇതിെനുׯറി്׺ ഇതിനകം പഠി׺ി؂ു؇്, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ആദّെ؋ സർׯിളിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯാം ഒരു വൃ؋ം എؓാെണ്ؗ ഞാൻ ഓർׯെ؂, 
അതിനാൽ ഒരു തല؋ിെല ഒരു നിحിത ബിؕുവിൽ നി്ؗ തുലّ അകല؋ിലുت ഒരു സമതല؋ിെല 
ഒരു കൂ؂മാണ് സർׯിൾ, അതിനാൽ ഒരു നിحിത േപായിന്റ ്ഉ؇്, നമു്ׯ സി എ്ؗ വിളിׯാം.  തലം , 
തുടർ്ؗ ഒരു വൃ؋ം നിർ؉യിׯാൻ ഈ നിحിത ബിؕുവിൽ നി്ؗ ഒരു നിحിത അകല؋ിലുت എبാ
ബിؕുׯളും നമു്ׯ ആവശّമാണ്, അതിനാൽ ഈ നിحിത ബിؕുവിൽ നി്ؗ അകെലയുت എبാ r 
ബിؕുׯളുെടയും െസ്ئ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ നിحിത ദൂരം ആെണ്ؗ പറയാം. ഈ തല؋ിൽ r c 
നമു്ׯ ഒരു വൃ؋ം എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗു , ഈ നിحിത ബിؕുവിെന വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕം എؗും 
േകْؕ؋ിൽ നി്ؗ വൃ؋؋ിലുت േപായിന്റുകളുെട നിحിത ദൂരെ؋  വിളിുؗുׯ  സർׯിളിന്െറ 
ആരം, അതിനാൽ േകْؕവും ആരവും നൽകിയിരിؗുׯ ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം എ׹െന 
കെ؇؋ാെമؗും നി׹ൾ കാണും , അതിനാൽ ഞാൻ ചുരുׯമായി ഓർׯെ؂, അതിനാൽ േകْؕം c 
ഒരു ബിؕുവിൽ േകാമ ആെണؗും ആരം ഇേؚാൾ ആെണؗും കരുതുക. െപാതുവായ േപായിന്റ് h k r 

അതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ േകാമ ആണ്, തുടർ്ؗ േകْؕം ആകെ؂, അതിന്െറ p x y c 
േകാർഡിേനുئകൾ േകാമ ആരം എؗിവ ഈ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം കെ؇؋ാൻ h k , vr 
ഞ׹ൾ നിർവചനം ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ ദൂരം പിസി ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം.  ന് pc r 
തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ ദൂര സൂْതവാകّം അനുസരി്׺ നമു്ׯ േപായിന്റ് എؗിവ തأിലുت ദൂരം p, c x 
ൈമനസ് സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂് ആണ്, ഇത് ന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ h y k r x 
ൈമനസ് സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് ചതുരം ന് തുലّമാണ്  ചതുരം ഇത് വൃ؋؋ിന്െറ h y k r 
സമവാകّം നൽകുؗു, അതിനാൽ േകാമ മുകളിലുت സമവാകّെ؋ x y 
തൃلിٝെؚടുു؋കയാെണ׸ിൽ വൃ؋؋ിെല ഏത് േപായിന്റും ഈ സമവാകّെ؋ വിപരീതമായി 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋ , തുടർ്ؗ േകാമ യും േകْؕം േകാമ യും തأിലുت ദൂരം ചതുരം ആണ്  x y h k r oot

ൈമനസ് സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് ചതുരം, ഈ സമവാകّം വഴി ചതുര؋ിന്െറ of x h y k r 
വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, അതായത് ഈ സമവാകّം അതിനാൽ മുകളിലുت സമവാകّം ഈ r 
സമവാകّം നْײതെ؋ വിളിׯാം , ഈ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം ൽ േകْؕമുت ഈ h-
വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّമാണ്  േകാമ െകയും ആരവും ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ മെئാരു r 
വْകെുׯ؋റി്׺ ചർ׺ െചإാം, അതിനാൽ പരാേബാള എ്ؗ വിളിؗുׯതിെനുׯറി്׺ ചർ׺ െചإാം, 
അതിനാൽ ഒരു പരവലയമാണ് നിർവചനം ഒരു നിحിത േരഖയിൽ നി്ؗ തുലّ ദൂര؋ിലുت ഒരു 
തല؋ിെല എبാ േപായിന്റുകളുെടയും ഗണമാണ് ഈ േരഖെയ നമു്ׯ വിളിׯാം.  ഒؚം ഒരു നിحിത l 
േപായിന്റും , ഈ േപായിന്റ് വിമാന؋ിെല ൈലനിൽ അب എؗ വരിയിൽ കിടׯരുെത്ؗ ഞ׹ൾ l 
ആവശّെؚടുؗു , അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് ജّാമിതീയമായി വിവരിׯാം, അതിനാൽ എനി്ׯ ഒരു 
േരഖയു؇്, ഒരു നിحിത േപായിന്റ ്ഉെ؇ؗും നമു്ׯ ആ േപായിന്റിെന f 
അ׹െന വിളിׯാം.  ഈ േപായിന്റ് ഉം േരഖയും ര؇ും ഈ െ؛യിൻ െ؛യിനിൽ കിടുؗുׯ, ഈ f xy 
െ؛യിനിെല എبാ േപായിന്റുകളും ഞ׹ൾ തിരയുؗു, അതായത് ഈ വരിയിൽ നിؗുت 
േപായിന്റിന്െറ ദൂരം ഈ വരിയിേലتുׯ േപായിന്റിന്െറ ലംബമായ ദൂരം ദൂര؋ിന് തുലّമാണ്  p 
എؗ ബിؕുവിൽ നി്ؗ ഈ ബിؕുവിേല്ׯ എؗതിനാൽ നأൾ ഇത് വര׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ഒരു f 
േപായിന്റ് വّװമായി കാണാനാകും, ഞാൻ ഈ ലംബ േരഖ ഇവിെട വര׺ാൽ, ഞാൻ ഇവിെട മധّബിؕു 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , ഈ േപായിന്റിന്െറ ദൂരം ഇതിന്െറ ദൂര؋ിന് തുലّമാണ്. നി׹ൾ ഈ വْകം 
വര׺ാൽ ഈ ബിؕുവിേല്ׯ േപായിന്റ് ചൂ؇ിׯാണി׺ാൽ, നി׹ൾ്ׯ ഇതുേപാെലയുت ഒരു ചിْതം 
ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഞാൻ ഈ വളവിെല ഏെത׸ിലും െപാതു േപായിന്റ് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , ഈ p 
േപായിന്റ് യുെട േരഖയിേലتുׯ ദൂരം തുലّമാണ് മുതൽ വെര ഈ ദൂരം ആെണ׸ിൽ, ഇതും p p f d d
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതിെന തൃلിٝെؚടുؗു؋ എبാ േപായിന്റുകളും ഞ׹ൾ േനാുؗുׯ , ഇത് 
എനി്ׯ പരാേബാള എ്ؗ വിളിؗുׯ ഒരു വْകം നൽകും, അതിനാൽ ഈ വരി േരഖെയ ഡയറക് ْടി٧്ع l 
എ്ؗ വിളിുؗുׯ പരവലയെ؋യും എഫ ്േപായിന്റിെനയും പരവലയ؋ിന്െറ േഫാׯസ് എ്ؗ 
വിളിുؗുׯ, നമു്ׯ ഡയറക് ْടിക് സ് ഉ؇് , േഫാׯസിലൂെടയും  ഡയറക് ْടിക് സിന് ലംബമായി 
കടؗുേപാകുؗ ൈലനിെനയും പരവലയ؋ിന്െറ അു׺ത؇് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ ഈ 
േരഖ വീ؇ും വര׺ാൽ എനി്ׯ ഈ പരവലയമു؇്. െഹ  ഈ േഫാׯസ്, ഇത് േരഖയാണ്, അതിനാൽ 
ഡയറക് ْടിക് സിന് ലംബമായ േരഖയാണ് അײം , ഇത് ഈ േഫാׯസിലൂെട കടؗുേപാകുؗു, അതിനാൽ 
ഇതിെന പരവലയ؋ിന്െറ അു׺ത؇് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഈ അײം പരവലയെ؋ ഒരു 
ഘ؋؂ിൽ വിഭജിുׯം, ഇതിെന ശീർഷകം എ്ؗ വിളിുؗുׯ. പരവലയമായതിനാൽ പരവലയവുമായി 
അു׺ത؇ിന്െറ വിഭജന േപായിന്റിെന പരവലയ؋ിന്െറ ശീർഷകം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ 
നമു്ׯ അײമു؇് ഇത് േഫാׯസ് ഈ ശീർഷെ؋ ഈ േരഖെയ ഡയറക് ْടി٧്ع എؗും ഈ േരഖ v 
ഡയറക് ْടിക് സിന് ലംബമായി കടؗുേപാകുؗുെവؗും വിളിുؗുׯ.  േഫാׯസിെന പരവലയ؋ിന്െറ 
അു׺ത؇് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ പരവലയ؋ിന്െറ സമവാകّം കെ؇؋ാൻ 
ْശമിׯാം, അതിനാൽ ഞാൻ ആദّം പരവലയ؋ിന്െറ ചില زാൻേഡർഡ് സമവാകّ׹ൾ ചർ׺െചإെ؂, 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ പരവലയെുׯ؋റി്׺ ചർ׺ െചുإം, അതിനാൽ നأൾ പരവലയ؋ിന്െറ 
ശീർഷകെുׯ؋റി്׺ ചർ׺ െചുإം. ഉ؍വവും ഡയറക് ْടിക് സും ഒരു അു׺ത؇ിന് സമാؓരമാണ് 
േകാർഡിേന്ئ അു׺ത؇ിൽ ഒ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം, അതിനാൽ ഞാൻ അײം വരയ്ׯെ؂ ഇത് xy x 
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അײം അײമാണ് നമു്ׯ േവ؇ത് അതാണ് അവൻ ശീർഷകം ഉ؍വرാന്؋ ആയിരിׯണം, y t  
അതിനാൽ ഇത് എന്െറ ഉ؍വം ആണ് , ഡയക് ْടിക് സ് അ؋ײിന് സമാؓരമാെണ്ؗ കരുതുക, o y 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ഡയറക് ْടി٧്ع ൈലൻ ആയി എടുׯാം, തുടർ്ؗ േഫാׯസ് എവിെടയാണ്, l 
അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ അ؋ײിൽ േഫാׯസ് െചുإം. ഈ േഫാׯസിന്െറ േകാർഡിേന്ئ x 
േകാമ 0 ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, ഈ ദൂരം േഫാׯസ് െചؗുإതിന് പരവലയ؋ിലുت ഈ 
േപായിന്റ് ശീർഷ؋ിന്െറ ദൂരം നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ ഈ േരഖയുെട സമവാകّം ഈ ദൂരം l 
ഒരു ഈ ദൂരം ആണ് അതിനാൽ ശീർഷ؋ിന്െറ ദൂരം വരിയിേല്ׯ ഇതും യ്്ׯ തുലّമായിരിׯണം , a 
അതിനാൽ ഈ വരിയുെട സമവാകّം ൈമനസ് യ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് എന്െറ a 
േഫാׯസ് േകാമ  ഡയറക് ْടി٧്ع എؗത് ൈമനസ് യ് ്ׯ തുലّമായ േരഖയാണ് , ഈ േകസിൽ fa 0 a 
ശീർഷം ഉ؍വം 0 0 ഇേؚാൾ നി׹ൾ വളവുകൾ വരയ്ുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ ഏത് േപായിന്റും xy 
ആരുെട ദൂരവും േവണം, അതിനാൽ ഇത് െപാതുവായ േപായിന്റ ് േകാമ ആെണ׸ിൽ px 
േഫാׯസിേലتുׯ ഈ േപായിന്റിന്െറ ദൂരം ഈ വരിയിൽ നിؗുت േപായിന്റിന്െറ ദൂര؋ിന് 
തുലّമായിരിׯണം അതിനാൽ അനുവദിുׯക  ഇത് േപായിന്റ് എം ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, l 
അതിനാൽ എ്ؗ അനുവദിുׯക  പരാേബാളയിെല ഏെത׸ിലും ബിؕുവാെണ׸ിൽ  , px com ma y 
േഫാׯസ് ൽ നിؗുت യുെട ദൂരം േകാമ  ആണ് , അത് ഡയറക് ْടി٧عിൽ നിؗുت യുെട f- p 0 p 
ലംബമായ ദൂര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിന്െറ സമവാകّം ആണ് ൈമനസ് യ്്ׯ തുലّമാണ് , അത് x a 
നأൾ ചിْത؋ിൽ കാണി׺ിരിുؗുׯ  ഉ؇് ന് തുലّമാണ് ഈ ചിْതം ഞാൻ വീ؇ും വരയ്ׯെ؂ pm pf 
ഇതാണ് ഡയറക് ْടി٧്ع ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് , േഫാׯസ് േകാമ പൂജّ؋ിലാണ് ഇേؚാൾ ഏത് x a 
േപായിന്റും ഇേؚാൾ ലംബമായ ദൂരം എؓാണ് ഇത് ഈ േപായിന്റിന്െറ ദൂരമبാെത മെئാؗുമب p pm x 
േകാമ എؗ വരിയിൽ നി്ؗ ൈമനസ് യ്്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് ന് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ y x a x 
കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഇത് േമാഡുലസിെല ؛സ് യ്്ׯ x x a 
തുലّമായിരിുׯം, ദൂരം േപായിന്റിന്െറ ദൂര؋ിന് തുലّമാണ് േകാമ മുതൽ േകാമ 0 pf x y 
വെരയുتത് ൈമനസ് ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ x y x 
ൈമനസ് ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലമാണ് ലഭിؗുׯത്, ന്െറ ന്െറ വർ״വും y x mod y
ചതുരവും തുലّമാണ്, നമു്ׯ ൈമനസ് ഒരു ചതുരവും ചതുരവും ലഭിുׯം  നും ചതുര؋ിനും x y x x 
തുലّമായ ഒരു ചതുരം ചതുരْശ മീئർ  ര؇് േകാടാലിയും ഒരു ചതുരവും ചതുരവും x inus y x 
ചതുരവും ര؇് േകാടാലിയും ഒരു ചതുരവും, അതിനാൽ ചതുരവും ഒരു ചതുരവും റؐാؗുׯതായി x 
നമു്ׯ കാണാം , തുടർ്ؗ നമു്ׯ സമവാകّം ലഭിുׯം ചതുരം നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് നാല് y 
േകാടാലി്ׯ തുലّമായ ചതുരെ؋ സൂചിؚിുؗുׯ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ എؗത് ഒരു േപാസിئീവ് y a 
യഥാർ، സംഖّയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് േപാസിئീവ് അ؋ײിൽ ْശؑx 
േകْؕീകരിുׯകയും ശീർഷകം ഉ؍വرാന്؋ ആയിരിുׯകയും െചؗുإ പരാേബാളയുെട 
സമവാകّമാണിത്, അതിനാൽ ഇത് നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമായ സമവാകّമാണ് അതിനാൽ ഇവിെട y 
ശീർഷം ഉ؍വ؋ിലും േഫാׯസ് േപാസിئീവ് അു׺ത؇ിലും رിതിെചുؗുإ, അതിനാൽ ഇത് x 
പരവലയ؋ിന്െറ زാൻേഡർഡ് രൂപ׹ളിെലാؗാണ്, ഇത് വലതുവശേׯ്؋ തുറؗുׯ ഒരു 
പരവലയമാണ് , ഈ പരവലയ؋ിൽ നأൾ എؓാണ് കാണുؗത്, ഇത്  അ؋ײിന്െറയും x x 
അ؋ײിന്െറയും സമമിതിയാണ്  യഥാർ،؋ിൽ ഇത് പരാേബാളയുെട അു׺ത؇ാണ് അു׺ത؇് x 
പരവലയ؋ിന്െറ അു׺ത؇ാണ്, അതിനാൽ ഇത് സമമിതിയാണ് അർ،മാؗുׯത് എനി്ׯ 
പരാേബാളയിൽ ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ് േകാമ ഉെ؇׸ിൽ നമു്ׯ േകാമ ൈമനസ് എؗ x y x y 
േപായിന്റും ഉ؇്  ലും കിടുؗുׯ  പരവലയ؋ിൽ നി്ؗ ഇത് എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയും, കാരണം x
േകാമ ഈ സമവാകّ؋ിൽ കിടുؗുׯെ؇׸ിൽ നമു്4 ׯ േകാടാലി്ׯ തുലّമായ ചതുരം y y 
ഉ؇ായിരിുׯം , തുടർ്ؗ ഞാൻ േകാമ ഇ؂ാൽ ൈമനസ് ൈമനസ് ചതുരം ചതുര؋ിന് x y y y 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഞ׹െള തൃلിٝെؚടുുؗു؋  പരാേബാളയുെട ചില രൂപ׹ൾ കൂടി കാണും , 
അതിനാൽ നമു്ׯ വീ؇ും ഉ؇ാേയׯാം, അതിനാൽ നأൾ വീ؇ും ഉ؍വرാന്؋ ശീർഷം 
എടുുؗുׯ , എന്െറ േഫാׯസ് െനഗئീവ് അ؋ײിൽ ആെണ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ ൈമനസ് x f 
േകാമ 0 ആണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ ഇേؚാൾ പരവലയ؋ിന്െറ ശീർഷകം പരിഗണിുؗുׯ. 
ഉ؍വرാന؋ാണ് , േഫാׯസ് െനഗئീവ് അു׺ത؇ിൽ കിടുؗുׯ, പറയുക ന് േകാർഡിേന്ئ x f 
ൈമനസ് േകാമ  ഉ؇്, അവിെട േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഡയറക് ْടി0 ٧്ع a 
എؓായിരിുׯം, അതിനാൽ േഫാׯസിൽ നി്ؗ ശീർഷക؋ിന്െറ ദൂരം ക؇ാൽ ഇത് തുലّമാണ് 
ഇവിെട േമാഡ് എؗത് ദൂരമാണ്, അതിനാൽ ഡയറക് ْടിക് സ് ഈ അ؋ײിന് ലംബമായിരിുׯം, a 
അതിനാൽ ശീർഷെ؋ േഫാׯസിേല്ׯ ബؖിؚിؗുׯ േരഖയാണ് ഡയറക് ْടിക് സ്, അതിനാൽ 
ഡയറക് ْടിക് സ് رിരതയ്്ׯ തുലّമായ വരി ആയിരിുׯം , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഇത് നും ഈ x a 
ദൂര؋ിനും തുലّമായ േരഖയാണ്.  ഞ׹ൾ എടുുؗുׯ  േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ ഈ ദൂരവും ഒരു ga 
ആണ് , അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ പരവലയം ഈ ശീർഷം വഴി ചുവ്ؚ നിറ؋ിൽ വരയ്ׯെ؂ , o 
ഇത് ഇടതുവശേׯ്؋ തുറുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതുേപാെല ഒരു ْഗാഫ് ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഞാൻ 
ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ്എടു؋ാൽ എെؓ׸ിലും ആകെ؂ പരാേബാളയിെല േപായിന്റ്, ഞാൻ pxy 
ഇവിെട ഈ വരിയിേല്ׯ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ ഈ േപായിന്റിന്െറ ദൂരം ഉ؇്, ഇതാണ് p px 
േകാമ അതിനാൽ ഇത് ആണ് അതിനാൽ ദൂരം എؗത് ന് തുലّമാണ് , അതായത് y, x a, y, pm pf- x 
ൈമനസ് എ േമാഡ് ഇത് യിേലتുׯ ദൂര؋ിന് തുലّമാണ്, ؛സ് ഒരു ചതുരവും സ് കٔയർ റൂ؂ും p x y 
വീ؇ും സ് കٔയർ െചؗുإതിലൂെട നമു്ׯ ൈമനസ് സ് കٔയർ തുലّമായ ؛സ് ഒരു സ് കٔയർ ؛സ് x x y 
സ് കٔയർ ലഭിുׯം , ഇത് സ് കٔയർ തുലّമായി നൽകും. ൈമനസ് േഫാർ േകാടാലി േപാസിئീവ് y x 
അ؋ײിൽ േഫാׯസ് െചയ് തത് മുآേ؋തിൽ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും ന് തുലّമായ 4 ax a y 
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ചതുരം േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഒരിׯലും െനഗئീവ് ആകാൻ കഴിയിب, a 
കാരണം നമു്4 ׯ ന് തുലّമായ ചതുരം ഉتതിനാൽ െകാ؇് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, ax x 4 a y 
അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ എبായ്േؚാഴും െനഗئീവ് അب ഈ സാഹചരّ؋ിൽ, നമു്ׯ x 
ൈമനസ് 4 േകാടാലി്ׯ തുലّമായ ചതുരം ഉ؇്, കാരണം േപാസിئീവ് ഈ േകസിൽ ഒരിׯലും y a x 
േപാസിئീവ് ആയിരിׯിب, അതിനാൽ ഇത് പൂർ؉മായും ഇടത് പകുതി തല؋ിലും ഇത് വലത് പകുതി 
തല؋ിലും കിടുؗുׯ, അതിനാൽ ഇതാണ് ഇതിന്െറ സമവാകّം പരവലയ؋ിൽ േഫാׯസ് െനഗئീവ് 

അ؋ײിലും ശീർഷം ഉ؍വ؋ിലും ആയിരിുׯേآാൾ അതുേപാെല തെؗ അ؋ײിൽ x y 
കിടׯാൻ നമു്ׯ േഫാׯസ് ഉ؇ായിരിׯാം, അതിനാൽ അ؋ײിലും ശീർഷ؋ിലും ْശؑ y 
േകْؕീകരിുׯക, അതിനാൽ േപാസിئീവ് അ؋ײിലാെണ്ؗ കരുതുക, ײമിׯണം പൂജّം  േകാമf y 
എയും ശീർഷവും ഉ؍വرാന؋ാണ്, അേؚാൾ ഈ ശീർഷ؋ിന്െറ േഫാׯസിേലتുׯ ദൂരം നأൾ 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ഡയറക് ْടിക് സ് എؓാണ് , ഇത് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഏെത׸ിലും a 
േപായിന്റ് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ഡയറക് ْടി٧്ع ഇേؚാൾ ൈമനസ് യ് ്ׯ തുലّമായ വരി a y 
ആയിരിുׯം അതിനാൽ ഈ പരാേബാള വാുׯകൾ തുറؗുׯ ഇതുേപാെല കാണെؚടും, അതിനാൽ 
പരവലയ؋ിെല േപായിന്റ് ഈ വരിയിേലتുׯ യുെട ദൂര؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ pxy pxy p 
തൃلിٝെؚടു؋ണം, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ എؗത് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലവും pf x y 
ൈമനസ് ഒരു ചതുരവും ആണ് കൂടാെത ഈ േപായിന്റ് ആണ് േകാമ ൈമനസ് എ ആയതിനാൽ pm m x  
ദൂരം ؛സ് എ ഇൻ േമാഡ് ആണ്, അതിനാൽ എؗത് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؗത് y pf pm pf x 
സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് എؗത് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരം ന് തുലّമായ ഒരു ചതുരം കൂടാെത ഒരു y y 
ചതുരം ന് തുലّമായ ചതുരം ൈമനസ് ൈമനസ് ഒരു ചതുരം നൽകുؗു അതായത് ചതുരം നാല് y x y x 

ആണ് , േഫാׯസ് േകാമ ൈമനസ് എയിൽ ആെണ׸ിൽ , പരാേബാളയുെട സമവാകّം ൈമനസ് ay f 0 
േഫാർ ന് തുലّമാണ് ചതുരം, അതിനാൽ ഇവ നാല് زാൻേഡർഡ് േഫാമുകളാണ്, ഇത് ചതുരം നാല്ay x y 
േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ്, അേؚാൾ നമു്ׯ ഉ؇്  ൈമനസ് േഫാർ േകാടാലി്ׯ തുലّമായ ചതുരം ഇത് y x 
ചതുരം നാല് ന് തുലّമാണ് , മെئാ്ؗ ײമിׯണം ഈ ْഗാഫ് ശീർഷ؋ിലൂെട കടؗുേപാകണം ay o 
അതിനാൽ ഇതാണ് പരവലയ ചതുരം നാല് ന് തുലّമാണ് , എന്െറ ْശؑ െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ  x ay x 
അു׺ത؇് അേؚാൾ നമു്ׯ പരവലയം താേഴാ؂് അഭിമുഖീകരിുؗുׯ, ഈ സമവാകّം ൈമനസ് േഫാർ 

ന് തുലّമാണ് ചതുരം അതിനാൽ തുടർؗുت ْപഭാഷണ׹ളിൽ ശീർഷകം ഉ؍വرാന്؋ ay x 
ആവശّമിبാ؋ പരാേബാളയുെട െപാതുവായ രൂപെുׯ؋റിു׺ം ഞ׹ൾ ചർ׺ െചുإം. ഏെത׸ിലും 
േകാർഡിേന്ئ അു׺ത؇് എؗാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ പരാേബാളയുെട ലാئിസ് െറക്ئം എ്ؗ വിളിؗുׯ 
മെئാരു പദം ചർ׺ െചإാം , അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ പരവലയം എടുׯാം ഇത് എന്െറ പരവലയ ചതുരം x 

ചതുരം നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ് , ഇവിെട ْശؑ േകْؕീകരിؗുׯത് ഒരു േകാമ പൂജّം േപായിന്റ് y 
െചുإക , ശീർഷകം ഇേؚാൾ ഉ؍വرാന؋ാണ് ഏئവും പുതിയ മലാശയം പരവലയ؋ിന്െറ 
അു׺ത؇ിന് ലംബമായ ൈലൻ െസഗ് െമന്റാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് ഇവിെട പരവലയ؋ിന്െറ അײം ,
അത് േഫാׯസിലൂെട കടؗുേപാകുؗു, അതിനാൽ ഈ ൈലൻ െസഗ് െമന്റ ്ഇവിെട എെؗ 
അനുവദിുׯം  ഇതിെന എ്ؗ വിളിുׯക  , േഫാׯസ് ലൂെട കടؗുേപാകുؗതും പരാേബാളയുെട ab f 
അു׺ത؇ിന് ലംബമായി പരവലയ؋ിൽ അവസാന േപായിന്റുകളുتതുമായ എؗ േരഖാ ab 
വിഭാഗമാണ് ലാئിസ് മലാശയം, അതിനാൽ ചിْത؋ിൽ എؗത് പരാേബാള ചതുര؋ിന്െറ ഏئവുംab y 
പുതിയ മലാശയം നാലിന് തുലّമാണ്  േകാടാലി , ഈ പിؗീടുت ഭാഗ؋ിന്െറ ൈദർഘّം കെ؇؋ാൻ 
ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ , അതിനാൽ ഇതിന്െറ നീളം എؓാണ്, അതിനാൽ ഈ ചിْത؋ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ
കാണാൻ കഴിയുؗത് ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ എെؓാെׯയാണ് എؗിവയുെട a, b 
േകാർഡിേനുئകൾ എؓാെണ്ؗ നമു്ׯ േഫാׯസ് ഉ؇് ഒരു േകാമ പൂജّം ഓർഡിേന്ئ െചുؗുإ, co  
അതിനാൽ ഈ ൈലൻ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ എെؓാെׯയാണ്, a 
അതിനാൽ ഇത് ഒരു േകാമ ൈമനസ് ആെണؗും ഇത് ഒരു േകാമ ആെണؗും പറയാം y y x 
േകാർഡിേന്ئ േകാർഡിേന്ئ ആണ് ഞ׹ൾ ഇവിെട എടുؗുׯത്. ഇത് ൈമനസ് ആയിരിുׯം, a, y y y 
കാരണം നമു്ׯ പരാേബാളയുെട സമവാകّം നാല് േകാടാലി്ׯ തുലّമായ ചതുരം  ആണ്  ഇത് ഒരു y 
േകാമയാണ് ര؇് ഇതാണ് േഫാׯസ് ഒരു േകാമ പൂജّം അതിനാൽ ഏئവും പുതിയ മലാശയം നീളം a l 
നാലിന് തുലّമാണ് ഈ നീളം ര؇് ആണ്, ഇതും ര؇് ആണ് അതിനാൽ നാല് എؗത് പിؗീടുت a a a a 
ഭാഗ؋ിന്െറ ൈദർഘّം എെؗ അനുവദിൂׯ ഒരു ْപٍ٠ം ചർ׺ െചുإക, അ؋ײിന്െറ സമമിതിയായy 
പരാേബാളയുെട സമവാകّം കെ؇ു؋ക, ര؇് േകാമ ൈമനസ് മൂ്ؗ േപായിന്റിലൂെട കടؗുേപാകുؗു, 
അതിനാൽ ഇത് എ׹െനയായിരിുׯെമ്ؗ േനാׯാം , എനി്ׯ അײവും അײവും ഉെ؇׸ിൽ x y 
നി׹ൾ്ׯ എؓാണ് നൽകിയിരിؗുׯത്  പരവലയം അ؋ײിന് സമമിതിയായതിനാൽ y i  t 
എؗത് അു׺ത؇ിന്െറ സമമിതിയാണ്, അതായത് ഇത് അു׺ത؇ിന്െറ അു׺ത؇ാണ്, ഇത് y y 
പരവലയ؋ിന്െറ അײമാണ്, കാരണം അײം പരവലയ؋ിന്െറ അײമാണ്  .  ശീർഷം y 
ഉ؍വرാന؋ാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ശീർഷകം ഇവിെടയു؇്, ഇതാണ് അു׺ത؇് അതിനാൽ ഇത് 
ഒؗുകിൽ മുകളിേല്ׯ അഭിമുഖീകരിുׯം അെ׸بിൽ ഇത് ഇതുേപാെല ആയിരിുׯം , അതിനാൽ ഇത് 
ഏതാെണ്ؗ ഞ׹ൾ നിർ؉യിׯണം, പേײ നമുׯറിയാവുؗതും അതാണ്  പരാേബാള േപായിന്റ ്
ര؇് േകാമ ൈമനസ് ْതീയിലൂെട കടؗുേപാകുേآാൾ ര؇് േകാമ ൈമനസ് മൂ്ؗ ഈ േപായിന്റ ്
നാലാമെ؋ കٔാഡ് റന്റിലാണ്, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് ര؇് േകാമ ൈമനസ് മൂ്ؗ ഇവിെട 
എവിെടേയാ കിടുؗുׯ ര؇് േകാമ ൈമനസ് മൂ്ؗ അതിനാൽ മുകളിേല്ׯ അഭിമുഖീകരിؗുׯ 
പരവലയമب നأൾ അേനٔഷിؗുׯത്  താേഴാ؂് അഭിമുഖീകരിؗുׯ ഈ പരവലയ؋ിനായി തിരയുؗു,
അതിനാൽ ര؇് േകാമ ൈമനസ് ْതീയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഈ പരാേബാളയുെട സമവാകّം നമു്ׯ 
കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ഈ പരാേബാളയുെട െപാതുവായ സമവാകّം ചതുര؋ിന് തുലّമായ x 
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ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം.  ഓ ൈമനസ് േഫാർ അയ് ശരി, ഇത് എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ അറിയിب, t 
അതിനാൽ ഇത് എ കെ؇؋ണം, അതിനാൽ സമവാകّം ചതുരം ൈമനസ് േഫാർ എയ് ന് തുലّമാണ്, x 
തുടർ്ؗ ര؇് േകാമ ൈമനസ് മൂ്ؗ പരാേബാളയിൽ ഇ؂ാൽ നമു്ׯ ൈമനസിന് തുലّമായ 2 സ്കٔയർ ഉ؇്

തവണ ൈമനസ് 3 ആണ് , ഇത് എؗത് ഒؗിന് മൂؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആവശّമായ 4 a a 
പരാേബാളയുെട സമവാകّം ചതുരം ൈമനസ് 4 തവണ ന് തുലّമാണ് 1 അതായത് ചതുരം x a by 3 y x 
ൈമനസ് നാലിൽ മൂ്ؗ ആണ് ഈ പരവലയം തൃلിٝെؚടുുؗു؋ അു׺ത؇ിന്െറ സമമിതിയും അത് y y 
ര؇് േകാമ ൈമനസ് ْതീ എؗ േപായിന്റിലൂെട കടؗുേപാകുؗു എؗ നൽകിയിരിؗുׯ വّവرകൾ ,
ശീർഷകം ഉ؍വ؋ിലبാ؋േؚാൾ അെ׸بിൽ ഡയറക് ْടിക് സ് സമാؓരമبാ؋േؚാൾ 
പരാേബാളയുെട സമവാകّം കെ؇ؗു؋തിെനുׯറി്׺ നി׹ൾ്ׯ കുറ്׺ ആശയം നൽകാം. അു׺ത؇്
ഏേകാപിؚിുׯക, അതിനാൽ െപാതുെവ േഫാׯസും ഡയറക് ْടിക് സും നൽകിയാൽ ഞ׹ൾ അത് 
എ׹െന െചുإം , അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ൈലൻ ഉെ؇്ؗ പറയാം ഡയറക് ْടിക് സ് ആണ്, േഫാׯസ് l 
ചില സമയ׹ളിൽ എഫ ്ചില ആൽഫ േകാമ ബീئയാണ്, പിെؗ നമു്ׯ എ׹െന പരവലയം ലഭിുׯം, 
അതിനാൽ ഇത് ൈലൻ നമു്ׯ ഇത് പറയെ؂, ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ േകാടാലി കൂ؂ുക, എؗ l c 
സമവാകّം പറയെ؂ , അതിനാൽ േഫാׯസ് എഫ് ആൽഫ ബീئയും ഡയറക് ْടി٧്ع ബാക് സിന്െറ 
സമവാകّവും പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ؛സ് സിയും ആകെ؂ ഇതാണ് ഏെതാരു േനർേരഖയുെടയും 
െപാതുരൂപം.  ഈ ന് ലംബമായി േഫാׯസിലൂെട കടؗുേപാകുؗ േരഖാ വിഭാഗ؋ിൽ ശീർഷം l-
മധّബിؕുവായിരിുׯെമ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു, അു׺ത؇് ഇതാണ് പരവലയ؋ിന്െറ അു׺ത؇ും 
ശീർഷം ഇതാണ് ഈ േപായിന്റും എ്ؗ പറയുക, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ v 
പരാേബാള ഈ അײെുׯ؋റി്׺ സമമിതിയുتതായിരിുׯം, അതിനാൽ സമവാകّം എ׹െന 
കെ؇؋ാം എ്ؗ ഇേؚാൾ ഇതുേപാെല കാണെؚടും, അതിനാൽ നأൾ ഏെത׸ിലും െപാതു േപായിന്റ് 

എടുുׯകയാെണ׸ിൽ പരവലയ؋ിെല ഒരു അനിയْؓിതമായ േപായിന്റായിരിׯെ؂, pxy pxy 
അേؚാൾ നമു്ׯ ദൂരം ലംബമായ ദൂര؋ിന് തുലّമായിരിׯണം അതിനാൽ അേؚാൾ എؗത് pf pf pf 

ൈമനസ് ആൽഫ സ് കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് ബീئ സ് കٔയർ റൂ؂് ആെണؗും എؗത് എؗ x y pm pxy 
േരഖാ േകാടാലിയിൽ നി്ؗ എؗ േപായിന്റിന്െറ ലംബമായ ദൂരമാണ് കൂടാെത ؛സ് െകാ؇് pxy c 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായത് നി׹ൾ വീ؇ും ക؇ിരിׯണം ഈ സൂْതവാകّം നമു്ׯ പിഎം തുലّമായ 
േകാടാലി ؛സ് െകാ؇് യുെട സൂآർ؉ മൂലّം ലഭിുׯം , അതിനാൽ നമു്ׯ തുലّമാണ് ന് c pf pm 
തുലّമാണ് എؗത് ൈമനസ് ആൽഫ സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് ബീئ സ്കٔയർ എ്ؗ pf x y 
എഴുതുؗതിന് തുലّമാണ്.  ഇരുവശവും ഇത് േകാടാലി ؛സ് ൈബ ؛സ് സി സ് കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ ഒരു 
ചതുരവും ബി സ് കٔയറുമായി തുലّമാണ് ഇത് ഒരു സ് കٔയർ ؛സ് ബി സ് കٔയർ തവണ സ് കٔയർ ؛സ് x y
സ് കٔയർ ൈമനസ്  ആൽഫ ൈമനസ്  ബീ؛ ئസ് ആൽഫ സ് കٔയർ ؛സ് ബീئാ സ് കٔയർ 2 x 2 y 
എؗി׹െന എഴുതാം. പൂർ؉ ചതുര؋ിന് തുലّമായതിനാൽ ഇത് ഒരു ചതുരം ax plus by plus c x 
ചതുരവും സ്കٔയർ ചതുരവും ؛സ് ടു ؛സ് 2 ؛സ് 2 ؛സ് ചതുരവും ആണ് , ഇത് b y abxy acx bcy c 
നി׹ൾ്ׯ കൂടുതൽ ലളിതമാׯി ഈ േഫാമിൽ എഴുതാം, 
അ׹െന ഇത് ലളിതമാׯാം കൂടാെത ഇത് സ്കٔയർ സ്കٔയർ ؛സ് ഒരു ചതുരം സ്കٔയർ ൈമനസ്b x y 

ൈമനസ് 2 ആൽഫ ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് ര؇് ബീئ ഒരു സ്കٔയർ 2 abxy b ac x 
 b bcy ئസ് ബീ؛ സ് ബി സ്കٔയർ ൈടംസ് ആൽഫ സ്കٔയർ؛ സ് ഒരു സ്കٔയർ؛ സ്؛ സ് സ്കٔയർ؛
എؗി׹െന എഴുതാം  ചതുരം  ൈമനസ് സ്കٔയർ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ e c 
േഫാർമുല ഓർأിേׯ؇തിب, പരാേബാളയുെട നിർവചനം എؓാെണ്ؗ നി׹ൾ ഓർേׯ؇തു؇്, 
അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഡയറക് ْടിക് സ് ആയ ഏെത׸ിലും വരിയുെട സമവാകّം നൽകുകയും 
നി׹ൾ്ׯ േഫാׯസ് നൽകുകയും െചᅃٝാൽ നി׹ൾ ഉപേയാഗിുׯക േഫാׯസിേലتുׯ 
േപായിന്റിന്െറ ദൂരം, േരഖയിേലتുׯ ലംബമായ ദൂര؋ിന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ നി׹ൾ്ׯ 
പരവലയ؋ിന്െറ സമവാകّം ലഭിുׯം, അതിനാൽ അടുױ ؋ാസിൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട നിർ؋ാം 
ദീർഘവൃ؋െുׯ؋റി്׺ ഞ׹ൾ പഠിുׯം നؕി 
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