
 
கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் வட்டங்கள் பற்௣ய பொன்௛ன்றாவௌ  ௳ரி௵ைரக்ஶ வரேவற்ழேறாம்.
  எங்களிடம் ஒ௠ நிைலயான ௖ள்ளி உள்ளௌ, அதன் ஆயத்ெதாைல௵கள் ஒன்௥ ஒன்௥ x y 
மற்௥ம் இந்த ேநரே்கா௄ உள்ளௌ, அதன் சமன்பா௄ ைமனஸ் ஒன்௥ மடங்ஶ க௯த்தல் y y m x x
ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ இந்த ௖ள்ளி ஒன்௥ ஒன்௥ இந்த ேநரே்காட்ூல் உள்ளௌ.x y 
 எனேவ , இந்த ேநரே்காடை்டத் ெதா௄ம் வட்டங்களின் ஶ௄ம்பத்ொன் சமன்பாடை்ட நாம் 
கண்௄௔ூக்கப் ேபாழேறாம், இந்த ேநரே்காட்ூல் இந்த ேநரே்காடை்டத் ெதா௄ம் 
சமன்பாடை்டக்  கண்௄௔ூக்கப் ேபாழேறாம்.
 அப்பூயானால், இந்த வைக வட்டங்களின் ெபாௌவான சமன்பா௄ என்ன, அௌதான் நாம் இங்ஶ
உைரயாற்ற ௚யற்஼க்ஶம் ேகள்௳, 
எனேவ அத்தைகய வட்டத்ைதத் ெதா௄ம் இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட வட்டத்ைதக் ஷ௥ேவாம்.
 

இல் ேநரே்காடை்டத் ெதா௄வதால், அத்தைகய வட்டத்ொன் ெபாௌச ்சமன்பா௄ x one y one 
ைமனஸ் ைமனஸ் என்௥ ெசால்லலாம், எனேவ நாம் ைமயத்ைத௞ம் இந்த ௖ள்ளி ஒ௠ g f x y 
ஒன்ைற௞ம் இைணத்தால், இந்தக் ேகாணம் 90 ூழரி ஆஶம்.
 இந்த வட்டம் இல் ேநரே்காடை்டத் ெதா௄வதால், இந்த ேநரே்கா௄ உண்ைம௜ல் இந்த x 1 y 1 
௖ள்ளி௜ல் உள்ள வட்டத்ொற்ஶ ஒ௠ ெதா௄ேகா௄ ஆஶம், எனேவ இந்த ேநரே்காட்ூன் சாய்௳ன் 
ெப௠க்கத்ொன் சாய்௵ இௌ ைமயத்ொல் இ௠ந்ௌ ெதா௄ேகாட௄்க்ஶ ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ.
 ேநரக்்ேகாட்ூன் சரி௵ தாேன எனேவ சரி௵ மற்௥ம் இந்த ெசங்ஶத்தாக சாய்௳ன் பலன் m m 
ைமனஸ் ஒன்றாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இந்த ெசங்ஶத்ௌ சாய்ைவ நாம் எப்பூ ெதாடங்கப்
ேபாழேறாம் என்பௌ ெதளிவாக ஒ௠ ைமனஸ் ைமனஸ் ஆஶம், இௌ ஒன் ௔ளஸ் ஆஶம்  y f y f 
ஐ ஒன் ைமனஸ் ைமனஸ் ஆல் வஶத்தால் ஒன் ஷட்டல் என்பௌ ேநரே்காடூ்ன் x g xx g 
சாய்௳ன் மடங்ஶ ைமனஸ் ஒன் ஆக இ௠க்க ேவண்௄ம் , எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ நாம் ெப௥வௌ m 
ெப௠க்கல் ஒன்௥ ஷட்டல் ஷட்டல் ஒன்௥ ஷட்டல் க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ நாம் என்ன y f x g  ze 
ெசய்ய ௚ூ௞ம் என்றால், இந்த தகவைலப் பயன்ப௄த்ொ, அத்தைகய வட்டங்களின் 
ஶ௄ம்பத்ொன் சமன்பாடை்டப் ெபறலாம், 
எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால் , க்ஶ ஒ௠ சமன்பாடை்டப் ெபறலாம், g 
எனேவ நாம் பாரப்்பௌ என்பௌ சமம் ைமனஸ் ஒ௠ ைமனஸ் ௙ ெப௠க்கல் g x y one plus f 
ஆக, நாம் இப்ேபாௌ என்ன ெசய்ேவாம் என்றால், இந்த ெவளிப்பாடை்ட க்ஶ எ௄த்ௌ, அைத g 
இங்ேக 
மாற்௥ேவாம், ௔ன்னர ்நமக்ஶ என்ன ழைடக்ஶம் என்௥ பாரப்்ேபாம்,
 அதனால் நாம் அைதச ்ெசய்௞ம்ேபாௌ நமக்ஶ என்ன ழைடக்ஶம் சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் x y 
ஷட்டல் இரண்௄ மடங்ஶ ெப௠க்கல் எனேவ க்ஶ பொலாக நாம் ெபறப்பட்ட x g g 
ெவளிப்பாடை்டப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், இௌ ஷட்டல் இரண்௄ மடங்ஶ ெப௠க்கல் ஷட்டல் f y c
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம்  ஆனால் ைமயத்ொன் ஆரம் க௯த்தல் க௯த்தல் ஆஶம்.g f 
 இந்த வட்டத்ொன் ஆரம் அல்லௌ சௌர ஆரம் இந்த சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ வ௠ழறௌ, இந்த சௌர 
ஆரம் சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் க௯த்தல் மற்௥ம் ஆ இந்த உ௠வத்ைதப் பாரப்்பதன் ௛லம் g f c 
இந்த சௌர ஆரம் இந்த ௖ள்ளிக்ஶம் ைமயத்ொற்ஶம் இைட௜லான இந்த சௌர சமநிைல ்ரம் 
இௌ ஒன்௥  ௔ளஸ் ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் ஒய் ஒன்  ௔ளஸ் எஃப் ௚௱ சௌரம் எனேவ இௌ௵ம் x g 
இௌ௵ம் ெவளிப்பைடயாக சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ நாம் பாரக்்ழேறாம் c
என்பௌ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் க௯த்தல் ஒன்௥ ஷட்டல் ௚௱ சௌரம் ைமனஸ் ஒன்௥ g f x g y 
ஷட்டல் சௌரம், எனேவ இௌ நமக்ஶக் ழைடக்ஶம் மற்ெறா௠ ெவளிப்பா௄ ஆஶம்.fl 

க்ஶ வட்டத்ொன் ைமயத்ொன் ஆயத்ெதாைல௵கள் மற்௥ம் நிசச்யமாக நிைலயான ௖ள்ளி  c x 
ஒன்௥ ஒன்௥, எனேவ இந்த வலௌ பக்கத்ைத இங்ேக பயன்ப௄த்ௌேவாம், ௔ன்னர ்நமக்ஶ y 
ழைடப்பௌ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ க்ஶ ைமனஸ் ஒன்௥ ைமனஸ் ைம x y x x 
ஒன் ௔ளஸ் எஃப் இரண்௄ ைமன௻ல் இ௠ந்ௌ எம்எக்ஸ் ௔ளஸ் ஼ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் y 
ஆனால் க்ஶ பொலாக நாம் இப்ேபாௌ ெபறப்பட்ட ெவளிப்பாடை்டப் பயன்ப௄த்தப் c 
ேபாழேறாம், 
இௌ ஸ்ெகாயர ்மற்௥ம் எஃப் ஸ்ெகாயர௄் ைமனஸ் ஆஶம், எனேவ இௌ நிசச்யமாக g 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம்  இங்ேக ஼ல ரத்ௌ ெசய்யப்பட ேவண்௄ம், எனேவ ேம௩ம் 
எளிைமப்ப௄த்தல் எௌ௵ம் இல்ைல , ௔ன்னர ்நாம் என்ன ெசய்ேவாம், ைமனஸ் ைமனஸ் ௙ x 1 
ெப௠க்கல் ஒன் ஷட்டல் க்ஶ சமமான y f g 
ஐ மாற்௥ேவாம் வட்டங்களின் ஶ௄ம்பம் எௌ இௌ இலவச அள௵௠ ஆஶம், எனேவ ெவவ்ேவ௥ f 
ெவவ்ேவ௥ வட்டங்களின் சமன்பாடை்டப் ெப௥ழேறாம், 
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ஆனால் இந்த எல்லா வட்டங்களின் ெபாௌவான பண்௖ என்னெவன்றால், அைவ க௯த்தல்y 1 y 
என்ற ேநரே்காடை்டத் ெதா௄வௌ மடங்ஶ க௯த்தல் ஆஶம்.y 1 m x x 1 

௖ள்ளி௜ல் இைத ௙ண்௄ம் எளிதாக்கலாம், ேம௩ம் ஐச ்சாரந்்ௌள்ள இந்தப்  x 1 y 1 f 
பஶொைய நாங்கள் எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், எனேவ இந்தச ்ிழ்நிைலக்ஶ ஼ல ஼றப்௖ச ்
சந்தரப்்பங்கள் உள்ளன, அந்த ேநரே்காடை்டத் ெதா௄ம் வட்டங்களின் ஶ௄ம்பத்ொன் 
சமன்பாடை்டக் கண்௄௔ூப்பொல் நாங்கள் ஆரவ்மாக உள்ேளாம்.
 
஼றப்௖ நிகழ்௵கள் ஒன்௥, ேநரே்கா௄ அசா்க்ஶ இைணயாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ மற்ெறான்௥ x y 
அசா்க்ஶ ேநரே்கா௄ ெபற்ேறாராக இ௠க்ஶம்ேபாௌ ஒன்௥, எனேவ இந்த இரண்௄ ஼றப்௖ 
நிகழ்௵கைள௞ம் இப்ேபாௌ எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ இௌ க்ஶ இைணயான ேநரே்கா௄ 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
 இங்ேக அசா் என்பௌ ௖ள்ளி ஒன்௥ ஒன்௥ இந்த ௖ள்ளிைய ெதா௄ம் அைனத்ௌ y x y 
வட்டங்கைள௞ம் நாங்கள் ேத௄ழேறாம் ஒன்௥ ஒன்௥ எனேவ இந்த ேநரே்காட்ூல் இந்த x y 
௖ள்ளி௜ல் ெதாடங்ஶழேறாம் ஒன்௥ ஒன்௥ அைனத்ௌ வட்டங்களின் ைமய௚ம் ெதளிவாக x y 
இ௠க்க ேவண்௄ம்  ஒன்௥க்ஶ சமமான ஒ௠ங்ழைணப்௖ y ay 

ஒ௠ங்ழைணப்௖ ைமனஸ் என்௥ ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம்., x g 
ஒ௠ ஷட்டல் ௚௱ சௌரம் ௙ண்௄ம் இைத எளிைமப்ப௄த்ொனால் நமக்ஶ ழைடப்பௌ   x g x 

சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ ௔ளஸ் சௌரம் ஷட்டல் ைமனஸ் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் ஒ௠ gx g y y x 
சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ ஒ௠ சௌரம் என்பௌ ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ம், ௔ன்னர்g gx g 
நமக்ஶ என்ன ழைடக்ஶம் சௌரம் மற்௥ம் ைமனஸ் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ x y y g 
ஆக க௯த்தல் ஒ௠ க௯த்தல் ஒ௠ சௌரம் ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ இௌ ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் x x x x y 
அசா்க்ஶ இைணயாக இந்த வரிையத் ெதா௄ம் அைனத்ௌ வட்டங்களின் சமன்பா௄ ஆஶம் y 
ஒன்௥ நாம் இைத ேம௩ம் எளிைமப்ப௄த்தலாம், இந்த சௌரத்ைத க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ x x x 
சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ ஒ௠ க௯த்தல் ஒ௠ சௌரம் என்௥ எ௱தலாம், எனேவ இௌ சௌரம் xx x x 
மற்௥ம் சமன்பாட்ூன் ௙த௚ள்ள பஶொ க௯த்தல் ேம௩ம் எளிைமப்ப௄த்தப்ப௄ம் சௌரம் x x 1 
ஷட்டல் ைமனஸ் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் ௔ளஸ் ௅ ௷ ஆக க௯த்தல் ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄ y y x x xx
ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ ஒ௠ சௌரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம், இௌ ஷட்டல் க௯த்தல் ஒன்௥ x x x 
இரண்௄ ழராம் ஷட்டல் இரண்௄ ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ நாம் ஼ந்ொக்கலாம்  இௌ x 
இலவச அள௵௠ எனேவ,  ெகா௄க்கப்படட் ௖ள்ளி௜ல் அசா்க்ஶ இைணயான k y 
ேநரே்காடை்டத் ெதா௄ம் அைனத்ௌ வட்டங்களின் ஶ௄ம்ப௚ம் ஒன்௥ ஒன்௥ இந்த x y 
சமன்பாட்டால் வழங்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இந்த அள௵௠ ஐ மாற்௣னால், ெவவ்ேவ௥ மற்௥ம் k 
ெவவ்ேவ௥ வட்டங்கைளப் ெப௥ேவாம்.
 நாம் ஐ க்ஶ சமமாக௵ம், க்ஶ சமமான ஐ௞ம் ைவத்தால், இந்த இடௌ ௖றம் ௗஜ்௷யமாகx x y y 
மொப்௔௄ழறௌ, இௌ ஒன்௥ ஒ௠ ௖ள்ளி உண்ைம௜ல் இந்த வட்டத்ொல் உள்ளௌ என்பைதக் x y 
காட௄்ழறௌ.

இன் மொப்௔ன் இரண்டாவௌ வழக்ஶ , எந்த வட்டத்ொற்ஶம் அசா்க்ஶ இைணயாக ேநர ் k x 
ேகா௄ நிக௱ம்ேபாௌ, இந்த இைணயான ேநரே்காடை்ட ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் ஒன்௥ ஒன்௥ x y 
ெதா௄ம் ேபாௌ வட்டத்ொன் ைமயத்ொன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ெவளிப்பைடயாக ஆன் ஆக x x 
இ௠க்ஶம் இ ஒ௠ங்ழைணப்௖ ைமனஸ் எஃப் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் , ௔ன்னர ்இேத y 
௚ைற௜ல் இந்த வட்டத்ொன் சமன்பா௄ க௯த்தல் ௚௱ சௌரம் ஷட்டல் ைமனஸ் x x 1 y 
க௯த்தல் ஆக இ௠க்ஶம் என்௥ எ௱தலாம், இௌ ஷட்டல் ௚௱ சௌரம் சௌரத்ொற்ஶ சமம் f y f 
ஆரம் சௌர ஆரம் என்பௌ இந்தப் ௖ள்ளிக்ஶம் இந்தப் ௖ள்ளிக்ஶம் இைடேய உள்ள ்ரம் என்பௌ 
ெதளிவாழறௌ.
   வட்டங்கள் இந்த வைகையச ்ேசரந்்ததாக இ௠க்க ேவண்௄ம், இொல் என்பௌ இலவச k 
அள௵௠வாஶம், எனேவ நாம் ைமனஸ் என்ற ேநரே்காடை்டத் ெதா௄ம் வட்டங்களின் y yy 
ஶ௄ம்பத்ொன் ெபாௌச ்சமன்பாட்ூற்ஶச ்ெசன்றா௩ம் ஷட , ௙ மடங்ஶகள் ைமனஸ் x x 
ஒன்௥க்ஶ சமம் ௖ள்ளி௜ல்  ஒன்௥ ஒன்௥ எனேவ இௌ நாம் ெபறப்பட்டௌ, எனேவ இைத x y 
ேம௩ம் எளிைமப்ப௄த்தலாம் மற்௥ம் நான் அைத ஒ௠ ப௜ற்஼யாக ௳ட௄்௳௄ழேறன், எனேவ 
இந்த ௚௱ சமன்பாடை்ட௞ம் க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் ஷட்டல் க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ x x y y 
சௌரம் ஷட்டல் ைமனஸ் ஆக ௙ண்௄ம் எ௱தலாம்  ஒ௠ ைம  ௚ைற க௯த்தல் y y nus m x x 
ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் மற்௥ம் இௌ ௘க௵ம் கூனம் அல்ல என்௥ நான் நிைனக்ழேறன் , 
நாம் ெசய்ய ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், இந்த இரண்௄ ெசாற்கைள அ௣௚கப்ப௄த்ௌவதன் 
௛லம் இந்த சௌரத்ைத௞ம் சௌரத்ைத௞ம் மாற்ற ேவண்௄ம், x y 
எனேவ இந்த சௌரத்ைத க௯த்தல் ஒன்௥ என்௥ எ௱தலாம்  ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ x x x 
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ஒன்௥ க௯த்தல் ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் நாம் சௌரத்ைத க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் xx x y y y 
ஷட்டல் இரண்௄ ஒ௠ க௯த்தல் ஒ௠ சௌரம் என்௥ எ௱தலாம், ௔ன்னர ்௙த௚ள்ள yy y 
ெசாற்கைள அப்பூேய எ௱தலாம், எனேவ இந்த ெசால் இங்ேக உள்ளௌ ைமனஸ் ௅ ஒன் xx 
அ௄த்த ெடரம்் ைமனஸ் ௅ எம்எக்ஸ்ய் ஒன் எனேவ இௌ௵ம் இௌ௵ம் ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ம் ௔ன்னர ்
இங்ேக ௔ளஸ் ௅ ஃைப ைமனஸ் இரண்௄ எம்எஃப்எக்ஸ் ைமனஸ் ஒ௠ சௌரம் ைமனஸ் ஒய் ஒ௠x 
சௌரம் ௔ளஸ் இங்ேக இரண்௄ ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ எம்எக்ஸ் ஒன்௥ ழைடக்ஶம் x y 
ஒன்௥ ஷட்டல் க௯த்தல் இரண்௄ ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ நாம் பாரப்்பௌ f fy 
என்னெவன்றால், இந்த க௯த்தல் ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் ைமனஸ் ஒ௠ சௌரம் இங்ேக ைமனஸ் x x 
இரண்௄ ஒ௠ சௌரம் ஆழறௌ, இௌ இங்ேக ௔ளஸ் ௅ ஒ௠ சௌரத்ௌடன் ரத்ௌ x x 
ெசய்யப்ப௄ழறௌ.
  ௙த௚ள்ள ௳ொ௚ைறகைள ேம௩ம் எளிைமப்ப௄த்தலாம் ஷட்டைலப் ெப௥ங்கள் எனேவ 
இந்தக் க௯த்தல் சௌரம் மற்௥ம் இைத ஒ௠ங்ழைணத்ௌ ைமனஸ் ௅ ஒ௠ சௌரம் என்௥ y1 y 
எ௱தலாம் , ௔ன்னர ்இந்த ௚௱ ௳ஷயத்ைத௞ம் இரண்௄ ஒன்௥ என்௥ ைமனஸ் ஒன்௥ y y y 
என எ௱தலாம், ேம௩ம் இரண்௄ ஒ௠ ஒன்௥ மற்௥ம் க௯த்தல் இரண்௄ ஒன்௥  mx y mxy 
ஒ௠ங்ழைணக்க ௚ூ௞ம் மற்௥ம் நாம் ௔ளஸ் ௅ ஒன் ஐ ௙ ைமனஸ் ைமனஸ் ஒன் ஆகப் y x x 
ெப௥ழேறாம், எனேவ இைத௞ம் இந்த வாரத்்ைதைய௞ம் இைணத்ௌள்ேளாம் , ௔ன்னர ்
இைத௞ம் இந்த வாரத்்ைதைய௞ம் இைணக்கலாம், ௔ளஸ் ௅ எஃப் ஐ ைமனஸ் ஒய் ஒன் ஆகப் 
ெப௥ழேறாம் , ௔ன்னர ்என்ன இ௠க்ழறௌ  ஆஹா இந்த வாரத்்ைத௞டன் இந்த வாரத்்ைத இங்ேக
ெகா௄க்கப் ேபாழறௌ, இௌ எங்க௬க்ஶ ப்ளஸ் ௅ ஐ ைமனஸ் ைமனஸ் ௅ எம்எஃப் ௧௠ந்ௌ mf x 
ைமனஸ் ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் எனேவ இைத ௙ண்௄ம் எளிைமப்ப௄த்ொனால், x 
ஷட்டல் 2 ஐ ைமனஸ் ைமனஸ் ௙ மடங்ஶகள் ஆகக் ழைடக்ஶம்  ைமனஸ் ஒன்௥y 1 y y 1 x x 
இைத௞ம் இந்த வாரத்்ைதைய௞ம் ௔ன்னர ்௔ளஸ் ௅ ஐ ைமனஸ் ஒ௠ ைமனஸ் ௙ ஆக f y x 
க௯த்தல் ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் , ௔ன்னர ்நிசச்யமாக இௌ௵ம் இௌ௵ம் ஒன்௥தான் x 
எனேவ ஷட்டல் ௚ைற ஒன்௥ ஷட்டல் ஐ சமமாக எ௱தலாம்.y f 
  ௗஜ்யம் மற்௥ம் இௌ உண்ைம௜ல் அள௵௠ ஆஶம், எனேவ இ௥ொயாக நாம் ெசய்ழேறாம்  k k 
இன் மொப்ைபப் ெபா௠ட்ப௄த்தாமல், 

க்ஶ சமமான மற்௥ம் க்ஶ சமமான ஐ ைவத்தால், இடௌ ௖றம் ௗஜ்௷யமாக x x y y 
மொப்௔௄ழறௌ, இௌ ௖ள்ளி ஒன்௥ ஒன்௥ என்பைதக் காட௄்ழறௌ என்பௌ ெதளிவாகத் x y 
ெதரிந்தால், வட்டங்களின் ஶ௄ம்பத்ொற்காக இந்தப் பூவத்ைதப் ெபற௵ம்.
  இந்த அைனத்ௌ வட்டங்களி௩ம் இந்த வட்டத்ொல் உள்ளௌ இன் மொப்௖ எௌவாக இ௠ந்தா௩ம் ,k 
வட்டங்களின் ஶ௄ம்பத்ொன் சமன்பா௄கள் பற்௣ய நமௌ ௳வாதத்ைத ௚ூக்ஶம், அ௄த்ததாக 
நாம் ஒ௠ நாண் சமன்பாடை்ட எவ்வா௥ ெப௥வௌ என்பைத நாங்கள் எ௄க்கப் ேபாழேறாம்.
  ஒ௠ நாண் இங்ேக 
ைமனஸ் ௷ ைமனஸ் எஃப் இல் ைமயம் ெகாண்ட ஒ௠ வட்டம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் , ஒ௠ 
நாண் உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், இந்த நாண்களின் ந௄ப்௖ள்ளி நமக்ஶத் 
தரப்பட௄்ள்ளௌ , அௌ ஒய் ஒன் என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.x 
 ௔ன்னர ்இதயத்ொன் சமன்பாடை்டக் கண்௄௔ூக்ஶம்பூ ேகடக்ப்ப௄ழேறாம் , 
இதயத்ொன் ந௄ப்௖ள்ளிைய வட்டத்ொன் ைமயத்ொல் ேசரத்்தால், இந்த ேகாணம் 90 ூழரி ஆஶம் 
என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.
  இந்த நாண் சாய்௵ சரி௳ல் உள்ளௌ இந்த ேநரே்காட்ூன் ஆனௌ ைமனஸ் ைமனஸ் எஃப் e y 1 
ஐ ஒ௠ க௯த்தல் க௯த்தல் ஆல் வஶத்தால் இௌ தான் ஆனால் இந்த இரண்௄ ேநர ்x g 
ேகா௄க௬ம் ெதாண்ை௥ ூழரி௜ல் இ௠ப்பதால் இந்த சாய்௳ன் பலன் ைமனஸ் ஒன் ஆக 
இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இந்த ௚ைற இௌ ைமனஸாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.
 எளிைமப்ப௄த்தக்ஷூய ஒன்௥ மற்௥ம் இௌ நாண் சமன்பா௄ ஆஶம், எனேவ அ௄த்ததாக 
வடத்ொன் சமன்பாடை்டக் கண்௄௔ூப்பொல் ஆரவ்மாக 
உள்ேளாம், எனேவ அ௄த்ததாகக் ஷ௥ேவாம், 

ஒன்௥ ஒன்௥ மற்௥ம் ஆயத்ெதாைல௵கைளக் ெகாண்ட ஒ௠ ௖ள்ளி x y p 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ என்௥ ஷ௥ேவாம்.
 ஒ௠ வட்டத்ொன் சமன்பா௄ம் நமக்ஶக் ெகா௄க்கப்படூ்௠ப்பதால், இந்தப் ௖ள்ளி இந்த p 
வட்டத்ொற்ஶ ெவளிேய இ௠ப்பதால், ௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌ ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ொற்ஶ இரண்௄ p 
ெதா௄ேகா௄கள் ஒன்௥ இரண்௄ என்௥ ெதளிவாகக் ஷ௥ேவாம் pt pt 
, ேம௩ம் நாம் ஐ இைணத்தால் அௌ ஒன்௥ம் இல்ைல.t 1 t 2 
  ஒ௠ நாண் 
எனேவ இந்த ெதாடர௖் நாண் சமன்பாடை்டக் கண்ட௣வேத இப்ேபாௌ ேநாக்கமாஶம், எனேவ 
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இௌ ெதாடர௖் நாண் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இந்த சமன்பாடை்டக் ெகாண்ட 
ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ொற்ஶ ெவளிேய ெகா௄க்கப்படட் ௖ள்ளி க்ஶ ெதாடர௖் ஒன்௥ p t t 
இரண்ூன் இந்த நாண் சமன்பா௄ நிசச்யமாக ட௔ள்௟  இந்த வட்டத்ொன் ஆரம் ெதரி௞ம், இௌ e 

சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் க௯த்தல் இன் வரக்்க௛லத்தால் ெகா௄க்கப்படூ்௠க்ழறௌ, இந்த g f c 
ெதா௄ேகா௄களின் நீளத்ைத௞ம் அ௣யலாம், ஏெனனில் இௌ 90 ூழரி என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம் , 
ேம௩ம் நாம் ஐ ைமயத்ௌடன் இைணத்தால் என்பௌ ஒ௠ ெசங்ேகாண p o  pt 1 o 
௚க்ேகாணம் எனேவ, ௔த்தேகாரஸ் ேதற்றத்ொ௧௠ந்ௌ , சௌர ்ரம் என்பௌ சௌரம் மற்௥ம்po l 

சௌரம் ேம௩ம் சௌரம் என்பௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், ஏெனனில் இந்த இரண்௄ r po 
ஆயத்ெதாஶப்௖கள் சௌரம் என்பைத நாம் அ௣ேவாம் , எனேவ இந்த ெவளிப்பாடை்ட இங்ேக po 
மாற்௣னால்.
 எல் என்பௌ ேபா ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் சௌரத்ொன்  வரக்்க௛லத்ொற்ஶச ்சமம்.
  ெதளிவாக இந்த வடட்ம் அல்லௌ அௌ ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ வ௯யாக ெசல்ழறௌ எனேவ t t 

ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ என்பௌ இந்த t t 
஼வப்௖ வட்டத்ொற்ஶம் ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ொற்ஶம் இைடேய உள்ள ெவட௄்ப்௖ள்ளி என்பௌ 
ெதளிவாழறௌ.
 
நாம் கண்௄௔ூக்க ௳௠ம்௖ம் இந்த நாண் இன் t one t two 
சமன்பா௄ ஼வப்௖ வட்டத்ொற்ஶம் ெகா௄க்கப்படட் க௠ப்௖ வட்டத்ொற்ஶம் இைடேய உள்ள ோ௳ர 
அச஼்ன் சமன்பாடை்டத் த௳ர ேவ௣ல்ைல , இௌ நமக்ஶ ௚ன்ேப ெதரி௞ம், எனேவ இந்த ஼வப்௖ 
வட்டத்ொன் சமன்பா௄ க௯த்தல் ஒன்௥ ஆஶம்.x x 
  ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் சௌரம் மற்௥ம் ெகா௄க்கப்படட் y y l 
வட்டத்ொன் இந்த சமன்பா௄ எனேவ இௌ ஒன்௥ இௌ என்௥ ெசால்லலாம், எனேவ இைத s2 
எ௱ௌம் ேபாௌ நாம் அைத இப்பூ எ௱த ேவண்௄ம் மற்௥ம் சமன்பா௄  ோ௳ர அசா் ெவ௥மேன 
ஷட்டல் ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ ெதாடர௖்க் s 
ஷட்டத்ொற்கான சமன்பா௄ ெகா௄க்கப்படட்ால், நாம் கள் ஒன்௣௧௠ந்ௌ ஒன்௥ இரண்ைடக் 
க௯க்க ேவண்௄ம், ேம௩ம் நாம் எளிதாகப் ெப௥ழேறாம்.
 
ெதாடர௔்ன் ஷட்டத்ொன் சமன்பா௄, எனேவ அ௄த்ததாக அேத ிழ்நிைல௜௩ம் நாம் 
ெசய்ேவாம், எனேவ எல்என்ஆர ்ஐ எவ்வா௥ கண்௄௔ூப்பௌ என்௥ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், 
எனேவ இந்த ெதாடர௖்த் தண்௄ நீளத்ைதக் கண்௄௔ூக்ஶம்பூ ேகடக்ப்ப௄ழேறாம், எனேவ 
இௌ ௘க௵ம் கூனம் அல்ல, ஏெனனில் இந்த ேகாணத்ைத நாம் காண்ழேறாம்.
 90 ூழரி இ௠க்ஶம் இந்த ேகாணம் ோட்டா என்றால் இந்த ேகாணம் 90 ைமனஸ் ோட்டா என்௥ 
ெசால்௩ங்கள் ஆனால் இந்த ௚௱ ேகாண௚ம் 90 ஆக இ௠ப்பதால் இந்த ேகாண௚ம்  
ோட்டாவாஶம்.
  இந்த ௖ள்ளி இந்த நாண் ந௄ப்௖ள்ளி எனேவ இந்த நீளம் என்றால் இௌ௵ம் எனேவ இந்த x x 
ந௄ப்௖ள்ளி ஆக இ௠க்கட௄்ம், இந்த ஼௣ய நீளம் இங்ேக என்௥ நாம் அைத ஆல் m om h 
ஶ௣ப்ேபாம், எனேவ இந்த ௚க்ேகாணம் ஒன்௥ உள்ளௌ இைதப் ேபால௵ம், t mot one mo pt 

என்ற ௚க்ேகாண௚ம் எங்களிடம் உள்ளௌ, இந்த இரண்௄ ௚க்ேகாணங்களின் ௛ன்௥ one 
ேகாணங்க௬ம் ஒேர மாொரியாக இ௠ப்பைதக் காணலாம் , எனேவ ௚க்ேகாணம் t one mo 
௚க்ேகாணம் ேபால இ௠க்ழறௌ , எனேவ ெதாடர௖்ைடய பக்கங்களின் ௳ழதம் t one po 
கண்ூப்பாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.
 ஒேர மாொரியாக இ௠ எனேவ ஆல் சமம் ஆல் சமம் என்பௌ சௌரம் மற்௥ம் x l h r r l 
சௌரத்ொன் வரக்்க௛லத்ொன் க்ஶ சமம், ஒற்௥ைம காரணமாக சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் r r l 
மற்௥ம் இங்ழ௠ந்ௌ நாம் க்ஶ சமமான ஆல் வஶக்கப்ப௄ம் x rl 
சௌர மற்௥ம் சௌரம் மற்௥ம் சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்தால் சௌரம் மற்௥ம் சமம்  h , r l r h 
2 ெப௠க்கல் என்பௌ சௌரத்ொன் வரக்்க௛லத்தால் 2 மற்௥ம் சௌரம் எனேவ இந்தச ்x r rl l 
ிழ்நிைல௜ல் இைதப் பற்௣ய பல ாவாரஸ்யமான ௳ஷயங்கைளக் காணலாம் உதாரணமாக 
௚க்ேகாணத்ொன் பரப்பளைவக் கண்ட௣யலாம் ஒன்௥ இரண்௄ எனேவ ஒன்௥ pt t pt t 
இரண்௄  இப்ேபாௌ நாம் அைத எப்பூ ெசய்வௌ என்பௌ ெதளிவாக 
நாற்கரம் ஒன்௥ அல்லௌ இரண்ூன் ெமாத்த பரப்பள௵ இந்த இரண்ூன் பஶொகளின் pt 
ஷட௄்த்ெதாைகயாஶம், எனேவ இந்த ௚க்ேகாணத்ொன் பரப்பள௵ம் இந்த ௚க்ேகாணத்ொன் 
பரப்பள௵ம் 

ஆக ஆக வ௠ம், ஏெனனில் இன் பரப்பள௵  ஒ௠ என்பௌ ஆக பாொயாக இ௠க்ஶம், l r pt o l 
ேம௩ம் இரண்௄ பஶொ௜ன் பரப்பள௵ அேத தான், ேம௩ம் இன் பரப்பள௵ ஆக pt o ot1 t2 x 
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இ௠க்ஶம், நாம் ௚ன்௖ ெபறப்பட்ட மற்௥ம் மொப்௖கைளப் பயன்ப௄த்தலாம், இைத h x r 
கனசௌரம் ஆக்ஶேவாம் சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் எனேவ ஒன்௥ இரண்ூன் பரப்பள௵ l r l pt t 
சமம் இன் பரப்பள௵ ஒன்௥ இரண்௄ க௯த்தல் பரப்பள௵ இௌ t  o pt ot ot one t two, 
இந்த ெவளிப்பாடூ்ற்ஶ சமமானௌ, எனேவ 
இந்த ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ இரண்௄ ெதா௄ேகாணங்களால் இந்த ேகாணத்ைத நாம் p 
கண்௄௔ூக்கலாம், எனேவ ெதளிவாக இந்த ேகாணம் 

இன் டான் தைலவழ் ஆஶம்  எனேவ இந்த ௚௱ ேகாண௚ம் ஒ௠ இரண்௄ என்பௌ r l t pt r 
இன் இரண்௄ மடங்ஶ டான் தைலவழ் ஆஶம், இௌ ெவ௥மேன ஒ௠ டான் தைலவழ் மற்௥ம் ௔ளஸ் 
டான் தைலவழ் ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்தலாம் , இௌேவ இ௥ொயாக மற்ெறா௠ வைக b 
ேகள்௳ையப் ெபறலாம்.
 ேகட்டௌ அேத அைமப்௔ற்காக  ௚க்ேகாணத்ைதச ்ாற்௣௜௠க்ஶம் வட்டத்ொன் pt1 t2 
சமன்பாடை்டக் கண்ட௣௞ம்பூ ேகடக்ப்படலாம், எனேவ இந்த வட்டத்ொன் சமன்பாடை்ட pt 
ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ வ௯யாகச ்ெசல்௩ம் ஼வப்௖ நிறத்ொல் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், t 
எனேவ இந்த வட்டம் வ௯யாக ெசல்ழறௌ.t 
 ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ மற்௥ம் ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ என்பௌ ெகா௄க்கப்படட் t t t 
வட்டத்ைத க௠ப்௖ நிறத்ொ௩ம், இந்த வட்டம் நீல நிறத்ொ௩ம் ெவட௄்ம் ௖ள்ளி என்பைத நாம் 
அ௣ேவாம், எனேவ நீலமானௌ அதன் ைமயத்ைத மற்௥ம் க்ஶ சமமான ஆரம் p l 
ெகாண்ூ௠க்ஶம் ேபாௌ இந்த வட்டம் ௘க௵ம் ெதளிவாக உள்ளௌ.
  நீல நிறத்ொல் மற்௥ம் வ௯யாக ெசல்ழறௌ , அௌ ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ைத ஒன்௥ t1 t2 t 
மற்௥ம் இரண்ூல் க௠ப்௖  t 
நிறத்ொல் ெவட௄்ழறௌ, எனேவ நீலம் மற்௥ம் க௠ப்௖ வட்டம் ெவட௄்ம் ௖ள்ளியான மற்௥ம் t1 t2
௖ள்ளிகைளக் கடந்ௌ ெசல்௩ம் அைனத்ௌ வட்டங்களின் ஶ௄ம்பத்ைத௞ம் க௠த்ொல் 
ெகாண்டால்.
  இந்த ஼வப்௖ வட்டம் அந்த வடட்க் ஶ௄ம்பத்ைதச ்ேசரந்்ததாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இந்த 
஼வப்௖ வட்டத்ொன் சமன்பாடை்டக் கண்ட௣ய ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ ெகா௄க்கப்படட் 
வட்டத்ொன் சமன்பா௄ ஒன்௥ மற்௥ம் இந்த ஼வப்௖ வட்டமானௌ 
எளிைமப்ப௄த்தப்படலாம்  இந்த இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஶ௄ம்பம் என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம் , 
இந்த இரண்௄ வட்டங்களின் ஶ௥க்ஶெவட௄்ப் ௖ள்ளிையக் கடந்ௌ ெசல்௩ம் அைனத்ௌ 
வட்டங்களின் ஶ௄ம்பத்ொன் சமன்பா௄ லாம்ப்டா ஒ௠ இலவச அள௵௠ ஆஶம், எனேவ 
லாம்ப்டாைவ மாற்௥வதன் ௛லம் லாம்ப்டாைவ மாற்௥ேவாம், நான் வ௯யாக ெசல்௩ம் t 
ெவவ்ேவ௥ வட்டங்கைளப் ெப௥ேவாம் ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ இௌ இந்த இரண்௄ t 
வட்டங்களின் ெவட௄்ப்௖ள்ளி எனேவ இந்த சமன்பா௄ இப்ேபாௌ அத்தைகய ஒ௠ வட்டம் இந்த 
஼வப்௖ வட்டம் ஆனால் ஼வப்௖ வட்டம் ஒ௠ ஒ௠ வௌ வ௯யாக ெசல்ழறௌ என்பைத நாம் x y 
அ௣ேவாம் எனேவ ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ க்ஶ சமமாக ஒன்ைற ைவத்தால், y x x 
இந்த இடௌ ௖றம் ௗஜ்௷யமாக மொப்௔ட ேவண்௄ம், எனேவ நாம் அைதச ்ெசய்௞ம்ேபாௌ 
லாம்ப்டா எல் சௌரத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ, 
எனேவ நாங்கள் கண்௄௔ூத்ேதாம்.
  லாம்ப்டா௳ன் மொப்௖ , ௔ன்னர ்நாம் ெசய்ய ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், x one y one gf 
மற்௥ம் ஆழயைவ நமக்ஶத் ெதரிந்ததால், அைவ நமக்ஶத் தரப்பட௄்ள்ளன என்பௌ c l 
நமக்ஶத் ெதரி௞ம் , உண்ைம௜ல் சௌரம் என்றால் நாம் இைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம்  l 
ித்ொரம் மற்௥ம் சௌரம் என்பௌ இதன் சௌரமாஶம்  இந்த சமன்பாடூ்ல் எனேவ இௌ ஼வப்௖ r 
வட்டத்ொன் சமன்பா௄ நன்௣ 
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