
 സർׯിളുകെളുׯറിتു׺ പതിമൂؗാം ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ 
ഞ׹ൾ വൃ׹؋ളുെട കുടുംബ؋ിന്െറ സമവാകّം രൂപെؚടുؗു؋ രീതിെയുׯറി്׺ ചർ׺ 
െചᅃٝിരുؗു , അതിനാൽ വൃ׹؋ളുെട കുടുംബ؋ിന്െറ ഒരു ْപേതّക ױാസ് ഒരു നിحിത ബിؕുവിൽ 
ُ١ർശിؗുׯ വൃ׹؋ളുെട കുടുംബമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ പറയാം.  നമു്ׯ ഒരു നിحിത േപായിന്റ ്
ഉ؇്, അതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ഒ്ؗ ഒ്ؗ ആണ് , ഈ േരഖ േനർേരഖയുെ؇്ؗ പറയാം, x y 
അതിന്െറ സമവാകّം ൈമനസ് ഒ്ؗ തവണ ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ y y m x x 
ഈ േപായിന്റ് ഒ്ؗ ഒ്ؗ ഈ േനർേരഖയിൽ കിടുؗുׯ അതിനാൽ  കൃതّമായി ഈ േപായിന്റിൽ x y 
മാْതം ഈ േനർേരഖെയ ُ١ർശിؗുׯ സർׯിളുകളുെട കുടുംബ؋ിന്െറ സമവാകّം ഞ׹ൾ 
കെ؇؋ാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ വّװമായും അനؓമായി ധാരാളം സർׯിളുകൾ ഉ؇്, 
ഉദാഹരണ؋ിന് ഇത് ഒരു സർׯിളായിരിׯാം ഇത് മെئാരു വൃ؋മാകാം അെ׸بിൽ ഇത് മെئാؗാകാം 
ഈ തര؋ിലുت എبാ സർׯിളുകളുെടയും െപാതുവായ സമവാകّം എؓാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
ഇവിെട അഭിസംേബാധന െചإാൻ ْശമിؗുׯ േചാദّമാണിത്, അതിനാൽ ُ١ർശിؗുׯ ഏെത׸ിലും 
സർׯിളിനായി നമു്ׯ ഈ ْപേതّക വൃ؋ം പറയാം  ൽ േനർേരഖെയ ُ١ർശിുؗുׯ, x one y one-
അ׹െന ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ െപാതുസമവാകّം ആെണؗും േകْؕം ൈമനസ് ൈമനസ് g f 
ആെണؗും പറയാം, അതിനാൽ നأൾ േകْؕ؋ിലും ഈ ബിؕു ഒ്ؗ ഒؗിലും േചരുകയാെണ׸ിൽ, x y 
ഈ േകാണിൽ 90 ഡിْഗി ആണ് കാരണം ഈ വൃ؋ം െല േനർേരഖെയ ُ١ർശിؗുׯതിനാൽ ഈx 1 y 1 
േനർേരഖ യഥാർ،؋ിൽ ഈ ബിؕുവിെല വൃ؋؋ിേലتുׯ ഒരു ُ١ർശനമാണ്, അതിനാൽ ഈ 
േനർേരഖയുെട ചരിവിന്െറ ഗുണന؋ിന്െറ ചരിവ് മധّഭാഗ്؋ നിؗും ടാൻെജന്റിന് ലംബമാണ്. 
േനർേരഖയുെട ചരിവ് തെؗ അതിനാൽ ചരിവ് ന്െറ ഗുണനവും ഈ ലംബ؋ിന്െറ ചരിവും m m 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ആയിരിׯണം , 
അ׹െനയാണ് നأൾ ഈ ലംബ؋ിന്െറ ചരിവ് ആരംഭിׯാൻ േപാകുؗത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ൈമനസ് y f 
ആണ്, അത് ഒ്ؗ ؛സ് ആണ്  െന വൺ ൈമനസ് ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒ്ؗ ؛സ് y f x g xx g 
േനർേരഖയുെട ചരിവിന്െറ ഇര؂ി ആണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ , അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് m 

തവണ ഒ്ؗ കൂടി ؛സ് ഒ്ؗ ؛സ് ആണ്  ന് തുലّമാണ്  േറാ അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ m y f x g ze 
െചإാൻ കഴിയുؗത് , അ؋രം എبാ സർׯിളുകളുെടയും കുടുംബ؋ിന്െറ സമവാകّം ലഭിׯാൻ 
നമു്ׯ ഈ വിവര׹ൾ ഇവിെട ഉപേയാഗിׯാം എؗതാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ നأൾ കാണുؗത് g
എؗതിന് ഒരു സമവാകّം േനടാനാകും, അതിനാൽ നأൾ കാണുؗത് തുലّമാണ് ൈമനസ് ഒരു g x 
ൈമനസ് തവണ ؛സ് േല്ׯ, അതിനാൽ നأൾ ഇേؚാൾ എؓുെചുإം, ഈ പദْപേയാഗം m y one f 
ഞ׹ൾ എؗതിേല്ׯ എടുുׯം, ഞ׹ൾ അത് ഇവിെട മാئിرാപിുׯം , തുടർ്ؗ നമു്ׯ എ്ؓ g 
ലഭിുׯം എ്ؗ േനാׯാം, 
അ׹െന െചുإേآാൾ അത് െചുإേآാൾ നമു്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം ചതുരവും ചതുരവും ര؇് മട്׹ x y x 
മട്׹ ആണ്, അതിനാൽ എؗതിന് പകരം നأൾ െഡറിേവഡ് എ٧്ْعപഷൻ ഉപേയാഗിുؗുׯ, ഇത് g g 
 ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ േകْؕം ൈമനസ് ൈമനസ് f y c g f؋സ് പൂജّ؛ സ് ടു ഇര؂ി തവണ؛
ആയതിനാൽ അതിന്െറ ആരം എؗും അറിയാം ഈ വൃ؋؋ിന്െറ ആരം അെ׸بിൽ ചതുര ആരം ഈ
സമവാകّ؋ിൽ നിؗാണ്, ഈ സമചതുര ആരം സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ആണ്, ആഹ് g f c 
ഈ കണ്ׯ േനാׯിയാൽ ഈ ചതുര ആരം ഈ ബിؕുവിനും േകْؕ؋ിനും ഇടയിലുت ഈ ചതുര 
സؓുലിത ദൂരമാണ് ഒ്ؗ  ؛സ് മുഴുവൻ ചതുരവും വ؉ും  ؛സ് എഫ് പൂർ؉ ചതുരം അതിനാൽ x g y 
ഇതും ഇതും വّװമായും തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ എؗത് സ്കٔയർ ؛സ് c g f 
സ്കٔയർ ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് പൂർ؉ ചതുരം ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് സ്കٔയർ തുലّമായിരിׯണം, x g y fl 
അതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ ലഭിؗുׯ മെئാരു പദْപേയാഗമാണ് വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗ؋ിന്െറ 
േകാർഡിേനുئകളുെട അടിرാന؋ിൽ യ് ്ׯ , തീർ׺യായും നിحിത േപായിന്റ ് ഒ്ؗ ഒ്ؗ, c x y 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ വലതുവശം ഇവിെട ഉപേയാഗിുׯം, അേؚാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ചതുരവും x y
ചതുരവും കൂടാെത ര؇് ൽ നി്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ൈമ വൺ ؛സ് എഫ് ര؇് ൈവ x- x 
ൈമനസിൽ നി്ؗ എംഎ؛ ٧്عസ് സി പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ സി്ׯ പകരം നأൾ ഇേؚാൾ 
ഉരു؋ിരി؁ പദْപേയാഗം ഉപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗു, അത് ജി സ് കٔയർ ؛സ് എഫ് സ് കٔയർ ൈമനസ് 
ആണ്, അതിനാൽ ഇെതാരു ൈമനസ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്. ഇവിെട ചിലത് റؐാׯണം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ കൂടുതൽ ലളിതമാേׯ؇തിب , പിെؗ നأൾ െചؗുإത് ൈമനസ് ൈമനസ് മീئർ തവണ x 1 y 
വൺ ؛സ് എഫ് എؗതിന് തുലّമായ പകരം വയ്ുؗുׯ, g 
അ׹െന െചുإേآാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഇതാണ് അവസാന സമവാകّം  ഏത് സർׯിളുകളുെട 
കുടുംബം േകാഴ് സിെന ആْശയി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് സٔതْؓ പരാമീئർ ആണ്, അതിനാൽ f 
നമു്ׯ വّതُّ ٝസർׯിളുകളുെട സമവാകّം ലഭിുׯം, എؗാൽ ഈ സർׯിളുകെളبാം െപാതുവായ 
സ്ٔ؋ ൈമനസ് എؗ േനർേരഖയിൽ ُ١ർശിുؗുׯ എؗതാണ് ൈമനസ് എؗ y 1 y y 1 x x 1 
േനർേരഖയ്്ׯ തുലّമാണ്. എؗ േപായിന്റിൽ ഇത് വീ؇ും ലളിതമാׯാം , െന x 1 y 1 f-
ആْശയിتു׺ ഈ ഭാഗം ഞ׹ൾ എടുുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിന് ചില ْപേതّക 
സാഹചരّ׹ളു؇്, ആ േനർേരഖയിൽ ُ١ർശിؗുׯ വൃ׹؋ളുെട കുടുംബ؋ിന്െറ സമവാകّം 
കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമു؇്. സ്െപഷّൽ േകസുകൾ ഒ്ؗ, േനർേരഖ അ؋ײിന് x 
സമാؓരമാകുേآാൾ മെئാ്ؗ േനർേരഖ അ؋ײിന് പാരന്റ ്ആയിരിുׯേآാൾ മെئാ്ؗ, അതിനാൽ y 
നأൾ ഈ ര؇് ْപേതّക േകസുകൾ എടുുׯം, അതിനാൽ ഇത് സമാؓരമായ േനർേരഖയാെണ്ؗ 
കരുതുക . ഇവിെട അײം ഒ്ؗ ഒ്ؗ ആണ്, ഈ േപായിന്റിൽ ُ١ർശിؗുׯ അ؋രം എبാ y x y 
സർׯിളുകളും ഞ׹ൾ തിരയുؗു ഒ്ؗ ഒ്ؗ അതിനാൽ ഈ േപായിന്റിൽ ഞ׹ൾ ഈ േനർേരഖ x y 
ആരംഭിുؗുׯ ഒ്ؗ ഒ്ؗ വّװമായി എبാ സർׯിളുകളുെടയും മധّഭാഗ്؋ ഉ؇ായിരിׯണം  x y y 
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ഒؗിന് തുലّമായ േകാർഡിേന്ئ , േകാർഡിേന്ئ ൈമനസ് ആെണ്ؗ പറയാം, ay x g 
അ׹െനെയ׸ിൽ എبാ സർׯിളുകളുെടയും സമവാകّം ؛സ് പൂർ؉ ചതുരവും ൈമനസ് ഒരു x g y y 
സൂآർ؉ ചതുരവും ചതുര ദൂര؋ിന് തുലّമാണ്, ചതുര ആരം ലളിതവുമാണ് വൺ ؛സ് പൂർ؉ x g 
ചതുരം വീ؇ും ലളിതമാׯിയാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് സ്കٔയർ ؛സ് ടു ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് x gx g y 
ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരം ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് ര؇് ഒരു സ്കٔയർ y x g gx g 
റؐാׯെؚടും , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ചതുരവും ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരവും x y y 
കൂടാെത ര؇് ആയി ൈമനസ് ഒരു ൈമനസ് ഒരു ചതുരം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഇത്  ഒ്ؗ g x x x x 
എؗ ബിؕുവിൽ അ؋ײിന് സമാؓരമായി ഈ േരഖെയ ُ١ർശിؗുׯ എبാ സർׯിളുകളുെടയും y 
സമവാകّമായിരിുׯം  ഒ്ؗ , നമു്ׯ ഇത് കൂടുതൽ ലളിതമാׯാം, ഈ ചതുരം ൈമനസ് ഒരു y x x x 
സൂآർ؉ ചതുരം കൂടാെത ര؇് ഒരു ൈമനസ് ഒരു ചതുരം എؗും എഴുതാം, അതിനാൽ ഇത് xx x x 
ചതുരവും സമവാകّ؋ിന്െറ േശഷിؗുׯ ഭാഗവും ആണ്  ൈമനസിേല്ׯ കൂടുതൽ ലളിതമാുׯക x x
1 സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ സ്കٔയർ ؛സ് ടു ആയി ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് ടു y y g x x xx 
ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ഒരു ചതുരം തുലّം പൂജّമാണ് , അത് ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് ْഗാം ؛സ് ടു x x x x 
ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ചിؓിׯാം  ഇത് സٔതْؓ പാരാമീئർ ആയതിനാൽ,  k 
തؗിരിؗുׯ ബിؕുവിൽ അ؋ײിന് സമാؓരമായി ഒരു േനർേരഖയിൽ ُ١ർശിؗുׯ എبാ y 
സർׯിളുകളുെടയും കുടുംബം ഒ്ؗ ഈ സമവാകّം നൽകുؗു, അതിനാൽ ഈ പരാമീئർ x one y k 
മാئിയാൽ നമു്ׯ വّതُّവٝും വّതُّവٝുമായ സർׯിളുകൾ ലഭിുׯം. ഒؗിന് തുലّവും ഒؗിന് x x y 

തുലّവും ഇടുകയാെണ׸ിൽ, ഈ ഇടത് വശം തീർ׺യായും പൂജّമായി കണׯാുؗുׯ, ഇത് y x one y 
എؗ ബിؕു ഈ സർׯിളിൽ ഈ സർׯിളിൽ ഉെ؇്ؗ കാണിുؗുׯ. യുെട മൂലّ؋ിന്െറ one k 

ര؇ാമെ؋ േകസ്, ഏെത׸ിലും വൃ؋؋ിന്െറ അ؋ײിന് സമാؓരമായി േനർേരഖ x 
സംഭവിുׯേآാൾ, ഈ സമാؓരമായി േനർേരഖെയ ُ١ർശിؗുׯ ഒരു ബിؕു ഒ്ؗ ഒ്ؗ x y 
വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗ؋ിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ആയിരിുׯം  വّװമായും ഓണായിരിുׯക  x x e 
നമു്ׯ േകാർഡിേന്ئ ൈമനസ് ആെണ്ؗ പറയാം , തുടർ്ؗ സമാനമായ രീതിയിൽ നമു്ׯ ഈ y f 
വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം ൈമനസ് മുഴുവൻ ചതുരവും ൈമനസ് ൈമനസ് എഫ് ആയിരിുׯംx x 1 y 
എ്ؗ എഴുതാം, അതായത് ؛സ് മുഴുവൻ ചതുരവും സമചതുര؋ിന് തുലّമാണ് ആരം സ്കٔയർ y f 
ആരം ഈ ബിؕുവിനും ഈ ബിؕുവിനുമിടയിലുت ദൂരമാണ്, ഈ ബിؕുവിനും ഈ ബിؕുവിനും 
ഇടയിലുت ചതുര ദൂരമാണ് , ഇത് വൺ ؛സ് ഫുൾ സ്കٔയറിനു തുലّമാണ്, ഇത് വീ؇ും y 
ലളിതമാׯിയാൽ നമു്ׯ കുടുംബ؋ിന്െറ സമവാകّം ലഭിുׯം. സർׯിളുകൾ ഈ 
തര؋ിലുتതായിരിׯണം, ഇവിെട എؗത് സٔതْؓ പാരാമീئറാണ്, അതിനാൽ നأൾ k 
വൃ׹؋ളുെട കുടുംബ؋ിന്െറ െപാതു സമവാകّ؋ിേല്ׯ മടു׹കയാെണ׸ിൽേؚാലും ൈമനസ് y 

ഒരു േനർേരഖയിൽ ُ١ർശിുؗുׯ, തവണ ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗ ബിؕുവിൽ  ഒ്ؗ ഒ്ؗ yy m x x y 
അതിനാൽ ഇതാണ് ഞ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ത്, അതിനാൽ ഇത് കൂടുതൽ ലളിതമാׯാം , ഒരു വّായാമം 
എؗ നിലയിൽ ഞാൻ ഇത് ഉേപײിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ സമവാകّം മുഴുവൻ ൈമനസ് ഒരു x x 
സൂآർ؉ ചതുരവും കൂടാെത ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ സ്കٔയർ ؛സ് ആയി ൈമനസ് ആയി y y k y y 
വീ؇ും എഴുതാം  ഒരു ൈമൽ  മട്׹ ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ഇത് വളെര nus m x x 
ബുؑിമുت؂ു കാരّമب എ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു , നأൾ െചേإ؇ത് ഈ ര؇് പദ׹ൾ 
അവതരിؚിു׺െകാ؇് ഈ ചതുരവും ചതുരവും മാئിرാപിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ x y x 
ചതുരം ൈമനസ് ഒ്ؗ എ്ؗ എഴുതാം  സൂآർ؉ ചതുരം ؛സ് ടു ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒരു ചതുരം , x x xx x 
നമു്ׯ ചതുരം ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരം ؛സ് ടു ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒരു ചതുരം എ്ؗ y y y yy y 
എഴുതാം, തുടർ്ؗ ബാׯിയുت പദ׹ൾ നമു്ׯ എഴുതാം , അതിനാൽ ഈ പദം ഇവിെടയു؇് ൈമനസ് 
ര؇് ഒ്ؗ അടു؋ േടം ൈമനസ് ര؇് ഒ്ؗ ആണ് അതിനാൽ ഇതും ഇതും റؐാׯെؚടും അേؚാൾ xx mxy 
ഇവിെട നമു്؛ ׯസ് ടു ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ഒരു സ്കٔയർ ൈമനസ് ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് fy mfx x y 
ഇവിെട നമു്ׯ ര؇് ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് ര؇് ഒ്ؗ ലഭിുׯം ഒ്ؗ ؛സ് എഫ് ൈമനസ് ര؇് ൈഫ x mx y 
ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ കാണുؗത് ഈ ൈമനസ് ഒരു ചതുരവും ൈമനസ് x x 
ഒരു ചതുരവും ഇവിെട ൈമനസ് ര؇് ഒരു ചതുരമായി മാറുؗു, അത് ഇവിെട ؛സ് ടു ഒരു ചതുരം x x 
െകാ؇് റؐാׯെؚടും .  േശഷിؗുׯ നിബؖനകൾ നമു്ׯ കൂടുതൽ ലളിതമാׯാം ؛സ് േനടുക , 
അതിനാൽ ഈ ൈമനസ് സ്കٔയർ, ഇത് േയാജിؚി്׺ ൈമനസ് ടു വൺ സ്കٔയർ എ്ؗ എഴുതാം , y1 y 
തുടർ്ؗ ഈ മുഴുവൻ കാരّവും ര؇് ഒ്ؗ എ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ എ്ؗ എഴുതാം, ര؇് ഒ്ؗ ഒ്ؗ , y y y mx y 
ൈമനസ് ര؇് ഒ്ؗ  സംേയാജിؚിׯാം , നമു്؛ ׯസ് ടു ഒ്ؗ ൈമനസ് ൈമനസ് ഒؗായി mxy y m x x 
ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതും ഈ പദവും സംേയാജിؚിു׺, തുടർ്ؗ ഇതും ഈ പദവും കൂടി 
േയാജിؚിׯാം, നമു്؛ ׯസ് ടു െന ൈമനസ് ഒؗിേല്ׯ ലഭിുׯം , തുടർ്ؗ അവേശഷിؗുׯത് f y y 
എؓാണ്  ഈ പദ؋ിെനാؚം ഈ പദം ഇവിെട നമു്؛ ׯസ് ടു നൽകുؗു, ײമിׯണം ര؇് mf mf 
എؗത് ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഇത് വീ؇ും ലളിതമാׯിയാൽ x x 
നമു്؛ ׯസ് 2 ൈമനസ് ൈമനസ് തവണ ലഭിുׯം  ൈമനസ് ഒ്ؗ, ഇതും ഈ പദവും y 1 y y 1 m x x 
പിെؗ ؛സ് ടു എഫ് , ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് മീ, ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّം , പിെؗ y y x x 
തീർ׺യായും ഇതും ഇതും ഒؗായതിനാൽ നമു്؛ ׯസ് തവണ ഒ്ؗ ؛സ് എഫ് തുലّമായി എഴുതാം  y 
പൂജّം , ഇത് യഥാർ،؋ിൽ എؗ പാരാമീئർ ആണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അവസാനം െചുؗുإ  k k 
യുെട മൂലّം പരിഗണിׯാെത തെؗ ഒؗിന് യും യ് ്ׯ തുലّമായ യും ഇടുക എؗത് x x y y 
വّװമാകുേآാൾ വൃ׹؋ളുെട കുടുംബ؋ിനായി ഈ േഫാം േനടുക. ഈ സർׯിളുകളിെലبാം ഈ 
സർׯിളിൽ കിടുؗുׯ, അത് യുെട മൂലّം എؓുമാകെ؂, k 
അ׹െന സർׯിളുകളുെട കുടുംബ സമവാകّ׹െളുׯറിتു׺ നുأെട ചർ׺ പൂർ؋ിയാുؗുׯ, 
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അടു؋തായി നമു്ׯ മധّബിؕു നൽകിയാൽ ഒരു േകാർഡിന്െറ സമവാകّം എ׹െന േനടാം 
എؗതിെനുׯറി്׺ ഞ׹ൾ അേനٔഷിുׯം . ൈമനസ് ൈമനസ് ൽ േകْؕമുت ഒരു വൃ؋ം ഇവിെട g f-
ഉെ؇്ؗ ഒരു േകാർഡ് പറയെ؂, ഒരു േകാർഡ് ഉെ؇്ؗ പറയാം , ഈ േകാർഡിന്െറ മധّഭാഗം നമു്ׯ 
നൽകിയി؂ുെ؇ؗും അത് വൺ ൈവ വൺ ആെണؗും നമു്ׯ അറിയാെമؗും പറയാം. തുടർ്ؗ x 
ഹൃദയ؋ിന്െറ സമവാകّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു , ഹൃദയ؋ിന്െറ മധّബിؕു 
വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗവുമായി േചരുകയാെണ׸ിൽ, ഈ േകാൺ 90 ഡിْഗി ആെണ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം,
അേؚാൾ േകാണിൽ മേئെത׸ിലും േപായിന്റ ്ഉെ؇്ؗ പറയാം. ഈ േകാർഡിന്െറ ചരിവ് xy 
ചരിവിലാണ്  ഈ േനർേരഖയുെട എؗത് ൈമനസ് ൈമനസ് എഫിെന ഒ്ؗ ൈമനസ് ൈമനസ് e y 1 x g
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ്, ഇത് ഇതാണ്, എؗാൽ ഈ ര؇് േനർേരഖകളും െതാ؉ൂറ് 
ഡിْഗിയിലായതിനാൽ ഈ ചരിവിന്െറ ഗുണനം ൈമനസ് ഒ്ؗ ആയിരിׯണം , അതിനാൽ ഈ തവണ 
ഇത് ൈമനസ് ആയിരിׯണം ലളിതമാׯാൻ കഴിയുؗ ഒ്ؗ , ഇത് േകാർഡിന്െറ സമവാകّമാണ്, 
അതിനാൽ അടു؋തായി ചരടിന്െറ സമവാകّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമു؇്, അതിനാൽ 
അടു؋തായി പറയാം േകാർഡിേനുئകളുت ഒരു േപായിന്റ ് നൽകിയിരിുؗുׯ എ്ؗ പറയാം p p x 

ഒؚം  നമു്ׯ സമവാകّം നൽകിയിت؂ു ഒരു വൃ؋ം , ഈ ബിؕു ഈ വൃ؋؋ിന് one y one p 
പുറ؋ാെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ എؗ ബിؕുവിൽ നി്ؗ തؗിരിؗുׯ വൃ؋؋ിേല്ׯ ര؇് p 
ُ١ർശന׹ൾ ഒ്ؗ ര؇് ഉെ؇ؗും നأൾ 2-ൽ േചരുകയാെണ׸ിൽ അത് മെئാؗുമب.  ഒരു pt pt t 1 t 
േകാർഡ് അതിനാൽ ഈ േകാൺടാക്്ئ േകാർഡിന്െറ സമവാകّം കെ؇ു؋ക എؗതാണ് ഇേؚാൾ 
ലّײം, അതിനാൽ ഇതിെന േകാൺടാക്്ئ േകാർഡ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ സമവാകّം ഉت 
ഒരു സർׯിളിന് പുറ്؋ തؗിരിؗുׯ ഒരു േപായിന്റിന് എؗ േകാൺടാക്ئിന്െറ ഈ സമവാകّം ടി p 
ഒ്ؗ ടി ര؇്  േകാٌ٧് ഈ സർׯിളിന്െറ ആരം അറിയുക, സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് w  e g f c 
ന്െറ വർ״മൂല؋ാൽ നൽകിയിരിؗുׯ ഈ ടാൻജന്റുകളുെട നീളവും കെ؇؋ാനാകും, കാരണം r 
ഇത് 90 ഡിْഗി ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം, ഒؚം െയ േകْؕ؋ിൽ േചർ؋ാൽ എؗത് ഒരു p o  pt 1 o 
വലത് േകാണ ْതിേകാണമാണ്, അതിനാൽ ൈപതേഗാറസ് സിؑാؓ؋ിൽ നി്ؗ ചതുരാകൃതിയിലുت 
ദൂരം ചതുരവും ചതുരവും കൂടുതൽ ചതുരവും തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം, കാരണം ഈpo l r po 
ര؇് േകാർഡിേനുئകളും സ്കٔയർ ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ഈ പദْപേയാഗം ഇവിെട po 
മാئിرാപിുׯകയാെണ׸ിൽ േപാ സ് കٔയർ ൈമനസ് സ് കٔയറിന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ് l 
എؗത് നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ എൽ ആ വൃ؋ം പരിഗണിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം , ൽ p-
േകْؕവും ന് തുലّമായ ആരവും ഉت വൃ؋ം നമു്ׯ പരിഗണിׯാം, അതിനാൽ ചുവؚിൽ l-
കാണി׺ിരിؗുׯ ഈ വൃ؋؋ിന് േകْؕം ആരം ഉ؇് വّװമായും ഈ വൃ؋ം അെ׸بിൽ അത് p l t

എؗിവയിലൂെട കടؗുേപാകുؗു, അതിനാൽ ഉം ഉം ഈ ചുവؗ one, t two t one t two 
വൃ؋؋ിനും തؗിരിؗുׯ വൃ؋؋ിനും ഇടയിലുت വിഭജന ബിؕുവാെണ്ؗ വّװമാണ്.  നأൾ 
ക؇ുപിടിׯാൻ ആْഗഹിؗുׯ ഈ േകാർഡ് എؗ സമവാകّം ചുവؗ വൃ؋؋ിനും t one t two 
തؗിരിؗുׯ കറു؋ വൃ؋؋ിനും ഇടയിലുت റാഡിׯൽ അു׺ത؇ിന്െറ സമവാകّമبാെത 
മെئാؗുമب , ഇത് നമു്ׯ േനരെ؋ അറിയാം അതിനാൽ ഈ ചുവؗ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം x 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ്  സൂآർ؉ ചതുരവും ൈമനസ് ഒരു സമചതുരവും ചതുരവും തؗിരിؗുׯx y y l 
വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّവും ഈ സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ ഇതാണ് എ്ؗ പറയാം, s2 
അതിനാൽ ഇത് എഴുതുേآാൾ നമു്ׯ ഇത് ഇ׹െനയും സമവാകّവും എഴുേത؇ിവരും  റാഡിׯൽ 
അു׺ത؇് േകവലം പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഒരു ൈമനസ് െസ ര؇് ആയിരിുׯം, അതിനാൽ 
േകാൺടാക്്ئ േഹാർഡിനുت സമവാകّം നൽകിയിരിؗുׯത് നأൾ ഒؗിൽ നി്ؗ ഒ്ؗ ര؇് 
കുറയ്േׯ؇തു؇് , നമു്ׯ കൂടുതൽ ലളിതമാׯാം , അതാണ് ഇത്.  സآർׯ സംഘ؋ിന്െറ 
സമവാകّം, അതിനാൽ അടു؋തായി ഞ׹ൾ അേത സാഹചരّ؋ിലും െചുإം, അതിനാൽ lnr 
എ׹െന കെ؇؋ാെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഈ േകാൺടാക്ئിന്െറ ചരടിന്െറ നീളം 
കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗുെവ്ؗ പറയാം , അതിനാൽ ഇത് വളെര ബുؑിമുت؂ു 
കാരّമب, കാരണം ഈ ആംഗിൾ ഞ׹ൾ കാണുؗു  90 ഡിْഗി ആയിരിുׯം ഈ ആംഗിൾ 
തീئയാെണ׸ിൽ, ഈ േകാണിൽ 90 ൈമനസ് തീئയാണ് പറയുക, എؗാൽ ഈ േകാണിന്െറ മുഴുവൻ 
േകാണും 90 ആയതിനാൽ ഈ േകാണും തീئയാണ്, ഈ ബിؕുവാണ് ഈ ബിؕു േകْؕം യിൽ നി്ؗ o p 
എؗ ബിؕുവിേല്ׯ േചരുؗ േനർേരഖയുമായുت േകാൺടാക്്ئ േകാർഡിന്െറ വിഭജനം.  ഈ േപായിന്റ ്
ഈ േകാർഡിന്െറ മധّബിؕുവാണ് , അതിനാൽ ഈ നീളം ആെണ׸ിൽ ഇതും ആണ്, അതിനാൽ ഈ x x 
മധّബിؕു ആയിരിׯെ؂ , ഈ െചറിയ ൈദർഘّം ഇവിെട എ്ؗ നമു്ׯ പറയാം, അതിനാൽ നമു്ׯm om 
ഈ ْതിേകാണം ഒ്ؗ ഉ؇്.  ഇതുേപാെല ഒ്ؗ േമാ؂് െചുإക , നമു്ׯ എؗ ْതിേകാണവും ഉ؇്, t pt one 
ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളുെടയും മൂ്ؗ േകാണുകളും ഒരുേപാെലയാെണ്ؗ ഒരാൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും , 
അതിനാൽ ْതിേകാണം ْതിേകാണ؋ിന് സമാനമാണ് , അതിനാൽ അനുബؖ t one mo t one po 
വശ׹ളുെട അനുപാതം േവണം സമാനമായിരിുׯക, അതിനാൽ ന്െറ എؗത് ന്െറ ന് x- l h- h-
തുലّമാണ്.   സമചതുരം കൂടാെത ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലവും സമചതുരവും Samachathuram h, r l r
സമചതുരവും സമചതുരവും സമചതുരവും സമചതുരവും വർ״വും വർ״വും ചതുരവും r r l r r r 
സമം , അതിനാൽ എؗ േകാൺടാക്ئിന്െറ േഹാർഡിന്െറ നീളം ന്െറ ഇര؂ിയാണ് .  2 മട്׹ t1 t2 x- x, 
അതായത് സ്കٔയർ ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന്െറ 2 ആണ്, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّം r rl 
കണׯിെലടു്؋ നമു്ׯ ഇതിെന കുറി്׺ രസകരമായ നിരവധി കാരّ׹ൾ കെ؇؋ാൻ കഴിയും, 
ഉദാഹരണ؋ിന് നമു്ׯ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം കെ؇؋ാം pt one t two 
അ׹െന ഒ്ؗ ര؇് pt t 
അ׹െന  ഇേؚാൾ നമു്ׯ അത് എ׹െന െചإാം എ്ؗ വّװമായി, ചതുർഭുജ؋ിന്െറ ആെക 
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വിُീٝർ؉ം ഒ്ؗ ഒ؂ി ര؇് ഈ ര؇ിന്െറയും വിُീٝർ؉׹ളുെട ആെകു؋കയാണ്, അതിനാൽ ഈ 
ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉വും ഈ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉വും ആയി ആയി വരും, l r 
കാരണം യുെട വിُീٝർ؉ം  ഒ്ؗ പകുതി ആയി ആയും ര؇് യുെട വിُീٝർ؉ം pt o l r pt o 
സമാനമാണ്, ന്െറ വിُീٝർ؉ം ആയി ആണ്, നമു്ׯ മു്آ ലഭി׺ മൂലّ׹ൾ Ot1 t2 x h h, x 
ഉപേയാഗിׯാം, ഇത് കّൂബ് ആയി ലഭിുׯം ചതുരവും സമചതുരവും അതിനാൽ ഒ്ؗ r l r l pt t 
ര؇ിന്െറ വിُീٝർ؉ം തുലّമാണ്  വിُീٝർ؉ം ഒ്ؗ ഒ؂ി ര؇് ൈമനസ് ഏരിയ ഒ؂ി ര؇് ൈമനസ് t o pt 
ഏരിയ, അത് ഈ പദْപേയാഗ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ബിؕുവിൽ നി്ؗ ര؇് ُ١ർശന׹ളാൽ 
കീഴ്െؚ؂ിരിؗുׯ ഈ േകാണും നമു്ׯ കെ؇؋ാനാകും അതിനാൽ വّװമായും ഈ േകാൺ p 

ന്െറ വിപരീതമാണ്  അതിനാൽ ഈ മുഴുവൻ േകാണും ആംഗിൾ ഒ്ؗ ര؇് ആണ് , ഇത് ന്െറ r- l t pt r 
എؗതിന്െറ ര؇് മട്׹ ടാൻ വിപരീതമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ടാൻ വിപരീതവും ؛സ് ടാൻ l 

വിപരീത േഫാർമുലയും ഉപേയാഗിׯാം , ഇതാണ് ഒടുവിൽ നമു്ׯ മെئാരു തരം േചാദّം ലഭിؗുׯത്.  b 
എؗ ْതിേകാണെ؋ ചുؗുئ സർׯിളിന്െറ സമവാകّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് pt1 t2 

ആവശّെؚടുؗത് അേത സ׽ീകരണ؋ിനാണ്, അതിനാൽ ഈ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം ഒ്ؗ, pt t 
ര؇് എؗിവയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ചുവ്ؚ നിറ؋ിൽ കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ഈ വൃ؋ം t 
യിലൂെട കടؗുേപാകുؗു. ഒ്ؗ, ടി ര؇് , ഉം ഉം തؗിരിؗുׯ വൃ؋ം കറുؚിലും ഈ t one t two 
വൃ؋ം നീലയിലും വിഭജിؗുׯ േപായിന്റാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ നീലയ്്ׯ അതിന്െറ 
േകْؕം ലും ന് തുലّമായ ആരവും ഉتേؚാൾ ഈ വൃ؋ം വളെര വّװമായി ഈ വൃ؋ം  നീല p l 
നിറ؋ിൽ എؗിവയിലൂെട കടؗുേപാകുؗു, അത് തؗിരിؗുׯ വൃ؋െ؋ t1, t2 t one, t two 
എؗിവയിൽ കറു്ؚ  നിറ؋ിൽ വിഭജിുؗുׯ, അതിനാൽ നീലയും കറു؋ വൃ؋വും കൂടിേ׺രുؗ 
േപായിന്റായ എؗീ േപായിന്റുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗ എبാ സർׯിളുകളുെടയും t1, t2 
കുടുംബെ؋ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ. ഈ ചുവؗ വൃ؋ം ആ സർׯിളുകളുെട കുടുംബ؋ിൽ 
െപ؂തായിരിׯണം, അതിനാൽ ഈ ചുവؗ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ْശമിുׯം,
അതിനാൽ ഈ നൽകിയിരിؗുׯ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം ഒؗാണ് , ഈ ചുവؗ വൃ؋؋ിന്െറ 
സമവാകّം വളെര ലളിതമാׯാം. ഈ ര؇് സർׯിളുകളും നമു്ׯ കുടുംബം എ്ؗ അറിയെؚടുؗു , ഈ 
ര؇് സർׯിളുകളുെടയും വിഭജന േപായിന്റിലൂെട കടؗുേപാകുؗ എبാ സർׯിളുകളുെടയും 
കുടുംബ؋ിന്െറ സമവാകّം ലാംഡ ഒരു സٔതْؓ പാരാമീئറാണ്, അതിനാൽ ലാംഡെയ മാئി ലാംഡ 
മാുؗുئ, എനി്ׯ ടിയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ വّതُّ ٝസർׯിളുകൾ ലഭിുׯം ഒ്ؗ, ടി ര؇് ഇത് ഈ ര؇് 
സർׯിളുകളുെട വിഭജന ബിؕുവാണ് അതിനാൽ ഈ സമവാകّം ഇേؚാൾ അ؋ര؋ിലുت ഒؗാണ് 
ഈ ചുവؗ വൃ؋ം എؗാൽ ചുവؗ വൃ؋ം ഒ്ؗ ഒؗിലൂെട കടؗുേപാകുؗുെ؇്ؗ നമുׯറിയാം x y 
അതിനാൽ , നി׹ൾ ഒؗിന് തുലّമായിരിുׯേآാൾ ന് തുലّമായ ന് ഇടുകയാെണ׸ിൽ, ഈ ഇടത് y x- x-
വശം പൂജّമായി കണׯാׯണം, 
അ׹െന െചുإേآാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ലാംഡ ചതുര؋ിന് തുലّമായിരിׯണം എؗാണ്, l 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ കെ؇؋ി  ലാംഡയുെട മൂലّം , പിെؗ നأൾ െചേإ؇ത് നأൾ െചേإ؇ത് 
ഇതാണ് , കാരണം ഉം ഉം നമുׯറിയാം, അവ നമു്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ എؗതും x one y one gf c l 
നമു്ׯ അറിയാം, വാُവٝ؋ിൽ, ചതുരമാേണാ നأൾ ഉപേയാഗിؗുׯത് േഫാർമുലയും സ് കٔയറും l r 
ഇതിന്െറ സ് കٔയർ ആണ് എ്ؗ ഉപേയാഗി׺ാൽ ഇവിെട നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗത് ഈ നّൂമേറئർ l 
സ് കٔയർ ആെണؗും അതിനാൽ ലാംഡ ഒؗിന് തുലّമാെണؗും അതിനാൽ ഈ ചുവؗ 
വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം ഒؗുമب, അبാെത ലാംഡെയ ഒؗിന് തുലّമാേׯ؇തു؇്. ഈ 
സമവാകّ؋ിൽ , അതിനാൽ ഇത് ചുവؗ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّമാണ് നؕി 
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