
 సࡍए ङߕల߯  ఉప ࡽ छࣃ ړߖࣃ గతం, ڒబܽद ఈ ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ ߷ङ एࡍస ࠆఆ ࡰࠫ झࡽ  అڜ ߝతफ ܼ12 ߘ ڡߧ
ऴߦరంࣃࠚफ ࠭, ఇ޴ సరళ ࡔఖల ܿڕంబం అߝ అంߖࢡऒ బܽद ఇకएڒ ޴ఉంܿం ࡯߱  డ ࠭࠲ ऴߦథࠫకంڴ అߖऒ
సࡍए ࠪ ంۨࡍڷ ऴ࢐యడం ߘలހరణ సࠬకర߄ࣃ సంڝ ల ࡽ ऱܼ .࠭ޑݡ
  ఒక ఉమघ चࢇࢗ ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ߕ޼మనం ఏ ڕహరణ޳फ ఉࣄఆ ݟ  అߖऒ  వృޑफ ల సࠬకరߖހऒ  
ऴ࢐యవ۪ऐ ఇۨऐ ڕహరణ޳ఉ ޳ࡶ  న ࡓంݡ సࡍए चࢇࢗ ݞంڷ ల ఖండన ࡽ  అߖऒ  సࡍए ऒߖހల సࠬకర ࡽ  
ऴ࢐యవ۪ऐ .
 ఉపߕङ సం ڒబܽद ࠴దܽ దృࢲद ంతంޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం, ఇకए డ మనࡓ ڕంݡ వృޑफ ల సࠬకరࡱހ ఇవछ బݞन  ,࠼
࢐ܽ సࠬకరࡱހ ఒకܽ ߕࣆऒ ऒߕࣆ ݡంࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  బܽद ఒకܽ s sڒ ޴బܽद ఒకܽ ఇڒ సࠪనం ړ
ఈ ࡓండవ ݟऴڶ బࣗప޴ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ లࡹ ఈ ࡓండవ ݟऴڶ బࣗప޴ అ࠼నߩओ  దܽ x y x y࠴ ޴ఇ ݡ
వృޑफ ऒߖ ऒߕࣆ ఒకܽ ޴फంࣆۨࣇ  ऒߕࣆ ݡంࡓ ండవ వృతफంࡓ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  సࠪనం  s s o ړ
మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ వృޑफ  ࡱ

మ࠾ࡍ అࡓ ߝం࠼ߦ ݡంటऱ వదभ ఒకڜߖ޳కܽ కࣃࡱफ  p q ݞంڷ ల࢓޶ంࠉ ఖండన ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࠼
నऒޔࢂࢗ  అߖऒ  సࡍए ऒߖހల సࠬకర ࡽ  కھߘనడం࠭࠲ ࡹ ఇߩओ ړఆస ݡ फ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭, ఉ޳హరణڕ 
అ࡮ంܽ ఒక సࡍए వ۪ऐڒ ఈ వృతफం ࡽ .
ओߩఇ ߘߝ   ऒߕफࣆڶ ݡ వ۪ऐڒ ޻ంܽ࡮క వృతफం ఇࡖమ ߘ  ఇంڒ మࡖక సࡐए ङ  కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం ࡮ఇ ݋
ఈ ࡓంݡ సࡍए నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ల࢓޶ంࠉ ల ఖండన ࡽ  అనంత࠳న అߝక సࡍए ऒߕఉ ࡱ ࡽ యࡏࠬ ߖ తछ రࡹ 
ऴగࣕࣃफ  ,ࡏ
ఇకए ߗڒ డ లࣾङ ం  ఒక ߄ࣃరణ సࠬకరణం ޳ࡶ సࠬకరߖހऒ  కھߘనడం అం݄ ڜంత పߖޒࠫࡌ కڵ࡯ ఉనऒ  
ఒక సࠬకరߖހऒ  కڝߘए ऐࡍࠪ ߖޒࠫࡌఅం݄ మనం ఆ ప ࡯࢐ నటऱޙ࠼,  ఈ ࡓంࠉ ݡం࢓޶ల ڷంݞ 
నऒޔࢂࢗ  ఏߕ޼ అܿవంܽ వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  మనం ߰ందగల࡯ڴ.
 మ࠾ࡍ మనం 
ఏࡓ ߕ޼ంݡ ఖండన వృޑफ లࡏڷ ߘफ۪ޘ ڕऐ फޑఖండన వృ ݡంࡓ ߕ޼ం݄, ఏڕ ऒߖ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ   ߖ޳ ం݄ڕ
.ం޳ంڕࣆۯफࡏڷ ంۮంڜ ంۨ మనంࡍڷ
కएࡅ అࣾం ఖండన ࡽకݟࡌ ࣒ࡵ   ङޙऴప ߮࡯క ߘల࢓޶ంࠉ ݡంࡓ  క࠳న సరళ ࡔఖ ޳छ ఇవछ ࡌ బݟంڒ ޴బܽद 
ఈ సందరग ంࡹ ఒకܽ ߕࣆऒ ऒߕࣆ ݡంࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  s s ߩࡏఅࣾం ఈ ఎ ࡽకݟࡌ ޙ࠼సࠪనం అ ړ
సరళ ࡔఖڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽ ڷంޔࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ p q s s 
కएࡅ  ం, s޳ంڕߘఅ ߖరణ వృతफం ఉంద߄ࣃ ڕమన ޙ࠼అ ,޴ంޔ࢓అࣾం అ ࡽకݟࡌ 
సࠬకరణం ࣋ए ߖ޵ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ ऒߕࣆ   బܽद మనం x y gx fy cڒ సࠪనం ړ
కھߘనవలࣄంڝ ڴ޴రబޔݡం޴ ఈ ࡓంࠉ ݡం࢓޶ల ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ  అܿవంܽ సࡐए ङ  రణ߄ࣃ ల ݋
సࠬకరణం ఇߩओ కएࡅ ఖࡔ ఈ సరళ ݡ  సࠬకరణం ޳ࡶ ఈ ࡓంݡ వృޑफ ల ࡅకए  వలం sښ అࣾం ࡽకݟࡌ 
ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంߕࣆ ݡऒ  s s s ݡంࡓ ࠾ࡍफ మ࣋࢘ࣄޓ ݡంࡓ ࠾ࡍబܽद మనం ఒకܽ మڒ సࠪనం ړ
ऒߕࣆ  ޴ڼ࡯फ మనం ߰ందగ࣋ۯ సࠪనం ړ

ప  ݟంߘ న࣒࠳ ऱ࣒ ప  ړࡹ న࣒࠳ ړࡹ 2  ऱ࣒  న࣒ సࠪనం 0.g 1 g 2 x f 1 f 2 y c 1 c 2࠳ 
ంܽ మధङݟంࡓ ఈ ޴బܽद ఇڒ  కएࡅ అࣾం ࡽకݟࡌ   సࠬకరణం.
ओߩఉం݄ ఇ ߕ޼ఏ ࡔ࢘  एࡍస ݡ సओ ࡱ ࡽ షदంڴ ఉߕऒ छ޳ ఈ సࠬకరణం ࠼ ఇవछ ࡌ బݟన ߄ࣃరణ వృతफం ఈ 
ओߩఅ ,޴ంޔࢂࢗ ݞږ ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ  s s ࠾ࡍరణ వృతफం మ߄ࣃ ߕ޼ంܽ ఏ࡮అ ࠾ࡍమ ݡ
ఇవछ బݟన సࡍए फࣃࡱవదभ క ࠾ࡍమ ݞږ ࡱ ࡽ యߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ ఎం޶కం݄ మࡱ ࠾ࡍ p q p q 
ఒక߯ߖ޳ ఉߕऒ ऒߕफࣆ࡯ࢣࡍప ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼ ࠭ మڷ ࠾ࡍంࢇࢗ ݞच  అߖऒ  వృޑफ  బܽद p q s, pڒ ࡱ
మݞږ ࠾ࡍ ߯ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మ࠼ߦ ࠾ࡍం ऱܿ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽڔ ఉమघ q sڴݟ p q s s 
ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మ࠾ࡍ ఒకܽ మ࠾ࡍ వదभ కࣃࡱफ फޑవలऱ వృ޶అం ࠼ ల మధङ ऒߕࣆ   s s p qړ
సࠪనం మߕࣆ ࠾ࡍऒ फޑన వృ࠳సࠪన ړ ల మధङ छ޳ ఖ సࠬకరణంࡔ అࣾం సరళ ࡽకݟࡌ  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴

ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ फޑవృ ݡంࡓ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ ల మధङ  వృతफం s s pq ߕ޼ऱ ఏࢇࢗ ݞంڷ అࣾం ࡽకݟࡌ 
మధङ  ఉంܿం޴.
 మ࠾ࡍ ఈ వృతफం ఒకܽ ࠳న࣒ ࡱ ఒకܽ ߕࣆऒ  s p q ࠾ࡍమ ݞږ అࣾం ࡽకݟࡌ ఈ ޙ࠼సࠪనం అ ړ
కएࡅ ఖࡔ ఈ సరళ ࠾ࡍఖ మࡔ ऱ సరళࢇࢗ ݞంڷ  సࠬకరణం ࠳న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ఇڒ ޴బܽद s s 
సࠬకరణం  ఇ޴ అޔ࢓ం޴  ఒకܽ ࡓం࠳ ڴݡన࣒ ఒకܽ  ప ऱ࣒  ah sm inus s g g x f ޴ఉంܿం ݡంࡓ 
ప  ߤన࣒ వ࠳ ऱ࣒ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳  ం࠼ߦ ࠾ࡍమ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ऱܿ ఈ సరళ ࡔఖ߯ అڼ࡮f y c c p q 
ఈ సరళ ࡔఖ߯ ఉߕऒ యࡍڷ ߖ फంచబݟం޴ మ࠾ࡍ అࡓ ߝంࠉ ݡం࢓޶ల మధङ  క సరళ p qڛఒక ఏ ښఒ ݞږ 
फࣃۨࣇ ߘఖࡔ సరళ ښఈ సࠬకరణం ఒ ࠾ࡍబܽद ఈ సࠬకరణం మڒ ޴ఖ ఉంܿంࡔ  ڕబܽद మనڒ ࠼
ఇపओ ܽవర࠳ 2 ڕన࣒  ప ऱ࣒ న࣒ ఒకܽ   ప࠳ 2  ऱ࣒ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳   బܽद ఈ g g 1 x f f y c cڒ సࠪనం ړ
సࠬకరణం మ࠾ࡍ ఒకܽ మధङ  ఒకܽ s s s ޴ఖ సࠬకరణం ఇࡔ క సరళࡖఈ మ ࠾ࡍఅࣾం మ ࡽకݟࡌ 
మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ ఖ తపओࡔ సరళ ښఒ ݢంࡓ బܽद ఈڒ అࣾం ࡽకݟࡌ   మ޶ڒ ࠬࡔ అ޴ ऴߦథࠫకంڴ s 
ऒߖހదܽ సࠬకర࠴ టం݄ , మనం ఈࠫ޻ۯంۨࣇ వ గలࡱ࢑ ࢐సफ࢑క ంతڜ ߖߖ޳ మనం ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ 
࢐సफవ సంఖङ ऒߖހదܽ సࠬకర࠴ బܽद , మనం ఈڒ సࠬకరణం ښఒ फ, అ࢑࣋ށڷ ޜ  ࢐సफవ సంఖङ ంతڜ ,फ࣋ށڷ   q
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ఉం࡯ݞ.q 
మనం తపओ క పऀࡎంۧࡓ  ࡯ండవ సࠬకరߖހऒ  సڴࡍठ  ߰ందంݟ ఎం޶కం݄ అ࢑ ఒښ సరళ ࡔఖ తపओ  మࠬࡔ  q 

ऒߖހదܽ సࠬకర࠴ వలऱ మనం ఈ޶అం ࠾ࡍమ ࢓ڒ छࡌంۨన తށڷ ޜ  త మనం ࡓం࠳ ݡన࣒ q qg g 
ఒకࡓ ړࡹ ߖߖ޳ం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳  ࡯޳ం߰ ړࡹ ړࡹ   సࠪనం x qf f y q c c ړ
छࡌంۨన తށڷ ޜ బܽदڒ త మనం ఖۨऐ తంڴ ఈ సࠬకరߖހऒ  ߰ం࡯޳ అం݄ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇڷ ޴ణకం q
छ޳ ठڴࡍస ࡌ  ఒښ సࠬకరణ ڷణకం ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ అ޴ జరڴలం݄ ఒక ࠳న࣒ ࡓంݡ సࠪనంڴ g g 
ఉం࡯ݞ.

తపओ ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ ఒకܽ࠳ ړ న࣒   q࠳ ఒకܽ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ړ ڴࡍసߖ g g f f q f f c c 
న࣒ ఒకܽ ఇకए࠳ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ ݡంࡓ డ ࡏڷफం۪ڝంݟ మ࠾ࡍ q c c g one g 2 f 1 f 2 c  
ऒߖހరణ సࠬకర߄ࣃ  కھߘన1 ړߖݞ అߗऒ  ఇߩओ  c 2 gf c ࠾ࡍమ ړߖހరణ సࠬకర߄ࣃ ఈ ,ࣆࡱޘ ݡ
మధङ  ࡯ݞంత సంబంధం ఉంڜ 
चࢇࢗ ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ޴బܽद ఇڒ  అߖऒ  సࡍए ऒߖހల సࠬకర ࡽ भ޳۫ బܽद మనం ఏࠫڒ ޴फంࣆۨࣇ  ం 
ఇߨ݇ ޴ లࣾࡱހ మ࠾ࡍ సంతృߧफ ۮంڒ ࠼ޑ޶బܽद ఇకए డ ߘంݟ మనం ۫డగ޴ڼ࡯ w  gf c 
ఏࠫటం݄, అ޴ߝ ఒక ࠳న࣒ ࡓంࠑ ݡ  ప ऱ࣒  ఒకܽ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ అ࢑ ޻ధంڴ అ޴ߝ g g g q g f f 
ఒక ࠳న࣒ ࡓంࠑ ݡ  ప ऱ࣒  వߤ మ࠾ࡍ అޔ࢓ం޴  ప ऱ࣒  వ޳ ߤछ  f q f c q c c u ޜ݀ న࣒࠳ ߤవ ࡌ
సࠪనంڴ ఉండంڒ ,ݟబܽद ఇ޴ మనڕ లࠚంߖ޵ ޴ۯऒ  సరࢁకృతం ۯయవ۪ऐ  ޴फంࣆࠚల ڕమన ޴బܽद ఇڒ 
ओߩబܽद ఇڒ ऒޒऴపయ ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ړߖހరణ సࠬకర߄ࣃ మనం ఈ ݡ भ޳ ం, ޳ ߖ޵छ ࡎభ ࠾ࡍమనం మ ࡌ फgf c 
फࣃۯ  फ࣋ۯ ࡮మనం అ ࠾ࡍమ ࡮ߩ࢙ ޒۯ ݟڕ ࠭
న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ , ऒߖހరణ సࠬకర߄ࣃ   మనం ߰ందగ࠭ޑڷࡱ q 
రऐࠪ ߖޒࠫࡌఆ ప ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ޒࠫࡌߦ ఈ ࡹబܽद ఈ సࠬకరణంڒ డం ޳छ  q q ࡌ
నऒࠚ࢑ ݟంߘ ంబంܿڕ  సࡍए एࡍస  ޴ంޔ޶ం߰ ߘల ࡽ ओߩనࣄۯ ࡮బܽद మనం అڒ ࡱ ࡽ  ޴ۯంࠚల ڕమన ݡ

࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ పऱ࣒ ߩ࢙ ޒۯ ݟڕ మనం ఈ ڴࡱ޶బ ړ బܽदڒ ݀   x y x in g g y f ړࡹ ߖ ݡంࡓ 
߭డڒ ࠭ޑబܽद బڴࡱ޶ ఈ ߩ࢙ ݟڕ పऱ࣒ ఈ వङ ࠭࠲  ఉంۧ࠭ ڴࡱ޶బܽद బڒ  ڔ फకరణړ0 ߘ f c c 
సࠪనంڴ ఉంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ యగల࠭ 1 పۯ మనం ޴నڵ࡯యగۯ మనం ݡ ऱ࣒  చޔరऴߖࣃऒ  1 ప ऱ࣒ x qޜ 
సࠪనంڴ ࣋ए छ ए࣋ ݟంߘ ࠑ  న࣒࠳ ࡹ ࡛ छ छࡔ࢘ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ,ݟయంࡌ ࡹ ࡛ ఈ x 1 ޜబంధనలߖ ࡏ q x x 
࣋ए छ ࡛ భࡎ फ ۯయబޔݡం޴ మ࠾ࡍ అ޻ పߖ ࣋ए छ ఒక y s ߖ ࠭࠲  फ࣋ۯ ࡮మనం అ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ ޜ ࡛
 ప ऱ࣒ ए࣋ ړ ࠑ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ ऴڴ వߤ  ప ऱ࣒  ݀ వߤ  ప ऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ వࡓ ࠑ ߤ ऱܿ q q x y x f y c q x 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ ऴڴ ݀  ప ऱ࣒  ݀ ఎࠆ ݀  పऱ࣒  ݀ ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ సओ ߖసࠪనం అ ړ షदంڴy x y  c 
మనం ఈ సऱޙࢀࢗ ڵࡍޒ ړ ݭ࠼ అߕࣆ ޴ߝऒ క߱వ۪ऐڒ   ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ  అޙ࠼ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ q q 
స߱ࡍలడం ޶ࡶ ఎం޶కం݄ సओ షदంڴ ఇߕࣆ ޴ऒ .޶ڒ సࠬకరణం ߖڒ 
छښఈ ࡗ܋ ߤߕ  షߤ అం݄ ߕ ఉ޻भశङ ం ఏࠫటం݄ , ఈ ఈښछ షࡹ ߤ వߤ మ܊ ࠾ࡍ ݀ సࠪనం ޶ڒ వߤ g f 
మ࠾ࡍ ఎࡓ ࠆంڒ ݡబܽद వ܊ ߤ ݀ వߤ మ࠾ࡍ ఎࣄ ݀ ࠆ వߤ మߘ ݀ ࣄ ࠾ࡍంݟ అߖ సओ షदంڴ g f g 
ऒߕࣆ సం ఒకܽߗక ࡹంܽݟంࡓ ఈ ࠾ࡍఒక మ  ޴फంࣆࡱޘ  g1 g2 g1 g2 ޳ࡶ ࡗ܋-ߤߕ న࣒࠳ కߘక ޴ߖڒ 

ऒߕࣆ ޴ߝఅ  ࠓ ࡗ܋-ߤߕ న࣒࠳ ऒߕࣆ ݢంࡓ కం݄޶ఎం ޶డږڒ   అښ ޙ࠼ంऴࡱ޳ ఒక݄ f1 f2 th 
అښ ޙ࠼ంऴࡱ޳ ఒక݄ అޙ࠼ మనڕ ఉనऒ ࢑ ఏڒऴగ వృޑफ ओߧۮ మనం ࠾ࡍమ ࡱ న ࠴దܽ సऱڵࡍޒ ړ ݭ࠼ 
फޑకృత వృ޵ంऴښ ޙࢀࢗ फࣃࡱకܽ కڜߖ޳ఒక ࡱ  ޶ڒ ࠼
फޑవృ ݡంࡓ ࠭࠲ ల ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭, అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ సओ షदంڴ కࣃࡱफ ఇకए ,࠼ డ ఈ ڷణڒలࡹ 
కߗసం ఒకܽ ߕࣆऒ అలओ ޴బܽद ఇڒ ޴ߖڒ  వలऱ ఎపओ޶అం ࠾ࡍమ ޶ڒ న సࠬకరణం࠳ ऒߕࣆ ڔܽ  q ޶ڒ 
ఎం޶కం݄ ࠬߖ޵ ࡏऒ ऒߕࣆ  ޴ంޔݡफ ߰ందబ࣋ށڷ ޜ   సࠬకరణం ఆ߯ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒښ సࠬకరణం q
ऒߖ޵ ࡏࠬ కం݄޶ఎం ޶ࡶ రठంࠪ ړߖݞవڒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ फ࣋ށڷ ޜ న࠳సࠪన ړ ఉం݄ , ఈ q ڴ q 
సࠬకరణంށڷ ޜంۨనߩओ ऒߕࣆ ڕమన ݡ  సࠬకరణం వࣆफం޴, అޙ࠼ ఈ సࠬకరణం ߕࣆऒ  సࠬకరణం 
ऒߕࣆ వ గలࡱ࢑ న࠳జߖ బܽद ఈڒ ޶ڒ  తफం q࠴ యగలం అం݄ మనం ఈۯ బܽद మనం ఏࠫڒ ޶ڒ 
సࠬకరߖހऒ ओߩనࣄۯ ࡮బܽद మనం అڒ ంచగల࠭ށڷ ޜ  ఇకए ݡ డ ఉనऒ  ࣔరం ߘంݟ బయటపడవ۪ऐ  q
అߩओ ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒࠳ అం݄ ఒకܽ ݟందం߰ ݡ  సࠬకరణం s s ۯంࠚల ڕమన ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ
కएࡅ  పంࡐ రణ߄ࣃ 
మ࠾ࡍ మనం ఈ సࠬకరߖހऒ  ఒకܽ పऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴన࣒ ఒకܽ࠳ ఒకܽ ڴ    ఒక ప ऱ࣒ छ޳  q ݡంࡓ ࡌ s q s 
ऒߕࣆ ऒߖ޵ మనం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ యవ۪ऐۯ   ఎం޶కం݄ మ࠾ࡍ ఇంڒ మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄, ah 
మనం ߖ޵ऒ  ప ऱ࣒  ఈకछ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࡗ܋ ࡽ , అޙ࠼ ఇ޴ ఈ సࠬకరణం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇకए డ ࠳న࣒ k 
వࠑ ߤ వߤ పऱ࣒  మ࠾ࡍ  అߕࣆ ޴ߝऒ  q q k ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘవࡱ࢑ న࠳జߖ ݞږ న޶నంڒ సࠪనం ړ
ऒߕࣆ  ޴బܽद ఇڒ फޑవృ ݡంࡓ న࠼సࠪనం అ ړ ల ఖండన ࠉంڷ ࢓޶ంޔࢂࢗ ݞనऒ  అߖऒ  సࡍए రణ߄ࣃ ల ࡽ
సࠬకరణం.
  మࡓ ࠾ࡍంߕࣆ ݡऒ  సࠪనం s k ړన࣒ ఒకܽ࠳ ,޶డږఉండ ڴసࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ ఈ ߗڒ సࠪనం ړ
వ۪ऐڒ వࡱ࢑ ࢐సफవ ߕ޼ఏ ޶ڒ ఒక ۨనऒ ړߖݞంచࡍ࢑వ ߖߖ޵ ,   ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం ڒబܽद మనࡓ ڕంݡ 
సࡍए పऱ࣒ ߩచదర ࡱ ࡽ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఉߕऒ యߩۮ ߖओ  ం.x y޳ంڕ
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ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ ऒߕࣆ ఈ ڷࡱߕ న࣒࠳ ڷࡱߕ  సࠪనం  మధङ ړ  x y h ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒ ఒక పవ࡛࠳ ࡹ
మ࢐ ݡ࠮ ࠾ࡍङ बࡌࣃ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, మࡖక వృతफం ࡓంݡ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡࣄ   s x y y 
సࠪనం ߕࣆऒ  ఇ޴ ࣊ంట࡛ ߕࣆऒ ࢐ङ ࠾ࡍమ ݡ࠮ న࣒࠳ ࠪڒ  రࣃ बం ޜݡ࠮ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ .
ల మధङ޳ంऴښ ݡంࡓ  వర ݡంࡓ రం޷  ठړߖ࡮࠮ సࠪనం, ఇ࢐ ޴ङ రࣃ बం ࠴తफం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, 
ఎం޶కం݄ ࢐ङ రࣃ बం ࠴తफం ఆࡏ మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం మధङ  సంߪరप వङ ङޑ సం ߕࣆऒ సओ ޴బܽद ఇڒ  షदంڴ కం݄ 
ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ పࣄࡍब޵ ޒనర बం ऴߦథࠫకంࡓ ڴంݡ వృޑफ  ల వదभ࢓޶ంࠉ ݡంࡓ ࡱ
కࣆࡱफߕऒ ओߩఇ ࠾ࡍమ ࠼ फޑవృ ݡంࡓ ఈ ࠭࠲ ݡ ల ఖండన ࡅకए चࢇࢗ ݞంڷ ల࢓޶ంࠉ ݡంࡓ   అߖऒ  
ధङࣃ एࡍన స࠳ ऒߖހల సࠬకర ࡽ  కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ऒߖబܽद ఆ అڒ  ࠭  సࡍए  రణ సࠬకరణం s߄ࣃ ల ࡽ
1 ప ऱ࣒ ऱ సࠪనం 0 ఇకएࡏࣃ  డ ߖజ࠳న޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽړ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ఈ k s 2 k k 
ఉ޳హరణړ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఒకܽ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ s s x y x pl  y ڷࡱߕ ڕࠪ ݡంࡓ 
పऱ࣒ ڷࡱߕ న࣒࠳ ࡓ  ऱܿ ࡓంݡ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡࣄ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ߖ సࠪనం మనం ړ  k s x y y k ړ
సࠪనంڴ ఉంۨనటऱޙ࠼, మనښ ڕవలం ఒకܽړ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఎం۪ڕం݄ ఇ޴ s s k 
అనంతం అޔ࢓ం޴ సࠬకరణం పߕࣆ ࡹޒࠫࡍऒ  బܽद sڒ ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ڕݡంࡓ న࠳సࠪన ړ
ऒߖ޵  మࡍంత ޴ࢤम ۯయవ۪ऐ ऒߖ޵ బܽदڒ   
1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  2  ప ऱ࣒  4 ప ऱ࣒  6 అ࠳ ߖన࣒ ߕࣆ ڷࡱߕऒ  బܽद kx ky x k yڒ సࠪనం ړ
ऒߖ޵  మࡍంత ڷࡏ࠱పరచవ۪ऐ   ఇ޴ అܿవంܽ అߖऒ  సࡍए కएࡅ ల ࡽ  రణ సࠬకరణం, మనం k߄ࣃ 
फࣇࡏࠪ ߘవࡱ࢑  ߝ
ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ऴపࡔ࢘ ࡎࣃޒ సࡍए న࣒ k 1࠳ ޙ࠼సࠪనం అ ړ న࣒࠳ ޴ߝఅ ޙ࠼అ ,࠭ޑ޶ం߰ ߘ ࡽ k 
मࡌߖ ߖదڒ సࠪనం ړ1 . ࡯࢐ڝం۪ࡍ

࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  సࠪనం   s y ړన࣒ 1࠳ ޴ࡃࠓవలऱ మనం ߰ంద޶అం ࠾ࡍణకం 0 మڷ 
అ࠼న ࠳న࣒ 0ړ సࠪనం, ఇࡅ ޴కए కएࡅ ఖࡔ న సరళ࠼అࣾం అ ࡽకݟࡌ   సࠬకరణం తపओ  s 1 s 2 s 
మࡖకܽ ޶ڒ.
  ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మ࠾ࡍ అ޴ వృతफం సࠪనం ޶ڒ  ఒక వృతफం ࡅకए  అߤ࠻
 అంښ޶ మనం అ࠳ ޴ߝన࣒ ఒకܽړ సࠪనంڴ ఉండږడ޶ అߦۮ ߖओ ࠭, కߘక ఇ࠴ ޴దܽ రకం సࡍए  లk ࡽ
एࡍన స࠳క రకࡖంబం మܿڕ ऒߕࣆ ڕంబం, మనܿڕ ల ࡽ కएࡅ న వృతफం࠳సࠪన ړ  ऴప߄నం 
ఇۨऐ నటऱޙ࠼ మనం ߩۮओ .ం޳ంڕ
छ޳ ఈ సࠬకరణం ޴బܽद అڒ   ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణం ޳छ ఇవछ ࡌ బݟన సరళ ࡔఖ l 
ఉందߩۮ ߖओ  ం޳ంڕ
ఇవछ ڕమన ݢంࡓ బܽद ఈڒ బݞन  ంటऱ వదभ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ వృతफం ࠾ࡍఖ మࡔ ఈ సరళ ݢంࡓ ఈ ࠾ࡍమ ࠼
కࣃࡱफ కవ۪ऐޑ ݞږ వదभ ࢓޶ంࠉ వలం ఒకښ అ࢑ ޳ࡶ ࠼  మ࠾ࡍ ఈ ఖండన ࠉంڷ ࢓޶ంࢇࢗ ݞच  అߖऒ  
సࡍए ړఆస ࠭࠲ ల సࠬకరణం߯ ࡽ फ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭, ఇ޴ ఈ ఖండన ࠉంڷ ࢓޶ంޔࢂࢗ ݞం޴, ఇ޴ 
ఈ ఇۨऐ న సࡍए కएࡅ ࡽ  ऴప߄న మ࠾ࡍ ఈ సరళ ࡔఖ ఇߩओ ఇۨऐ ݡ న సరళ ࡔఖ మనڕ మߕ޼ࡔ వృతफం l 
ఉనऒ టऱޙ࠼, ఈ ࡓంݡ ఖండన ࠉం࢓޶ల ڷంࢇࢗ ݞऱ ఏߕ޼ ఇతర వృతफం ఉందߩۮ ߖओ ओߩం , అ޳ంڕ  ݡ
అࣾం సओ ࡽకݟࡌ షदంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ߄ࣃ ޴రణ వృతफం సࠪనంڴ ఉండߖవछ ంߕࣆ  ݟऒ ओߩఅ ړ  ఈ ݡ
వృతफం మ࠾ࡍ ఇۨऐ న సࡍए కएࡅ ࡽ  व߯࠹ మధङ అࣾం తపओ ࡽకݟࡌ   s ࡯ݞఉం ࠼ఖ అࡔ ఈ సరళ ڴࡍసߖ
ऒߕࣆ బܽदڒ ऒߕࣆ ࠾ࡍన మ࠳సࠪన ړ మధङ ࠹న व߯࠳సࠪన ړ ऒߕࣆ అࣾం ࡽకݟࡌ   s s ڴసࠪనం ړ
ఉం࡯ݞ  ఎం޶కం݄  సరళ ࡔఖ ఈ ࡓంࠉ ݡం࢓޶ల ఖండన ࠉం࢓޶లߘ కࣆࡱफంڒ ޴బܽद ఈ సరళ ࡔఖ ఈ l 
కएࡅ ల వదभ ఈ వృతफం࢓޶ంࠉ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍల వదभ మ࢓޶ంࠉ ݡంࡓ  व߯ߘ ࠹ కࣆࡱफం޴, ఇߩओ  p q ݡ
మనߕࣆ ڕऒ  s.޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ݞږ ޴ఇతర వృతफం ఉం݄, అ ߕ޼న ఏ࠳సࠪన ړ
 
ఈ ࡓంࠉ ݡం࢓޶లߘ క߮࡯ సరళ ࡔఖ 

ऒߕࣆ ऒߕࣆ ࠹व߯ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ సࠪనం మధङ ړ ओߩఎలऱ ߗڒ ࡯ݞఉం ࠼అࣾం అ ࡽకݟࡌ   s s ݢ
ङޙऴప ߮࡯క ߘల࢓޶ంࠉ ݡంࡓ క࠳న ࡔఖ ࠪऴత࠲ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ సరళ ࡔఖ ఈ సరళ ࡔఖ ࡅకए  
సࠬకరణం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.
 ఈ సࠬకరణం తపओ  మږڒ ࠬࡔడߕࣆ ,޶ऒ ऒߕࣆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ మధङ ࠹व߯ ړ  అࣾం s s ࡽకݟࡌ 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ࠹న࣒ व߯࠳ న࠳సࠪన ړ ఇవछ ޜ బޔݡంڒ ,޴బܽद మన ߄ࣃరణ సࡍए  s s eqߖఈ ఉంద ࡹ ࡽ
ओߩۮ ओߩం  అ޳ంڕ ऒߖހఈ సࠬకర ࠹న࣒ व߯࠳ ݡ  ఇࣆफం޴, uation s s 
అޙ࠼ ఈ సࠬకరణం ఎࡽ అߝ సరళ ࡔఖ ࡅకए  ఈ సࠬకరణం తపओ  మږڒ ࠬࡔడ޶, 
అం݄ ఈ ࡓంݡ సࠬకరࡱހ ఒ࡮ښ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనం ߖ޵ऒ ऒߕࣆ फ࣋ށڷ ڴࡏߝ   aq ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ
ఈ ޳छ ړపం ࡌ फ సࠬకరణం మనం ఖۨऐ తం࠳ ڴన࣒ व߯ڝ ࠹సం సࠬకరߖހऒ  ߰ం࡯޳, ఎం޶కం݄ ఈ q s s 
फࣃۨࣇ ߘఖࡔ సరళ ښఒ ݢంࡓ య޴࢐ ࠭࠲ ߖంۧ࠭ ڒబܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ ओߩంۨనށڷ ޜ  q ڕమన ݡ
లࣆࠚफం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ छ޳ మనం పదం ݡ ऒߖ޳ప ࡌ  సమం ۯయవ۪ऐ  ऴߦథࠫకంڝ ڴఎ߹ࢳయం޳ ݋छ  ࡌ
వలऱ తపओ޶అం ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ࡮ښఈ సࠬకరణం ఒ ࠾ࡍకం݄ ఈ సࠬకరణం మ޶ణకం ఎంڷ  q ڴࡍసߖ

తపओ ࡓ ݡంࡓ ڴࡍసߖ ऱܿ ࠳న࣒ व߯ࡓ ࠹ంࡓ ݡ ऱܿ ࠳న࣒ व߯ړ ࠹ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ mq g g nq f f 
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మ࠾ࡍ తపओ pq c c ݟంߘ లހసࠬకర ݡ࠮ ఈ ݟంߘ ఈ సࠬకరణం ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ న࣒࠳ ڴࡍసߖ
व߯࠹ మనࡓ ڕంݡ ऴڴ व߯࠹ పऱ࣒  ఎږ ࠹ङ ఇకए ڴऴ ݡంࡓ న࠳సࠪన ړ డ ߘంݟ మనࡓ ڕంݡ ఎࠆ व߯࠹ పऱ࣒  
ఎږ ߤङ ఇకए ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ࠆఎ ݡంࡓ న࠳సࠪన ڕ ࠗ డ ߘంࣄ ݟ व߯࠹ పऱ࣒ .޴फంࣆసࠪనం వ ړߧ 

ఇߩओ एࡍస ݡ కएࡅ ంబంܿڕ ల ࡽ  మనం ఈ  q ࡹఈ సࠬకరణం , ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ړߖހరణ సࠬకర߄ࣃ 
వङ ڔ फకరణలࡓ ߘంࡓ ݡంݡ మ࠾ࡍ లڕ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣃۯफ ࠭ మ࠾ࡍ మనڕ సࠪనం ࣋ए छ ࡛g f c s x 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࠹व߯ ݡంࡓ ڴࡱ޶బ ݡంࡓ   అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭   ప ऱ࣒  2 व߯࠹ పऱ࣒  y g g mq x f nq y ړࡹ 
 ప ऱ࣒  व߯࠹ పऱ࣒  సࠪనం 0.c pq 
 ఆ߯ మనం ߖబంధనల࣋ۯ ࡏ࢘ ߘफ మనం ఈ వङ ڔ फకరణߘ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ व߯࠹  ప ऱ࣒  ݀ x y g x 

व߯࠹  ప ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ   व߯࠹ పऱ࣒ ప  ߖ  ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߕࣆ  f y c q ࠹व߯ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ mx ny p s 
తపओ  మڒ ࠬࡔదߖ గమߖంచంݟ ఇ޴ బࣗపࡅ ޴కए  व߯࠹ మ࠾ࡍ ఇ࠴ ޴దܽ ݟऴڶ బࣗప޴ మ࠾ࡍ l 
అం޶వలऱ మన߄ࣃ ڕరణ సࠬకరణం అܿవంܽ సࡍए ऒߗల ࡽ  व߯࠹ పऱ࣒  అޔ࢓ంߕࣆ ޴ऒ  సࠪనం s ql ړ
పऱ࣒ ࠹బܽद व߯ڒ ऒߕࣆ  ऐࡍࠪ ߖ బܽद మనం ఈڒ సࠪనం ړ నߩओ s s ql q ڵ࡯క ߘవࡱ࢑ న࠳జߖ ݡ q 
ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం వऴకతࡍࠪ ߘऐ నߩओ వ ఇకएࡱ࢑ ݡ డ ఉంܿంڒ ޴బܽद q 
ఈ సࡍए छࡔ࢘ ڕమన ݟంߘ ంబంܿڕ ల ࡽ एࡍస ࡏ फࣃࠚల ࡱ ࡽ छ޳ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ఇ࢑ ,࠼  p ࠼ޑళࢗ ࡌ
మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ఉߕऒ ఇవछ ࠼ బݟన వృతफం ࡅకए  ऴప߄న ఖండన ࠉంࡱ࢓޶ ఇవछ బݟన సరళ q  p q 
फޑంబ వృܿڕ కࡖమ ޜఖࡔ లߘ గށంచవ۪ऐ , మనࡓ ڕంݡ ఇۨऐ న ࠼ߦం ऱܿ ఒకܽ ఒకܽ మ࠾ࡍ l x y x 
ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍఉం݄ మ ݡంࡓ ݡంࡓ ࠭ అۮ ߖపओ బݟం޴.y 
 ఆ అߖऒ  వృޑफ ల సࠬకరణం ޳ࡶ ఈ ࡓంࠉ ݡం࢓޶ల ڷంࢇࢗ ݞच  అߖऒ  వృޑफ ల ߄ࣃరణ సࠬకరణం ڒబܽद 
ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఒࡶ ࡮ښనంత వరڕ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ ڷంࢇࢗ ݞऱ అనంత࠳న అߝక వృޑफ ऒߕఉ ࡱ  ,࠼
మనం ߄ࣃరణ సࠬకరߖހऒ  ఎ࡮ కھߘంܼ࠭  ఈ సࡍए ऒߖల ࡽ ంܽࡹ మనం ۯయగ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄, మనం ఈ
ऴړం޴ సࡍए ంచవ۪ऐށగࡍప ߘ ࡽ మధङ ࠾ࡍమ ࠭ޑߩࡱక ߘల ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ బܽद మనం ఈڒ ,  ࢓޶ంࠉ 
కएࡅ ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ ఒకܽ పऱ࣒ ओߩన࠼అ ݀ ࠑ ݡంࡓ  घڻ࣊ ߤࡷ ఈ ݡ ంࡅ ݋కए  మధङ  x x ny ߘ࢓޶ంࠉ 
కھߘంܼ࠭  ఒకܽ పऱ࣒ घڻ࣊ ߤࡷ ఈ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ݡంࡓ  ంࡅ ݋కए  సగం ߰డڕ࢓ సࠪన࠳న y 
࢐ङ రࣃ बంޜ ఒక వృޑफ ऒߖ घࡍߖ  फࣃ ࠭, ఆ వృతफం ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱޔڕޑ ߘంޔࢂࢗ ޳ࡶ ޴ంڒ ޴బܽद 
ం࠼ߦ ऱܿ మڴ ࠾ࡍ ఉండߖవछ ంݟ  మߘ ࠾ࡍంݟ మనం మࡖకܽ ߰ం࠭ޑ޶ ఈ వృతफం p qs o p q 
కएࡅ  సࠬకరߖހऒ  ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ࣃۨࣇ ߖߖ޵फ కएࡅ బܽद మనం వృతफంڒ ࠭  సࠬకరߖހऒ  ڴలభంࣆ 
గށంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ వృޑफ ऒߖ  व߯࠹ అۮ ߖపओ వछߖ ంڒ ݟబܽद ఈ వృతफం సࠬకరణం ޳छ  s ࡌ
ఇవछ బޔݡం࠳ ޴న࣒ మధङ  రంऴښ ࡱ߄ంऴదం ࡅకए ࡍఆڝ  न࠳ ݋ߝన࣒ మధङ  రऴసం x x x xޔతफం చ࠴ ࡹ
కएࡅ ࡍఆڝ  न݋ߝ పऱ࣒ న࣒ మధङ࠳  ఉనऒ ࡹ ࡍఆڝ  न࠴ ݋ߝతफం చޔరऴసం తపओ ࢐ङ ߩచదర ڴࡍసߖ बࡌࣃ  y y ړߖ
సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ ఇߩओ ࢐ङ ߩచదర ݡ రࣃ बం ࣋ए छ ࡛ न ࢐ङ సంߕ ࡹలठవ వంޔ మ࠾ࡍ చదర࢐ ߩङ సం 

ఒక ࠳న࣒ ࡓం࠴ ݡతफం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక ࠳న࣒ ࡓం࠴ ݡతफం చޔరऴసం ޳छ ఇవछ ࡌ బݟన x x y y p 
మ࠼ߦ ࠾ࡍంటऱ మధङ  ఉనऒ  చޔరऴస ޷రం తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद మనం ఈ పߖ޳ऒ  ఈ ࢙ڕߩ q 
ఇకए  ޴న࣒ ఉంܿం࠳ వ࣋फڕࣆޓ డ ఆ߯ ߕࣆऒ బܽद ఈ ࣋एڒ సࠪనం ړ छ ࡛ ప ऱ࣒  ఈ ࣋ए छ  ࢑షయం న࣒ ఈ࠳ ࡛
ऒߕࣆ కएࡅ ఈ వృతफం ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ  సࠬకరణం సओ షदంڴ ఇ޴ ఈ ࣾణంࡹ మనڕ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ 
ఇۨऐ న ࣾߖހऒ రछߖ  ۨంచంݟ व߯࠹ ఆ݇ߖ  ڒܽ࠲రछ ۨంచబݟం޴ మ࠾ࡍ మనం ߖߖ޵ ۫࣋फ s lly p 
మ࠾ࡍ లߘ క߮࡯ ఈ సరళ ࡔఖ࢑ ߘసफࡍంపܑ޳भ ం ڒబܽद ఈ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం ޜ ߖߖ޳ q l 
ओߩۮ ߖफందࣆۨࣇ కएࡅ ఖࡔ ం సరళ޳ంڕ  సࠬకరణం ߕࣆऒ  ఖ సࠬకరణం lࡔ సరళ  ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
కھߘనడం ࣆ ݞږలభం ఎం޶కం݄ ఆࣣ ڒబܽद ఈ సరళ ࡔఖ సࠬకరణం ఇవछ బޔݡం࠳ ޴న࣒ ఒకܽ y y x
న࣒ ఒకܽ ఇవछ࠳ బޔݡం޴ ఒకܽ ࠳న࣒ ࠳ ࠑన࣒ మ࠾ࡍ ఏۯ ޴యవ۪ऐ న࣒ x y y 2 x 1 x 2 x x࠳ 
పऱ࣒ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ړ1 ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ړన࣒ ఒకܽ࠳   మన y y y y x x ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ

ओߩۮ ߖబܽद అڒ  l l l l x y޴అ  ࠾ࡍసࠪనం మ ړ޴బࣗప ڶऴݟ ࡽڵంࣄ ఈ ࡹల ࠾ࡍబܽद మڒ ం޳ంڕ
ऒߕࣆ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ మన వదभ ఉనऒ ݡ ऒߕࣆ ޴ కएࡅ న వృతफం࠳సࠪన ړ  व߯ߖ ࠹ కڵ࡯ ఉం޴, 
మనߕࣆ ڕऒ  ంటऱ వదभl࠼ߦ ݡంࡓ ఈ వృతफం ఈ ࠾ࡍఖ మࡔ ఈ సరళ ࠾ࡍమ ޴ఖ ఉంࡔ న సరళ࠳సࠪన ړ
కࣃࡱफ యߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ࠭ఖङ ంڴ ఇకए డ మనڕ ఉనऒ ऒߖఆ అ ࠭࠲  ޴  సࡍए ऒߖހల సࠬకర ࡽ  
కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ ࠭  ఈ వృతफం ࡅకए  ऴప߄న ఖండన ࠉంڷ ࢓޶ంޔࢂࢗ ݞనऒ  అߖऒ  వృޑफ ల 
ऒߕࣆ రణ సࠬకరణం߄ࣃ ऒߕࣆ ఖࡔ ఈ సరళ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ కएࡅ కం݄ ఈ వృతफం޶సࠪనం ఎం ړ  l 
व߯޳ ߤܒݟ ࠹छ ऒߕࣆ ࡌ  p  q ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡱంటऱ వదभ క࠼ߦ ݡంࡓ ठ ఈڴࡍస ߘఖࡔ సࠪనం ఈ సరళ ړ
మనڕ అం޴ంచబݟన޴, ఈ సࡍए కएࡅ ࡽ  व߯ߘ ࠹ మనం ࡍߖघ ంۨన ߄࢑నం ڒరణంڴ మ࠾ࡍ 

మڷ ࠾ࡍంࢇࢗ ݞच  అߖऒ  సࡐए ङ ऒߖހరణ సࠬకర߄ࣃ ల ݋  కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ फనऒࣆ ం޶న ఇ޴ p q 
ऒߖހర߄ࣃ  కھߘనడం వࡵ ఉంܿం޴.
ऒߕࣆ   ऒߕࣆ ఖࡔ సరళ ࠾ࡍమ ࠹న व߯࠳సࠪన ړ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ࢓޶ంࠉ న ఖండన࠳సࠪన ړ  s l 
అߖऒ  సࡍए ఇపओ ࠭࠲ ࡹ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ޴ఇ ࠾ࡍల సࠬకరణం మ ࡽ ఇకए , ߖన పࣄۯ ښܽ డ ߄ࣃరణ 
సࠬకరణం  అߖऒ  సࡍए పऱ࣒ ࠹व߯ ࡱ ࡽ छ޳  ఇవछ ࡌ బݞन ఇకए ,࠼ డ అߕࣆ ޴ߝऒ  బܽद s kl kڒ సࠪనం ړ
మనం ఈ ࢑ధంڴ ߰ందవ۪ऐ ओߩబܽद ఇڒ  ࡎభ ޜޒۯ ఈ ఎడమ ߖ ࠹మనం ఈ व߯ ݡ फ ࡯࠻ۯ  ఈ s ide 
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సࠬకరణం ڒబܽद ఇ޴ ऴߦథࠫకం࠳ ڴన࣒ ఒకܽ పऱ࣒ ए࣋ ࡽࣟ ݀ ࠑ ݡంࡓ  छ ࡛ అޔ࢓ం޴ పऱ࣒  x x x y 
పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ ए࣋ ࡽࣟ ݀ ࠑ ݡంࡓ  छ ए࣋ ࡽࣟ ݀ న࣒࠳ న࣒ ఒక࠳ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒకܽ ࠳న࣒ y y x x y 

ए࣋ ࡽߺ ݡంࡓ छ ప ۃంޣ ఈ  ࡛ࠂ ࠑ ࡛ ऱ࣒  ఈ ఎڡझ  ऴ߭షࡓ ߘ ߤ ऱܿ ఈ ࢑షయంܿߦ ޜ व߯ړ ࠹ ఇ޴ y k k s ah 
ఈ బࣗపڒ ޴బܽद व߯ړ ࠹ బࣗప޴ ఇ޴ ఒక ప ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ ఒࡔ ښఖڕ ఒݟ ښऴڶ బࣗపڒ ޴బܽद ఈ పऱ࣒  s k l k 
తపओ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖ޵ ऱࡏࣃ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ޴బܽद ఇڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ
ऒߖऱ అܿవంܽ అࢇࢗ  సࡍए  నx one y one x two y two k࠳జߖ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ࠾ࡍల సࠬకరణం మ ࡽ
फࣇࡏࠪ ߖ బܽद మనంڒ వࡱ࢑  ఉండవ۪ऐ  మ࠾ࡍ మనం ࠚనऒ ంڴ ఉండవ۪ऐ  ࢑࢑ధ సࡍए మనం k ࡱ ࡽ
ఇߩओ ऐࡍచ ݦ ంۨన ࢑ ߖ࢐ܽవࡍంచړߖݞ ఈ ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘం޳ం , 
ం࠼ߦ ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ ऱܿ అం݄ ࡓం0 ࠪڒ ݡ మ࠾ࡍ మࡖక ࠼ߦం݋ అం݄ 6 ࠳ ࠪڒన࣒ 4 అߖ p q 
పओۮ ంݟ మ߄ࣃ ࢐ܽ ࠭࠲ ࠾ࡍరణ సࠬకరߖހऒ  కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ࠭.
  వృޑफ మధङ ޴ఖ ఇࡔ సరళ ߮࡯క ߘల࢓޶ంࠉ ݡంࡓ ఈ ޴ఇ ,࠼ޑళࢗ ݞంڷ ల࢓޶ంࠉ ݡంࡓ ఈ ࡱ  
ࡍఆڝ ߖ޵ ࢓޶ంࠉ ఈ ࢓޶ంࠉ न࠳ ࠪڒ ڷࡱߕ ࡱ ݋ߝన࣒ ࡓంݡ సओ షदంڴ ఈ ޷రం అ޴ߝ ఎ޴ࠫߖ o op 
వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ڒబܽद మనం ښంऴదంޜ వృޑफ ऒߖ ࢐ङ फ࣋ڶ  రࣃ बం ఎړ޴ࠫߖ వర ठ࠮లం ڒబܽद ఆ వృతफం o 
ఇ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ సओ షदంڴ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఆ వృతफం߯ ఉంܼ࠼, ఎం޶కం݄ 
ఈ ߰డࡹ࢓ సగం ఉనऒ ࢐ङ ࡮ݦఉం ڴసࠪనం ړ޴ࠫߖఎ ݋ࡐ  बࡌࣃ ऒߖ  ఎం۪ߕڕऒ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ 
ఎం۪ߕڕऒ ࠭ ఈ ࡔఖ ࣊ڻघ ంࡅ ݋కए घڻ࣊ ఖࡔ ంऴదం ఈښ  ంࡅ ݋కए  మధङ  బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴ࢓޶ంࠉ 
సओ షदంڴ మ࠾ࡍ ఈ సࡍए ߯ ࡽ ࡍߪ ړߖ޵  फڴ వङ క ۨవరࡔޒ ऱࡹ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఒక ࢐ङ సం మ࠾ࡍ ఈ p q pq 
వృతफం ࡅకए  సࠬకరణం అޔ࢓ం޴  व߯࠳ ࠹న࣒ ࠴ ڷࡱߕతफం చޔరऴసం పऱ࣒   ప ऱ࣒  తफం s x y࠴ ݀ 
࣋ए छ छ޳ ࡛ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇ޴ ఎ࢐ ޴ࠫߖङ రࣃ बం ࡅకए  ࣋ए छ కएࡅ ఈ వృతफం ޴బܽद ఇڒ ࡛  సࠬకరణం, 
ఇڒ ࠹ࣄ ޴వ۪ऐ  ࣾࠫంచంڒ ,ݟబܽद ఇ޴ ఈ వృతफం ࡅకए  సࠬకరణం, అړ ߖߖ޵ ޙ࠼ సరࢁకࡍంచవ۪ऐ , s
ఎం޶కం݄ ߖߖ޵ ऴప߄నం ࠳న࣒ ࠴ ڷࡱߕతफం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴ ݡంࡓ  छ  s x y ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ࡛
సࠪనం ߕࣆऒ  అం݄ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ   చޔరऴసం ࠳న࣒ ఎ޴ࠫߖ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x y y x y 
࣋ए छ ప  ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ࡛ ऱ࣒ ప  ࡛ࠂ  ऱ࣒  పߜऒ ంߕࣆ ݡऒ కएࡅ ఈ వృతफం ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ  సࠬకరణం x y 
అ࢑ ޻ధంڴ మ࠾ࡍ లߘ క߮࡯ ఈ సరళ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యడం ۧ࡮ కషदం ޶ڒ మ࠾ࡍp q p 

అࡓ ߝంࠉ ݡం࢓޶లߘ క߮࡯ ఈ సరళ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం ࠳న࣒ ߕࣆऒ  న࣒ q y x࠳ ݟంచబڵ࠙ ޜ
కएࡅ ఖࡔ బܽद ఈ సరళڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴సࠪనం ఇ ݡంࡓ  ఈ సࠬకరణం  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒࠳   x y ړ
సࠪనం ڒబܽद ఈ సరళ ࡔఖ  ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒࠳   l x y ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
ఇߩओ एࡍఈ స ݡ కएࡅ ࡽ  व߯࠹ మ࠾ࡍ ఈ సరళ ࡔఖ ޳ ߤܒݟछ फࣃࡱంటऱ వదभ క࠼ߦ ݡంࡓ ఈ అ࢑ ࡌ  l ࠼
తపओ ࠭࠲ బܽदڒ ऒޒऴపయ ڕ޶ంߝھߘక ڴࡍసߖ ऒߕफࣆ  ఈ వృతफం o ޳ࡶ ంబంܿڕ ࠭
కएࡅ  ఖండన ࠉంڷ ࢓޶ంޔࢂࢗ ݞనऒ  వృޑफ ల ܿڕంబంߖࡹ అߖऒ  సࡍए  నం s߄ల సࠬకరణం ऴప ࡽ
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ఖࡔ సరళ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ छ޳ రణ సࠬకరణం߄ࣃ సࠪనం, ఈ ړ ఇవछ ࡌ బޔݡంړ ޴ l s
సࠪనం व߯࠹ పऱ࣒ ऒߕࣆ  సࠪనం, ఇకए ړ డ మనం व߯࠹ మڝ ࠾ࡍసం బࣗప޴లߘ ऴపޑङ ࠪऒ యంkl s l 
ए࣋ ڕफ మన࣋ۯ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳  ऱ࣒   ప ऱ࣒ ప  ࡛ࠂ  ऱ࣒  పߜऒ ం࠳ ݡన࣒ ࡓంݡ x y k x k y k
ऒߕࣆ ऒߖరణ సࠬకరణం అܿవంܽ అ߄ࣃ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ  సࡍए  ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ࡹల ࡽ
యవ۪ऐۯ ڥߖత ݞږ ߖߖ޳ ࡏఒక ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ चࢇࢗ ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ޴బܽद ఇڒ   అߖऒ  సࡍए  ల p ࡽ
నऒھߘక ࠭࠲ సంڝ ऒߕࣆ ࠪڒ ݡంࡓ రణ సࠬకరణం߄ࣃ   మ࠾ࡍ ఆ࠳ ࠪڒ ࡏన࣒.q 
సओ ࡮ۧ ڷࡱߕ   షदంڴ ఇ޴ ఒక వృతफం ࡅకए  సࠬకరణం ఎం޶కం݄ ࡓ ऱܿ ڷణకం ࡅ ޶ࡶకए  x y xy 
ऒߕࣆ ణకంڷ  మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ ए࣋ ࡍప޶త ޻ణకం అڷ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  న࣒s y g f࠳ ࡛

छ޳ రऴసంޔతफం చ࠴ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ పऱ࣒ ڷࡱߕ ࡌ   ప ऱ࣒  న࣒ c k k࠳ ڷࡱߕ రऴసంޔతफం చ࠴ ڷࡱߕ 
పߜऒ ం࠳ ݡన࣒ ࡓంݡ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంݡ ࣋ए छ న࣒ 8  ప࠳ ࡛ ऱ࣒ న࣒ 48 ప࠳ 80  ऱ࣒  ఎޜڷࡱߕ ޴ࠫߖk k k k 
ए࣋ ݡంࡓ ޴ఇ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ छ ࡛ ప ऱ࣒ సࠪనం ࠭߯ओ ړ  छ޳ ݡంࡓ  ऒߕࣆ ڷࡱߕ ࡌ  కం݄ ఖۨऐ తంڴ k 
ఎڕए వ ڒబܽद సओ షदంڴ ఇ޴ ఏ޾ సࡍए కएࡅ ࡽ  సࠬకరణం అ࠼ ఉం࡯ݞ, ఇߩओ ం࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ݡ ऱܿ ߖజంڴ 
ఈ సࡍए ߯ ࡽ  ఉߕऒ भ޳۫ ݞږ ޾ࡶ ࡆ ం, ڒబܽद మనం ఈ ࠼ߦం݋ ߯ ऒߕࣆ ࠪڒ ݡంࡓ   ఉందߖ తڥߖ 
ࡎభ ړߖݞయۯ फ ࣋ۯफ వృతफం ఎడమ ࢙ߩన ߕࣆऒ y޴ఈ బࣗప ޜ ࠾ࡍమ ޴ంޔఉం۪ ߖ ݡంࡓ న࠳సࠪన ړ x
సࠬకరణం ࡓంړݡ సࠪనం మߕࣆ ࠾ࡍऒ  y ߘవࡱ࢑ ޴ఈ బࣗప ޴ߝఅ ޳ࡶ ޳ంޔ࢓సࠪనం అ ړ
ऒߕࣆ సࠪనం 4 ప ړ0 ࠾ࡍమ ޴న బࣗప࠳సࠪన ޜ ݟడం۫ ޾ࡶ ޾फంࣆۯ ߩం޴మ ړ ऱ࣒  0 ప ऱ࣒  x y k 
ऱ 2 పࡏࣃ న࣒ 8࠳ ऱ࣒ ప 4 ޴ఇ ,޴న࣒ 2 ఉంܿం࠳ 12  ऱ࣒ న࣒ 16 ప࠳ 2  ऱ࣒ k k k ڴసࠪనం ړ న࣒ 2࠳ 12 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ర޶भ ۯయబޔݡం޴ మ4 ࠾ࡍ ప ऱ࣒  పߜऒ ంݡ అޔ࢓ం޴  పదࣔ࠳ ࡏన࣒ పదࣔࡏ 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ޴ఈ బࣗప ڴథࠫకంߦఆࣣ ऴ ߩ࢙ ޒۯ ఎడమ ړߖ܉ߖ  ࣊  ङ࡮࠮ ړ ంకనం ࣆۯफం޴ అం݄ ఈ o 
ऒߕࣆ ఈ వృతफం ࠬద ࢓޶ంࠉ అర ߖసࠪనం అ ړ बం, ޳ࡶ మనం ࡅకए  ఏ ࡱ࢑వߘ ఎం۪ߕڕऒ  సࡔ, మనంk 

ऒߕڕఎం۪ ߘవࡱ࢑  మనڜ ڕంత లࣆࠚफం޴  సࡍए  ऒkߕࣆ ࠪڒ ݡంࡓ ࡹ ݋ం࠼ߦ ఆ వృతफం ఈ ࠾ࡍమ ࡽ
 ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ
ఈ ࠼ߦంړ ݋ ఆ࠳ ࠪڒ ࡏన࣒ ޜ ࡛ࠂ ఈ సࠬకరߖހऒ  ప࣋ऀࡎफ మనڕ లࠚం޴ۯ అڒ ޻బܽद మనం ఈ 
ఉపߕङ ऒߖࣃ  త޶పࡍ ఉపߕङ సంࣃڵ࠭ ࡹफ ࠭.
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एࡍస ࠭࠲ ऒߖࠈంܿڕ ల ࡽ  కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭ మߘ࠭ ࠾ࡍపܽ పࣾࡎల ߘంݟ సࡍए  ల ࡽ
ऒߖڜ ంۨన߅సంబం ړߖࠈంܿڕ  సࡱ࢐ సమసङ లߘ పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ फࣃ ࠭,  ధనङ  ࡱ޳࢐
ధనङ  ࡱ޳࢐
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